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ABSTRAK
Nama : Tri Handhika
Program Studi : Matematika
Judul : Analisis Stabilitas dan Implementasi Model Brennan-Schwartz

Tesis ini bertujuan untuk menganalisis stabilitas model Brennan-Schwartz
dan menggunakannya sebagai panduan dalam menganalisis tingkat bunga.
Stabilitas penting untuk menggambarkan ketahanan suatu model terhadap
gangguan pada nilai awal ataupun parameter modelnya. Pada Tesis ini akan
dibahas dua cara untuk menentukan stabilitas stokastik, yaitu stabilitas stokastik
asimtotik dan stabilitas mean-square. Kriteria-kriteria stabilitas yang diperoleh
dapat digunakan sebagai panduan untuk memilih parameter sehingga model
menjadi tahan terhadap gangguan. Akan tetapi, pada kenyataannya parameter
model Brennan-Schwartz tidak diketahui nilainya sehingga perlu dilakukan
penaksiran terlebih dahulu. Pada Tesis ini, metode yang digunakan dalam
menaksir parameter model Brennan-Schwartz adalah metode Maximum
Likelihood dan dilanjutkan secara iteratif menggunakan Algoritma Nelder-Mead.
Dalam implementasi, taksiran parameter diperoleh melalui penerapan konsep
perubahan measure. Hasil implementasi menunjukkan bahwa solusi model
Brennan-Schwartz cukup baik dalam menggambarkan pergerakan tingkat bunga
bulanan dari suatu zero-coupon bond dengan maturity time 5 tahun periode
Januari tahun 1982 hingga Februari 2011 yang datanya diunduh dari

www.bankofengland.co.uk.

Kata kunci: Model Brennan-Schwartz; Stabilitas Model Stokastik; Maximum
Likelihood; Algoritma Nelder-Mead; Perubahan Measure.

Bibliografi: 26 (1974 — 2011)
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ABSTRACT
Name : Tri Handhika
Study Program: Mathematics
Title : Stability Analysis of Brennan-Schwartz Model with
Implementation

This thesis aims to analyze the stability of the Brennan-Schwartz model
and use it as a guideline to analyze interest-rate. Stability is important to describe
resistance of the model to the perturbation in the initial state or parameters of the
model. Two ways to define stochastic stability will be considered in this thesis:
stochastically asymptotically stable and mean-square stability. These stability
criteria can be used as guidelines for selecting parameters that make the model
resistant to the perturbation. However, Brennan-Schwartz model requires
estimation of parameters whose values are unknown. In this thesis, the method
which is used to estimate parameters of Brennan-Schwartz model is the maximum
likelihood estimation method and will be continued iteratively using the Nelder-
Mead Algorithm. In the application, parameter estimators are obtained by
applying change of measure concept. Implementations show that Brennan-
Schwartz model is good enough to approximate the real data of monthly interest-
rate from a zero-coupon bond with maturity time of 5 years: January, 1982 -

February, 2011 in which data is downloaded from www.bankofengland.co.uk.

Key words: Brennan-Schwartz Model; Stability of Stochastic Model, Maximum
Likelihood; Nelder-Mead Algorithm; Change of Measure.

Bibliography: 26 (1974 — 2011)
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam menentukan harga suatu aset/produk keuangan (asset pricing), para
ekonom mendasarinya atas dua hal, yakni preferensi resiko investor atau biasa
dikenal sebagai “faste” investor dan distribusi payments suatu produk keuangan di
masa depan atau “teknologi” ekonomi. Preferensi resiko seorang investor haruslah
konsisten dengan suatu fungsi utilitas yang diharapkan (Pennacchi, 2008). Daniel
Bernoulli telah menunjukkan bahwa fungsi utilitas yang dimaksud merupakan
fungsi increasing dan konkaf terhadap harta yang dimiliki seorang investor.
Semakin besar harta yang dimiliki seseorang tidak meningkatkan kepuasan
seseorang dengan cukup signifikan. Hal ini dapat disebabkan oleh ketakutan
seorang investor akan kehilangan harta yang dimiliki sehingga umumnya investor

dalam pasar keuangan tergolong risk averse.

Untuk menangani risk averse, dalam dunia asuransi dikenal istilah risk
premium, yaitu harga yang harus dibayar oleh seseorang untuk mengalihkan
resiko yang mungkin terjadi. Sedangkan dalam masalah asset pricing, risk
premium didefinisikan sebagai ekspektasi tingkat pengembalian suatu produk
keuangan yang dimiliki oleh seorang investor. Dengan kata lain, resiko payoff
suatu produk keuangan di masa depan, seperti obligasi, opsi, atau swap,
menentukan tingkat pengembalian produk-produk keuangan tersebut pada tingkat

bunga tertentu.

Pembahasan mengenai ketergantungan pada tingkat bunga diperlukan pula
dalam hal manajemen resiko maupun dalam spekulasi bisnis yang menuntun pada
asset pricing (Csajkova, 2007; Pennacchi, 2008). Ketidakpastian pergerakan
tingkat bunga di masa depan merupakan bagian penting dalam teori pengambilan

keputusan keuangan. Ketidakpastian ini juga merupakan kendala dalam
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menentukan harga suatu produk turunan tingkat bunga maupun dalam hal

manajemen resiko (Yolcu, 2005).

Secara matematis, fenomena pergerakan tingkat bunga direpresentasikan
dengan Persamaan Diferensial Stokastik (PDS). Dalam Tesis ini akan dibahas
mengenai salah satu model tingkat bunga, yaitu model Brennan-Schwartz
(Brennan, 1980). Model Brennan-Schwartz mendeskripsikan pergerakan tingkat
bunga menurut satu sumber resiko atau satu variabel ketidakpastian. Seperti
halnya model Vasicek, Rendleman-Bartter, maupun CIR, model Brennan-
Schwartz juga tergolong ke dalam model ekuilibrium yang memiliki sifat mean
reversion. Model Brennan-Schwartz mirip dengan model Vasicek, tetapi koefisien

difusi bersifat multiplikatif.

Seperti halnya dalam persamaan diferensial deterministik, suatu PDS juga
mengandung parameter. Dalam beberapa kasus, parameter-parameter tersebut
terkadang diketahui nilainya, seperti pada eksperimen dalam laboratorium fisika
maupun kimia. Berbeda dengan kasus eksperimen, dalam konteks keuangan
seringkali parameter-parameter tersebut tidak diketahui nilainya sehingga perlu
ditaksir terlebih dahulu pada saat implementasi model terhadap data riil. Oleh
sebab itu, perlu dilakukan penaksiran terhadap parameter model Brennan-

Schwartz dengan menggunakan data observasi yang tersedia.

Dalam penaksiran parameter model Brennan-Schwartz terdapat masalah
perbedaan measure karena data observasi yang digunakan memenuhi asumsi

actual probability measure P. Sedangkan, model Brennan-Schwartz memenuhi

asumsi risk-neutral probability measure P. Dengan kata lain, terdapat
kemungkinan bahwa parameter yang diperoleh tidak sesuai dengan yang
diharapkan atau menyimpang dari yang sebenarnya. Taksiran parameter yang
menyimpang dapat mengakibatkan solusi yang menyimpang pula. Dengan
demikian, solusi dari masalah yang diselesaikan mungkin juga menyimpang dari

solusi masalah sebenarnya (Anggono, 2004).

Penyimpangan solusi yang terjadi akibat gangguan-gangguan baik berupa

kesalahan penaksiran parameter maupun penentuan nilai awal solusi
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menyebabkan diperlukannya suatu panduan mengenai kriteria nilai taksiran
parameter yang dapat diterima sehingga model Brennan-Schwartz dapat
diimplementasikan pada data riil. Salah satu panduan yang dapat digunakan
adalah stabilitas model. Stabilitas model cukup menarik untuk dibahas karena
dapat menggambarkan ketahanan suatu model terhadap gangguan-gangguan
tersebut sehingga modelnya dapat digunakan dalam peramalan untuk jangka
waktu tertentu. Pada model yang stabil sedikit perubahan pada nilai awal ataupun
nilai parameter suatu PDS hanya akan menyebabkan sedikit perubahan pada

keseluruhan solusinya (Anggono, 2004; Arnold, 1974; Kloeden, 1992).

Dalam Tesis ini, akan dibahas mengenai stabilitas dan penaksiran
parameter pada salah satu model tingkat bunga, yakni model Brennan-Schwartz.
Model Brennan-Schwartz merupakan PDS non-homogen yang memiliki solusi
analitik (Bayazit, 2004). Walaupun demikian, secara kualitatif terkadang hanya
diperhatikan sifat stabilitas model tanpa menentukan solusinya terlebih dahulu
(Kreyszig, 1999). Selain itu, penentuan kriteria stabilitas model Brennan-
Schwartz tetap diperlukan dalam menggambarkan ketahanan model tersebut
terhadap gangguan. Kriteria stabilitas model stokastik yang akan dibahas adalah
kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan stabilitas mean-square (Allen, 2007,
Higham, 2001; Kloeden, 1992). Dengan melakukan analisis stabilitas dan
penaksiran parameter terhadap model Brennan-Schwartz, diharapkan dapat
diketahui apakah hasil taksiran parameter model Brennan-Schwartz berdasarkan
data observasi tingkat bunga yang tersedia menghasilkan solusi model yang cukup

baik dalam menggambarkan pergerakan tingkat bunga tersebut atau tidak.

1.2 Perumusan Masalah

Bagaimana menentukan kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan stabilitas

mean-square model Brennan-Schwartz serta implementasi model pada data riil.
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1.3 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan Tesis ini adalah untuk menentukan kriteria stabilitas

stokastik asimtotik dan stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz serta

implementasi model pada data riil dengan memberi informasi mengenai

e penaksiran parameter model Brennan-Schwartz; dan

¢ solusi model dalam menggambarkan pergerakan tingkat bunga.

1.4 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan Tesis ini dibagi menjadi lima bab, yaitu:

e Babl
e Bab?2
e Bab3
e Bab4
e Bab5s

membahas mengenai latar belakang, perumusan masalah, tujuan
penulisan, dan sistematika penulisan.

membahas landasan teori mengenai teori probabilitas, Brownian
Motion dan kalkulus stokastik, stabilitas persamaan diferensial
stokastik, estimasi parameter, dan asset pricing yang diperlukan
pada pembahasan selanjutnya.

membahas mengenai model Brennan-Schwartz berikut dengan
kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan stabilitas mean-square serta
penaksiran parameter model.

membahas perbandingan tingkat bunga bulanan dari suatu zero
coupon bond dengan maturity time 5 tahun periode Januari 1982
hingga Februari 2011 melalui model Brennan-Schwartz dengan
menggunakan data observasi yang diunduh dari

www.bankofengland.co.uk.

berisi kesimpulan untuk Tesis ini.
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BAB 2

LANDASAN TEORI

Pada Bab 2 berikut akan dibahas mengenai dasar-dasar teori yang
digunakan dalam penulisan Tesis ini, yakni teori probabilitas. Teori probabilitas
perlu dibahas terlebih dahulu sebelum pembahasan lebih lanjut mengenai model
tingkat bunga yang tidak sederhana di mana model berupa Persamaan Diferensial
Stokastik (PDS). Teori probabilitas mencakup proses stokastik, infomasi dan o —
aljabar, serta perubahan measure. Selain itu, dibahas pula mengenai Brownian
Motion berikut dengan sifat-sifatnya. Salah satu sifat yang cukup penting untuk
dibahas adalah variasi kuadratik dari Brownian motion karena menjadi dasar
pembahasan mengenai kalkulus stokastik yang mencakup integral stokastik Ito
dan formula Ito-Doeblin. Kemudian, pembahasan dilanjutkan dengan pengenalan
PDS Ito berikut dengan stabilitasnya. PDS mengandung parameter-parameter
yang tidak diketahui nilainya sehingga diperlukan data riil/historis untuk menaksir
nilai-nilai parameter tersebut. Pada Tesis ini metode penaksiran parameter yang
digunakan adalah metode Maximum Likelihood dan salah satu metode optimisasi
numerik, yaitu algoritma Nelder-Mead. Pada akhir Bab 2 dibahas pula mengenai
konsep matematika keuangan dalam menentukan harga aset/produk keuangan.
Harga aset yang terbentuk haruslah memenuhi kondisi no arbitrage, yakni kondisi
di mana suatu aset diperdagangkan pada harga yang sama walaupun pada tempat
yang berbeda. Proses penentuan harga aset tersebut dapat melalui konsep
perubahan measure yang dinyatakan dalam Teorema Girsanov. Berdasarkan
Teorema Girsanov dapat didefinisikan suatu probability measure yang merupakan
risk-neutral probability measure sehingga harga aset yang diperoleh tersebut
memenuhi kondisi no arbitrage sesuai dengan Teorema Fundamental Asset

Pricing.
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2.1 Teori Probabilitas
2.1.1 Proses Stokastik

Pada Tesis ini akan dibahas salah satu masalah dalam matematika
keuangan, yaitu pergerakan tingkat bunga di mana harga dari suatu aset/produk
keuangan ditentukan pada tingkat bunga tertentu, seperti yang telah dijelaskan
pada Bab 1. Pergerakan tingkat bunga tersebut dapat dimodelkan ke dalam suatu
PDS di mana variabelnya merupakan suatu proses stokastik yang didefinisikan

pada ruang probabilitas tertentu. Oleh sebab itu, pertama-tama akan dijelaskan

mengenai ruang probabilitas. Diberikan ruang probabilitas (,J,P) dengan Q

adalah himpunan seluruh hasil yang mungkin dari suatu percobaan acak. Dalam
pergerakan tingkat bunga, 2 berupa nilai tingkat bunga yang mungkin terjadi,
yaitu Q=R . Sedangkan, 3 menyatakan koleksi subset-subset dari ruang sampel
yang disebut sebagai ruang kejadian yang memenuhi sifat o —aljabar. Dalam

~

pergerakan tingkat bunga, pada suatu J dapat ditentukan probabilitas nilai

tingkat bunga pada waktu tertentu, misal P. P merupakan fungsi dengan domain

3 dan codomain [0,1]. P menggambarkan distribusi dari tingkat bunga tersebut,

misalkan probabilitas nilai tingkat bunga bulan depan berada pada interval 5% -

10%.

Setelah mengetahui definisi ruang probabilitas, akan ditentukan
probabilitas dari suatu kejadian. Dengan kata lain, akan dimodelkan percobaan
acak tersebut sehingga dapat diperoleh nilai probabilitasnya. Untuk tujuan
pemodelan dapat didefinisikan suatu peubah acak yang menggambarkan kejadian-
kejadian tersebut. Sedangkan, pada pergerakan tingkat bunga, tidak cukup hanya
didefinisikan suatu peubah acak, melainkan barisan peubah acak yang disebut

sebagai proses stokastik karena bergantung pula pada waktu.

Untuk menentukan probabilitas dari kejadian tertentu terkait peubah acak

tersebut dapat didefinisikan suatu Cumulative distribution function (cdf) yang

merupakan fungsi dengan domain R dan codomain [0,1]. Selanjutnya, percobaan
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acak tersebut (pergerakan tingkat bunga) dapat dimodelkan (digambarkan) untuk
melihat karakteristiknya dengan probability density function (pdf) kontinu yang

merupakan fungsi dengan domain R dan codomain [0,00). Berikut ini diberikan

beberapa definisi yang diperlukan dalam pembahasan teori probabilitas (Boes,

1974; Dokuchaev, 2007).
Definisi 2.1.1.1 (o — aljabar)

Sebarang kumpulan subset-subset 3 pada himpunan Q disebut o —aljabar dari

subset-subset pada Q) jika memenuhi

a) Qe3J.
b) Jika A€ maka Q\4eJ.

c) Jika 4,4,,...e3 maka | ] 4 ¢3.

Definisi 2.1.1.2 (Peubah Acak)
Diberikan ruang probabilitas (€2, 3,P), suatu peubah acak X atau X ()

merupakan suatu fungsi dengan domain ) dan codomain R sedemikian

sehingga 4, = {a) X ()< r} e3,VreR.

Definisi 2.1.1.3 (Cdf)

Cdf dari suatu peubah acak X yang dinotasikan dengan F, () didefinisikan

sebagai fungsi dengan domain R dan codomain [0,1] yang memenuhi
Fy(x)=P(X <x) :P({a):X(a))Sx}),‘v’x eR.

Berdasarkan Definisi 2.1.1.1, 2.1.1.2 dan 2.1.1.3 telah dibahas mengenai
definisi o —aljabar, peubah acak, dan cdf dari peubah acak di mana cdf
menggambarkan distribusi dari nilai-nilai peubah acak. Selain itu, peubah acak
dapat dibedakan atas peubah acak diskrit dan peubah acak kontinu. Oleh karena
nilai tingkat bunga memiliki distribusi yang kontinu, maka pada Tesis ini hanya

dibahas mengenai peubah acak kontinu di mana distribusinya dapat dijelaskan
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dengan probability density function (pdf). Sedangkan, pembahasan mengenai
peubah acak diskrit dapat dilihat pada Boes (1974).

Definisi 2.1.1.4 (Peubah Acak Kontinu)

Suatu peubah acak X dikatakan kontinu jika terdapat suatu fungsi f, ()
sedemikian sehingga Fy (x)= f fy(u)du ;VxeR.

Definisi 2.1.1.5 (Pdf dari suatu Peubah Acak Kontinu)

Jika X  merupakan peubah acak kontinu, fungsi f, () pada

Fy(x)=]" fy(u)du disebut pdf dari X .

Pdf suatu peubah acak kontinu dapat dituliskan kembali sebagai berikut:

s . dFy (x) _ S (x+Ax)-F, (x=Ax)

dx A0 2Ax

b

schingga f, (x)-2Ax = F (x+Ax)—F, (x—Ax)=P[x—Ax < X <x+Ax| yang
berarti bahwa probabilitas X terdapat di dalam interval kecil yang mengandung
nilai x diaproksimasi oleh f, (x) dikali lebar interval. Untuk peubah acak
kontinu, f () adalah suatu fungsi dengan domain R dan kodomain [O,oo). Pdf

dapat pula digunakan untuk menghitung probabilitas suatu kejadian yang
b
terdefinisi pada peubah acak kontinu X , contohnya: P[a <X <b] =I fy(x)dx

untuk a<b.

Berdasarkan definisi-definisi yang telah dibahas sebelumnya, maka
probabilitas dari suatu kejadian telah dapat ditentukan dan percobaan acak
tersebut dapat dimodelkan (digambarkan). Kemudian, pembahasan dilanjutkan
dengan definisi ekspektasi (mean) dan variansi yang banyak digunakan dalam
masalah-masalah terkait peubah acak ataupun distribusi yang digunakan pada Bab

3 (Boes, 1974; Shreve, 2004).
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Definisi 2.1.1.6 (Mean)

Misalkan (Q, 3,P) merupakan suatu ruang probabilitas dan misalkan pula X

adalah suatu peubah acak. Mean dari X yang dinotasikan dengan ¢, atau E (X )

didefinisikan sebagai
E(X)=[ X()dP(w)=[" xf,(x)dx,

jika X kontinu dengan pdf f, (x) Selain itu,

© 0
E(X) =IO [l—FX (x)]dx—LOFX (x)dx,
untuk sebarang peubah acak X .

Definisi 2.1.1.7 (Variansi)
Misalkan X adalah suatu peubah acak. Variansi dari X yang dinotasikan dengan

o atau Var(X) didefinisikan sebagai

Var(X) :Ijo(x—yx )2 7. (x)dx,

jika X kontinu dengan pdf f (x). Selain itu,

Var(X) = [ 2x[1=Fy (x)+ F, (=) |ds=p15,
untuk sebarang peubah acak X .

Untuk X kontinu, E(X ) dan Var(X ) dapat terdefinisi jika integralnya

ada. Selain itu, dikatakan mean dan variansinya tidak ada atau tidak terdefinisi.
Berikut ini adalah Definisi dan Teorema mengenai ekspektasi bersyarat serta
hubungannya dengan ruang probabilitas yang akan banyak digunakan dalam
penyelesaian masalah pergerakan tingkat bunga pada Bab 3. Namun, sebelumnya
akan dibahas definisi mengenai measurable dan saling bebas (independent) yang

digunakan pada Definisi dan Teorema ekspektasi bersyarat (Shreve, 2004).
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Definisi 2.1.1.8 (Measurable)
Misalkan X suatu peubah acak yang terdefinisi pada suatu ruang sampel tidak

kosong Q. Misalkan 4 suatu o -aljabar dari subset Q. Jika setiap himpunan di

dalam o —aljabar o (X) juga termasuk di dalam 9, maka X disebut measurable

di 4.

Definisi 2.1.1.9 (Independent)

Misalkan (Q, S,P) merupakan suatu ruang probabilitas dan misalkan 4,94,,%,...

adalah barisan dari sub—o—aljabar J. Untuk suatu bilangan bulat positif #,

dikatakan bahwa n o —aljabar 4,94,,4,,... independent jika
P(4NA4,N...0A4,)=P(4)-P(4,)-...-P(4,) untuk setiap

4e€8,4€8,..,4 €8

ne

Misalkan X, X,, X;,... adalah barisan peubah acak pada (Q,S,P). Dikatakan
bahwa n peubah acak X,,X,,...,X independent jika o — aljabar- o — aljabar
o(X,),0(X,),....,0(X,) independent. Dikatakan bahwa seluruh barisan o —
aljabar 8,9,,9%,... independent jika untuk setiap bilangan bulat positif n, n o —
aljabar 4,9,,...,9, independent. Dikatakan bahwa seluruh barisan peubah acak

X,,X,,X,,... independent jika untuk setiap bilangan bulat positif », n peubah

acak X, X,,..., X, independent.

Definisi 2.1.1.10 (Ekspektasi Bersyarat)

Misalkan diberikan ruang probabilitas (€,J,P) di mana 9 merupakan sub—o —
aljabar dari 3, dan misalkan pula X adalah peubah acak yang non-negatif atau

integrable, (E (|X |) < oo). Ekspektasi bersyarat X diberikan ¢ yang dinotasikan

dengan E (X |8) adalah sebarang peubah acak yang memenuhi
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a) (Measurability) E (X |8) measurable.

b) (Partial Averaging) J-AE(X|,9)(a))dP(a)) = IAX(w)dP(w),VA €d.

Jika 9 adalah suatu o —aljabar yang dibangun oleh beberapa peubah acak W,

maka ekspektasi bersyarat X diberikan o —aljabar 0'(19) secara umum

dinotasikan dengan E (X |8) daripada E (X ‘0(9)) :

Teorema 2.1.1.11 (Ekspektasi Bersyarat)

Misalkan diberikan ruang probabilitas (€, S,P) dan misalkan pula ¢ merupakan

sub—o —aljabar dari 3.

a) Jika X dan Y merupakan peubah acak - peubah acak yang integrable dan c
serta ¢, merupakan konstanta, maka
E(cX+c,Y[9)=cE(X]9)+c,E(Y]3).
b) Jika X', Y, dan XY merupakan peubah acak - peubah acak yang integrable,
dan X measurable di &, maka
E(XY|9)= XE(Y9).
c) Jika ¢ suatu sub- o -aljabar dari ¥ dan X merupakan peubah acak yang

integrable, maka
E(E(X|9)p) = E(X|p).
d) Jika X integrable dan independent dari 4, maka
E(X|9)=E(X).

Setelah dibahas definisi dan teorema yang berkaitan dengan peubah acak
kontinu, mean, variansi, serta ekspektasi bersyarat, selanjutnya akan dipelajari
distribusi kontinu dari nilai tingkat bunga yang dibahas pada Tesis ini, yaitu

distribusi lognormal, seperti didefinisikan berikut ini (Karlin, 1998):
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Definisi 2.1.1.12 (Distribusi Normal dan Lognormal)
Suatu peubah acak X dikatakan berdistribusi Normal jika memiliki pdf sebagai
berikut:

S

. . 2
dengan mean p dan variansi o~ .

Jika logaritma natural dari suatu peubah acak V' berdistribusi Normal,
maka V' memiliki distribusi Lognormal. Sebaliknya, jika X berdistribusi Normal

2

o 5 X
dengan mean u dan variansi o°, maka V =e” merupakan peubah acak

berdistribusi Lognormal. Berikut ini diberikan pdf dari V :

fr(v)= — 12” eXp{%(ln(v#Jz},

dengan mean dan variansi masing-masing adalah

E(V):exp(,u+%azj

dan

Var(V):exp{2(y+%azJ}-{exp(az)—1}.

Selanjutnya, perlu diketahui bahwa dalam masalah matematika keuangan,
khususnya tingkat bunga, kejadian-kejadian (nilai tingkat bunga) terkait dengan
waktu sehingga pada tiap waktu perlu didefinisikan suatu peubah acak. Oleh
sebab itu, dalam menggambarkan nilai tingkat bunga perlu didefinisikan lebih dari
satu peubah acak. Berikut ini akan dibahas beberapa definisi terkait dengan hal
tersebut (Dokuchaev, 2007).
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Definisi 2.1.1.13

Suatu barisan peubah acak & ,f=0,1,2,..., disebut sebagai suatu proses stokastik

dengan waktu diskret.

Definisi 2.1.1.14
Misalkan diberikan T €[0,+]. Suatu pemetaan ¢&:[0,7]xQ—>R disebut
sebagai suatu proses stokastik dengan waktu kontinu jika f(t, a)) merupakan

peubah acak untuk hampir setiap .

Suatu proses stokastik memiliki dua peubah independent (¢ dan ),
proses tersebut dapat ditulis sebagai & (a)) e (t, a)), atau hanya & , f(z‘). Pada
Tesis ini nilai tingkat bunga dinyatakan sebagai suatu proses stokastik yang

dinotasikan dengan 7. Berikut ini diberikan beberapa definisi yang dapat

digunakan untuk menggambarkan suatu proses stokastik (Kloeden, 1992):

Definisi 2.1.1.15
Untuk setiap @€ Q, &(»@):[0,7] >R disebut sebagai suatu realisasi, sample

path, atau trajectory.

Teori proses stokastik mempelajari sifat-sifat sample path (sifat-sifat

trajectories) &(t,®) untuk o yang diberikan.

Definisi 2.1.1.16
Suatu proses & (t) = §(t, a)) dengan waktu kontinu disebut kontinu (sample path
kontinu), jika trajectories §(t,a)) hampir pasti (almost surely) kontinu di ¢

(dengan probabilitas 1 atau untuk hampir setiap (almost every) @).

Selanjutnya, akan dibahas mengenai white noise dan random walk yang
menjadi dasar dalam Brownian motion pada Subbab 2.2.1. Brownian motion ini
memegang peranan penting dalam pembentukan suatu model tingkat bunga yang

menjadi objek masalah pada Tesis ini.
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Definisi 2.1.1.17

Misalkan ¢&,#=0,1,2,..., merupakan proses stokastik dengan waktu diskrit
sedemikian sehingga & mutually independent dan memiliki distribusi yang sama,

serta £ (ft) =0. Maka, proses &, disebut sebagai suatu white noise dengan waktu

diskrit.

Definisi 2.1.1.18

Misalkan & white noise dengan waktu diskrit, dan misalkan
nAE+E+...+E,t=0,1,2,... di mana x=X berarti bahwa x terdefinisi

sedemikian sehingga x = X . Maka, proses 77, disebut sebagai suatu random walk.

Nilai tingkat bunga dipengaruhi oleh informasi-informasi nilai tingkat

bunga sebelumnya. Dalam konsep ruang probabilitas (€,J,P), informasi-

informasi yang dimaksud tidak hanya untuk mengetahui nilai @ € QO yang terkait
saja, melainkan untuk mengetahui kemungkinan munculnya nilai-nilai @
tersebut. Oleh sebab itu, dalam teori probabilitas informasi tersebut dimodelkan
dengan menggunakan konsep o —aljabar. Selanjutnya, berikut ini akan dibahas
beberapa definisi terkait ekspektasi suatu proses stokastik bersyarat informasi

sebelumnya. Pertama-tama, asumsikan bahwa definisi-definisi berikut ini berlaku

untuk waktu ¢ € [0,+00) atau 7 =0,1,2,... (Dokuchaev, 2007):

Definisi 2.1.1.19

Suatu himpunan dari o -aljabar {St} disebut sebagai suatu filtrasi jika 3, €3

N t

untuk s <f?.

Definisi 2.1.1.20

Misalkan & merupakan suatu proses stokastik, dan misalkan pula bahwa 3,
adalah suatu filtrasi. Proses & () disebut adapted terhadap filtrasi 3, jika

sebarang peubah acak & measurable terhadap 3, (contohnya: {ft eB}eS

dengan B — R merupakan sebarang interval buka).
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Definisi 2.1.1.21

~

Misalkan £ merupakan suatu proses stokastik. Filtrasi 3, yang dibangun oleh &
didefinisikan sebagai filtrasi minimal sedemikian sehingga & adapted terhadap

~
3.

Definisi 2.1.1.22

Proses stokastik £(-) dan 7(-) disebut independent jika dan hanya jika kejadian-
kejadian {(ftl ,...,éﬂ ) IS A} dan {(7771 Suisall ) € B} independent untuk semua

0, ua w e veusT ), impu "
m,n, semua waktu (7,,...,¢,) dan (7,,...,7,, ), serta semua himpunan 4 < R" dan

BcR".

Proses-proses independent jika dan hanya jika semua kejadian-kejadian
dari filtrasi yang dibangun oleh proses-proses tersebut mutually independent.
Selanjutnya, pembahasan dilanjutkan dengan konsep martingale yang memegang

peranan penting dalam teori asset pricing. Teori mengenai asset pricing akan

dijelaskan lebih lanjut pada Subbab 2.5.

Definisi 2.1.1.23

Misalkan & merupakan suatu proses sedemikian sehingga E (|§t|2)<+oo untuk

semua f, dan misalkan J, adalah suatu filtrasi. & disebut sebagai suatu

martingale terhadap 3, jika

E({¢,

5 }) =&, almost surely Vs,t:s<t.

Definisi 2.1.1.24

Misalkan &(7) merupakan suatu proses, dan misalkan pula 3¢ adalah suatu

filtrasi yang dibangun oleh proses ini. 5(1) disebut sebagai suatu martingale

terhadap filtrasi 37 .
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2.1.2 Perubahan Measure

Dalam matematika keuangan, khususnya harga aset, pembentukan model-
modelnya didasarkan pada suatu ruang sampel Q yang dapat dianggap sebagai
himpunan skenario-skenario yang mungkin di masa depan. Himpunan skenario-
skenario yang mungkin ini memenuhi actual probability measure P. Walaupun
demikian, untuk tujuan asset pricing akan digunakan suatu risk-neutral
probability measure P sehingga perlu dilakukan suatu perubahan measure pada
model terkait. Akan tetapi, diketahui bahwa P dan P merupakan dua buah
measure yang ekivalen. Dengan kata lain, keduanya memiliki pandangan yang
sama mengenai mungkin atau tidak mungkinnya suatu kejadian, walaupun
berbeda dalam hal nilai kemungkinannya. Perubahan dari actual ke risk-neutral
probability measure hanya mengubah distribusi dari harga asetnya saja tanpa
mengubah harga aset itu sendiri (Shreve, 2004). Penjelasan lebih lanjut mengenai

asset pricing ini dapat dilihat pada Subbab 2.5.

Dalam matematika keuangan, perubahan measure dapat dilakukan dengan
menerapkan Teorema Girsanov. Beberapa Definisi dan Teorema penting terkait
perubahan measure yang menjadi dasar dalam Teorema Girsanov pada Subbab
2.5 akan dibahas berikut ini (pembuktian selengkapnya dapat dilihat pada Shreve
(2004)):

Teorema 2.1.2.1

Misalkan (€, 3J,P) merupakan suatu ruang probabilitas dan Z merupakan suatu

peubah acak almost surely non-negatif dengan E(Z)=1. Untuk A€,

definisikan
P(4)= J.A Z(w)dP(w).

Maka P merupakan suatu probability measure. Lebih jauh lagi, jika X adalah

suatu peubah acak non-negatif, maka
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E*(X)=] X(w)dP(0)=E"(XZ).

Jika Z almost surely strictly positive, dapat juga didefinisikan

untuk setiap peubah acak non-negatif Y.

Definisi 2.1.2.2

Misalkan Q merupakan suatu himpunan tidak kosong dan 3 adalah suatu o —
aljabar dari subhimpunan-subhimpunan Q. Probability measure P dan P pada

(Q,3) discbut ekivalen jika keduanya bersama-sama memberikan nilai

probabilitas nol untuk himpunan yang sama pada 3 .

Definisi 2.1.2.3

Misalkan (Q, 3,P) merupakan suatu ruang probabilitas, misalkan P probability
measure lain pada (Q,S) yang ekivalen dengan P, dan misalkan Z merupakan

suatu peubah acak almost surely positif yang menghubungkan P dan P melalui

Teorema 2.1.2.1. Maka Z disebut turunan Radon-Nikodym dari P terhadap P

dan dTNR7,_ 4F
P

Teorema 2.1.2.4
Misalkan P dan P merupakan dua probability measure yang ekivalen dan

terdefinisi pada (Q, 3). Maka terdapat sebuah peubah acak Z yang almost surely
positif sedemikian sehingga E’ (Z) =1 dan P (A) = J.A Z(a)) dP (a)) untuk setiap

AeJ.
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2.2 Brownian Motion dan Kalkulus Stokastik

2.2.1 Brownian Motion

Seperti telah dijelaskan sebelumnya, pada Tesis ini Brownian motion
memegang peranan penting dalam pembentukan model tingkat bunga yang
direpresentasikan sebagai suatu Persamaan Diferensial Stokastik (PDS). Pada

Subbab ini akan dibahas mengenai pembentukan Browmnian motion. Brownian

motion, W, , dapat dinyatakan sebagai

. e
Wl‘ :llj;l;VVt( ) :ll_l;l;(ljﬁM"t,

(n)

di mana W' disebut sebagai scaled symmetric random walk, sedangkan

M .nt=0,1,2,..., disebut sebagai symmetric random walk, yakni:

nt?

nt
I8y ¢ 2"
Jj=1
q Sl 0 don X {I;jikaa)/.:H,
engan M, =0 dan X = , B
7 |-l jika @, =T,

untuk barisan tak hingga @ =@w,w,... dari suatu percobaan acak, misalnya

pelemparan koin setimbang (probabilitas muncul masing-masing muka/head (H)

dan belakang/tail (T) untuk setiap pelemparan adalah %) dengan ; adalah hasil

yang mungkin keluar pada pelemparan ke-j. Symmetric random walk ini tentunya
memenuhi definisi random walk yang sebelumnya telah dibahas pada Definisi
2.1.1.18. Secara formal, Brownian motion didefinisikan sebagai berikut (Shreve,

2004):
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Definisi 2.2.1.1

Misalkan (Q, S,P) merupakan suatu ruang probabilitas. Untuk setiap we(2,

misalkan terdapat suatu fungsi kontinu W,,f>0, yang memenuhi W, =0 dan

bergantung pada @. Maka W,,t>0, adalah suatu Brownian motion jika untuk

setiap 0 =1, <t, <...<t,, increment

W, =W, =W, W, ~W,.. W, =W, .

1

independent dan setiap increment-increment tersebut berdistribusi normal dengan

E(W,, ~W,)=0 dan Var(W, W, )=t,,~t,.

1

Berdasarkan Definisi 2.1.1.20, 2.1.1.21, dan 2.1.1.22, berikut ini akan

didefinisikan suatu filtrasi dari Browniam motion untuk merepresentasikan

informasi-informasi terkait dengan Brownian motion di setiap waktu,:

Definisi 2.2.1.2

Misalkan (Q, S,P) merupakan suatu ruang probabilitas di mana Brownian motion

W,,t >0, didefinisikan. Suatu filtrasi untuk Brownian motion adalah koleksi dari

o —aljabar 3, yang memenuhi:

a)

b)

(Akumulasi informasi) Untuk 0<s <?, setiap himpunan dalam 3 juga

termasuk ke dalam J,. Dengan kata lain, informasi yang diperoleh pada

~

waktu ¢, yaitu I, mengandung informasi yang diperoleh pada waktu s, yaitu

t

~
3,.

(Adaptif) Untuk setiap ¢ >0, Brownian motion W, pada waktu t measurable
terhadap J,. Dengan kata lain, informasi yang terdapat pada waktu ¢ cukup

untuk menentukan Brownian motion W, pada waktu tersebut.

(Independent dari increment untuk waktu yang akan datang) Untuk

~

0<t<u, increment W —W, independent terhadap J,. Dengan kata lain,

u t
sebarang increment dari Brownian motion setelah waktu ¢ independent dengan

informasi yang terdapat pada waktu .

Universitas Indonesia
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Berdasarkan definisi filtrasi tersebut, dapat dibuktikan Brownian motion

memenuhi sifat martingale dan almost surely memiliki variasi kuadratik

[W.W]. =T untuk setiap T >0 (Shreve, 2004).

2.2.2 Kalkulus Stokastik: Formula Ito-Doeblin

Pada Subbab 2.2.1 telah dijelaskan beberapa sifat dari Brownian motion,
salah satunya adalah Brownian motion memiliki variasi kuadratik yang tidak nol
(non-zero quadratic variation). Sifat ini menimbulkan masalah karena model
tingkat bunga pada waktu kontinu mengandung suatu Brownian motion di mana
Integral Riemann, Lebesgue, maupun Riemann-Stieltjes dalam kalkulus
deterministik tidak dapat diterapkan dalam menyelesaikan pemodelan tersebut
karena integral-integral tersebut didasarkan pada asumsi zero quadratic variation.
Dengan demikian, diperlukan suatu rumusan untuk menyelesaikan permasalahan
tersebut di atas yang dikenal sebagai formula Ito-Doeblin. Akan tetapi, sebelum
membahas lebih lanjut mengenai formula Ito-Doeblin, berikut ini akan
didefinisikan terlebih dahulu integral Ito berikut dengan sifat-sifatnya yang

diperlukan dalam perumusan tesebut.

Pertama-tama, misalkan A, merupakan suatu proses stokastik yang

~

adapted terhadap filtrasi J,, dan kontinu pada waktu ¢>0 dalam setiap

subinterval [tj,tjﬂ) di mana 0=¢,<¢, <...<¢ =T untuk suatu bilangan positif

> "n—1

t
T, serta memenubhi E(IO Aidu)<oo. Dalam matematika keuangan, ¢,,¢,,...,¢

dapat diartikan sebagai waktu perdagangan suatu aset. Sedangkan, A, ,A, ,...,A

[
diartikan sebagai posisi (jumlah saham) yang dijual/dibeli di setiap waktu
perdagangan dan dieksekusi pada waktu perdagangan berikutnya. Selanjutnya,

untuk tujuan ilustrasi misalkan Brownian motion W, diartikan sebagai harga per

saham dari suatu aset pada waktu ¢ (walaupun W, memiliki kemungkinan bernilai
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negatif sehingga tidak layak untuk memodelkan harga dari suatu aset). Secara

umum, keuntungan dari suatu perdagangan pada waktu ¢, <t <¢,,, adalah sebagai

berikut:

=24 ( ’/+1_VVf/)+A’k (VV’_W )’

¢ ¢ t

atau dalam notasi integral dapat ditulis sebagai
L=[aaw 2.2.2.1
. _[o AW, (2.2.2.1)

di mana integral tersebut mengandung suatu Brownian motion W, dan filtrasi dari
W, yaitu J,. Proses /, pada persamaan (2.2.2.1) dikenal dengan nama integral

Ito. Beberapa sifat yang dimiliki integral Ito dibahas pada Teorema berikut ini

(Shreve, 2004):

Teorema 2.2.2.2

Misalkan 7' adalah suatu konstanta positif dan A,,0<¢<7, merupakan suatu

proses stokastik yang adapted dan memenuhi F ( IOTAfdt)<oo. Maka
1, = [ A,aW, memiliki sifat:

a) Kekontinuan, yakni sebagai fungsi dari limit atas terhadap integrasi ¢, lintasan

I, kontinu.

b) Adapted, untuk setiap ¢, I, measurable terhadap J5,.

c) Linier, yakni jika [ = I; A, dw, dan J, = J.Ot raw, maka
I, tJ, :J;(Au +I", )dW, . Lebih jauh lagi, untuk setiap konstanta ¢ berlaku
ol, = | cA,dm,.

d) Martingale.

e) Ito isometri, yakni E(If) = E(J.(: Aidu) :
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f) Variasi kuadratik tidak nol, yakni [I A ]t = Lt Aidu .

Dengan menggunakan konsep integral Ito di atas, dapat diperoleh formula
Ito-Doeblin untuk menyelesaikan masalah yang kerap muncul pada banyak kasus
pemodelan dalam matematika keuangan, seperti tingkat bunga, saham, opsi, dan
lain sebagainya. Akan tetapi, sebelumnya perlu diketahui bahwa formula Ito-
Doeblin yang digunakan pada Tesis ini adalah formula Ito-Doeblin dari suatu

proses Ito yang didefinisikan sebagai berikut (Shreve, 2004):

Definisi 2.2.2.3

Misalkan W,,t >0, adalah suatu Brownian motion dan misalkan 3,7 >0, adalah

suatu filrasi yang bersesuaian. Proses Ito adalah suatu proses stokastik yang

berbentuk
t t
X, = X, + | 8,0, + 6,du,

di mana X tidak acak (non-random) dan A, serta €, merupakan proses stokastik

yang adapted.

Proses Ito memiliki variasi kuadratik [X .4 ]t = J.; Aldu . Proses Ito dapat

dituliskan pula ke dalam notasi diferensial dX, = A dW, +6.dt. Proses Ito dalam

notasi diferensial ini dikenal dengan Persamaan Diferensial Stokastik (PDS) Ito
yang akan dijelaskan lebih lanjut pada Subbab 2.3. Selain itu, dapat didefinisikan
pula integral terhadap suatu proses Ito sebagai berikut (Shreve, 2004):

Definisi 2.2.2.4

Misalkan X,,#2>0, adalah suatu proses Ito pada Definisi 2.2.2.3, dan misalkan

pula I',,#>0, adalah suatu proses yang adapted. Maka dapat didefinisikan

integral terhadap suatu proses Ito berikut ini

[rax, =[T,AdW,+[T0du.

u-u
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Akhirnya, dapat diperoleh formula Ito-Doeblin sebagai berikut (Shreve,
2004):

Teorema 2.2.2.5

Misalkan X,,#>0, adalah suatu proses Ito pada Definisi 2.2.2.3, dan misalkan
f (t,x) adalah suatu fungsi dengan turunan parsial f,(t,x), fx(t,x), dan

fo (t,x) terdefinisi serta kontinu. Maka, untuk setiap berlaku

7(T.X,) :fo(o,XO)+j0Tﬁ(z,Xt)deOfo(z,X,)dX,
+%J‘0fox (,X,)d[ X, X]
= /,(0.X,)+ [ £ (6.2, dr+ [ £.(e.X,) AdW,
[ A0 X)W, 4 [ £ (1 X,) Al
Selain itu, berikut ini juga dibahas suatu Akibat dari formula Tto-Doeblin yang

akan digunakan pada pembuktian Subbab 3.1 ketika menentukan solusi analitik

model Brennan-Schwartz:

Akibat 2.2.2.6
Misalkan X, dan Y, adalah proses Ito. Maka d (XY, )= X,dY +Y.dX, +dX dY,.

2.3 Stabilitas Persamaan Diferensial Stokastik Ito

Pada Tesis ini, pergerakan tingkat bunga dimodelkan ke dalam suatu PDS
yang dikenal dengan model Brennan-Schwartz. Berdasarkan Definisi 2.2.2.3,
model ini termasuk ke dalam kategori PDS Ito yang memiliki bentuk umum

sebagai berikut:

dX,=g(t,X,)dt+h(t,X,)dw,.

Universitas Indonesia
Analisis stabilitas..., Tri Handhika, FMIPA Ul, 2011



24

Seperti halnya persamaan diferensial deterministik, sebelum menyelesaikan suatu
PDS, terlebih dahulu harus ditentukan keberadaan solusi unik dari PDS tersebut.

Hal tersebut dapat ditunjukkan melalui teorema berikut ini (Oksendal, 1998;
Yolcu, 2005):

Teorema 2.3.1

Suatu PDS memiliki solusi yang unik jika memenuhi tiga kondisi berikut ini:

L e () g (1 X0 (0. ) (e, X)

< C|X - X ,’1 untuk suatu konstanta

C.
2. |g(t.x,)|+|n(t.X,)|< D(1+|X,|) untuk suatu konstanta D.

Jika telah diketahui bahwa suatu PDS memiliki solusi yang unik,
selanjutnya dapat dilakukan pendekatan kuantitatif melalui penentuan solusi
analitik dari PDS tersebut dengan menggunakan formula Ito-Doeblin. Akan tetapi,
seringkali solusi analitik dari suatu PDS tidak dapat ditentukan sehingga perlu
dilakukan pendekatan kualitatif untuk mempelajari karakteristik dari suatu PDS.
Salah satu pendekatan kualitatif yang dapat dilakukan adalah dengan melihat sifat
stabilitas PDS tersebut. Pertama-tama, misalkan diberikan masalah nilai awal

stokastik berikut ini:
dX,=g(t,X,)dt+h(t,X,)dW, untuk 0<¢<T,
X, =%,

dengan g(t,O) = h(t,O) =0, maka X,=0 merupakan solusi stasioner dari

masalah nilai awal stokastik tersebut. Terdapat banyak cara dalam mendefinisikan
stabilitas stokastik untuk suatu solusi stasioner dari sebuah persamaan diferensial
stokastik. Akan tetapi, hanya dua cara yang akan dibahas berikut ini, yakni
stabilitas stokastik asimtotik dan stabilitas mean-square yang masing-masing

didefinisikan sebagai berikut (Kloeden, 1992):
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Definisi 2.3.2

Jika lim P(lim|X t| - 0) =1, maka X, =0 stabil secara stokastik asimtotik.

Xo—0 t—o
Definisi 2.3.3

[—0

Jika limE(|X,|2) = O,V|xo| <0,, dimana o, >0 maka X, =0 stabil secara mean-

square.

2.4 Estimasi Parameter

2.4.1 Metode Maximum Likelihood

Seperti telah dijelaskan sebelumnya, PDS mengandung parameter yang
tidak diketahui nilainya sehingga perlu ditaksir dengan menggunakan data

historis. Salah satu metode penaksiran parameter yang dapat digunakan adalah

metode Maximum Likelihood. Pertama-tama, misalkan X :(XI,XZ,...,Xn)T

adalah vektor random dengan pdf f (x;O), 0eQeR” di mana O merupakan

suatu vektor dari p-parameter yang tidak diketahui nilainya. Dalam melakukan

penaksiran Maximum Likelihood ada beberapa tahapan yang harus dilakukan.

Pertama, tentukan joint pdf dari X, X,,....X,, yaitu f(x,%,...,x,;0). Oleh

n

karena X adalah  vektor random  dari X, X,,...X maka

f(xl,xz,...,xn;e):f(x;e).
Selanjutnya, tentukan fungsi /ikelihood yang didefinisikan sebagai joint

pdfdari X,,X,,...,X, dan dapat dianggap sebagai fungsi dari 0. Misalkan fungsi

likelihood L(8;x,,x,,...,x,)=L(6;x), maka (Casella, 1992)

L(6;x)= f(x;0).
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Kemudian, lakukan penaksiran terhadap 6. Dalam metode Maximum
Likelihood, taksiran dari O diperoleh dengan menentukan nilai 0, sebut é, yang

memaksimumkan fungsi likelihood. Maka 0 ini disebut taksiran Maximum

Likelihood dari 0.

Menentukan nilai 0 yang memaksimumkan fungsi lnL(G;x), sebut
I(G;x), akan memberikan hasil yang sama dengan menentukan nilai © yang
memaksimumkan L(O;x). Maka baik L(G;x) atau / (O;x) dapat digunakan

untuk menentukan nilai 6.
Nilai 8 yang memaksimumkan I(G;x) dapat diperoleh secara simultan

dengan menentukan solusi dari persamaan-persamaan

0
—1(0;x)=0
o
0
—InL(9;x)=0
aej n ( ’x)
L iL(G;x):O;untukj=1,2,...,p.
L(6)20

Walaupun demikian, untuk mencegah angka yang kecil pada perhitungan, akan

lebih baik jika menentukan nilai © yang meminimumkan fungsi —lnL(O;x),
sebut D(O;x) , dibandingkan dengan menentukan nilai 6 yang memaksimumkan

fungsi lnL(G;x) (Allen, 2007). Adakalanya sistem persamaan ini dapat

diselesaikan secara analitik. Jika tidak, metode optimisasi numerik (misal:
algoritma Nelder-Mead) dapat digunakan. Selain itu, dalam menjalankan prosedur
penaksiran parameter dengan metode Maximum Likelihood di atas, terkadang
metode numerik (misal: aproksimasi Euler) juga dapat digunakan dalam
mengaproksimasi pdf dari suatu peubah acak apabila pdf tersebut tidak mudah

untuk ditentukan (Allen, 2007).
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2.4.2 Algoritma Nelder-Mead

Dalam bidang keuangan, penentuan harga suatu produk keuangan, seperti
saham, option, maupun dalam hal penentuan tingkat bunga biasanya memerlukan
nilai maksimum/minimum dari fungsi dengan dua atau lebih variabel. Salah satu
optimisasi numerik yang sangat berguna dan populer dalam menentukan akar-akar
dari fungsi-fungsi multivariat tersebut adalah dengan menggunakan algoritma
Nelder-Mead. Algoritma ini mudah untuk diimplementasikan dan sangat cepat
konvergen walaupun sebarang nilai awal digunakan. Algoritma Nelder-Mead
diterapkan untuk menentukan nilai minimum dari suatu fungsi multivariat tanpa
harus menentukan nilai diferensialnya terlebih dahulu. Dalam menentukan nilai
maksimum dari suatu fungsi dapat dilakukan dengan mengubah tanda dari fungsi
tersebut untuk selanjutnya menentukan nilai minimum dari fungsi yang diubah

tandanya tersebut (Rouah, 2007).

Untuk suatu fungsi /(x) dengan » variabel, algoritma Nelder-Mead

memerlukan n+1 nilai awal . Susun n+1 nilai awal tersebut sebagai berikut:

Y 1 < ... (2.4.2.1)

di mana f, = f(x,) dan x,€R"(i=12,...,n+1). Terlihat bahwa nilai terbaik
dari vektor ini adalah x, karena menghasilkan nilai f(x) terkecil dan nilai

terburuk adalah x

n+l

karena menghasilkan nilai f(x) terbesar. Sedangkan, vektor

sisanya terletak di tengah. Untuk memulai iterasi, terlebih dahulu hitung suatu

. . — . - X . . .
titik reflection x, =2x —x,,, di mana x = E — adalah mean dari n titik terbaik,
=1 N

kemudian hitung f, = f(x,). Pada setiap iterasi, nilai-nilai terbaik x,,x,,...,x,

ditahan dan nilai terburuk x

., diganti. Iterasi tetap dilanjutkan selama memenuhi

toleransi tertentu yang ditetapkan, yakni toleransi antara nilai terbaik dengan nilai

terburuk menurut aturan berikut ini:
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(Reflection Rule) Jika f, < f < f, maka x

n+l1

diganti dengan x., n+1 titik

X,Xy,...,X,,X, diurut berdasarkan nilai fungsinya sebagaimana halnya

diberikan pada persamaan (2.4.2.1) yang menghasilkan himpunan lain dari

titik-titik terurut x,,x,,...,x,,x ,,. Iterasi selanjutnya adalah memulai dengan

n+l*

titik terburuk x

.- Jika tidak terpenuhi f, < f. < f, , maka proses dilanjutkan
dengan aturan berikutnya.

(Expansion Rule) Jika f. < f, hitung titik expansion x,=2x —X dan nilai

dari fungsi f, =f(x,). Jika f,<f, maka ganti x

., dengan Xx,, urutkan
kembali titik-titik tersebut dan mulai dengan iterasi selanjutnya. Jika tidak

terpenuhi f, < f, atau f, < f, , proses dilanjutkan dengan aturan berikutnya.
(Outside Contraction Rule) Jika f, < f. < f, ., hitung titik outside contraction

1

X :—xr+%)? dan nilai f, = f(x,. ). Jika f, < f, maka ganti x

oc 2 ¥ n+l dengan

x,,, urutkan titik-titik tersebut, dan mulai dengan iterasi selanjutnya. Jika

tidak terpenuhi f, < f, < f . atau f < f , proses dilanjutkan dengan aturan

5 yang menunjukkan suatu langkah penyusutan (shrink step).

(Inside Contraction Rule) Jika f, 2 f ., hitung titik inside contraction

X

ic

1 1 o . :
:5)? X dan nilai f, = /' (x,). Jika f,.<f,, ganti x, dengan x_,

urutkan titik-titik tersebut, dan mulai dengan iterasi selanjutnya. Jika tidak

terpenuhi f, = f  atau f,_ < proses dilanjutkan dengan aturan 5 yang

n+l "

menunjukkan suatu langkah penyusutan (shrink step).

1

(Shrink Step) Hitung f(x) pada titik-titik v, =x +%(x. —x,) untuk
i=2,3,....,n+1. Titik-titik baru yang tidak terurut adalah n+1 titik
X3 VysVsseensV Urutkan titik-titik tersebut dan mulai dengan iterasi

> n+l t

selanjutnya.
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Untuk memudahkan pemahaman, algoritma Nelder-Mead di atas dapat

digambarkan ke dalam flowchart, seperti diberikan pada Lampiran 1 di mana

f (x) merupakan suatu fungsi likelihood.

2.5  Asset Pricing

Salah satu konsep dasar dalam menentukan harga suatu aset/produk
keuangan adalah harga aset tersebut haruslah sama walaupun diperdagangkan di
tempat yang berbeda. Kondisi semacam ini dalam matematika keuangan dikenal
dengan istilah no arbitrage. Secara formal, kondisi arbitrage sendiri dapat

didefinisikan sebagai berikut (Shreve, 2004):

Definisi 2.5.1

Suatu arbitrage adalah suatu kondisi di mana proses nilai aset memenuhi X, =0

dan juga P(X,;>0)=1 serta P(X, >0)>0 untuk 7 >0.

Dengan kata lain, seorang investor yang menginvestasikan modalnya pada
suatu aset dengan kondisi arbitrage pada pembentukan harga asetnya, maka dapat
dipastikan bahwa investor tersebut akan memperoleh keuntungan. Padahal, semua
jenis investasi memiliki faktor resiko. Oleh sebab itu, diperlukan suatu cara untuk
mengetahui apakah suatu aset/produk keuangan memenuhi kondisi no arbitrage
atau tidak. Berikut ini dibahas suatu teorema yang dapat digunakan untuk

mengatasi masalah tersebut (Shreve, 2004):

Teorema 2.5.2 (Teorema Fundamental Asset Pricing)
Jika suatu model pasar memenuhi suatu risk-neutral probability measure, maka

tidak terdapat arbitrage pada model pasar tersebut.
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Berdasarkan Teorema 2.5.2, terlebih dahulu perlu diketahui definisi
mengenai keberadaan dari suatu risk-neutral probability measure sebagai berikut

(Shreve, 2004):

Definisi 2.5.3 (Keberadaan (Existence) Risk-Neutral Probability Measure)

Suatu probability measure P dikatakan risk-neutral jika

a) P dan P ekivalen, yakni V4 e S,P(A) =0 f’(A) =0; dan

b) di bawah asumsi P, harga aset saat ini (discounted asset price) memenuhi

sifat martingale untuk setiap i =1,2,...,m.

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa suatu aset/produk keuangan akan
memenuhi kondisi no arbitrage jika memenuhi Definisi 2.5.3. Walaupun masalah
pada Tesis ini hanya meliputi tingkat bunga, namun pembahasan mengenai asset
pricing tetap diperlukan sebagai dasar pemodelan tingkat bunga di bawah asumsi

risk-neutral probability measure.

Seperti telah dijelaskan sebelumnya pada Subbab 2.1.2, pembentukan
model-model matematika keuangan, khususnya harga aset, didasarkan pada suatu
ruang sampel QO yang memenuhi suatu actual probability measure P. Oleh sebab
itu, untuk tujuan asset pricing akan dilakukan perubahan measure pada model
harga aset yang sebelumnya memenuhi actual probability measure P menjadi
risk-neutral probability measure P. Sebelumnya, diketahui bahwa P dan P
merupakan dua buah measure yang ekivalen. Perubahan measure ini dapat
dilakukan dengan menerapkan suatu teorema yang dikenal dengan Teorema

Girsanov, seperti diberikan berikut ini (Shreve, 2004):

Teorema 2.5.4 (Teorema Girsanov)

Misalkan W,,0<¢<T, adalah suatu Brownian motion pada ruang probabilitas
(Q, S,P), dan misalkan pula J,,0<¢<T, adalah suatu filtrasi untuk Brownian

motion ini. Misalkan 6,,0 <t <T, adalah suatu proses yang adapted. Definisikan
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Z = exp{— [lo.am, ‘%L ejdu},

W, =W, + [ 6,du,

t

dan asumsikan bahwa E(J.OT GMZZuzdu) <oo. Bentuk Z=Z,. Maka E(Z)=1 dan

di bawah asumsi probability measure P = L Z(w)dP(w),YA €3, maka proses

W,,O <t <T, juga merupakan suatu Brownian motion.

Pada Tesis ini, Teorema 2.5.4 digunakan sebaliknya untuk mengubah
model tingkat bunga di bawah asumsi risk-neutral probability measure menjadi
model tingkat bunga di bawah asumsi actual probability measure P. Perbedaan
penerapan teorema ini disebabkan oleh model tingkat bunga semula di bawah
asumsi risk-neutral probability measure mengandung sejumlah parameter yang
tidak diketahui nilainya sehingga perlu dilakukan penaksiran terlebih dahulu

dengan menggunakan data riil di bawah asumsi actual probability measure P.
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BAB 3

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada Bab 3 ini akan dibahas mengenai salah satu model tingkat bunga,
yaitu model Brennan-Schwartz. Pertama-tama akan dibahas mengenai
karakteristik model Brennan-Schwartz. Oleh karena model Brennan Schwartz
merupakan suatu Persamaan Diferensial Stokastik (PDS), maka solusi analitiknya
tidak dapat diselesaikan menggunakan integral Riemann, Lebesgue, maupun
Riemann-Stieltjes, melainkan dengan menggunakan integral Ito. Salah satu
teorema penting yang akan dibahas terkait dengan interal Ito adalah formula Ito-
Doeblin. Pembahasan dilanjutkan mengenai kriteria stabilitas model Brennan-
Schwartz. Walaupun banyak dikenal beberapa kriteria stabilitas model stokastik,
dalam Tesis ini hanya akan dibahas kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan
stabilitas mean-square dari model Brennan-Schwartz. Akan tetapi, stabilitas
model Brennan-Schwartz ternyata sulit untuk ditentukan karena steady solution
dari masalah nilai awal stokastik model Brennan-Schwartz ini merupakan non-
zero solution. Padahal, definisi-definisi terkait stabilitas model = stokastik
didasarkan pada steady solution yang berupa zero solution. Dengan demikian,
diperlukan suatu transformasi pada masalah nilai awal stokastik sehingga steady
solution dari masalah nilai awal stokastik tersebut yang sebelumnya berupa non-

zero solution dapat menjadi zero solution.

Pada akhir Bab 3, pembahasan ditutup dengan penaksiran parameter
model Brennan-Schwartz yang tidak diketahui nilainya. Dalam penaksiran
parameter tersebut akan dibahas mengenai konsep perubahan measure dalam
menaksir parameter-parameter tersebut. Perubahan measure ini diperlukan dalam
penaksiran parameter mengingat bahwa data observasi yang digunakan pada saat
menaksir parameter-parameter tersebut di bawah asumsi actual probability
measure P. Hal ini berbeda pada saat penentuan tingkat bunga di bawah asumsi
risk-neutral probability measure P . Pada Tesis ini, metode yang digunakan untuk

menaksir parameter tersebut adalah metode Maximum Likelihood dengan data
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observasi yang telah diperoleh. Akan tetapi, hasilnya sulit untuk ditentukan secara
analitik sehingga penaksiran parameter dilanjutkan melalui optimisasi numerik
dengan menggunakan algoritma Nelder-Mead. Skema analisis dari Tesis ini dapat

dilihat pada Lampiran 2.

3.1 Model Brennan-Schwartz

Model Brennan-Schwartz merupakan salah satu model tingkat bunga yang
dinyatakan dalam bentuk Persamaan Diferensial Stokastik (PDS) sebagai berikut
(Brennan, 1980; Courtadon, 1982; Bayazit, 2004):

dr, =y(a~r)dt+BrdW, (3.1.1)

dengan W, merupakan suatu Browmian motion pada risk-neutral probability

measure P (Shreve, 2004) di mana

7 : tingkat bunga pada waktu 7,

a : reversion level dari tingkat bunga,
Y : kecepatan pengoreksian,

B°r’  :infinitesimal variance dari proses.

Parameter-parameter model Brennan-Schwartz pada persamaan (3.1.1)
adalah y,a, #>0. Model Brennan-Schwartz terdiri dari dua jenis koefisien, yakni
koefisien drift dan difusi. Koefisien drift berupa y(a—r,), sedangkan koefisien
difusi berupa fr,. Terlihat bahwa koefisien drift bergantung pada nilai 7,, artinya
jika r, kurang dari o, maka koefisien drift menjadi positif, begitupun sebaliknya.
Oleh sebab itu, tingkat bunga bergerak menuju ke suatu reversion level (a) yang

bergantung pada kecepatan pengoreksiannya ( ;/). Selain itu, koefisien difusi fr,

menggambarkan standar deviasi perubahan tingkat bunga (Brennan, 1980).
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Seperti halnya persamaan diferensial deterministik, sebelum menentukan
solusi model Brennan-Schwartz terlebih dahulu perlu diperiksa apakah model
tersebut memiliki solusi unik atau tidak, yakni dengan membuktikan bahwa model

Brennan-Schwartz memenuhi Teorema 2.3.1 sebagai berikut:
1. ‘}/(a —r)—y(a- rt")‘ +|Br/— Br]< C|r/-r| untuk suatu konstanta C.

Bukti:

(@ =)=y (a=i)|+|Br= Bri=|-yr/+yr]+|B(r/ - 1)
=|r (/=) + B/ -]
=ylr/=r1+ Bl =1
=(r+B)r-r),

dengan mengambil C > ( v+ [ ) maka diperoleh

+|Br/ - Br]<Clr/-r).

[y (a=r)=y(a=r)
2. ‘7/(0{ - )‘ +|Br| < D(1+]r;|) untuk suatu konstanta D.
Bukti:

ly(a=r)| 85| = lra=rr]+ Blr|
<[ye|+|yn|+ Bl
=ya+yln|+ B,
=ya+(y+pB)|r|
S;/a+C|r,|,

dengan mengambil D = max {ya,C} maka diperolech

+|Br,| <D+ Dl
:D(l+|1;|).

(a1,
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3. E(|n[ ) <.

Bukti:

Oleh karena 7, merupakan suatu tingkat bunga pada saat 0, maka jelas bahwa

E(|n[) <.

Setelah ditunjukkan bahwa model Brennan-Schwartz memiliki solusi yang
unik, selanjutnya akan ditentukan solusi eksplisit dari model Brennan-Schwartz.
Berdasarkan persamaan (3.1.1), diketahui bahwa model Brennan-Schwartz
memiliki bentuk PDS non-homogen (Kloeden, 1992). Pembahasan lebih
mendalam mengenai tahapan memperoleh solusi eksplisit PDS non-homogen
dapat dilihat pada Bayazit (2004) atau Mikosch (1998). Pertama-tama definisikan

suatu PDS homogen sebagai berikut:
dX, =—yX dt+ X dW.

Dengan menggunakan formula Ito-Doeblin pada Teorema 2.2.2.5 diperoleh

f([’Xl)_f(O’XO):J‘Otf; (u’Xu)du+_’.(:fx (u’Xu)qu
+%j;fﬂ(u,xu)d[xu,xu]
= [ fow. X, )du [ y X, f.(u, X, ) du
+%J‘;,B2X3fm (u,X,)du

+[ BXS (. X, )W,
Untuk memudahkan perhitungan, misalkan f (t, x) =Inx, sehingga diperoleh

1

InX,-In X, :J.;Odu—J-;}/Xu?

Lot hon 1

du +E-|.Oﬂ Xu (_X_ZJdu
t 1 ~

+JOﬁXu7dVK,

u

Lyt g pa
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—>04

X,:Xoexp{—(}/+%ﬂz}+ﬂl/f/l}. (3.1.2)

Sekarang, definisikan
Yt=f(faVIZ)=eXP{(7+%ﬂ2Jf—ﬁWt}, (3.1.3)

di mana f (t,x) =exp { y +% ﬂ2jt - ﬂx}. Berdasarkan formula Ito-Doeblin pada

Teorema 2.2.2.5 dengan

Y =f(0aWo)=exp{(ﬂ%ﬂzjo—ﬁﬁ%}=€XP(ﬂ'0)=1> (314

maka persamaan (3.1.3) menjadi
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(=] ~

(7+ P j Ydu+ S, PV du [ YW,
=[ (y+5)Y,du- I,BYqu,
dy, =(y+ B)Y,dt - pY,dw,. (3.1.5)

Selanjutnya, misalkan

=(v)"'z, (3.1.6)

y

dengan Z, = f(¢,7,), untuk suatu fungsi mulus f'(¢,x) (Mikosch, 1998; Yolcu,
2005). Persamaan (3.1.6) dapat ditulis pula sebagai Z, =Yr.. Dengan [to product
rule pada Akibat 2.2.2.6, dan berdasarkan (3.1.1) dan (3.1.5) diperoleh

:Yt(]/ a—rl)dt—i—ﬂr,dW,) ((7/+ﬂ )det_ﬂdeW;)
+((7+8°) Y= pran, )(y (¢~ de+ prai,)
= yaYdt —yYrdt+ BYrdW, + yYrdt + BYr.dt — BY.rdW, — B*Yr.dt

t

atau dalam notasi integral dapat ditulis sebagai berikut:
Z,=Z,+| yo¥,du, (3.1.7)

dengan Z, merupakan suatu nilai awal dari Z, . Telah diketahui pada persamaan
(3.1.4) bahwa Y, =1 sehingga Z,=Y;-r,=1-,=r,. Dengan demikian,

berdasarkan (3.1.6) solusi analitik model Brennan-Schwartz pada persamaan

(3.1.1) diperoleh sebagai berikut:

rn=(Y) (ro—i-j 7aYdu)

:exp{—(7+%ﬁ2jt+ﬂl/f/t}.(ro +J.;70£-exp{(7/+%ﬂ2ju—ﬂl/f/u}duJ
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r=r, .exp{—(y+%ﬂz)z+ﬂVﬁ}+7aI§exp{(y+%ﬂZj(z¢—t)—ﬂ(l/f/u —W,)}du

—(}/+lﬂ2j(z‘—u)
=7, -exp{—(y+%ﬂzjt+ﬂl/f{}+7aﬁexp 2 du, (3.1.8)
+ﬂ(VI7,—W)

u

di mana 7, berdistribusi lognormal dan berdasarkan Definisi 2.1.1.12 diperoleh

~

ekspektasi bersyarat 7, diberikan filtrasi 3, sebagai berikut:

Misal: m = —y(t—u) — dm = ydu — du :d_m’
4

u=0—->m=-yt,
u=t—>m=0.
P _ o . dm
Ep(r,|30)=r0-e”+}/a-j e —
ey
-yt m 0
=r,-e +a[e]
-

=r-e” +a(1—e’”).
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Jadi, dapat disimpulkan bahwa model Brennan-Schwartz memiliki solusi
analitik pada persamaan (3.1.8). Seperti halnya dalam persamaan diferensial
deterministik, PDS juga memiliki kriteria stabilitas untuk masing-masing
modelnya, termasuk model Brennan-Schwartz. Oleh sebab itu, pada Subbab 3.2

akan dibahas mengenai stabilitas model Brennan-Schwartz.

3.2 Stabilitas Model Brennan-Schwartz

Pada Subbab 3.1 telah diperoleh solusi eksplisit model Brennan-Schwartz.
Berdasarkan hasil yang diperoleh pada persamaan (3.1.8), pada Bab 4 dapat
dilihat perilaku model Brennan-Schwartz melalui visualisasi persamaan (3.1.8)
untuk jangka waktu tertentu. Akan tetapi, visualisasi tersebut bergantung pada
parameter yang tidak diketahui nilainya. Oleh sebab itu, perlu dilakukan
penaksiran terhadap masing-masing parameter. Walaupun demikian, terdapat
kemungkinan bahwa taksiran parameter yang diperoleh menyimpang dari yang
sebenarnya. Taksiran parameter yang menyimpang dapat mengakibatkan solusi
yang menyimpang pula. Oleh sebab itu, masalah stabilitas model cukup menarik
untuk dibahas karena dapat menggambarkan ketahanan suatu model terhadap
gangguan sehingga modelnya dapat digunakan dalam peramalan untuk jangka
waktu tertentu. Kriteria stabilitas model stokastik yang akan dibahas adalah

kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan stabilitas mean-square.

Berikut ini diberikan masalah nilai awal stokastik model Brennan-

Schwartz:

dr,=y(a—r)dt+ prdW, untuk 0<¢<T,

=k 3.2.1)

Walaupun untuk 7 =0 koefisien difusi dari model tersebut bernilai

Pr. =0, tetapi koefisien drift dari model tersebut, yaitu }/(a—r,) belum tentu

Universitas Indonesia
Analisis stabilitas..., Tri Handhika, FMIPA Ul, 2011



40

sama dengan nol sehingga », =0 bukanlah steady solution dari masalah nilai awal

stokastik tersebut (non-zero solution) (Allen, 2007). Untuk menangani masalah ini
perlu diselesaikan melalui cara yang ekivalen dengan yang diterapkan pada model
persamaan diferensial deterministik (Anggono, 2004; Thygesen, 1997).
Pembahasan lebih mendalam mengenai stabilitas untuk masalah nilai awal
stokastik yang memiliki steady solution berupa non-zero solution dapat dilihat

pada Thygesen (1997).

Misalkan K, #0 merupakan solusi masalah nilai awal stokastik pada
persamaan (3.2.1). K, disebut solusi nominal di mana stabilitas solusi K, tersebut

akan ditentukan. Selanjutnya, ubah sedikit nilai awal sehingga diperoleh sebarang

solusi lain & yang disebut sebagai solusi terganggu (perturbed solution). Jika

kecil kemungkinan terjadi perbedaan antara solusi terganggu dengan solusi

nominal, maka 7 = K, yang merupakan solusi nominal untuk masalah nilai awal

stokastik pada persamaan (3.2.1) stabil. Selanjutnya, definisikan gangguan

(perturbation) berikut ini:

thé:t_K

ke
Jika dimisalkan bentuk umum dari suatu PDS berikut ini:

dr, = f(t,r;)dt+g(t.r,)dW,,

t

dengan f (t,O);tO dan g(Z,O);tO, maka bentuk diferensial dari gangguan

(perturbation) tersebut dapat dinyatakan sebagai berikut:

dr; = dg, —dK,
={f (L&) dt+g(t,E)aW,} ={ [ (t.K,)dt+g (1. K,)dW,}
= (68) =S (0K )ydi+{g(1.5) =g (.K )} W,
={f(t7+K)-f(t.K)}di+{g(t.F;+K,)-g(t.K, )} dW,.

Jika 7, =0 maka koefisien drift dan difusinya menjadi bernilai nol. Dengan kata

lain, 77 =0 merupakan steady solution dari masalah nilai awal stokastik pada
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gangguan (perturbation) tersebut (zero solution). Dengan menerapkan langkah-

langkah di atas pada model Brennan-Schwartz, diperoleh sebuah PDS berikut ini:

dr; =dg, —dK,
={r(a=¢&)di+p&aw,|~{y(a—K,)di+ BK AW}
= —yEdt+yK dt + BEAW, — BK AW,
=—y(&-K,)dt+ (& —K,)dW,
=—yrdt+ prdw,.

Dengan demikian, 7, =0 merupakan steady solution untuk masalah nilai awal

stokastik berikut ini;

dr, = —y7dt + frdW, untuk 0<¢<T,

t

To ooy (3.2.2)

Jika 7 =0 yang merupakan steady solution untuk masalah nilai awal

stokastik pada persamaan (3.2.2) stabil, maka 7 =K, yang merupakan solusi

nominal untuk masalah nilai awal stokastik pada persamaan (3.2.1) juga stabil
(Thygesen, 1997). Sekarang, akan ditunjukkan stabilitas stokastik asimtotik dari

7. Pertama-tama solusi analitik dari model pada persamaan (3.2.2) dapat

ditentukan dengan cara yang ekivalen dengan solusi analitik yang diperoleh pada
persamaan (3.1.2) sehingga solusi analitik untuk model pada persamaan (3.2.2)

adalah sebagai berikut:

SN ST P B

Berdasarkan Definisi 2.3.2, selanjutnya nilai absolut dari persamaan (3.2.3) adalah

sebagai berikut:
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7|=

c-exp{—(y+%ﬂ2jt+ﬂl/f/t}
crexp(p1)-exp| 3t |-exp( )
exp(—%ﬂztj
=|c|- \/exp(—yt) -exp(—7?) -\/exp(—%ﬁztj . exp(—%ﬂztj

o ) <527
:|c|.exp( ) eXp(—%ﬂ t} exp(%QﬂW,j

Jexp(597,)

= |c| - ‘exp(—yt)‘-

NI'—ﬂ

= |c| -eXp

;ﬂz t} exp( 7, )

g
=|c|.exp{

(%
(ﬁ;ﬁ t} exp (17,
=[d]-exp(77,)- exp{ ( %ﬂz t}’

dengan bentuk limit

11_)12|r|— 11n{|c| exp(ﬁWl)-exp{—(7+%ﬂzjtﬂ

|c| hm[exp(ﬂW) exp{ (;ur%,gzth.
t—>©
3.24)
Berdasarkan persamaan (3.2.4) dan Definisi 2.3.2, 7 =0 akan stabil

secara stokastik asimtotik ketika (7/ + % p 2) >0 sehingga

1113})P(}g1;|7’|—)0)—101§313(|0| gg{exp(ﬂW) exp{ (7/+ S’ ] H ]—1
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Dengan demikian, kriteria stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz
adalah

y +l[32 > 0.
2 (3.2.5)

Berikut ini akan ditunjukkan pula bahwa steady solution 7, =0 juga stabil

secara mean-square. Berdasarkan persamaan (3.2.3) diperoleh nilai absolut
kuadrat sebagai berikut:
2

o
7l =

c: exp(—yt) . exp(—%ﬂztj : eXP(,BVIZ)

i)

= |e[" -exp(~71)-exp(~y1)- eXp(—% ﬂztj-exp(—% ,[)’zz)
-exp( A1, )-exp( B,

=|cff -exp(-271)-exp(~ 1) -exp (257, ).

2

|exp(77,)

2

= |c|2 -‘exp(—}/t)‘z :

sehingga
E? ( 71|2) _ E|:|c|2 -eXp(—zﬂ)-exp(—ﬂzt) ) eXP(ZﬂW, )}
3 |C|2 'exp(—27/t)-exp(—ﬂzt)-E[exp (2ﬂWl )]

Oleh karena exp(2,BWl) berdistribusi lognormal, maka berdasarkan Definisi

2.1.1.12 persamaan di atas dapat ditulis menjadi

E’ (|Ft|2) = e[ -exp(=22)- exp(—ﬂzt) -exp (%(2,8)2 tj
= |c|2 -exp(—2y1)-exp (—ﬂzt) -exp (% : 4ﬂ2tj

= |c|2 -exp(—2y1)-exp (—,th) -exp (2,821‘)
= |c|2 -exp(—2yt)-exp (—,th + 2ﬂ2t)
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E' (|7,|2) = |c|2 -exp(-2y1)- exp(ﬂzt)
= |c|2 ~exp(—2}/t+,82t)
= |c|2 ~exp{(—27/+ ,b’z)t} ,

sehingga

lim E° (|7 ) = tim| | - exp (27 + )1} |

t—o t—0

= lich|2 -exp{—(ZQ/—,Bz)t}J

—>0

=|c|2 -1i_)r§[exp{—(27/—ﬂ2)t}} (3.2.6)

Berdasarkan persamaan (3.2.6) dan Definisi 2.3.3, 77 =0 akan stabil

secara mean-square ketika 2y — 3° > 0, sehingga persamaan (3.2.6) menjadi

lim E” (|7,|2) = |c|2 .}ijrml[exp{—@y—ﬁz)t}} = |c|2 -0=0.

—w

Dengan demikian, kriteria stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz adalah
2y— B >0. 3.2.7)

Oleh karena 7, =0 yang merupakan steady solution untuk masalah nilai

awal stokastik pada persamaan (3.2.2) stabil baik secara stokastik asimtotik
maupun stabil secara mean-square, maka r, = K, yang merupakan solusi nominal
untuk masalah nilai awal stokastik pada persamaan (3.2.1) juga stabil baik secara
stokastik asimtotik maupun stabil secara mean-square (Thygesen, 1997).
Akibatnya, kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan stabilitas mean-square 7, =0
secara berturut-turut pada persamaan (3.2.5) dan (3.2.7) untuk masalah nilai awal
stokastik pada persamaan (3.2.2) sama dengan kriteria stabilitas stokastik

asimtotik dan stabilitas mean-square r, = K, untuk model pada persamaan (3.2.1)

(Anggono, 2004; Thygesen, 1997).

Universitas Indonesia
Analisis stabilitas..., Tri Handhika, FMIPA Ul, 2011



45

Berdasarkan persamaan (3.2.5), kriteria stabilitas stokastik asimtotik
model Brennan-Schwartz dapat ditulis B° >-2y. Sedangkan, berdasarkan
persamaan (3.2.7) kriteria stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz dapat
ditulis * <2y . Kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan stabilitas mean-square

model Brennan-Schwartz di atas dapat divisualisasikan sebagai daerah stabilitas

model stokastik sebagai berikut:

g B

. . vy
Gambar 3.2.1 Daerah stabilitas stokastik Gambar 3.2.2 Daerah stabilitas mean-square
asimtotik model Brennan-Schwartz terkait model Brennan-Schwartz terkait parameter

parameter  dan [ dan f3

Berdasarkan asumsi  y,a, >0 pada model Brennan-Schwartz dan

berdasarkan Gambar 3.2.1 maka model Brennan-Schwartz akan stabil secara
stokastik asimtotik jika y,a,f>0. Selain itu, terlihat pula dari Gambar 3.2.2

bahwa daerah stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz termasuk di dalam
daerah stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz, atau dengan kata
lain solusi model Brennan-Schwartz yang stabil secara mean-square juga akan
stabil secara stokastik asimtotik tetapi tidak berlaku sebaliknya (Higham, 2001).
Dengan demikian, kriteria stabilitas model Brennan-Schwartz dapat
dijadikan panduan dalam melakukan penaksiran parameter pada model Brennan-
Schwartz. Taksiran parameter yang termasuk ke dalam kriteria stabilitas tersebut
dapat diartikan bahwa model Brennan-Schwartz menjadi tahan terhadap gangguan
sehingga solusi yang diperoleh tidak terlalu menyimpang dari solusi sebenarnya
dan model tersebut dapat digunakan dalam peramalan tingkat bunga untuk jangka
waktu tertentu. Selanjutnya, pada Subbab 3.3 akan dibahas mengenai penaksiran

parameter pada model Brennan-Schwartz.
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3.3 Penaksiran Parameter Model Brennan-Schwartz

Berdasarkan Subbab 3.1 dan Subbab 3.2 telah diperoleh solusi analitik dan
kriteria stabilitas stokastik asimtotik serta kriteria stabilitas mean-square dari
model Brennan-Schwartz. Dengan menggunakan sebarang parameter yang
termasuk dalam masing-masing kriteria stabilitas model akan diperoleh model
yang stabil baik secara stokastik asimtotik maupun secara mean-square (Higham,
2001). Akan tetapi, hal tersebut belum dapat mendeskripsikan masalah yang
sedang dihadapi terkait dengan data riil. Penggunaan sebarang parameter yang
termasuk dalam kriteria stabilitas model belum tentu mencerminkan nilai
parameter terkait dengan data riil yang digunakan. Pada subbab ini akan dibahas

mengenai penaksiran parameter model Brennan-Schwartz menggunakan data riil

(observasi). Dengan memisalkan tk=%T untuk £=0,1,2,...,N maka data

observasi tersebut dapat ditulis sebagai 7,7 ,7, A dengan r, adalah suatu

0 1 2

proses stokastik di mana 0 <¢<T. Data observasi yang berasal dari dunia nyata
memiliki karakteristik statistik yang mencirikan distribusi proses 7 pada actual
probability measure P. Oleh sebab itu, model yang dihasilkan memenuhi asumsi

actual probability measure P (Brigo, 2006). Sedangkan, solusi analitik yang

diperoleh pada Subbab 3.1 diperoleh berdasarkan model dengan asumsi risk-

neutral probability measure P. Dengan demikian, diperlukan penerapan konsep
perubahan measure pada model ketika menaksir parameter model Brennan-

Schwartz tersebut.

Sebelumnya, tinjau model Brennan-Schwartz pada persamaan (3.1.1).
Berdasarkan Teorema 2.5.4, dengan mengambil 6, = -4, maka
atau dalam notasi diferensial dapat ditulis sebagai
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dw, =dW, — Adt,
AW, =dW, + Adt,

sehingga diperoleh

dr, =y (a—r,)dt+ prdW,
=y(a—r)dt+ pr,(dW,+ Adt)
= yodt —yrdt+ pr.dW, + Afrdt
=yadt—yrdt+ Aprdt+ pr.dW,
= yadt —(y — AB)rdi + Pr.dw,

=(ya—(y—-AB)r,)dt+ pr.dw,. (3.3.1)

dengan W, suatu Brownian motion pada actual probability measure P. Jadi, dapat

disimpulkan bahwa model Brennan-Schwartz pada actual probability measure P

dalam persamaan (3.3.1) merepresentasikan model Brennan-Schwartz pada risk-

neutral probability measure P dalam persamaan (3.1.1).

Selanjutnya, model Brennan-Schwartz pada persamaan (3.3.1) dapat

dinyatakan sebagai berikut:

dr,=y (&' ~1,)dt+ Bradw,, (3.3.2)

t

di mana W, merupakan suatu Brownian motion pada actual probability measure

P. Dengan demikian, berdasarkan koefisien drift dan koefisien difusi pada

persamaan (3.3.1) dan (3.3.2) dapat diperoleh persamaan-persamaan berikut ini:

7y =y —Ap, o 5 f

=*+ﬂ,, *a* .
y=r AP a=% 8= (3.3.3)

Dengan menggunakan persamaan (3.3.3) di atas, taksiran parameter-
parameter model Brennan-Schwartz pada risk-neutral probability measure P
(3.1.1) dapat diperoleh melalui penaksiran parameter-parameter model Brennan-
Schwartz pada actual probability measure P. Akan tetapi, pada persamaan (3.3.3)

parameter y dan o bergantung pada suatu parameter A yang dikenal dengan

istilah market price of risk (Shreve, 2004; Brigo, 2006). Sebenarnya, penaksiran
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parameter model Brennan-Schwartz menggunakan data observasi pada actual
probability measure P dapat dilakukan dengan mengkombinasikan dua

pendekatan, yakni metode Maximum Likelihood untuk menaksir parameter
y',a", dan f", serta teknik kalibrasi untuk menaksir parameter A (Brigo, 2006;
Csajkova, 2007; Zeytun, 2007). Akan tetapi, dalam Tesis ini penaksiran parameter
A dilakukan dengan trial and error sedemikian sehingga taksiran parameter 7
yang diperoleh berada di daerah stabilitas model Brennan-Schwartz pada risk-

neutral probability measure P.

Pertama-tama, akan ditaksir parameter y*,a", dan S° menggunakan

metode Maximum Likelihood untuk model Brennan-Schwartz pada actual
probability measure P dalam persamaan (3.3.2). Berdasarkan Subbab 2.4.1,
metode Maximum Likelihood memerlukan pdf suatu peubah acak dan pada model
Brennan-Schwartz yang diperlukan adalah pdf suatu proses stokastik yang disebut
sebagai pdf transisi (Bhattacharya, 1992). Untuk model Brennan-Schwartz pada

actual probability measure P dalam persamaan (3.3.2), pdf transisi dari (tk’rt,()
yang dimulai dari (tkfl,rtkil) adalah [ (tk,;;k |tk71,rtkl;]/*,a*, ﬂ*) dengan pdf

keadaan (sfate) awalnya adalah f, (rtO

y,a, ,B*) sehingga joint pdf atau fungsi

likelihood-nya adalah sebagai berikut (Allen, 2007):

L(j/*,a*’ﬂ*;tk,rtk

tk_l,rtkil;k=l,2,...,N)=f0(r0

7.8 ) [T/ ko,

* * *
or 7 )

N
k=

Selanjutnya, akan ditentukan taksiran parameter model Brennan-Schwartz

pada actual probability measure P dengan meminimumkan fungsi berikut ini:

NN :1,2,...,N):—lnL(}/*,a*,ﬁ*;tk,r,k

(o)

~>in(/(5on,

k=1

D(;/*,a*,ﬂ*;tk,r,k

oot k=12, N)

k1071,

Lok, 3V .a ﬂ))
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Hingga saat ini, prosedur dari metode Maximum Likelihood telah berjalan
sebagaimana seharusnya. Akan tetapi, pdf transisi suatu proses stokastik ternyata
tidak mudah ditentukan (Allen, 2007). Hal ini berlaku pula untuk model Brennan-
Schwartz pada actual probability measure P. Oleh sebab itu, pada Tesis ini pdf
transisi untuk model Brennan-Schwartz pada actual probability measure P dalam

persamaan (3.3.2) akan diaproksimasi melalui aproksimasi Euler. Seperti pada

Allen (2007), dengan memisalkan 7, =r,_, pada ¢ =¢,_,, diperoleh
hRLL Y (0{* _7k71)At+ :B*’%D/Ai”h )

dengan At=T/N dan 5, ~ N(0,1) pada actual probability measure P sehingga

berdasarkan teorema 2.1.1.13 diperoleh

B (refri, )~ BR (ng+ 7" (o — ) e+ B, [ty [
foq )+ EF (;/* (a" % )At|rk_1)

+E° (,B*rk_l \/A7t77k |7’,{,l )
=1 +y (¢ . )At+ B JAL-E (1,
=rh +7 (a* -7 )At + ,B*rk,I\/AT -0

=r ¥y (0{* -7 )At,

=E’ (VH

dan

Vark (rfny) =Vart (v 47 (o = ) At+ B A |, )
=Var" (n_ |y )+ Var® (v (" =r,, ) At )
+Var® (B A )
=0+0+(p") 72 Ar-var' (n,
= (') i2.Ar1
=(p )2 r2 AL

rk—l )

Dengan demikian, aproksimasi pdf transisi untuk model Brennan-Schwartz pada

actual probability measure P merupakan pdf transisi normal sebagai berikut:
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* * * 1
4 5 t7 NP D s ~ -
f( Tk | sl 5@ P ) B N2mAt exp{ 2(ﬂ*)2 r2 At

(rk —{rk_l +y (a* -7, )At})J

Seperti telah dijelaskan sebelumnya pada Subbab 2.4.1, maka prosedur dari

metode Maximum Likelihood dilanjutkan sebagai berikut:

D(y*’a*’ﬂ*;tk”"km_l,rk_|;k=1,2 ..... N):
s

N 1 (rk —{lfk_l+}/*(a*—lfk4)At})
_ ;{ln [—ﬂ*f’kl o exp[‘ 2( Vs )z rl, At N]

)

N 27At

£y (rk{n1+7*£a*—rkI)N})_m(ﬂ*rﬂl J]

+N (rk—{rk71+7/*(a*—rk4)At}) )
Z{ 2p7) i)

Untuk meminimumkan fungsi D(}/*,a*,ﬂ*;tk,rk |tk_l g sk =1,2,..., N)

sedemikian sehingga diperoleh taksiran parameter model Brennan-Schwartz pada
actual probability measure P dapat digunakan optimisasi numerik, salah satunya

dengan algoritma Nelder-Mead, seperti telah dijelaskan pada Subbab 2.4.2.
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Dengan demikian, taksiran parameter model Brennan-Schwartz pada actual

probability measure P dengan menggunakan metode Maximum Likelihood telah
berhasil ditentukan. Jadi, taksiran parameter 7*,&°, dan 3° yang diperoleh untuk
model Brennan-Schwartz pada actual probability measure P, dapat digunakan
dalam menaksir parameter-parameter y,o, dan S untuk model Brennan-
Schwartz pada risk-neutral probability measure P dengan terlebih dahulu
menemukan nilai A sedemikian sehingga taksiran parameter 7 berada pada

daerah stabilitas model Brennan-Schwartz.
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IMPLEMENTASI

Berikut ini akan diimplementasikan analisis stabilitas dan penaksiran
parameter pada model stokastik untuk tingkat bunga bulanan dari suatu zero-
coupon bond dengan maturity time 5 tahun periode Januari tahun 1982 hingga

Februari 2011 yang datanya diunduh dari www.bankofengland.co.uk (data dapat

dilihat pada Lampiran 3). Pergerakan tingkat bunga tersebut akan dimodelkan ke
dalam salah satu model tingkat bunga, yakni model Brennan-Schwartz sebagai

berikut:

dr, =y (e ~r)dt+ praw,

dengan y,a,>0 dan W, merupakan suatu Brownian motion pada risk-neutral

probability measure P _di mana

v : tingkat bunga pada waktu 7,

a : reversion level dari tingkat bunga,
y : kecepatan pengoreksian,

B°r?  :variansi infinitesimal dari proses.

Sebelum dibahas hasil penaksiran parameter model Brennan-Schwartz,
terlebih dahulu akan divisualisasikan kestabilan stokastik asimtotik dan kestabilan
mean-square model Brennan-Schwartz dengan menggunakan perangkat lunak
Matlab. Untuk tujuan perbandingan visualisasi terkait stabilitas stokastik asimtotik

model Brennan-Schwartz akan dipilih parameter » <0, walaupun model
Brennan-Schwartz memiliki asumsi y > 0. Berdasarkan pembahasan pada Subbab

3.2, berikut ini diberikan perbandingan visualisasi model Brennan-Schwartz
dengan nilai awal yang berbeda-beda untuk masing-masing parameter yang
terletak di dalam dan di luar daerah stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-

Schwartz (source code program dapat dilihat pada Lampiran 4):
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Gambar 4.1 Lintasan-lintasan solusi model Gambar 4.2 Lintasan-lintasan solusi model
Brennan-Schwartz dengan nilai awal berbeda Brennan-Schwartz dengan nilai awal berbeda

untuk uji kestabilan stokastik asimtotik di mana  untuk uji kestabilan stokastik asimtotik di mana

7=0,2;a=0,02; dan = 0,2 7 =-0,05,a =0,02; dan #=0,1

Gambar 4.1 merupakan visualisasi model Brennan-Schwartz dengan
parameter-parameter yang terletak di dalam daerah stabilitas stokastik asimtotik
model Brennan-Schwartz. Sedangkan, Gambar 4.2 merupakan visualisasi model
Brennan-Schwartz dengan parameter-parameter yang terletak di luar daerah
stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz. Berdasarkan Gambar 4.1
terlihat bahwa model Brennan-Schwartz dengan parameter-parameter yang
terletak dalam kriteria stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz
menghasilkan simulasi-simulasi lintasan solusi model yang semakin lama akan
saling berdekatan menuju suatu nilai tertentu. Hal ini sesuai dengan definisi dari
stabilitas stokastik asimtotik yang telah diberikan pada Subbab 2.3. Sebaliknya,
jika parameter-parameter yang digunakan terletak di luar daerah stabilitas
stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz maka lintasan-lintasan solusi model

tidak menuju ke suatu nilai tertentu, seperti ditunjukkan pada Gambar 4.2.

Selain diujicobakan dengan nilai awal yang berbeda-beda, visualisasi
stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz akan diujicobakan pula
untuk nilai parameter yang berbeda-beda, seperti ditunjukkan berikut ini (source

code program dapat dilihat pada Lampiran 5):
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Gambar 4.3 Lintasan-lintasan solusi model Brennan-Schwartz dengan nilai parameter berbeda

untuk uji kestabilan stokastik asimtotik di mana 7y = 14, 94%

Terlihat pada Gambar 4.3 bahwa lintasan-lintasan solusi model Brennan-
Schwartz dengan parameter-parameter y =0,025;2=0,02;=0,03 dan
y=0,03;¢ =0,025; 4 =0,02 yang terletak dalam kriteria stabilitas stokastik
asimtotik model Brennan-Schwartz semakin lama akan saling berdekatan menuju
suatu nilai tertentu. Sedangkan, lintasan solusi model Brennan-Schwartz dengan
parameter-parameter y =—0,02; =0,03; # =0,025 yang terletak di luar daerah
stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz tidak saling berdekatan

dengan solusi lainnya.

Selanjutnya, pada Gambar 4.4, 4.5, 4.6, dan 4.7 akan ditinjau kestabilan
mean-square model Brennan-Schwartz. Berdasarkan definisi stabilitas mean-
square yang telah diberikan pada Subbab 2.3, setiap lintasan solusi model
Brennan-Schwartz pada keempat gambar tersebut merupakan visualisasi lintasan
yang diperoleh berdasarkan rata-rata dari hasil simulasi yang dilakukan. Pada
Tesis ini setiap lintasan merupakan visualisasi dari rata-rata 100 simulasi yang
dilakukan. Berikut ini diberikan perbandingan visualisasi model Brennan-
Schwartz dengan nilai awal yang berbeda-beda untuk masing-masing parameter
yang terletak di dalam dan di luar daerah stabilitas mean-square model Brennan-

Schwartz (source code dapat dilihat pada Lampiran 6):

Universitas Indonesia
Analisis stabilitas..., Tri Handhika, FMIPA Ul, 2011



55

L 1 i !
(RIEY f\/lln 1 (LY finy i

e N
G .y e
] l‘\. : ‘-::%?.,..".r m“U‘ |||'|
ann ;;-’t:t\ ".\.\.“\ B ngg%ﬂ( \'L\vjll. ,l'l||
10. * :‘M _.,-\.w\,"‘ll, = : \'-G{U;}*“"\ 2o
: i e 3 % [E " =3
1

Mk |

1} ‘1 1= g

Gambar 4.4 Lintasan-lintasan solusi model Gambar 4.5 Lintasan-lintasan solusi model
Brennan-Schwartz (100 simulasi) dengan nilai Brennan-Schwartz (100 simulasi) dengan nilai
awal berbeda untuk uji kestabilan mean-square  awal berbeda untuk uji kestabilan mean-square

dimana y =0,2;a =0,02; dan S =0,5 dimana y =0,1; =0,02; dan §=0,5

Gambar 4.4 merupakan visualisasi lintasan-lintasan solusi model Brennan-
Schwartz dengan parameter-parameter yang terletak di dalam daerah stabilitas
mean-square model Brennan-Schwartz. Sedangkan, Gambar 4.5 merupakan
visualisasi lintasan-lintasan solusi model Brennan-Schwartz dengan parameter-
parameter yang terletak di luar daerah stabilitas mean-square model Brennan-
Schwartz. Berdasarkan Gambar 4.4 terlihat bahwa model Brennan-Schwartz
dengan parameter-parameter yang terletak dalam kriteria stabilitas mean-square
model Brennan-Schwartz semakin lama nilai ekspektasi dari mutlak solusi
kuadratnya akan menuju nol sesuai dengan definisi stabilitas mean-square pada
Subbab 2.3. Seharusnya, jika parameter-parameter yang digunakan terletak di luar
daerah stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz maka solusi modelnya
tidak menuju nol, tetapi hal tersebut kurang terlihat pada Gambar 4.5 karena nilai
parameter yang diambil dekat dengan daerah stabilitas mean-square model
Brennan-Schwartz. Oleh sebab itu, untuk tujuan perbandingan berikut ini akan
divisualisasikan kembali stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz dengan

parameter y yang terletak agak jauh dari daerah stabilitas mean-square model
Brennan-Schwartz, yaitu y <0, walaupun model Brennan-Schwartz memiliki

asumsi ¥ >0:
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Gambar 4.6 Lintasan-lintasan solusi model Brennan-Schwartz (100 simulasi) dengan nilai awal

berbeda untuk uji kestabilan mean-square di mana y = —0,1;¢ = 0,02; dan f =0,3

Seperti halnya stabilitas stokastik asimtotik, berikut ini akan divisualisasikan pula
stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz untuk nilai parameter yang

berbeda-beda (source code program dapat dilihat pada Lampiran 7):
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Gambar 4.7 Lintasan-lintasan solusi model Brennan-Schwartz (100 simulasi) dengan nilai

parameter berbeda untuk uji kestabilan mean-square di mana 7, = 14,94%

Terlihat pada Gambar 4.7 bahwa lintasan-lintasan solusi solusi model
Brennan-Schwartz dengan parameter-parameter y =0,025;« =0,02; =0,2 dan
y=0,04; =0,025; f=0,25 yang terletak dalam kriteria stabilitas mean-square
model Brennan-Schwartz semakin lama akan saling berdekatan menuju nol.
Sedangkan, lintasan solusi model Brennan-Schwartz dengan parameter-parameter
y=0,02;=0,03;=0,3 yang terletak di luar daerah stabilitas mean-square

model Brennan-Schwartz tidak menuju nol.
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Selanjutnya, parameter y,o, dan S pada model Brennan-Schwartz

tersebut akan ditaksir. Akan tetapi, seperti telah dijelaskan sebelumnya pada
Subbab 3.3, penaksiran parameter y,a, dan g tidak dapat diperoleh secara
langsung dengan metode-metode penaksiran parameter yang ada. Hal ini
disebabkan oleh masalah perbedaan measure antara model Brennan-Schwartz
pada risk-neutral probability measure P dengan data observasi yang diperoleh
pada actual probability measure P. Oleh sebab itu, pertama-tama akan dilakukan

penaksiran parameter model Brennan-Schwartz pada actual probability measure

P dengan parameter-parameternya adalah y*,a°, dan f°. Penaksiran parameter

y',a", dan B° akan dilakukan dengan metode Maximum Likelihood. Seperti

telah dijelaskan sebelumnya pada Subbab 3.3, optimisasi numerik yang akan
digunakan adalah algoritma Nelder-Mead. Dengan menggunakan algoritma
Nelder-Mead (source code dapat dilihat pada Lampiran 8), diperoleh hasil

taksiran parameter berikut ini:

A

7" =0,07;a" =0,08; dan 8" =0,13.
4.1)
Berdasarkan persamaan (3.3.3), taksiran parameter model Brennan-Schwartz pada

risk-neutral probability measure P dapat diperoleh sebagai berikut:

G,

7=9"+A8=0,07+0,134;

_7'@" _ 0,07:0,08 __ 0,005 (42)
7 0,07+0,134 0,07+0,134

QL

Selanjutnya, parameter A akan diperoleh dengan trial and error sedemikian
sehingga memenuhi masing-masing kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan
stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz pada persamaan (3.2.5) dan
(3.2.7) atau Gambar 3.2.1 dan 3.2.2. Sebelumnya, akan diselesaikan secara

matematis kriteria nilai parameter A yang dapat diujicobakan sebagai berikut:
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Kriteria nilai 4 yang memenuhi Kriteria nilai 4 yang memenuhi kriteria

kriteria stabilitas stokastik asimtotik stabilitas mean-square model Brennan-

model Brennan-Schwartz Schwartz
B >-27 B <27
0,0169>—2(0,07+0,13/1) 0,0169<2(0,07+0,13/1)
A>-1,2069 A>-0,9307. (4.3)

Berdasarkan persamaan (4.3), kriteria nilai parameter A yang dapat
diujicobakan agar stabilitas stokastik asimtotik dan stabilitas mean-square model

Brennan-Schwartz dapat tercapai secara bersamaan adalah 4 >—0,9307 . Dengan
trial and error ditetapkan A =% sehingga menghasilkan norm error model yang

cukup kecil, yaitu 0,0368. Norm error adalah nilai maksimum dari absolut error
akibat perbedaan nilai tingkat bunga yang diperoleh melalui model Brennan-

Schwartz dengan nilai tingkat bunga sebenarnya. Berikut adalah taksiran

parameter model Brennan-Schwartz pada risk-neutral probability measure P:

p=p =013
?=?*+/1ﬁ=0,07+0,13%=0,135;

ya _0,07-0,08 0,0056
7y 0,07+0,134 0,135

a= =0,04148.

Dengan menggunakan nilai taksiran parameter di atas, berikut ini

divisualisasikan pergerakan tingkat bunga dengan model Brennan-Schwartz (fl)

dibandingkan data observasi (1;) (source code dapat dilihat pada Lampiran 9):
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Gambar 4.8 Pergerakan tingkat bunga bulanan dari suatu zero-coupon bond dengan maturity time

5 tahun periode Januari 1982 hingga Februari 2011 dengan menggunakan model Brennan-

Schwartz yang datanya diunduh dari www.bankofengland.co.uk

Terlihat bahwa hasil visualisasi pergerakan tingkat bunga dengan
menggunakan model Brennan-Schwartz mendekati nilai tingkat bunga sebenarnya
sehingga dapat dikatakan bahwa model Brennan-Schwartz cukup baik dalam
menggambarkan pergerakan tingkat bunga bulanan dari suatu zero-coupon bond
dengan maturity time 5 tahun periode Januari 1982 hingga Februari 2011 dengan

norm error sebesar 0,0368.
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KESIMPULAN

Dari pembahasan Tesis ini dapat ditarik beberapa kesimpulan, yakni
model Brennan-Schwartz memiliki kriteria stabilitas stokastik asimtotik dan
stabilitas mean-square yang dapat menjadi panduan ketika melakukan pemilihan
parameter model sedemikian sehingga model Brennan-Schwartz menjadi stabil.
Selain itu, parameter model Brennan-Schwartz yang sesuai dengan kriteria
stabilitas mean-square akan sesuai pula dengan kriteria stabilitas stokastik
asimtotik tetapi tidak berlaku sebaliknya. Dalam Tesis ini, parameter model
Brennan-Schwartz dapat ditaksir dengan menggunakan metode Maximum
Likelihood kemudian dilanjutkan dengan optimisasi numerik menggunakan
algoritma Nelder-Mead. Dalam implementasi, taksiran parameter model Brennan-
Schwartz yang diperoleh sesuai dengan kriteria stabilitas model. Hasil
implementasi menunjukkan bahwa solusi model Brennan-Schwartz cukup baik
dalam menggambarkan pergerakan tingkat bunga bulanan dari suatu zero-coupon

bond.
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Lampiran 1

Flowchart Nelder-Mead untuk Metode Maximum Likelihood
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[ Input » + 1 nilai awal ]

Hitung fungs1
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setiap nilai

Expansion
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A 4

Urutkan nilai fungsi

Likelihood dari nilai
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Outside
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A\ 4
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side Contraction
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Constraint?
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Lampiran 2

Skema Analisis

Persamaan
Diferensial
Stokastik

Tidak

Existence &
Uniqueness?

Penaksiran Parameter Stabilitas

Analitik Numerik

Taksiran

[ Solusi Numerik ]

Analitik .
(Ex: ML)? Solusi
Analitik?
N
Stabilitas Model v
Stabilitas Model .
(Definisi atau Stabilitas
Fungsi (Fungsi Numerik
Lyapunov) Lyapunov)
Tidak Numerik I
v
Aproksimasi Taksiran
Parameter Parameter yang Aproksimasi
(Ex: Nelder- teljma.suk da.lzfm Solusi
Kriteria Stabilitas

Mead)
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Lampiran 3

Data tingkat bunga bulanan dari suatu zero coupon bond pada Bank of England

periode Januari 1982 hingga Februari 2011.

No. Tanggal | r(t)% | No. | Tanggal | r(t)% | No. | Tanggal | r(t)% | No. | Tanggal | r(t)%
31-Dec- 30-Nov- 31-Oct-

1 31-Jan-82 | 14.94 | 36 ) 11.06 | 71 o7 8.82 | 106 % 11.02
28-Feb- 31-Dec- 30-Nov-

2 ) 1413 | 37 | 31-Jan-85 | 11.36 | 72 o7 9.14 | 107 % 10.65
31-Mar- 28-Feb- 31-Dec-

3 Iy 12.63 | 38 o5 1148 | 73 | 31-Jan-88 | 9.03 | 108 % 10.85
4 30‘@"“ 13.04 | 39 | 3 l‘é\gar‘ 1129 | 74 29'8F86b' 9.04 | 109 | 31-Jan-91 | 10.24
31-May- 30-Apr- 31-Mar- 28-Feb-

5 o 12.66 | 40 o 11.08 | 75 28 88 | 110 o1 10

30-Jun- 31-May- 30-Apr- 31-Mar-
6 2 125 | 41 i 11.03 | 76 o8 896 | 111 o1 10
7 31gul-s2 | 1147 | 42 | 3 Oggm' T 77 L2 -;\gay- 9.02 [112] 3 0'9‘?1"’“ 10.13
8 Sl-Aug- 4655 [ 43 | 31auwss | 1055 | 78 | 307U ose [ 113 | 3TMAY- | 001
82 88 91
9 30;332"1" 1047 | 44| 3 l—é\sug— 10.39 | 79 | 31-Ju-8s | 9.67 | 114 30'9J1“n' 10.39
10 31-0ct= 4 g 6o | 45| 3%5P | 1031 | 80 | 21AYE | 1005 | 115 | 31-7u1-91 | 10.09
82 85 88
30-Nov- 31-Oct- 30-Sep- 31-Aug-
11 i 1079 | 46 o 10.34 | 81 o3 9.85 | 116 o1 9.85
31-Dec- 30-Nov- 31-Oct- 30-Sep-
12 E 10.52 | 47 o 105 | 82 e 9.64 | 117 ol 9.53
13 31-Jan-83 | 11227 48 | 310 | 1084 | 83 | 30NoV- | joar | 118 | 310 | 961
85 88 91
14 Zgg’b' 10.87 | 49 | 31-Jan-86 | 11.19 | 84 31'81)8“' 1024 | 119 30';\110“ 9.84
15 3I-Mar- |69 50 | 28Feb- 1000 | 85 | 317an89 | 982 | 120 3P | 982
83 86 91
30-Apr- 31-Mar- 28-Feb-
16 2 10.76 | 51 L 9.01 | 86 o 10.12 | 121 | 31-Jan-92 | 9.46
31-May- 30-Apr- 31-Mar- 29-Feb-
17 2 10.78 | 52 i 843 | 87 20 10.16 | 122 o 9.29
30-Jun- 31-May- 30-Apr- 31-Mar-
18 o3 10.82 | 53 e 8.69 | 88 % 1027 | 123 % 9.96
30-Jun- 31-May- 30-Apr-
19 31-Jul-83 | 11.45 | 54 o6 898 | 89 20 10.55 | 124 9 9.21
31-Aug- 30-Jun- 31-May-
20 &3 1152 | 55 | 31-Jul-86 | 9.31 | 90 5 10.51 | 125 o 8.96
30-Sep- 31-Aug- 30-Jun-
21 03 10.87 | 56 %6 9.14 | 91 | 31-Jul-89 | 9.93 | 126 5 9.13
22 3 1;3“‘ 10.73 | 57 30;;5661" 1094 | 92 | 3 l'g‘g' 10.09 | 127 | 31-Jul-92 | 9.39
30-Nov- 31-Oct- 30-Sep- 31-Aug-
23 03 10.64 | 58 ot 10.84 | 93 2 10.68 | 128 9 9.75
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24 3 1'8D3ec' 1068 | 59 | 3 O'é\éov' 1 | o4 |3 1;3“' 1052 [ 129 | 3 0—9826p— 8.57
25 31-Jan-84 | 10.83 | 60 31'8])66"' 10.46 | 95 30%\;0“ 10.88 | 130 31'92“' 7.48
26 29;"“ 10.59 | 61 |31-Jan-87 | 10.02 | 96 31'8])9“' 10.57 | 131 30';\120“ 7.84
27 3 M ] 041 | 62 28'8F7"b' 95 | 97 |31an90 | 112 {132 ° e | 754
28 30'@"” 1084 | 63 | ° M 893 | 98 28'9Foeb' 11.73 | 133 | 31Jan-93 | 7.2
29 31 'xay' 11.89 | 64 30'8’?‘”' 865 | 99 | 3 l'é\gar' 12.39 | 134 28'91:3"17" 6.96
30 O e | es | TR 850 | 100 0 1203 135 | ! | 706
31 | 3ruesa | 1274 | 66 | 0| sos [ o1 | TN | nsa 136 | VAT | 7
32 . l—;;ug— 1162 | 67 | 3187 | 957 | 102 ° 0'9{;‘“' 144 [137]° l—é\/;ay— 7.5
33 05P | na | 68 31?7”% 10.21 | 103 | 31-Jul90 [ 115 | 138 30'9J3“n' 7.15
34 31;52“' 11.19 | 69 30'837"1" 1001 | 104 | ° 1';%“*‘5' 11.57 | 139 | 31-Jul93 | 6.85
35 . 0‘&“‘ b | 7O 13“‘ 9.11 | 105 30'95061" 117 | 140 | 3! ';;“g' 6.54
No. | Tanggal | r(t)% | No. [ Tanggal | r(t)% | No. | Tanggal | r(t)% | No. [ Tanggal | r(t)%
141 | 3 0'983"13' 6.5lllp7s | > 'gé)“g' 723 | 211 | 31-Ju99 | 5.73 | 246 3032““' 5.01

142 PO ea | 177 200 | o |21z | PR | s (247 | 1oz | 4m2
143 | 200 | eas 178 | MO | 70 (213 | 00 | eas | 248 | PN | 4
144 | P10 sas | 179 | 2090 | 699|214 | 21O | 6oa 249 | 00| 4ug
145 | 31-Jan-94 | 587180 | 210 721 | 215 | POV | so6 250 [ PO | a3
146 28'9F4€b' 6.55 | 181 | 31Jan-97 | 7.03 |216] ° 1‘9]39“' 6.04 | 251 30'8\120“ 451

147 31'32“' 737 | 182 28'9F7eb' 691 [ 217 | 31-Jan-00 | 629 | 252 31'0]32“' 4.16
148 | 0P| s 183 l'xar' 7.33 | 218 29'0}:0‘3"' 6.01 |253 | 31-Jan-03 | 4.01

149 | 3 l'gﬁay' 834 | 184 30'91?”' 7.13 | 219 3! 0| 586 | 254 28'0}:3@"' 3.8

150 | 2O | ess | 1ss | PO | o1 | 200 | 0APT | s fass | TR | 506
151 31qul94 | 845 186 UM | 699 |21 | PN s {256 | 20APT | 40
152 | 31 'ﬁ“g' 8.44 | 187 | 31-lul97 | 693 |222 3035‘“‘ 559 |257] 3 1'3/3[‘”' 3.77

153 ] 3 0'954"“”" 875 | 188 3 1-;\7ug_ 6.98 | 223 | 31-Jul-00 | 5.64 |258 3033““' 3.84
154 31'9(3‘“' 8.69 | 189 30'987"‘" 641 | 224 31'6})““5' 5.68 | 259 | 31-lul-03 | 4.23
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30-Nov- 31-Oct- 30-Sep- 31-Aug-

155 o 84 | 190 o7 6.55 | 225 00 553 | 260 03 4.46
31-Dec- 30-Nov- 31-Oct- 30-Sep-

156 o1 8.64 | 191 o7 6.65 | 226 00 547 | 261 0 434

31-Dec- 30-Nov- 31-Oct-
157 | 31-Jan-95 | 851 | 192 o7 6.4 | 227 00 515 | 262 e 4.93
158 | 28Feb- | g ss | 193 | 31-7an98 | 6.13 [228 | 3P | s08 {263 | 30NV | 40
95 00 03

159 31'3;["“' 8.38 | 194 28'9F8"b' 621 | 229 | 31-1an-01 | 498 | 264 | 3 I'OD;C' 4.61

160 | 3 0'9";1‘”’“ 83 |195] > l'é\gar' 6.04 | 230 28'()Fleb' 498 | 265 | 31-Jan-04 | 4.73
31-May- 30-Apr- 31-Mar- 29-Feb-

161 05 767 | 196 o8 591 |231 ol 484 | 266 o 4.6
30-Jun- 31-May- 30-Apr- 31-Mar-

162 55 8.17 | 197 P 582 | 232 ol 513 | 267 04 4.62

163 | 31795 | 7.83 198 ] 3 0'92‘“' 616 | 2333 1'3?”‘ 528 | 268 3 O'O‘Zpr' 4.85

164 31;*5”’3' 763 | 199 | 31-Jul-98 | 6.05 | 234 3031““' 544 {269 | 3 l—(l)\;[fay— 512

165 | ° o-9$ep_ 764 |200 | 312 | 553 | 235 31guo1 | 507 | 270 | 397U | 504

5 98 04

166 | ° 1'92‘”' 743 | 201 30'938"1" | 2 1'§‘1ug' 497 | 271 | 31-Jul-04 | 5.1
30-Nov- 31-Oct- 30-Sep- 31-Aug-

167 o8 6.97 | 202 " 497 | 237 . 487 | 272 o 4.86
31-Dec- 30-Nov- 31-Oct- 30-Sep-

168 i 6.84 | 203 o8 472 | 238 ol 451 | 273 o 4.74

169 | 31-Jan-96 | 6.88 | 204 | 3! '92“' 437 | 239 30'})\1‘”‘ 465 | 274 | 3! E)?‘Ct' 4.63

170 | 27FE | 735 | 205 | 31dan99 | 42 | 240 [ P10 | 508 f275 [ 2000V | 447
31-Mar- 28-Feb- 31-Dec-

171 . 761 | 206 i 465 | 241 | 31-7an-02 | 49 | 276 o1 4.43

172 | PO 747 | 207 | P 1 asg | 242 | PP | 494 277 | 31dan05 | 448
31-May- 30-Apr- 31-Mar- 28-Feb-

173 o 7.6 1208 9 4381 | 243 3 53 |278 05 4.68
30-Jun- 31-May- 30-Apr- 31-Mar-

174 o6 732 | 209 5 507 | 244 = 515 | 279 05 4.61

30-Jun- 31-May- 30-Apr-

175 | 31-Jul96 | 7.31 | 210 = 54 | 245 ) 522 | 280 0 4.44

No. | Tanggal | r(t)% | No. | Tanggal | r(t)% | No. | Tanggal | r(t)% | No. [ Tanggal | r(t)%

281 3 ngay_ 421 |301|31-Jan-07 | 5.15 | 321 30'()Sgep' 421 | 3413 1-11\(4)ay- 2.41
30-Jun- 28-Feb- 31-Oct- 30-Jun-

282 05 4.04 | 302 07 497 | 322 08 3.97 | 342 0 221

283 | 3105 | 422 | 303 3 l'é\;[ar' 513 | 323 30'(1)\;0“ 337 | 343 | 31-Jul-10 | 2.228
31-Aug- 30-Apr- 31-Dec- 31-Aug-

284 03 4.06 | 304 o7 519 | 324 o8 271 | 344 10 1.758

25| 3 O—OSSep— 419 | 305 31'3@”‘ 545 | 325 | 31-Jan-00 | 2.88 | 345 3 O'lsoep' 1.813
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31-Oct- 30-Jun- 28-Feb- 31-Oct-

286 ye 429 | 306 o 563 | 326 0 2.62 | 346 10 1.878
287 30'(1)\;"“ 421 |307 | 31-Jul-07 | 535 | 327 31'(1)\3‘“' 245 | 347 30'}\(1)0“ 2.031
31-Dec- 31-Aug- 30-Apr- 31-Dec-

288 e 4.1 | 308 7 512 | 328 0 2.59 | 348 o 2314
289 | 31-Jan-06 | 4.17 | 309 30'087""' 498 |329 31'3/;”' 2.72 | 349 | 31-Jan-11 | 2.586
28-Feb- 31-Oct- 30-Jun- 28-Feb-

290 05 421 | 310 7 4.94 | 330 09 2.97 | 350 i 2.651
291 | 3! -(l)\glar- 439 |311] 3 0'(1)\;0“ 457 | 331 31-Jul-09 | 3.08
30-Apr- 31-Dec- 31-Aug-

292 o6 461 |312 07 441 |332 00 2.69
293 | 3! 'ONéay' 463 | 313 | 31-7anc08 | 43 |[333] ° 0'059"13' 2.68
30-Jun- 29-Feb- 31-Oct-

294 0 474 | 314 08 42 |334 9 2.77
295 | 31-7ul-06 | 4.66 | 315 31'52*“‘ 395 | 335 30'(1)‘;‘”' 2.66
31-Aug- 30-Apr- 31-Dec-

296 o 463 | 316 v, 444 | 336 = 2.98
297 30'056610' 4.64 |317 31'32”‘ 494 |337|31-Jan-10| 2.94
31-Oct- 30-Jun- 28-Feb-

298 3 47 |318 s 517 | 338 - 2.78
299 30'(1)\160“ 4.69 | 319 | 31-Jul-08 | 4.77 | 339 31'%1“' 2.79
31-Dec- 31-Aug- 30-Apr-

300 B 491 | 320 y: 4.41 | 340 i 2.75
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Lampiran 4

Stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz dengan nilai awal yang

berbeda-beda.

‘B Editor, - C:\MATLAB701work\SB5.m

File Edit Text Cell Tools Debug Desktop Window  Help WA

el faBo | S @F X BRE 28 secx (m

1 3711 Kestabilan 3tokastik dsimtotik llodel Brennan-Schwartz o

&

B randn('state' »100)

4 - garmma = -0.05; alfa = 0.02; heta = 0.1;

5 - T = 2941/12; N = 349; dt = T/N:

(5 dll = sgrt (dt) *randn(1,H) ;

s W = counswun(dW) ;

8= rEEEsr corlRuESESD: | S SSIEE S ST C iR SRS SN S BEET o11lan)

9 - p=r'/si00;

1088 rifsi=mke

11 = rtaksiran = =zeros(5,N): A

188 — Gempe Al = L el A

13 f = expl-(garma+heta™2/2) fde+hera® (T(1)))1; 3

14 — rrtaksiran{i,1) = absa(r (i) fexp (- (garma+heta™Z/2) *do+heta*W(11) ...

15 +gantnatalfa® (do/2) F (£41) ) ;

L= for n = 2:1:NM

el L = n*dEs

VS htemwmp = 02

R O = exp(- (gamwat+beta ™z, 2) * (L) theta*W(n) ) :

20 for kK = 1:1:n-1

= u = k*dt;

Dt h = expi- (garmma+beta”2/2) *(t-u) +theta® (W(in) -Wiki1);

s htemwmp = htemp+h;

et end

ke reemp = (dt/2) % (g+1+2 *htemp) ;

i rtaksiran(i,n) = abs(r(i) *exp (- (gammatheta”2/2) *o+heta*Tin)) ...

25 +gammatalfatrtemp) 2

e end

]l = plot ([0:dt:T], [abs(r (1)) ,ctaksiranii,:)],'t-'), hold on

= xlabel ('t','FongSige', 12}, axiz([0,T,1le-1/64,1e+1/4])

31 - wlabel ('|r|','FontSize',12), axis([0,T,0.1,0.9])

A end =

Gy hold.off w
< | &

scriﬁi. TLn 1 Col 1 :
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Lampiran 5

Stabilitas stokastik asimtotik model Brennan-Schwartz dengan nilai parameter

yang berbeda-beda.

& Editor - C:\MATLAB701\work\ParSB5.m*

File Edit Text Cell Tools Debug Deskbop ‘“Window Help 4

D 2B o |G d@f B8 BRE B8 oo HITEH SN0

1 3031 Kestakbilan =tokastik Asimtotik Model Brennan-Schwarts Fiy

2

Bt randni('state', 100}

4 - gawmsa = [0.025 0.03 -0.02]: alfa = [0.02 0.025 0.03]; =

5 - heta = [0.03 0.02 0.025]:

(Ehti=: T = 29+1/12; N = 3439; dt = T/N:

e dlil = sgrtidt) *randn(l,N)

g - W= cumsum(dil :

G r=xlsread|'data.xlsx', 'Al:R350'); % ambil data r [(asuwmsi per bulan)

10 = J r e 0 P

12 | rtaksiran = zeros(3,N): -~

13 - for i = 1:1:3

14 — £ = expi(-{gamma (i) Hheta (i) “2/2) Tdt+heta (i) T (W1} ] ;

15l rtaksiran(i, 1) = abs(ril) fexp(- (gamma (i) +heta (i) "2/2) *do+heta (i) *W{L11) ...

16 +omrmns (1) *alfa (i) F(dos2) F(E+1) ) ;

o for n = Z2:1:H

TEl= TRl

19 - htemp = 0:

Al | — o = expl-(gawmma (i) +heta(i) "2/2) *(t) +hetal(i) *W(in)):

2 i for k = 1 9% n

e | wess ke Fd e

23 5 h = expi-(garma (i) Heeta (i) 22/2) *(t—u) theta (i) * (Win) -Wik) 1)

Aol htemp = htemp+h:

i) = end

206 = rtemp = (dt/2) * (g+1+2 *htemp) ; —

25 = rtaksiran({i,n) = absai(r(l) *expi(-(gamma (i) +oeta (i)22/2) *c4beta (i) *Tin) ) ...

28 +oarns (1) Falfali) *roemp) 2

g end

Gl end -

caall= plot ([0:dc:T],[abs(r(l)) ,,rtaksirani(l, )], 't-"), hold on

el plot ([0:dc:T], [shs(ril)),ctaksirani2, 1], 'm—"), hold on

Bt plot ([0:dc:T], [shs(ri(l)),,ctaksiran(3; 1], 'b-"1, hold on

BRI legend|'gapmns. = 0.025; alfa = ONgSEEeEras = 0.03',...

34 'ganmma = 0.03; alfa = 0.025; beta = 0.02',...

35 'garma = -0.02; alfa = 0.03; beta = 0.025',2)

36 - ®label ('t','FontSize',12), axis([0,T,le-1/64,1e+1/4])

BT vlabel ('|r|','Fonciisge',12), axis([0,T,0.05,0.25]) L

B = hold off T
&l | B

[ script lh 28 Col 8
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Lampiran 6

Stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz dengan nilai awal yang berbeda-

beda.
B Editor - C:\MATLAB701\work\MSBS.m =13
File Edit Text Cell Tools Debug Desktop Window Help N AX
el {aRoc s 80 BRE DB | s | BOHZ O
1 3Uji Kestabilan Mean-3guare Model Brennan-3chwarts ~
Z
i randni' state' , 100)
4 -  gamws = -0,1; &alfa = 0.02; beta = 0.37 L
it T = 29+41/12; N = 349; dt = T/N; M = 100;
g = dlil = sgrt(dt) *randn(M,N) ;
T - W= cumswn(dW,2);
8 - r=xlsread('data.xlsx', 'ALiAZ50'): % ambil dats r [(&sumsSi per bulan)
9 - r=r'/100;
10 = rifGHEEE, -
175 rtaksiran = zeros (5, N B
12 = for i = 1:1:5 o
e f = expi- (gammatheta™2/2) *de*ones (M, 1) theta* (Wi, 1101 :
e rtaksiranii,1l) = meaniahs((rii) *exp (- (gamwatbheta”2/2) *detones (M, 1) ...
15 +heta*W(:, 1) ) +tgarma*alfa* (do/2) * (f+ones (M, 1) )01 .72) !
il P for zissasar ]l N
E= (B ntdc
1 S htewp = 2eros (M, 1):
19 - g = expl- (gammatheta™2/2) * (L) *fones (M, 1) theta*W(:,n) )
20 for k = 1:1 i)
L u = kFde:
s h = exp(- (gammwatheta~2/2) *(t-u) *ones (M, 1) ...
23 +heta® (Wi, n)-Wi:, kl1);
29 - htewp = htemp+h;
g end
oAb rtewp = (dt/2] *(gtones (M, 1) +2%htemp) ;
2 rtaksiran(i,n] = mwean(abs((r(i] *exp (- [gamma+beta~2/2) *c¥ones (M, 1)1 ...
28 +heta®l(:, n) | +gseaeartalfarreemp) ) o020
28 = end
i plot([O0:de:T] ,[({r(i}))"2) ,Ecaksiranii,=)],'t="']), hold on
31 - xlabel ('t!,'FontSize' ,12), axis([0,T,1le-1/64,1e+1/4])
32 - vlabel ('E|r|~2', "FontSize',12), axis([0,T,0,1.5])
33 = end =
1 hold off b
& [ &
[ script Ln 10 col 10 |
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Lampiran 7

Stabilitas mean-square model Brennan-Schwartz dengan nilai parameter yang

berbeda-beda.

& Editor - C:\MATLAB701\work\ParMSBS.m*

File Edit Text Cell Tools Debug Deskiop “Window Help ¥ A X

DM {mBo o | S#fF 880 AR EA s | BEOE&0

al 3Uji Kestabilan Mean-Sguare Model Brennan-Schwartz &

2

s randn('=state', 100)

4 - gamma = [0.025 0.04 -0.02]; alfa = [0.02 0.025 0.03]; beta = [0.2 0.25 0.3];

5- T =32941/12; ¥ = 349; dt = T/N; M = 100;

(e dil = zgrt(dt) *randn (M, H) »

T W = cumsum(dW, 2] ;

8 — r=xlsread('data.xlsx', '"A1:4350'): % amhil data £ [(asumsi per bulan)

9 - r=g'/100; W

11 = rtaksiran = =zeros(3,N): 2%

12 6= il = al=ilEa

13 & f = exXpi-(gamma(i) theta(i)"2/2) *defones (M, 1) +theta (i) * (W(:, 11)01¢

18k i< rtaksiranii,1l) = meaniabs{(r{l)] *exp(-(gamma(i)+heta(i)“2/2) *dt*ones (M, 1) ...

1 Hoeta (i) *Wi:, 1)) +osenna (1) #alfa (i) ©ide/2) 7 (f+ones (M, 1))1).72)

18 for n = 2:1:N

175 t = n*dt;

1iEe — htemp = =zeros(M,1):

It g = expi-(gamma(i) theta (i) "2/2) *(t) Fones (M, 1) +theta (i) *W(:,n}):

2EEES EOET = 1 s

2 185 u = k*dt;

Z 8- h = exp(-(gamna (i) +heta (i) “2/2) ¥ it-u) Yone= (M, 1) ...

23 theta (i) T (W, n-Wi:, k1)):

2t htemp = htemp+h;

250 end -

P i rtemp = (dt/2] ¥ (g+ones (M, 1] +2 Fhtemp) ;

PR S rtaksiran({i,n) = meaniabs{{r (1) exp(-(gammai)+hecaii) “2/2)Fcéones (M, 1)...

28 thoeta (i) *Wi:, n) ) +ganma (i) *alfaii) *rtewp) ) ."2) 2

Sl end

CHEE end “

Bl ploci[0:de:T],[i(eil)1"2) ,ctaksiran(l,1],'rt='], hold on s

i plot([0:dc:T], [{(x(1)1"2) ,ctaksiran({2,:1],'wm-"'), hold on

AR ploc([0:dc:T],[((r(1))"2) ;Eecaksiran(3, 1], 'b-"), hold on

Fl= legend (' gammwa=0.025; alfa=0.027 bheta=0.2',...

By ' gamma=0.04; alfa=0.025; beta=@5%5', ...

36 'gataes=-0.02; alfa=0.03; beta=0.3')

37 -  xlabel ('t','Fonc3ize',12), axis([0,T,1le-1/64,1le+1/4])

38 - wlabel ('E|r|~2','Fontsize',12), axis([0,T,0,0.05])

39 -  hold off ;
< i &

| seript Tln 27 col st |oun
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Lampiran 8

Algoritma Nelder-Mead dalam menaksir parameter model Brennan-Schwartz

dengan menggunakan metode Maximum Likelihood.

B Editor - C:\MATLABZ01\work\hixhix.m

File Edit Text Cel Tools Debug Deskiop Window Help
N H o~ (8 N 08B0 BB sexfo |
ax % Fungsi yang diuji adalsh
2 % fungsi -ln(likelihood] dari model Brennan-3Schwartsz
5 =
4 % Algoritma Nelder-Mead mewmerlukan h+l nilai awal
=
[Ejyim n=3; % Jjumlah wvariabel
? - XE=[0.1 0.04 0.1; 0.08 0.04 0.08; 0.08 0.02 0.05; 0.1, 0.01 0.05]; % nilai awal
8 - r=xlsread('data.xlsx', 'A1:4350'}): % ambil data r (asumsi per bulan)
9 -  r=r/100;
AbE= N=zize(r,1)-1: % 350 darta £ [(N=348, karena ada rQ)
11 - T=zZ9+1/12: SNEEY 1 ocdegiliami eSS — geREnsr i FEN1 1
126 Dt=T/N; % definisi interval data
138 TOL=10* (=107 ; =alBENEET ansi error Z
15 % Menghitung nilai fungsi tiap =solusi Bk
18
d H SEEE=1:1:n+l
e — Bank(i,li=courtadon(X(i,:1,r,Dt,N):
Ll = Bankii,2:4)=X(i,:]1:
20 — end
21
22 % Mengurutkan solusi dari tiap 3-tuple dengan mengogunakan fungsi urutan B
25
24 —  Bank=urutan (Bank) ;
)
Z6 s Eplikesi 5 rules
i) z=0;
2t while normi(Bank(l,Z:4)-EBank(4,2:4))>=TOL
Eal z=z+1;
SEf= if ===1000
gl = hreak;
A end
8 = Fh=swn(Banki{[l:n],[2:4]))/n:
= Fr=Z+¥b-Bank(n+l,2:4);
Shal Fr=courtadon (¥r,r,Dt, N P
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37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56

S
59
a0
61
62
63
64
a5
1]
a7
a3
(=]
70
71
7a
73
i
7s)
]
i
=

75

(lanjutan)
% Reflection Rule 25
if (Fr>=Banki(l,1)) && (Fr<Bankin,1)
Bankin+l,:1=[Fr Xr]:
% Proses mengurutkahn urutan nilai fungsi
Bank=urutan (Bank) :
continue;
end;
% Expansion Rule
if Fr<Bank(1l,1)
He=ad+Er-¥h:
Fe=courtadon (e, e, Do, N ;
if Fe<Fr
Bankint+l, :)=[Fe Ze]:
% Proses mehgurutkan urutan nilai fungsi
Bank=urutan |Bank) ;
continue:
end
end v

% Outside Contraction Eule

if (Fr>=Bank(n,1)) && [(Fr<Bankin+l,1))
o= (Er+3h) f2:
Fo=courtadon (Zo,r,DL, H)

if Fo<=Fr
Banki(n+l,:)=[Fo Zo]:
% Prosges engurutkan urutsn nilai fungsi
Bank=urutan (Bank) ;
continue;
else
% Shrink Step
for i=2EBESndt]
Bank(i,[2:4])=Bank(1,[2:4])+((Bank(i, [2:4])-Eank(1,[2:4]))1/2):
Bank(i,l)=courtadon(Bankii,[2:4]),c,Dt, M)
end
% Proses mengurutkan urutan nilai fungsi
Eank=urutan(Bank) ;
continue;
end
end
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(lanjutan)
S0 % Inside Contraction Rule A
a1 - if Fr»=Bank(n+1, 1} 3
82 - Xi= (Zh+Bank (n+1, [2:4])11/2;
ke [ Fi=courtadon (Xi,r,Dt, M)
54
85 — if Fi<Bank(n+1,1)
86 — Bank (n+1,:)=[Fi ¥i]l:
857 % Proses mengurutkan urutan hilai fungsi
EE= Bank=urutan (Bank) :
Gl continue;
290 - else
Bk % Shrink Step
=17 for i = Bllrctl
il Bank(i,[2:4])=Bank(l, [2:4])+( (Bank(i,[2:4])-Bank(1,[2:4]1))1/2):
94 - Bank(i,1l)=courtadon(Bank(i,[2:4]),r,Dc, N}
(Bl end
=1 % Proses wengurutkan urutan nilsi fungsi
97 - Bank=urutan (EBank) :
a5 - continue;
99 end
1008 end
10 e end
1028 Bank(:,2:43)
103 -  Bank(:, 1) v
| N '\{'i 3 S L E——— 3__
| script Ln 78 col @

& Editor - C:\MATLAB701\workicourtadon.m*

File Edit Text Cell Tools Debug Deskbop Window Help N ax

DeE| iR S AF 28 BRE B8 s HIH& O

1 function [£] = courtadon (X, ¥, Dt, IN) Lo

=

3 Y hsumsi: -1n(f0(r0|gstans, =lfs, beta) p=-1

4

e £ = 0

6 = for k=2:1:N+1

7 - fatty = [((ri(k)=(r (k=1)+X (1) % (Z(2) - i(k-1))%Dt) ) /(2% [ (Z(3)) 7217 ((rik-1)])"2)*DE)) ...

g +1log (X3 frik-1) teqro (Zpishe) )

a9 - f=f+fatty;

10 -  end =

it o f=-1+1f: i
< [ . T R & |

courtadon Lh 43 Cal 9
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(lanjutan)

B Editor - C:\MATLAB701\workurutan.m* M=

File Edit Text Cell Tools Debug Desktop  Window  Help A M

D E| 2l o oS M F s | "O»

1 function matrixEB=urutani(matri=E) ”~

2

3 % Fungsi untuk mengurutkan solusi

e J=zize(matrixB, 1) ; si=n+l

5

B for i=2:1:3j

Tty EaENE=a @ -t

O if matrixBik,1l)<matrixBik-1,1)

SH = fatty=matrixBi(k, 1) :

il 3 matrixEBilk, 1 =matrixBilk-1,:):

el matrixB k-1, :)=fatty;

b else “

HEs ik bhreak:

14 - end F

15 end

T = | Fy
Al i i | >
Lrutan h b Dy co TR
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Lampiran 9

Pergerakan tingkat bunga dengan model Brennan-Schwartz.

B Editor - C:\MATLAB701\work\BrennanSchwartz.m

File Edit Text Cel Tools Debug Deskfop ‘Window Help N A X
Dl {RBoc S 65 20 BRE DB sec[te | O~
1 ($Tingkat Bunga dengan Model Brennan-Schwarts ~
2
B randn (' state' ,100]
G gamtns = 0.135; alfa = 0.04145; heta = 0.13;
= T = 29+41/12; N = 349; dt = T/N:
By dll = sqgrtidt) *randn(l, N} T
T W = coumsum (dIT) ;
(5 r=xlsread|('data.xlsx', 'Al:2350']): % ambil dats £ [(&sumsi. per bulan)
9 - r=r'/100;
Ak Bl plot ([0:dt:T],[r],'wm-"'), hold on
12 = rtaksiran = zeros(1,H); A
1388 f = exp- (garmatbeta 2/2) *dedtbeta® (W(l)) )
14 = rtaksiranil, 1] = r{l)*expi- (gammatbheta”2/2) *fdt+heta*W(l) | +tgammaralfa* (dt/2) * (£+1) ;
1 - for n = 2:1:N
16 t = nvdt;
1% htewmp = O;
15 o = expl(- gammatheta™2,/2) * (t) +theta*Win) ) ;
JeEih, — Tor k = @lsiEin="1
el u = kvdt;
2= h = exp (- (gaeatkheta”2/2) F (t-u) +theta® (Win)-Wik1)):
ZENE htewp = htemp+h:
238 end
Z28i= rtemp = (dt/Z2) ¥ (g+1+2 thremp) ;
e rtaksiran(l,n) = ril) *exp (- (gamoat+bheta~2/2) *c+heta®W(n) ) +ganmaralfarroemp;
BiE = e v
B = plot{[0:dt:T] . [r (1] ,rtaksiran] ,'b-")
28— legend ([ "DPata  Tingkat Bunga' ,!Tingkat Bunga dengahn Hodel Brennan-Schwartz!)
30 -  xlabel ('t!,'FontSize!,12), axis([0,T,1le-1/64,1e+1/4]}
31 - vylabel J'rcit)!,'Font3ize',12), axis([0,T,0,1/5])
32 - hold off
33
(G SVEerr = norm(rtaksiran-r(l,2:N+1),'int'] ot
< B W _ _ o |
Fecriot Ln 34 Col 1 '
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