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”The LORD is my strength and my shield; my heart trusts in

HIM, and I am helped. My heart leaps for joy and I will give thanks

to HIM.”

Psalm 28:7
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Viskositas merupakan ukuran penolakan sebuah fluida terhadap perubahan ben-

tuk di bawah tekanan shear atau deformasi. Viskositas dipengaruhi oleh tem-

peratur, tekanan, kohesi dan laju perpindahan momentum molekularnya. Syarat

fluida ideal adalah fluida yang tidak memiliki tegangan geser, viskositas atau

konduksi panas. Fluida riil berbeda dengan fluida ideal. Dengan kata lain, fluida

ideal sebenarnya tidak ada dalam kehidupan riil. Fluida ideal hanya model yang

digunakan untuk menganalisis aliran fluida. Bila bergerak, fluida akan menda-

patkan peredaman karena viskositas fluida. Gaya akibat viskositas ini sebanding

dengan kecepatan benda. Viskositas dinamis atau shear viscosity (η) merupakan

gaya gesek persatuan luas yang dibutuhkan untuk menggeser lapisan zat cair

dengan satuan kecepatan terhadap lapisan yang berlekatan di dalam zat cair

itu. Sedangkan viskositas volum atau bulk viscosity (ζ) hanya untuk efek dimana

kompresibilitas fluida sangat penting dimana partikel tidak homogen.

Model fluida QCD mendeskripsikan QGP memiliki sifat seperti fluida yang

kolektif, berkarakter seperti fluida yang memiliki viskositas tertentu dan ber-

gerak dengan kecepatan relativistik. QGP sebagai aliran fluida gluon dengan

materi quark dan anti-quark yang berinteraksi dengan medan elektromagnetik.

Gaya elekromagnetik dapat diabaikan karena kontribusi yang kecil, sehingga da-

pat membangun model Lagrangian dengan keadaan simetri gauge non-Abelian

untuk fluida ideal tanpa viskositas dari tensor energi-momentumnya yang berasal

dari pendekatan hidrodinamika yang berfokus hanya pada gluon plasma.

1
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Dalam fisika partikel, pendekatan dilakukan dengan menggunakan prinsip

first principle dengan pendekatan Lagrangian, dengan melakukan transformasi

oleh grup tertentu pada medan fluida. Lagrangian dari fluida harus invarian

terhadap transformasi tersebut, sebagai konsekuensinya maka pada Lagrangian

akan muncul suku-suku baru yang menunjukkan interaksi antara fluida dengan

medan gauge atau antara sesama medan gauge. Lagrangian yang invarian ter-

hadap transformasi gauge dapat diformulasikan untuk sistem relativistik sehingga

dapat menggunakan persamaan Euler-Lagrange untuk memperoleh persamaan

dinamika fluida relativistiknya. Dinamika fluida berbasis teori ini juga dapat

mendeskripsikan sistem multi fluida dengan menggunakan Lagrangian yang in-

varian terhadap transformasi gauge non-Abelian.

1.2 Perumusan Masalah

Sejauh ini, hidrodinamika ideal disipatif telah digunakan untuk menyesuaikan

beberapa data eksperimental di tumbukan ion berat energi tinggi. Kecocokan

yang sukses membutuhkan model untuk mempertimbangkan nilai yang sangat

kecil dari rasio viskositas geser pada entropi[2].

Selain pendekatan tersebut, ada beberapa pendekatan lain yang didasarkan

pada teori unifikasi atau hibridisasi medan muatan dengan medan aliran. Salah

satunya adalah dibangun melalui Lagrangian dengan menerapkan simetri gauge

non-Abelian untuk masalah tersebut di dalam fluida, di mana pada rincian langkah-

langkah Lagrangian diperlakukan dengan prosedur formalisme QCD[3]. Dalam

hal fluida QCD, pada fase plasma itu ada fluida dan juga partikel. Bahkan

mendekati batas gas ideal untuk kerapatan yang besar dan suhu tinggi akibat

kebebasan asimtotik dari interaksi quark dan gluon. Semua fakta ini mendorong

penerapan teori kinetik untuk menghasilkan fungsi distribusi dan perilaku seba-

gian lainnya QGP.

Sejak dibangun melalui teori medan, tidak ada tekanan tensor viskositas ada

dalam pendekatan ini. Hilangnya derajat kebebasan termodinamika seperti ener-

gi bebas, viskositas, entropi, dll yang biasanya berpengaruh untuk tekanan tensor

viskositas melalui hubungan dengan hukum kedua termodinamika, juga meru-
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pakan bagian dari konsekuensi.

Model fluida relativistik (invarian terhadap transformasi Lorentz) dengan pen-

dekatan Lagrangian QCD yang memiliki simetri gauge yang menjelaskan sistem

plasma quark-gluon. Lagrangian dari sistem QGP ini kemudian dicari tensor

energi-momentumnya. Dari tensor energi-momentum kemudian digunakan un-

tuk mencari bagaimana keadaan energi atau distribusi jumlah partikel jika dilihat

berdasarkan sudut hamburannya.

1.3 Metode Penelitian

Penelitian ini bersifat teoritik. Teori fluida relativistik yang digunakan ada-

lah dengan pendekatan Lagrangian QCD yang berfokus hanya gluon plasma[1].

Lagrangian dengan simetri gauge non-Abelian dalam fluida. Lagrangian yang

diperoleh akan ditransformasi menjadi bentuk tensor energi-momentum yang

berbeda dengan fluida sempurna. Tensor energi momentum digunakan dalam per-

samaan fungsi distribusi dan Cooper-Frye prescription sehingga diperoleh hubun-

gan antara fungsi distribusi partikel dengan momentumnya yang kemudian diplot

dengan menggunakan program Mathematica.

1.4 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mencari distribusi calon partikel terhadap mo-

mentumnya pada tumbukan nuklir relativistik, dan persamaan geraknya sama

dengan keadaan QGP berviskositas dalam fluida QCD dengan perusakan simetri

gauge.

QCP berviskositas..., Eunike Fera, FMIPA UI, 2011



Bab 2

Landasan Teori

Plasma quark-gluon atau QGP (Quark-Gluon Plasma) adalah salah satu fase

yang terbentuk dari hasil interaksi kuat antara quark dan gluon dimana penera-

pan dari teori fluida QCD (Quantum Chromodynamics) sangat diperlukan, fase

ini muncul pada suhu dan kerapatan yang sangat tinggi (dalam orde Tc = 170

MeV, atau sekitar 10130 K) sebelum fase hadronisasi. Definisi ’plasma’ diberikan

karena penyusun QGP yang salah satunya quark memiliki muatan listrik, se-

hingga sesuai dengan definisi fase plasma yaitu fase yang berisi banyak partikel

bermuatan yang bergerak. Tumbukan ion berat relativistik terjadi sesaat sebelum

fase QGP, yang terjadi merupakan tumbukan antara ion Au-Au pada skala LHC

(Large Hadron Collider).

Fase tersebut memiliki kemiripan dengan fluida yang relativistik karena medan

gluon berlaku sebagai aliran partikel berenergi dan sifatnya didominasi oleh ke-

cepatan relativistiknya. Dimana fluida merupakan materi yang mengalami pe-

rubahan bentuk secara kontinu bila diberi tegangan geser. Karena persamaan

gerak fluida secara umum bergantung pada ruang dan waktu, maka dapat digu-

nakan metode pada model fluida relativistik dengan pendekatan lagrangian QCD

yang memiliki simetri gauge yang menjelaskan sistem plasma quark-gluon yang

memperlakukan ruang dan waktu dalam dimensi yang sama.

Pada model QGP yang dipakai, dapat dibuktikan bahwa satu medan gluon

Ua
μ dapat berlaku sebagai fluida pada skala tertentu. Selain itu, bentuk konven-

sional partikel titik dengan vektor polarisasi εμ dalam bentuk Ua
μ = εaμφ. Dengan

fase QGP memiliki kecepatan relativistik ua
μ. Bentuk transisi fase medan gluon,

4
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fase hadronik︸ ︷︷ ︸ ←→ fase QGP︸ ︷︷ ︸ . (2.1)

εaμ ua
μ

Saat medan gluon berlaku sebagai partikel titik, medan tersebut berada pa-

da keadaan stabil hadronik. Pada sisi lain, saat keadaan sebelum hadronisasi

seperti QGP, medan gluon berlaku sebagai aliran partikel berenergi dan sifatnya

didominasi oleh kecepatan relativistiknya. Sehingga yang menghubungkan fase

ini merupakan fungsi distribusi φ ∼exp(−ip.x).
Dalam bab ini, persamaan Lagrangian akan ditransformasi menjadi bentuk

tensor energi-momentum yang berbeda. Tensor energi momentum digunakan da-

lam persamaan fungsi distribusi dari teori kinetik dan Lagrangian akan digunakan

dalam persamaan Euler-Lagrange.

2.1 Formulasi Lagrangian

Persamaan Lagrangian adalah konsep untuk menggambarkan keadaan dari suatu

sistem berupa besaran berdimensi energi. Pada sistem klasik, Lagrangian meru-

pakan selisih energi kinetik dengan potensial yang dimiliki suatu sistem baik solid

maupun fluida. Dengan bentuk,

L = T − V (2.2)

Untuk sistem banyak partikel seperti fluida atau plasma, Lagrangian digu-

nakan untuk menggambarkan kerapatan Lagrangian L. Lagrangian yang sebe-

narnya merupakan hasil integrasi seluruh ruang dari kerapatan Lagrangian,

L =
∫
Ld3x. (2.3)

Model yang digunakan merupakan QGP, dan penyusun utama QGP adalah

quark dan gluon. Quark adalah kuantum dari medan fermion Q yang mengikuti
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formulasi Lagrangian fermion yang terdiri dari suku kinetik dan suku massa yaitu,

Lquark = iQγμ∂μQ−mQQQ. Sedangkan gluon adalah kuantum dari medan gauge

boson Ua
μ yang memiliki suku kinetik (Sa

μν) dan suku interaksi dengan fluida

quark.

Model ini mendeskripsikan suatu penyatuan magnetofluid melibatkan fluida

non-Abelian SU(3) yang mengandung partikel quark dan anti-quark berinteraksi

dengan medan elektromagnetik. Diketahui bahwa non-Abelian kuat digabungkan

plasma tidak mengalami gaya elektromagnetik. Sehingga, Lagrangian QCD kon-

vensional dengan simetri SU(3) color gauge menjadi,

L = iQγμ∂μQ−mQQQ− 1

4
Sa
μνS

aμν + gFJ
a
FμU

aμ. (2.4)

Di sini Q dan Uμ merepresentasikan quark (color) triplet dan medan vektor

gauge. Kuat arus kovarian Ja
Fμ = QT a

Fγ
μQ disebabkan oleh hal-hal yang ada

disekelilingi dan yang berinteraksi dengan fluida, sedangkan T a
F merupakan milik

SU(3) matriks Gell-Mann, dimana gF adalah coupling constant yang menentukan

kekuatan interaksi antara medan materi dengan medan gauge. Nilai gF diten-

tukan oleh nilai susunan-susunan pada interaksi kuat g2F = 4παs, di mana nilai

αs bergantung dengan skala energi yang dipakai, contohnya jika T = 200 MeV,

maka nilai αs berkisar sekitar 0,2 sampai 0,5 dengan gF di antara 1,5 sampai 2,5.

Untuk strength tensor Sa
μν = ∂μU

a
ν − ∂νU

a
μ + gFf

abcU b
μU

c
ν dengan fabc ada-

lah konstanta struktur dari masing-masing grup SU(3). Ini menandakan bahwa

quark dan anti-quark mengalami gaya elektromagnetik karena medan U(1) yaitu

Aμ, namun ukurannya ditekan oleh faktor e/gs =
√
α/αs ∼ O(10−1) dengan

e =
√
α/4π. Dalam Lagrangian, fluida gluon sendiri tidak mengalami gaya elek-

tromagnetik namun tidak bagi quark dan anti-quark karena dinyatakan oleh suku

terakhir pada Lagrangian. Oleh karena itu, gaya elektromagnetik menyumbang

sekitar beberapa persen, dan mungkin diabaikan untuk akurasi yang baik. Hal

ini memberikan fakta wawasan alternatif bahwa tidak ada rentang gaya elektro-

magnetik pada plasma non-Abelian.

Fluida gluon memiliki bentuk khusus dalam kecepatan relativistik Ua
μ =

(Ua
0 ,U

a) ≡ ua
μφ, dengan ua

μ ≡ γva(1,va) dan γva = (1 − |va|2)−1/2, uμ ada-

lah kecepatan relativistik, sedangkan v adalah kecepatan spasial. Indeks a di

QCP berviskositas..., Eunike Fera, FMIPA UI, 2011
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γava hanya menandai setiap medan aliran dan tidak menjumlahkan. Di sisi

lain, φ adalah dimensi satu medan skalar untuk mempertahankan dimensi dan

merepresentasikan distribusi medan.

Istilah gauge secara umum digunakan untuk menunjukkan kebebasan tersem-

bunyi dalam sebuah teori. Dengan fungsi gelombang Ua
μ untuk partikel tak

bermassa memenuhi ∂2Ua
μ = 0 dengan sebuah solusi Ua

μ ∼ εaμexp(−ipνxν) dengan

pν dimensi-4 momentum. Dengan mengenakan kondisi gauge Lorentz ∂μUa
μ = 0

menuntut pμεaμ = 0. Maka jumlah dari vektor polarisasi bebas berkurang dari em-

pat menjadi tiga dalam kovarian. Dengan kata lain, memperlihatkan transformasi

gauge ke partikel tak bermassa Ua
μ yang akhirnya membuat hanya dua derajat

kebebasan. Transformasi gauge dari kecepatan ua
μ dengan medan gauge Ua

μ di-

transformasikan sebagai Ua
μ → Ua

μ+1/gF∂μθ
a+fabcθbU c

μ dengan parameter gauge

lokal θa = θa(x). Dengan mengikuti kondisi Lorentz, θa juga memenuhi ∂2θa = 0.

Jika solusi adlah θa = iκaφ exp(−ip.x) dengan κa konstanta dan φ ∼exp(−ip.x),
ua
μ ditransformasikan sebagai ua

μ → (ua
μ)
′ = ua

μ + κa/gFpμ + ifabcκbuc
μ. Invarian

kecepatan dimensi-4 memenuhi u′2 = 1+κ(mg/gF +ifg)+O(κ2) ∼ 1 = u2 dengan

bagian kedua dan ketiga ditekan dengan κa ∼ θa � gF ∼ O(1). fg merupakan

faktor dari sumasi keadaan gluon berwarna. Untuk pendekatan yang baik, fak-

tor kecepatan relativistik dapat digunakan. Maka, dalam penelitian ini hanya

berfokus kepada bagian yang berkaitan dengan gluon Gluon Dominated Plasma

sehingga Pers. (2.4) menjadi,

Lgluon = −1

4
Sa
μνS

aμν + gFJ
a
FμU

aμ. (2.5)

Lagrangian dari sistem QGP ini kemudian dicari tensor energi-momentumnya.

Selain itu, Lagrangian digunakan untuk mendapatkan persamaan gerak dari suatu

sistem apabila disubstitusi ke dalam persamaan Euler-Lagrange.

2.2 Tensor Energi Momentum

Suatu Lagrangian harus diubah menjadi sebuah tensor energi-momentum apabila

ingin menghubungkannya dengan ruang-waktu di tempat sistem itu berada. Lag-

rangian QGP dapat ditransformasikan menjadi tensor energi-momentum QGP.
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Tensor energi-momentum T μν merupakan integrasi dari seluruh ruang-waktu ter-

hadap densitas tensor energi-momentum T μν , yaitu

T μν =
∫
T μνd4x. (2.6)

Dalam kalkulus variasi, aksi suatu sistem S adalah integrasi dari variasi den-

sitas Lagrangian terhadap seluruh ruang-waktu dimensi empat,

S =
∫
d4x
√−gL (2.7)

dengan g determinan dari tensor matriks gμν pada sistem koordinat. Bentuk

variasi dari matriks S yang berhubungan dengan geometri ruang-waktu,

δS = −1

2

∫
d4x
√−gT μν δgμν . (2.8)

Hubungan keduanya menjadi densitas tensor energi-momentum,

T μν =
2√−g

δL
δgμν

. (2.9)

Dari sinilah, persamaan Lagrangian dapat ditransformasikan ke tensor energi-

momentum.

Tensor energi-momentum T μν pada Pers. (2.6) merupakan kovarian vektor

empat, dimana masing-masing nilai dari ν berhubungan dengan sebuah kompo-

nen momentum empat dan masing-masing nilai dari μ merupakan komponen dari

arus yang berhubungan.

Didefinisikan suatu tensor untuk fluida ideal dalam relativistik hidrodinamika,

T μν = (ε+ p)uμuν − pgμν

dengan ε dan p masing-masing merupakan densitas energi dan tekanan pada

kerangka local rest suatu materi, gμν = diag(+1,−1,−1,−1) adalah tensor ma-

triks., dan uμ kecepatan dimensi empat fluida (uμuμ = 1). Dapat diidentifikasi

komponen tensor enegi-momentum secara spesifik berdasarkan arti fisisnya, yaitu

komponen T 00 adalah densitas energi total internal fluida termasuk energi poten-

sial dari gaya antar partikel dan energi kinetik, T 0ν adalah fluks energi sepanjang

sumbu ν, T μ0 adalah densitas momentum dari komponen μ , dengan μ = 1, 2, 3

dan T μν adalah fluks momentum sepanjang sumbu μ dari komponen ν yang
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Gambar 2.1: Tensor energi-momentum

isotropik pada satu arah,juga disebut tensor tekanan, yang lainnya atau μ �= ν

ini merepresentasikan tegangan geser atau viskositas. Untuk model fluida sem-

purna tanpa viskositas T μν = 0 untuk μ �= ν .

Pada bagian berikutnya, tensor energi-momentum kemudian digunakan dalam

persamaan fungsi distribusi partikel.

2.3 Persamaan Fungsi Distribusi Partikel

Tujuan selanjutnya untuk mengetahui hubungan antara distribusi partikel dan

momentum dalam sistem QGP. Untuk mencapai tujuan ini, QGP yang diasumsi-

kan dibangun dari sebagian besar partikel diperlakukan melalui persamaan teori

kinetik. Hubungan antara hidrodinamika dan derajat kebebasan partikel diten-

tukan dalam teori kinetik. Salah satu distribusi partikel fungsi f(−→p , t,−→x ) dapat

dikaitkan dengan jumlah on-shell (jika energi dan momentum sama atau on the

energy shell) partikel persatuan ruang fase sebagai berikut,

f(−→p , t,−→x ) ∝ dN

d3pd3x
. (2.10)

Evolusi dari f melalui teorema Liouville akan menghasilkan persamaan Boltz-

mann pμ∂μf = −C[f ], dimana C[f ] adalah waktu tumbukan yang merupakan

fungsional dari f dan bentuk yang tepat dari yang tergantung pada interaksi

partikel. Untuk sistem dalam kesetimbangan, f stasioner, f(−→p , t,−→x ) = f(0)(
−→p ),

persamaan Boltzmann memberikan pμ∂μf = 0, yang menyiratkan bahwa waktu

tumbukan hilang dalam kesetimbangan.

Mengingat interpretasi dari f di atas, kepadatan jumlah partikel harus se-

banding dengan
∫
d3pf , atau jumlah dari f atas semua momentum dengan satu-

QCP berviskositas..., Eunike Fera, FMIPA UI, 2011
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an berat. Dengan mengharapkan hasil yang sebanding dengan produk kepadatan

jumlah dan energi atau kepadatan energi, yang merupakan bagian dari tensor

energi momentum, formulasi disusun sebagai
∫
d3pp0f .

Hubungan antara fungsi distribusi partikel dan tensor energi-momentum lalu

didefinisikan sebagai[8]

∫ d4p

(2π)3
pμpνδ(pμpμ −m2)2θ(p0)f(p, x) = T μν . (2.11)

Persamaan ini merupakan jumlah dari seluruh momentum. Fungsi δ memaksakan

kondisi partikel on-shell, dan fungsi-langkah (step-function) membatasi jumlah

hanya ke keadaan energi positif.

Tensor energi-momentum yang dibutuhkan oleh persamaan diperoleh dari ten-

sor energi-momentum kanonik yang dapat diturunkan dari Lagrangian. Hal ini

diasumsikan bahwa tensor energi-momentum bagi setiap bidang pada skala kuan-

tum dapat dianggap sebagai diferensial atau densitas,

T μν =
∂L

∂(∂μϕ)
∂μϕ− gμνL.

Dengan ϕ = Ua
ν , kemudian ∂L

∂(∂μϕ)
= ∂L

∂(∂μUa
ν )

= Saμν , dan

∂L
∂(∂μϕ)

(∂νϕ) = ∂L
∂(∂μUa

ν )
(∂νUa

ν ) = Saμν(∂νUa
ν ),

maka

T μν = −Saμν(∂νUa
ν )− gμνL

= −(∂μUaν − ∂νUaμ + gFf
abcU bμU cν)(∂νUa

ν )− gμνL.

Persamaan ini akan dikembangkan dan disederhanakan dari bagian ke bagian dan

pμpν akan dimasukkan dalam perkalian.

Waktu untuk dua ion Au bertumbukan sebagai waktu pecah sebelum mem-

bentuk partikel baru disebut waktu QGP. Partikel diproduksi secara homogen dan

isotropik dalam tabrakan pada skala waktu yang sangat singkat. Teori kinetik

dapat diterapkan untuk membuat hubungan antara fluida relativistik yang dije-

laskan dengan kebebasan derajat partikel. Setelah f(−→p , t,−→x ) diketahui, maka

dapat membangun arus partikel dari teori kinetik[8]

nμ =
∫
dχfp

μ, (2.12)
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yang akan digunakan untuk membangun distribusi partikel yang dapat dibanding-

kan untuk pengukuran eksperimental. Dalam kondisi seperti jumlah partikel

diberikan oleh arus partikel meninggalkan hypersurface Σ (hypersurface meru-

pakan dimensi (n− 1) submanifold Σ dari dimensi n manifold M, ini diperlukan

di relativitas umum dan banyak rumusan yang menggunakannya) ,

N =
∫

nμdΣμ =
∫

dχfp
μdΣμ (2.13)

atau dalam bentuk lain,

N =
∫
d3p

1√
m2 + p2

(
E
d3N

d3p

)

dimana bentuk Cooper-Frye prescription[8],

E
d3N

d3p
=

1

2π3

∫
pμdΣμf. (2.14)

Tensor energi-momentum dimasukkan ke dalam persamaan sebagai berikut,

pνpνEd3N =
1

2π3

∫
pμpνpνdΣμfd

3p (2.15)

m2Ed3N =
∫ d3p

2π3p
μpνfpνdΣμ (2.16)

Kembali mengingat Pers. (2.11) maka diperoleh persamaan jumlah distribusi

partikel,

Ed3N =
1

m2
T μνpνdΣμ. (2.17)

dΣμ adalah vektor normal pada hypersurface yang diberikan oleh

dΣμ = εμαβγ
∂Σα

∂x

∂Σβ

∂y

∂Σγ

∂z
dxdydz (2.18)

dΣμ =

(
cosh η, cos φ

dτ
dr

, sinφ
dτ
dr

, sinh η

)
rdrτdφdη (2.19)

dimana εμαβγ adalah total tensor anti-simetri didimensi-4 dengan ε1234 = +1,

transverse momentum pT , sudut φp, dengan mT =
√
p2T +m2

0, dan m0 adalah rest

mass dari partikel tersebut.
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2.4 Persamaan Euler-Lagrange

Persamaan Lagrangian digunakan untuk mendapatkan persamaan gerak dari su-

atu sistem apabila kita substitusi ke dalam persamaan Euler-Lagrange. Untuk

sistem medan klasik, parameter dari suatu Lagrangian dan persamaan Euler-

Lagrange merupakan medan-medan klasik seperti posisi, sudut, dan lainnya.

Dalam kalkulus variasi, persamaan Euler-Lagrange merupakan persamaan di-

ferensial yang solusinya adalah fungsi dimana fungsional yang diberikan stasioner.

Dalam mekanika Lagrangian, karena prinsip Hamiltonian aksi stasioner, evolusi

dari sistem gerak dijelaskan oleh solusi untuk persamaan Euler-Lagrange untuk

sistem aksi. Dalam mekanika klasik, ini setara dengan hukum Newton tentang

gerak, tetapi memiliki keunggulan yang mengambil bentuk yang sama dalam

sistem koordinat umum, dan ini lebih cocok untuk generalisasi, misalnya teori

medan.

Hukum Newton kedua,

m
d2x

dt2
= F = −dV

dx
(2.20)

dimana energi potensial V (x) dan gaya yang bekerja F.

Lagrangian L didefinisikan oleh Pers. (2.2) sebagai

L = T − V =
1

2

(
dx

dt

)2

− V (x) (2.21)

dengan T sebagai energi kinetik dari sistem.

Hal ini mudah untuk mengembangkan formalisme dari sistem diskrit seperti

partikel titik ke sistem kontinu, dengan Lagrangian,

L(x, ẋ, t)→ L (Φ, ∂μΦ, xμ) , (2.22)

dimana medan Φ merupakan fungsi dari parameter kontinu xμ. Dan aksi S,

S =
∫
R
L d4x (2.23)

Persamaan medan untuk medan Φa meminta aksi stasioner atau invarian da-

lam medan dengan bentuk

Φa(x)→ Φ′a(x) = Φa(x) + δΦa(x). (2.24)
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Derivatif pertama dari medan

∂μΦ
a → ∂μΦ

′a = ∂μΦ
a + ∂μ(δΦ

a), (2.25)

operator δ dapat ditukar dengan derivatif,

∂μ(δΦ
a) = ∂μ(Φ

′a − Φa) = ∂μΦ
′a − ∂μΦ

a = δ(∂μΦ
a), (2.26)

menuju variasi aksi S → S + δS dengan,

δS =
∫
R
δLd4x =

∫
R

[
∂L
∂Φa

δΦa +
∂L

∂(∂μΦa)
δ(∂μΦ

a)

]
d4x. (2.27)

Bagian kedua menjadi,

∫
R

∂L
∂(∂μΦa)

∂μ(δΦ
a)d4x =

∫
R ∂μ

[
∂L

∂(∂μΦa)
δΦa

]
d4x−

∫
R ∂μ

[
∂L

∂(∂μΦa)

]
δΦad4x. (2.28)

Jika kita membatasi variasi diperbolehkan δΦa kepada yang hilang pada batas

∂R, sehingga δS = 0 (prinsip aksi minimum, partikel selalu mencari lintasan

dengan aksi terkecil) maka integral ini juga akan hilang dan menjadi

δS ≡
∫
R

δL
δΦa

δΦad4x =
∫
R

(
∂L
∂Φa

− ∂μ

[
∂L

∂(∂μΦa)

])
δΦad4x. (2.29)

Persamaan Euler-Lagrange yang sesuai,

δL
δΦa

=
∂L
∂Φa

− ∂μ
∂L

∂(∂μΦa)
= 0,

dengan menyesuaikan kepada medan fluida relativistik menjadi,

∂L
∂Ua

ν

− ∂μ
∂L

∂(∂μUa
ν )

= 0. (2.30)

Pada bab berikutnya, persamaan Lagrangian dari model yang dibangun akan

dimasukkan ke persamaan tersebut untuk mencari persamaan gerak pada sistem.
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Perhitungan

Model plasma yang dipakai adalah Gluon Dominated Plasma dimana konsentrasi

gluon jauh lebih besar saat membentuk plasma sehingga kita hanya akan fokus

pada Lagrangian yang mengandung interaksi gluon saja. Konsekuensi dari model

ini membuat suku quark pada Lagrangian QGP dapat diabaikan. Lagrangian

yang berfokus hanya pada gluon pada Pers. (2.5),

Lgluon = −1

4
Sa
μνS

aμν + gFJ
a
FμU

aμ.

Suku pertama merupakan suku kinetik medan gluon, dan suku kedua adalah

interaksi antara gluon dengan quark. Pada model ini yang dipakai hanya lag-

rangian yang mempunyai kaitan dengan quark. Dalam fluida sempurna, quark

dan gluon bergerak dengan kecepatan relativistik serupa partikel bebas dengan

kerapatan energi dan tekanan yang saling berinteraksi tanpa gesekan di dalamnya.

Namun dalam penelitian ini juga dipakai model yang berviskositas atau dikenal

sebagai Viscous Gluonic Plasma. Bentuk Lagrangian pada fluida berviskositas,

Lviscous = −1

2
ηT a

FU
aμU b
∂
U

b
μ. (3.1)

Lagrangian yang hanya berkaitan dengan gluon ditambahkan dengan lag-

rangian yang mengandung suku viskositas, sehingga Lagrangian dimensi-4 lengkap-

nya berbentuk,

Ltotal = Lgluon + Lviscous

= −1

4
Sa
μνS

aμν + gFJ
a
FμU

aμ − 1

2
ηT a

FU
aμU b
∂
U

b
μ. (3.2)

Persamaan Lagrangian ini pada model ini selanjutnya ditransformasi menjadi

tensor energi-momentum sistem QGP.

14
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3.1 The Related Gluonic Terms

Dengan memanggil kembali lagrangian yang memiliki kaitan dengan gluon pada

Pers. (2.5),

Lgluon = −1

4
Sa
μνS

aμν + gFJ
a
FμU

aμ.

Untuk tensor kuat medan (field strength tensor) Sa
μν dan Saμν ,

Sa
μν = ∂μU

a
ν − ∂νU

a
μ + gFf

abcU b
μU

c
ν (3.3)

Saμν = ∂μUaν − ∂νUaμ + gFf
abcU bμU cν (3.4)

Sa
μνS

aμν = ∂μU
a
ν (∂

μUaν − ∂νUaμ + gFf
abcU bμU cν)−

∂νU
a
μ(∂

μUaν − ∂νUaμ + gFf
abcU bμU cν) +

gsf
abcU b

μU
c
ν(∂

μUaν − ∂νUaμ + gFf
abcU bμU cν)

= ∂μU
a
ν ∂

μUaν − ∂μU
a
ν ∂

νUaμ + ∂μU
a
ν gFf

abcU bμU cν −
∂νU

a
μ∂

μUaν + ∂νU
a
μ∂

νUaμ − ∂νU
a
μgFf

abcU bμU cν +

gFf
abcU b

μU
c
ν∂

μUaν − gFf
abcU b

μU
c
ν∂

νUaμ +

g2Ff
abcfadeU bμU cνUd

μU
e
ν (3.5)

∂μUν∂
μU ν = ∂μ[Uν(∂

μU ν)]− Uν∂
2U ν

∂μUν∂
νUμ = ∂μ[Uν(∂

νUμ)]− Uν∂μ∂
νUμ

∂μU
a
ν ∂

μUaν − ∂μU
a
ν ∂

νUaμ = ∂μ[Uν(∂
μU ν)]− Uν∂

2Uν − {∂μ[Uν(∂
νUμ)]− Uν∂μ∂

νUμ}
= ∂μ[Uν(∂

μU ν)]− ∂μ[Uν(∂
νUμ)]− Uν∂

2U ν + Uν∂μ∂
νUμ

= ∂[Uν(∂
μU ν − ∂νUμ)]− Uν(∂

2U ν − ∂μ∂
νUμ)

= ∂μ[Uν(∂
μU ν − ∂νUμ)]− Uν(g

μν∂2 − ∂μ∂ν)Uμ

∂μU
a
ν ∂

μUaν − ∂μU
a
ν ∂

νUaμ − ∂νU
a
μ∂

μUaν + ∂νU
a
μ∂

νUaμ = −2Uν(g
μν∂2 − ∂μ∂ν)Uμ
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∂μU
a
ν gFf

abcU bμU cν − ∂νU
a
μgFf

abcU bμU cν + gFf
abcU b

μU
c
ν∂

μUaμ − gFf
abcU b

μU
c
ν∂

νUaμ =

2[(∂μU
a
ν − ∂νU

a
μ)gFf

abcU bμU cν + gFf
abcU b

μU
c
ν(∂

μUaν − ∂νUaμ)]

Sehingga,

Sa
μνS

aμν = − 2Uν(g
μν∂2 − ∂μ∂ν)Uμ + 2[(∂μU

a
ν − ∂νU

a
μ)gFf

abcU bμU cν

+ gFf
abcU b

μU
c
ν(∂

μUaν − ∂νUaμ)] + g2Ff
abcfadeU bμU cνUd

μU
e
ν

Untuk menyederhanakan kondisi, dapat mengasumsikan bahwa U konstan

sepanjang radius melintang r, dan oleh karena itu semua bagian yang mengandung

turunan terhadap U dapat diabaikan.

T μν = gμν(Sa
μνS

aμν − gFJ
a
FμU

aμ)

= gμν(g2Ff
abcfadeU bμU cνUd

μU
e
ν − gFJ

a
FμU

aμ)

Untuk Ja
Fμ dapat diasumsikan bahwa itu terdiri dari solusi fermion bebas.

Dengan Q = u(p)e−ip.x untuk (iγμ∂μ − m)Q = 0, dimana u merupakan spinor

bebas komponen empat dari x.

Mencari hubungan dari uγμu dan pm, dimana kemudian dalam hubungan ini

digunakan untuk mendefinisikan densitas arus yang diperlukan.

(iγμ∂μ −m)u(p)e−ip.x = 0

iγμ[∂μ(u(p)e
−ip.x)]−mu(p)e−ip.x = 0

iγμ[u(p)∂μ(e
−ip.x) + (e−ip.x) (∂μu(p))]−mu(p)e−ip.x = 0

Sejak u bukan fungsi dari x, maka ∂μu(p) sama dengan nol.

iγμu(p)∂μ(e
−ip.x)−mu(p)e−ip.x = 0

iγμu(p)(−ipμ)(e−ip.x)−mu(p)e−ip.x = 0

γμu(p)pμ(e
−ip.x)−mu(p)e−ip.x = 0

Kalikan kedua sisi dengan Q = u(p)eip.x, diperoleh u1,2γ
μpμu1,2−mu1,2u1,2 =

0, dengan u1,2u1,2 = 2m dan untuk solusi energi negatif,u3,4γμpμu3,4+mu3,4u3,4 =

0, dengan u3,4u3,4 = −2m.
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Oleh karena itu,

uγμpμu = m(4m)

uγμpμp
μu = 4m2pμ

uγμu = 4pμ

Ja
Fμ = QγμQT a

F = uγμuT a
F = 4pμT a

F

= 4(mT cosh Y, pT cos φp, pT sin φp,mT sinh Y )T a
F . (3.6)

Kemudian,

Ja
FαU

aα = 4(mT cosh Y,−pT cos φp,−r2pT sin φp,−τ 2mT sinh Y )T a
F

Φ(cosh η, ur cos φu, ur sin φu, sinh η)

= 4ΦT a
F (mT cosh Y cosh η − pT cos φp ur cos φu

−r2pT sin φp ur sin φu − τ 2mT sinh Y sinh η). (3.7)

Ketika diasumsikan bahwa distribusi dari QED sangat kecil,

T μν = gμν(g2Ff
abcfadeU bαU cβUd

αU
e
β − gFJ

a
FαU

aα)

= gμν(g2Ff
abcfadeΦ4(cosh4 η + u4

r cos
4 φu + u4

r sin
4 φu + sinh4 η

+2(u4
r cos

2 φu sin
2 φu + u2

r sin
2 φu sinh

2 η + u2
r cos

2 φu sinh
2 η

− cosh2 η u2
r cos

2 φu − cosh2 η u2
r sin

2 φu − cosh2 η sinh2 η))

−4gFT a
FΦ(mT cosh Y cosh η − pT cosφp ur cosφu

−r2pT sinφp ur sinφu − τ 2mT sinh Y sinh η)) (3.8)

Ini merupakan persamaan tensor energi-momentum untuk suku Lagrangian

yang berkaitan dengan gluon terdiri dari suku kinetik dan interaksi gluon dengan

quark.

3.2 Viscous Gluonic Plasma

Persamaan Lagrangian pada Pers. (3.1) yang mengandung shear viscosity tanpa

bulk viscosity, tensor energi momentumnya berbentuk[4]

Tμν = −cη
(
∂νUμ + ∂μUν − UνU


 ∂
Uμ − UμU

∂
Uν − 2

3
∂
U


gμν +
2

3
∂
U


UμUν

)
(3.9)
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Untuk mendapatkan perhitungan mendekati keadaan percobaan, dengan me-

ngikuti metode Cooper-Frye prescription yang umum digunakan untuk mengkon-

versi jumlah hidrodinamika menjadi spektrum partikel di bawah koordinat Bjorken.

Dengan analogi yang sama, akan menerapkan Cooper-Frye prescription ini ke

magnetohydrodynamics yang dibahas. Aliran Bjorken juga diterapkan, dimana

aliran Bjorken adalah model sederhana dan standar untuk menggambarkan evo-

lusi QGP. Ini merupakan ekspansi dimensi tiga dengan invarian peningkatan lon-

gitudinal dan simetri silinder dalam arah melintang. Sumbu-z diambil untuk

menjadi arah sinar di bawah koordinat silindrikal. Matriks menyatakan fungsi

dari sebuah ruang geometri yang diberikan, untuk setiap dua titik dalam se-

buah ruang, nilainya sebesar jarak antar mereka, matriks ini dinyatakan sebagai

berikut,

gμν =

τ
ηs
r
φ

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 −τ 2 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −r2

⎞
⎟⎟⎟⎠

matriks dalam koordinat adalah diagonal atau dengan bentuk,

gμν = (gττ , gηsηs , grr, gφφ) = (1,−τ 2,−1,−r2). (3.10)

Dengan τ =
√
t2 − z2,ns =

1
2
log ( t+z

t−z ), r =
√
x2 + y2, dan φ = arctan(y/x). ns

adalah kerapatan ruang-waktu, τ adalah proper time, y merupakan kerapatan

fluida, dan φ adalah sudut antara vektor-vektor pada jumlah magnetohidro-

dinamika (kecepatan, momentum, dll) dan sebuah sumbu garis melintang pada

koordinat Bjorken (disini dipilih sumbu-x), pada Bjorken prescription kecepatan

kolektif materi vz =
z
t
dan y = η.

Untuk partikel titik (τ, ηs, r, φ), kecepatan dimensi-4 Uμ = uμΦ = γ(1,−V )Φ

(dalam koordinat Minkowski)=(cosh η, ur cos φu, ur sin φu, sinh η)Φ.

Untuk menyederhanakan perhitungan, Φ pada Uμ = (Φ,−v)Φ untuk semen-

tara diasumsikan bernilai 1. Kemudian, itu akan diperlakukan bukan sebagai

variabel lagi ketika kita membangun bentuk akhir dari tensor energi momentum

T μν .

Ekspresi untuk momentum dimensi-4,

pμ = (E, px, py, pz)
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(a) (b)

Gambar 3.1: (a) Koordinat Bjorken bentuknya silinder. Sumbu-z sebagai sumbu
silinder, juga sebagai sumbu relativistik yang Lorentz invarian. Sumbu-x dan
sumbu-y merupakan penampang silinder. (b) Koordinat dalam proses freeze-out
(ini agar mendekati eksperimen maka derajat kebebasan hidrodinamika dikonversi
ke jumlah yang dapat diukur), sumbu-t sebagai sumbu vertikal.

= (mT coshY, pT cosφp, pT sinφp,mT sinhY )

pμu
μ = (mT cosh(η − y)uτ − pT cos(φ− φp)u

r)

pμdΣ
μ = (mT cosh(η − Y )− pT cos(φ− φp)

dτ

dr
)τrdrdφdη

pμdΣμ = (mT cosh(Y − η)− pT cos(φp − φ)
dτ

dr
)τrdrdφdη.

Memanggil Uμ di koordinat silindrikal relativistik dan ∂μ pada bentuk ko-

varian,

Uμ = Φ(cosh η, ur cosφu, ur sinφu, sinh η)

Uμ = Φ(cosh η,−ur cosφu,−r2ur sinφu,−τ 2 sinh η)

UμU
μ = Φ2(cosh2 η,−u2

r cos
2 φu,−r4u2

r sin
2 φu,−τ 4 sinh2 η)

∂μ =

(
∂

∂τ
,− ∂

∂r
,− ∂

r∂φ
,− ∂

τ∂η

)

∂ν = gμν∂
μ =

(
∂

∂τ
,
∂

∂r
,
r∂

∂φ
,
τ∂

∂η

)

Pμ = Pν = (mT coshY,−pT cosφp,−r2pT sinφp,−τ 2mT sinh Y ).

Tensor energi-momentum pada Pers. (3.9) menjadi

T = T μ
μ = T μνgμν
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= −cη(∂μUμ + ∂μUμ − UμU

∂
U

μ − UμU 
∂
Uμ

−2

3
∂
U


gμν +
2

3
∂
U


UμU
μ). (3.11)

Bagian pertama,

∂μU
μ

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂0U
0 0 0 0

0 ∂1U
1 0 0

0 0 ∂2U
2 0

0 0 0 ∂3U
3

⎞
⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂
∂τ

cosh η 0 0 0
0 ∂

∂r
(ur cosφu) 0 0

0 0 r∂
∂φ
(ur sinφu) 0

0 0 0 τ∂
∂η

sinh η

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 r(ur cosφu) 0
0 0 0 τ(cosh η)

⎞
⎟⎟⎟⎠

= ∂0U
0 + ∂1U

1 + ∂2U
2 + ∂3U

3

= r ur cosφu + τ cosh η (3.12)

Bagian kedua,

∂μUμ

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂0U0 0 0 0
0 ∂1U1 0 0
0 0 ∂2U2 0
0 0 0 ∂3U3

⎞
⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂
∂τ

cosh η 0 0 0
0 ∂

∂r
(ur cosφu) 0 0

0 0 ∂
r∂φ

(ur sinφu) 0

0 0 0) ∂
τ∂η

sinh η

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 ur

r
sinφu 0

0 0 0 1
τ
cosh η

⎞
⎟⎟⎟⎠

= ∂0U0 + ∂1U1 + ∂2U2 + ∂3U3

=
ur

r
sinφu +

1

τ
cosh η (3.13)
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Bagian ketiga,

UμU

∂
U

μ = U0U
0∂0U

0 + U0U
1∂1U

0 + U0U
2∂2U

0 + U0U
3∂3U

0 +

U1U
0∂0U

1 + U1U
1∂1U

1 + U1U
2∂2U

1 + U1U
3∂3U

1 +

U2U
0∂0U

2 + U2U
1∂1U

2 + U2U
2∂2U

2 + U2U
3∂3U

2 +

U3U
0∂0U

3 + U3U
1∂1U

3 + U3U
2∂2U

3 + U3U
3∂3U

3

= Φ2 cos2 η
∂

∂τ
Φcos η + Φ2 cos η ur cosφu

∂

∂r
Φcos η +

Φ2 cos η ur sinφu
r∂

∂φ
Φcos η + Φ2 cos η sinh η

τ∂

∂η
Φcos η +

(−Φ2ur cosφu cos η
∂

∂τ
Φur cosφu) +

(−Φ2ur cosφu ur cosφu
∂

∂r
Φur cosφu) +

(−Φ2ur cosφu ur sinφu
r∂

∂φ
Φur cosφu) +

(−Φ2ur cosφu sinh η
τ∂

∂η
Φur cosφu) +

(−Φ2ur sinφu cos η
∂

∂τ
Φur sinφu) +

(−Φur sinφu ur cosφu
∂

∂r
Φur sinφu) +

(−Φ2ur sinφu ur sinφu
r∂

∂φ
Φur sinφu) +

(−Φ2ur sinφu sinh η
τ∂

∂η
Φur sinφu) +

(−Φ2 sinh η cos η
∂

∂τ
Φ sinh η) +

(−Φ2 sinh η ur cosφu
∂

∂r
Φ sinh η) +

(−Φ2 sinh η ur sinφu
r∂

∂φ
Φ sinh η) +

(−Φ2 sinh2 η
τ∂

∂η
Φ sinh η)

= Φ2 cos η sinh η
τ∂

∂η
Φcos η −
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Φ2ur cosφu ur sinφu
r∂

∂φ
Φur cosφu −

Φ2ur sinφu ur sinφu
r∂

∂φ
Φur sinφu −

Φ2 sinh2 η
τ∂

∂η
Φ sinh η

= Φ2 cos η sinh η τΦ sin η −
Φ2ur cosφu ur sinφurΦur sinφu −
Φ2 ur sinφu ur sinφu rΦur cosφu −
Φ2 sinh2 η τΦcosh η

= Φ3τ cos η sinh η sin η −
Φ3 r ur cosφu u

2
r sin

2 φu −
Φ3 r u2

r sin
2 φu ur cosφu −

Φ3τ sinh2 η cosh η. (3.14)

Bagian keempat,

UμU 
∂
Uμ = U0U0∂0U0 + U0U1∂1U0 + U0U2∂2U0 + U0U3∂3U0 +

U1U0∂0U1 + U1U1∂1U1 + U1U2∂2U1 + U1U3∂3U1 +

U2U0∂0U2 + U2U1∂1U2 + U2U2∂2U2 + U2U3∂3U2 +

U3U0∂0U3 + U3U1∂1U3 + U3U2∂2U3 + U3U3∂3U3

= Φ2 cos2 η
∂

∂τ
Φcos η + Φ2 cos η ur cosφu

∂

∂r
Φcos η +

Φ2 cos η ur sinφu
r∂

∂φ
Φcos η + Φ2 cos η sinh η

τ∂

∂η
Φcos η +

Φ2 ur cosφu cos η
∂

∂τ
(−Φur cosφu) +

Φ2 u2
r cos

2 φu
∂

∂r
(−Φur cosφu) +

Φ2 ur cosφu ur sinφu
r∂

∂φ
(−Φur cosφu) +

Φ2 ur cosφu sinh η
τ∂

∂η
(−Φur cosφu) +

Φ2ur sinφu cos η
∂

∂η
(−Φur sinφu) +

Φ2 ur sinφu ur cosφu
∂

∂r
(−Φur sinφu) +
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Φ2 u2
r sin

2φu
r∂

∂φ
(−Φur sinφu) +

Φ2 ur sinφu sinh η
τ∂

∂η
(−Φur sinφu) +

Φ2 sinh η cos η
∂

∂τ
(−Φ sinh η) +

Φ2 sinh η ur cosφu
∂

∂r
(−Φ sinh η) +

Φ2 sinh η ur sinφu
r∂

∂φ
(−Φ sinh η) +

Φ2 sinh2 η
τ∂

∂η
(−Φ sinh η)

= Φ3τ cos η sinh η sin η −
Φ3 ur cosφu u

2
r sin

2 φu −
Φ3 r u2

r sin2 φu ur cosφu −
Φ3τ sinh2 η cosh η. (3.15)

Bagian kelima,

2
3
∂
U


gμν

=
2

3
gμν

⎛
⎜⎜⎜⎝

∂0U
0 0 0 0

0 ∂1U
1 0 0

0 0 ∂2U
2 0

0 0 0 ∂3U
3

⎞
⎟⎟⎟⎠

=
2

3
gμν

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂
∂τ

cosh η 0 0 0
0 ∂

∂r
(ur cosφu) 0 0

0 0 r∂
∂φ
(ur sinφu) 0

0 0 0 τ∂
∂η

sinh η

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

=
2

3
gμν

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 r(ur cosφu) 0
0 0 0 τ cosh η

⎞
⎟⎟⎟⎠

=
2

3
gμν

(
∂0U

0 + ∂1U
1 + ∂2U

2 + ∂3U
3
)

=
2

3

(
−r3(ur cosφu)− τ 3 cosh η

)
(3.16)

Bagian keenam,

2

3
∂
U


UμU
μ =

2

3
{∂0U0U0U

0 + ∂0U
0U1U

1 + ∂0U
0U2U

2 + ∂0U
0U3U

3 +
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∂1U
1U0U

0 + ∂1U
1U1U

1 + ∂1U
1U2U

2 + ∂1U
1U3U

3 +

∂2U
2U0U

0 + ∂2U
2U1U

1 + ∂2U
2U2U

2 + ∂2U
2U3U

3 +

∂3U
3U0U

0 + ∂3U
3U1U

1 + ∂3U
3U2U

2 + ∂3U
3U3U

3}
=

2

3
{ ∂
∂τ

Φcos ηΦ2 cos2 η +

∂

∂τ
Φcos η (−Φ2 u2

r cos
2 φu) +

∂

∂τ
Φcos η (−Φ2u2

r sin2 φu) +

∂

∂τ
Φcos η (−Φ2 sinh2 η) +

∂

∂r
Φur cosφuΦ

2 cos2 η +

∂

∂r
Φur cosφu (−Φ2 u2

r cos
2 φu) +

∂

∂r
Φur cosφu (−Φ2u2

r sin2 φu) +

∂

∂r
Φur cosφu (−Φ2 sinh2 η) +

r∂

∂φ
Φur sin φuΦ

2 cos2 η +

r∂

∂φ
Φur sin φu (−Φ2 u2

r cos
2 φu) +

r∂

∂φ
Φur sin φu(−Φ2u2

r sin2 φu) +

r∂

∂φ
Φur sin φu(−Φ2 sinh2 η) +

τ∂

∂η
Φ sinh ηΦ2 cos2 η +

τ∂

∂η
Φ sinh η (−Φ2 u2

r cos
2 φu) +

τ∂

∂η
Φ sinh η (−Φ2u2

r sin2 φu) +

τ∂

∂η
Φ sinh η (−Φ2 sinh2 η)}

=
2

3
{ r∂
∂φ

Φur sin φuΦ
2 cos2 η +

r∂

∂φ
Φur sin φu (−Φ2 u2

r cos
2 φu) +

r∂

∂φ
Φur sin φu(−Φ2u2

r sin2 φu) +
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r∂

∂φ
Φur sin φu(−Φ2 sinh2 η) +

τ∂

∂η
Φ sinh ηΦ2 cos2 η +

τ∂

∂η
Φ sinh η (−Φ2 u2

r cos
2 φu) +

τ∂

∂η
Φ sinh η (−Φ2u2

r sin2 φu) +

τ∂

∂η
Φ sinh η (−Φ2 sinh2 η)}

=
2

3
{Φ3 r ur cosφu cos2 η −

Φ3 r u3
r cos3 φu −

Φ3 r u3
r cosφu sin

2 φu −
Φ3 r ur cosφu sinh

2 η +

Φ3 τ cosh η cos2 η −
Φ3 τ u2

r cosh η cos2 φu −
Φ3τ u2

r cosh η sin2 φu −
Φ3 τ cosh η sinh2 η}. (3.17)

Semua bagian tersebut disatukan maka tensor energi-momentum dari Lag-

rangian yang Viscous Gluonic Plasma menjadi,

T = T μ
μ = T μνgμν

= −cη{r ur cosφu + τ cosh η +
ur

r
sinφu +

1

τ
cosh η +

Φ3τ cos η sinh η sin η − Φ3 r ur cosφu u
2
r sin

2 φu −
Φ3 r u2

r sin
2 φu ur cosφu − Φ3τ sinh2 η cosh η +

Φ3τ cos η sinh η sin η − Φ3 ur cosφu u
2
r sin

2 φu −
Φ3 r u2

r sin2 φu ur cosφu − Φ3τ sinh2 η cosh η +
2

3
(−r3 ur cosφu − τ 3 cosh η) +

2

3
{Φ3 r ur cosφu cos2 η − Φ3 r u3

r cos3 φu −
Φ3 r u3

r cosφu sin
2 φu − Φ3 r ur cosφu sinh

2 η +

Φ3 τ cosh η cos2 η − Φ3 τ u2
r cosh η cos2 φu −

Φ3τ u2
r cosh η sin2 φu − Φ3 τ cosh η sinh2 η}}. (3.18)
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3.3 Fungsi Distribusi Partikel

Pada interaksi ini, tumbukan yang terjadi adalah tumbukan ion berat antara

ion Au-Au dengan kecepatan relativistik di skala LHC sekitar 2 TeV. Untuk

menghitung distribusi jumlah partikel, dengan memasukkan Pers. (3.8) ke Pers.

(2.17), persamaan fungsi distribusi partikel menjadi,

Ed3N =
1

m2
T μνpνdΣμ

=
1

m2
gμν(g2Ff

abcfadeΦ4(cosh4 η + u4
r cos

4 φu + u4
r sin

4 φu + sinh4 η

+2(u4
r cos

2 φu sin
2 φu + u2

r sin
2 φu sinh

2 η + u2
r cos

2 φu sinh
2 η

− cosh2 η u2
r cos

2 φu − cosh2 η u2
r sin

2 φu − cosh2 η sinh2 η))

−4gFT a
FΦ(mT cosh Y cosh η − pT cosφp ur cosφu

−r2pT sinφp ur sinφu − τ 2 mT sinh Y sinh η))pνdΣμ

=
1

m2
(g2Ff

abcfadeΦ4(cosh4 η + u4
r cos

4 φu + u4
r sin

4 φu + sinh4 η

+2(u4
r cos

2 φu sin
2 φu + u2

r sin
2 φu sinh

2 η + u2
r cos

2 φu sinh
2 η

− cosh2 η u2
r cos

2 φu − cosh2 η u2
r sin

2 φu − cosh2 η sinh2 η))

−4gFT a
FΦ(mT cosh Y cosh η − pT cosφp ur cosφu

−r2pT sinφp ur sinφu − τ 2 mT sinh Y sinh η))pνdΣμ

=
1

m2
(g2Ff

abcfadeΦ4(cosh4 η + u4
r cos

4 φu + u4
r sin

4 φu + sinh4 η

+2(u4
r cos

2 φu sin
2 φu + u2

r sin
2 φu sinh

2 η + u2
r cos

2 φu sinh
2 η

− cosh2 η u2
r cos

2 φu − cosh2 η u2
r sin

2 φu − cosh2 η sinh2 η))

−4gFT a
FΦ(mT cosh Y cosh η − pT cosφp ur cosφu

−r2pT sinφp ur sinφu − τ 2 mT sinh Y sinh η))

(mT cosh(Y − η)− pT cos(φp − φ)
dτ

dr
)τrdrdφdη (3.19)

Hasil yang diperoleh untuk tensor enegi-momentum yang mengandung viskosi-

tas pada Pers. (3.18) ditambahkan ke Pers. (3.19), sehingga jumlah distribusi

partikelnya menjadi

Ed3N =
1

m2
(g2Ff

abcfadeΦ4(cosh4 η + u4
r cos

4 φu + u4
r sin

4 φu

+sinh4 η + 2(u4
r cos

2 φu sin
2 φu + u2

r sin
2 φu sinh

2 η

QCP berviskositas..., Eunike Fera, FMIPA UI, 2011



27

+u2
r cos

2 φu sinh
2 η − cosh2 η u2

r cos
2 φu

− cosh2 η u2
r sin

2 φu − cosh2 η sinh2 η))

−4gFT a
FΦ(mT cosh Y cosh η − pT cosφp ur cosφu

−r2pT sinφp ur sinφu − τ 2mT sinh Y sinh η))

−cη{r ur cosφu + τ cosh η +
ur

r
sinφu +

1

τ
cosh η

+2Φ3τ cos η sinh η sin η − 2Φ3 r ur cosφu u
2
r sin

2 φu

−2Φ3 r u2
r sin

2 φu ur cosφu − 2Φ3τ sinh2 η cosh η

−2

3
r3 ur cosφu − 2

3
τ 3 cosh η +

2

3
Φ3(r ur cosφu cos

2 η

−r u3
r cos3 φu − r u3

r cosφu sin2 φu − r ur cosφu sinh2 η

+τ cosh η cos2 η − τ u2
r cosh η cos

2 φu − τ u2
r cosh η sin2 φu

−τ cosh τ sinh2 η)}{mT cosh(Y − η)− pT cos(φp − φ)
dτ

dr
}

τrdrdφdη.

Dengan bentuk lain, maka persamaan perbandingan jumlah distribusi partikel

dengan volumenya menjadi

d3N

drdφdη
=

τr

E m2
{g2FfabcfadeΦ4(cosh4 η + u4

r cos
4 φu + u4

r sin
4 φu

+sinh4 η + 2u4
r cos

2 φu sin
2 φu + 2u2

r sin
2 φu sinh

2 η

+2u2
r cos

2 φu sinh
2 η − 2u2

r cosh
2 η cos2 φu

−2u2
r cosh

2 η sin2 φu − 2 cosh2 η sinh2 η)

−4gFT a
FΦ(mT cosh Y cosh η − pT cosφp ur cosφu

−r2pT sinφp ur sinφu − τ 2mT sinh Y sinh η)}
−cη{r ur cosφu + τ cosh η +

ur

r
sinφu +

1

τ
cosh η

+2Φ3τ cos η sinh η sin η − 2Φ3 r u3
r cosφu sin2 φu

−2Φ3 r u3
r sin

2 φu cosφu − 2Φ3τ sinh2 η cosh η

−2

3
r3 ur cosφu − 2

3
τ 3 cosh η +

2

3
Φ3r ur cosφu cos

2 η

−2

3
Φ3r u3

r cos3 φu − 2

3
Φ3r u3

r cosφu sin2 φu

−2

3
Φ3r ur cosφu sinh2 η +

2

3
Φ3τ cosh η cos2 η

−2

3
Φ3τ u2

r cosh η cos
2 φu − 2

3
Φ3τ u2

r cosh η sin2 φu
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−2

3
Φ3τ cosh τ sinh2 η}{mT cosh(Y − η)

−pT cos(φp − φ)
dτ

dr
}. (3.20)

3.4 Persamaan Gerak

Persamaan yang dihasilkan dari penerapan persamaan Euler-Lagrange untuk

Lagrangian tertentu dikenal sebagai persamaan gerak. Dengan memiliki Lag-

rangian total, maka dapat menyelidiki lebih lanjut dinamika fluida berbasis posisi

dengan persamaan gerak atau Equation of Motion (EOM). Menurunkan persa-

maan gerak fluida dengan menggunakan persamaan Euler-Lagrange pada Pers.

(2.30),

∂L
∂Ua

ν

− ∂μ
∂L

∂(∂μUa
ν )

= 0

Dengan Lagrangian yang mengandung shear viscosity pada Pers. (3.1),

Lviscous = −1

2
ηT a

FU
aμU b
∂
U

b
μ.

Bagian pertama,

∂Lvis

∂Ua
ν

=
∂(−1

2
ηT a

FU
aμU b
∂
U

b
μ)

∂Ua
ν

= −1

2
ηT a

F

∂(gμ
gμ
Ua

 U

b
μ∂

μU b
gμ
gμ
)

∂Ua
ν

= −1

2
ηT a

F (16)
∂(Ua


 U
b
μ∂

μU b
)

∂Ua
ν

= −8ηT a
F

[
∂(Ua


 U
bμ)

∂Ua
ν

∂μU b
 + Ua

 U

b
μ

∂(∂μU b
)

∂Ua
ν

]

= −8ηT a
F

[
∂Ua




∂Ua
ν

U b
μ∂

μU b
 + Ua



∂U b
μ

∂Ua
ν

∂μU b


]

= −8ηT a
F

(
δ
νU

b
μ∂

μU b
 + Ua

 δ

b
aδ

μ
ν ∂

μU b

)

= −8ηT a
F (U

b
μ∂

μU bν + Ua

 ∂

νUa
) (3.21)

Bagian kedua,

∂μ
∂Lvis

∂(∂μUa
ν )

= ∂μ
∂(−1

2
ηT a

FU
aμU b
∂
U

b
μ)

∂(∂μUa
ν )
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= −1

2
ηT a

F∂α
∂(UaμU b
∂
U

b
μ)

∂(∂μUa
ν )

= −1

2
ηT a

F∂μ

(
∂UaμU b


∂(∂μUa
ν )

∂
U
b
μ + UaμU b
 ∂(∂
U

b
μ)

∂(∂μUa
ν )

)

= −1

2
ηT a

F∂μ
(
UaμU b
δbaδ

μ
ν δ



μ

)
= −1

2
ηT a

F∂μ(U
aνUaμ)

= −1

2
ηT a

F (U
aν∂μU

aμ + Uaμ∂μU
aν). (3.22)

Jadi, persamaan gerak untuk fluida berviskositas,

∂Lvis

∂Ua
ν

− ∂μ
∂Lvis

∂(∂μUa
ν )

= 0

−8ηT a
F (U

b
μ∂

μU bν + Ua

 ∂

νUa
)−
(
−1

2
ηT a

F (U
aν∂μU

aμ + Uaμ∂μU
aν)
)
= 0

ηT a
F

(
Uaν∂μU

aμ + Uaμ∂μU
aν − 16U b

μ∂
μU bν − 16Ua


 ∂
νUa


)
= 0

ηT a
F

(
Uaν∂μU

aμ + Uaμ∂μU
aν − 16U b

μ∂
μU bν − 16Ua

μ∂
νUaμ

)
= 0. (3.23)

Total persamaan gerak untuk Lagrangian total setelah Pers. (3.23) ditambah

dengan persamaan gerak dari Lagrangian Gluon Dominated Plasma[1],

∂0(∂μU
a
0 − ∂0U

a
μ)− ∂i(∂μU

a
i − ∂iU

a
μ) =

gF
(
Ja
Fμ + F a

μ

)
− ηT a

F

(
Uaν∂μU

aμ + Uaμ∂μU
aν − 16U b

μ∂
μU bν − 16Ua

μ∂
νUaμ

)
.(3.24)

Dimana F a
μ adalah gaya total,

F a
μ ≡ fabc

F [∂0(U b
μU

c
0)− ∂i(U b

μU
c
i )]

−i T d
FU

d0
(
∂μU

a
0 − ∂0U

a
μ + gFf

abc
F U b

μU
c
0

)
+i T d

FU
di
(
∂μU

a
i − ∂iU

a
μ + gFf

abc
F U b

μU
c
i

)
. (3.25)

Pers. (3.24) dengan tambahan dari persamaan gerak Lagrangian viskositas

merusak gauge invarian. Di dalam persamaan fluida relativistik, arus Ja
μ terinduk-

si dengan keberadaan materi disekitarnya dan berinteraksi dengan fluida, sedang-

kan F a
μ terinduksi interaksi fluida sendiri dan berinteraksi dengan medan gauge.
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Bab 4

Hasil dan Pembahasan

Isi bab ini membahas hasil yang telah didapat dari bab sebelumnya. Dimana

tujuan dari penelitian ini adalah mencari distribusi calon partikel dan juga per-

samaan geraknya dengan penambahan suku viskositas terhadap Lagrangian yang

hanya berfokus pada gluon plasma.

4.1 Suku Viskositas

Pada penelitian ini, telah dilakukan perhitungan untuk mendeskripsikan suku

viskositas pada fluida QCD, suku tersebut dapat dimunculkan dan menyebabkan

terjadinya perusakan simetri gauge dengan penambahan Lagrangian Viscous Glu-

onic Plasma. Dimana tensor energi-momentum suku yang mengandung viskositas

pada Pers. (3.9) adalah

Tμν = −cη
(
∂νUμ + ∂μUν − UνU


 ∂
Uμ − UμU

∂
Uν − 2

3
∂
U


gμν +
2

3
∂
U


UμUν

)

Tμν = −cη
(
∂νUμ + ∂μUν − UνU


∂
Uμ − UμU

∂
Uν

)
+

2

3
cη∂
U


(gμν − UμUν)

Tik = −cη
(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− uku


 ∂ui

∂x

− uiu


∂uk

∂x


)
+

2

3
cη

∂u


∂x

(gik − uiuk).

dan bentuk Lagrangian pada fluida berviskositas pada Pers. (3.1),

Lviscous = −1

2
ηT a

FU
aμU b
∂
U

b
μ. (4.1)

Ini mengandung arti fisis bahwa suku η merupakan koefisien viskositas dinamis

atau shear viscosity dari model yang digunakan. Ini berarti shear viscosity meru-

pakan sifat dari fluida QCD. Suku inilah yang membawa persamaan Lagrangian

mengalami perusakan simetri gauge.

30
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Dalam teori medan kuantum dipelajari bahwa setiap teori yang dibangun

berdasarkan suatu simetri tertentu, maka teori tersebut haruslah invarian ter-

hadap transformasi gauge global dan lokal dari simetri yang dibangun. Jika

teori tersebut invarian, maka besaran-besaran fisis yang dihasilkan, nilainya tidak

bergantung pada kerangka acuan inersia dimana besaran tersebut diukur. Per-

nyataan di atas berimplikasi bahwa Lagrangian yang dibuat dalam suatu teori

haruslah invarian terhadap simetri tertentu.

Dimana, prinsip gauge mensyaratkan untuk memperoleh bagian interaksi dari

Lagrangian bebas yang simetris dengan simetri kontinu, hasil lokalisasi kelom-

pok simetri keseluruhan harus disertai dengan dimasukkannya bagian tambahan

seperti medan elektromagnetik dengan suku kinetik dan bagian interaksi yang

tepat sedemikian rupa sehingga Lagrangian yang berkembang kovarian dengan

grup baru yang dikembangkan transformasi lokal.

Perusakan simetri dalam fisika menjelaskan fenomena di mana fluktuasi ke-

cil bekerja pada sistem yang melintasi titik kritis menetap pada suatu sistem.

Proses ini disebut perusakan simetri, karena transisi biasanya membawa sistem

dari keadaan kacau menjadi keadaan yang pasti. Karena gangguan ini lebih

simetris, dalam arti bahwa variasi kecil untuk itu tidak mengubah penampilan

secara keseluruhan berarti mengalami perusakan simetri. Dan perusakan simetri

memainkan peranan utama dalam pembentukan pola. Perusakan simetri eksplisit

menggambarkan sebuah sistem yang tidak invarian di bawah simetri. Penamba-

han suku viskositas ini memberikan pengaruh ke persamaan Lagrangian yang

berarti merusak simetri gauge. Namun, mekanisme perusakan yang terjadi di

sini belum diketahui.

4.2 Distribusi Jumlah Partikel

Pada penelitian ini juga telah dilakukan kalkulasi distribusi jumlah partikel sete-

lah melakukan pendekatan dengan menggunakan hidrodinamika relativistik. Fungsi

distribusi partikel yang diperoleh juga diplot untuk melihat bagaimana hubungan

antara jumlah partikel persatuan volume terhadap transverse momentum.

Gambar berikut berasal dari perhitungan sebelumnya menunjukkan laju pe-
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Gambar 4.1: Plot distribusi energi terhadap momentum transverse dari persa-
maan (3.20): sumbu vertikal adalah d3N

drdφdη
(jumlah/volume) dan sumbu horison-

tal adalah pT (GeV/c), spektrum untuk pion(warna biru), kaon(warna merah),
dan proton(warna kuning). Dengan massa π+ : 139.57018(35)MeV/c2,K+ :
493.667+ 0.0013 MeV/c2, dan p+ : 938.272046(21) MeV/c2. Dan spektrum yang
berwarna hijau untuk keadaan tidak berviskositas.

rubahan dari energi partikel dengan transverse momentum dari jenis partikel

pion, kaon, dan proton. Jenis partikel ini sebenarnya disesuaikan dengan energi

yang terjadi yang dideteksi sebelum hadronisasi dan ini mendekati jenis partikel

tersebut.

Untuk menyederhanakan perhitungan, namun tanpa mengabaikan hal pen-

ting, dimensi medan φ, coupling constant gF dan T a
F dinormalisasi menjadi satu-

an, dan nilai konstanta-konstanta yang dibutuhkan, yaitu: fabcfadc = 14+
√
3 ≈

15.732, dan laju perubahan dari proper time ke jari-jari transversal ∂τ
∂r

diasumsi-

kan sama dengan 1. Data energi didapat dari data akselerator LHC berkisar pada

orde 2 TeV.

Distribusi yang terlihat menunjukkan bahwa jumlah partikel akan berkurang

pada jarak yang jauh dari pusat tumbukan karena akan berubah menjadi jet gluon

dan energi menjadi bertambah. Jika dibandingkan, hal ini memiliki kemiripan po-

la distribusi dengan plot distribusi yang diteliti Romatschke et.al. [11,12] untuk
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pion, kaon dan proton saat temperatur freeze-out Tf = 0.135 GeV dan distri-

busi partikel pion, kaon dan proton dari hidrodinamika ideal dan berviskositas

untuk keadaan freeze-out yang sama. Transverse momentum berarti ada energi

yang ditransfer dari keadaan saat bertumbukan ke keadaan plasma dengan waktu

seketika sebelum berubah menjadi hadron. Keadaan tidak berviskositas berada

di daerah negatif seperti terlihat dari spektrumnya, ini berarti model ini tidak

cocok untuk keadaan sistem tanpa viskositas.

4.3 Persamaan Gerak

Dengan simetri gauge, maka akan didapatkan Lagrangian total yang sukunya

menjelaskan interaksi antara materi, medan fluida, dan medan gauge lain. Dari

Lagrangian ini akan diturunkan persamaan gerak untuk materi dan medan fluida

yang berinteraksi dengan medan gauge. Dengan penambahan suku viskositas,

maka terjadi perusakan simetri gauge dengan adanya Lagrangian yang mengan-

dung viskositas. Bentuk persamaan gerak yang telah mengalami penambahan

akibat suku viskositas menjelaskan bahwa fenomena dimana tumbukan antara

ion-berat seperti ion Au-Au yang dipercepat menghasilkan suatu keadaan fisis

yang disebut plasma, plasma ini mempunyai viskositas dinamis dimana partikel-

nya homogen dan isotropik.
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Kesimpulan dan Saran

Penambahan komponen non-diagonal tensor energi-momentum sebagai viskositas

akibat adanya suku viskositas pada Lagrangian akan menghasilkan persamaan

gerak yang baru. Untuk menghitung tensor energi-momentum yang mengan-

dung viskositas dinamis pada koordinat Bjorken yang mendekati evolusi QGP

dengan menggunakan resolusi Cooper-Frye. Dengan memakai Lagrangian baru

yang telah dibangun, dapat menghitung distribusi jumlah partikel dengan pen-

dekatan hidrodinamika relativistik. Untuk menghubungkan dengan hidrodinami-

ka relativistik, dapat digunakan teori kinetik. Dari plot terlihat jumlah partikel

akan berkurang pada jarak yang jauh dari pusat tumbukan. Fenomena tumbukan

ion-berat contohnya ion Au-Au yang akan menjadi plasma yang berviskositas ini

mendekati kondisi hidrodinamika relativistik yang kemungkinan suatu saat secara

eksperimental dapat direproduksi di akselerator di LHC.

Sebagai saran untuk penelitian selanjutnya, untuk statistik yang lebih banyak,

bisa dilakukan perhitungan terhadap sudut tertentu dari penampang lintang,

atau kecenderungan forward backward asymmetry, juga distribusi jumlah partikel

sampai batas jarak tertentu.

34
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Lampiran A

Notasi

Dalam fisika partikel, frase ”natural units” umumnya berarti merujuk kepada

sistem satuan alami dengan mendefenisikan h̄ = c = kB = 1 tanpa dimensi,

sehingga tidak perlu menulis h̄ dan c secara eksplisit dalam rumus, dengan begitu

menghemat banyak waktu dan kesulitan. Sebagai konsekuensinya, energi, massa,

dan momentum berdimensi energi memiliki satuan GeV. Dan untuk panjang

berdimensi energi−1 dan luas berdimensi energi−2. Untuk mendapatkan nilai dan

mengembalikan dimensi yang ingin diketahui, konversikan dengan nilai berikut[3]:

h̄ = 6.58212233(49)× 10−25 GeV s (A.1)

h̄c = 197.327053(59)× 10−3GeV fm (A.2)

(h̄c)2 = 0.38937966(23)GeV 2 mbarn (A.3)

35

QCP berviskositas..., Eunike Fera, FMIPA UI, 2011



Lampiran B

Dari Tensor ke Lagrangian

Tensor energi-momentum yang mengandung shear viscosity [4]

Tik = − cη

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
− uku


 ∂ui

∂x

− uiu


∂uk

∂x


)
+

2

3
cη

∂u


∂x

(gik − uiuk)

Tμν = − cη
(
∂νUμ + ∂μUν − UνU


∂
Uμ − UμU

∂
Uν

)
+

2

3
cη∂
U


(gμν − UμUν)

Tμν = − cη
(
∂νUμ + ∂μUν − UνU


 ∂
Uμ − UμU

∂
Uν − 2

3
∂
U


gμν +
2

3
∂
U


UμUν

)

Mencari Lagrangian dengan mengambil per-suku tensor:

Suku pertama

Tμν = ∂νUμ (B.1)

karena

Tμν =
2√−g

δL
δgμν

√−gδgμν = −1

2
gμνδ
√−g

maka menjadi

2δL = Tμν
√−gδgμν

2δL = ∂νUμ

(
−1

2

)
gμνδ
√−g

δL = −1

4
∂νUμg

μνδ
√−g

L = −1

4
∂νU

ν√−g (B.2)

Suku kedua

Tμν = ∂μUν (B.3)
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menjadi

2δL = Tμν
√−gδgμν

2δL = ∂μUν

(
−1

2

)
gμνδ
√−g

δL = −1

4
∂μUνg

μνδ
√−g

L = −1

4
∂μU

μ√−g (B.4)

Suku ketiga

Tμν = UνU

∂
∂μ (B.5)

menjadi

2δL = Tμν
√−gδgμν

2δL = UνU

∂
∂μ

(
−1

2

)
gμνδ
√−g

δL = −1

4
UνU


∂
∂μg
μνδ
√−g

L = −1

4
UνU


∂
∂
ν√−g (B.6)

Suku keempat

Tμν = UμU

∂
Uν (B.7)

menjadi

2δL = Tμν
√−gδgμν

2δL = UμU

∂
Uν

(
−1

2

)
gμνδ
√−g

δL = −1

4
UμU


∂
Uνg
μνδ
√−g

L = −1

4
UμU


∂
U
μ√−g (B.8)

Suku kelima

Tμν = ∂
U

gμν (B.9)

menjadi

2δL = Tμν
√−gδgμν

2δL = ∂
U

gμν

(
−1

2

)
gμνδ
√−g

δL = −1

4
∂
U


gμνg
μνδ
√−g
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Metrik tensor[3] gμν didefinisikan g00 = 1, g11 = g22 = g33 = −1, komponen lain

= 0. Dengan cara yang sama, maka

gμνg
μν = 4

sehingga

L = −∂
U 
√−g (B.10)

Suku keenam

Tμν = −∂
U 
UμUν (B.11)

menjadi

2δL = Tμν
√−gδgμν

2δL = −∂
U 
Uμ

(
−1

2

)
gμνδ
√−g

δL =
1

4
∂
U


UμUνg
μνδ
√−g

L =
1

4
∂
U


UμU
μ√−g

L =
1

4
∂
U


√−g (B.12)

Setelah disatukan menjadi:

L =
1

4
cη
(
∂νU

ν + ∂μU
μ − UνU


∂
∂
ν − UμU


∂
U
μ
)
+

2

3
cη∂
U



(
−1 + 1

4

)

L =
1

4
cη
(
∂νU

ν + ∂μU
μ − UνU


∂
∂
ν − UμU


∂
U
μ
)
+

2

3
cη∂
U



(
−3

4

)

L =
1

4
cη
(
∂νU

ν + ∂μU
μ − UνU


∂
∂
ν − UμU


∂
U
μ
)
− 1

2
cη∂
U




L =
1

4
η
(
∂μU

μ + ∂μU
μ − 2UμU 
∂
Uμ

)
− 1

2
η∂μU

μ

L =
1

4
η
(
2∂μU

μ − 2UμU 
∂
Uμ − 2∂μU
μ
)

L = −1

2
ηUμU 
∂
Uμ (B.13)
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Lampiran C

Script Program Mathematica 7.0

Manipulate[

Plot[

{ 1
100000

( w
200000

(Sqrt[p2 + 1392]Cosh[Arctan[ z
0.00000000000000000000001

]− z]− p Cos [x - y])

(15.732 ((Cosh [z])4 + (Cos [y])4 + (Sin [

2 ((Cos [y])2 (Sin [y])2 + (Sin [y])2 (Sinh[z])2 + (Cos[y])2

(Sinh[z])2 - (Cosh[z])2 (Cos[y])2 - (Cosh[z])2

(Sin[y])2 - (Cosh[z])2 (Sinh[z])2)) -

4 (Sqrt[p2 + 1392] (Cosh [ ArcTan[ z
0.00000000000000000000001

]]) Cosh[z] -

p Cos [x] Cos[y] - p Sin [y] Sin [y] -

w2 Sqrt[p2 + 1392] (Sinh [ArcTan[ z
0.00000000000000000000001

] ])

Sinh [z])) -

z (Cos[y] + w Cosh[z] + Sin[y] + 1
w
Cosh[z] +

2 (w Cos[z] Sinh[z] Sin[z] - Cos[y] (Sin[y])2 - (Sin [y])2 Cos[y] -

(Sinh[z])2 Cosh[z]) + 2
3
(-Cos[y] - Cosh[z]) +

2
3
(Cos [y] (Cos[z])2 - (Cos[y])3 - Cos[y] (Sin[y])2 -

Cos[y] (Sinh[z])2 + Cosh[z] (Cos[z])2 - w Cosh[z] (Cos[y])2 -

w Cosh[z] (Sin[y])2 - w Cosh[w] (Sinh[z]2)))),

1
100000

( w
200000

(Sqrt[p2 + 4972] Cosh [

ArcTan[ z
0.00000000000000000000001

] - z] -

p Cos [x - y])
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(15.732 ((Cosh [z])4 + (Cos [y])4 + (Sin [y])4 + (Sinh [z])4 +

2 ((Cos [y])2 (Sin [y])2 + (Sin [y]) 2 (Sinh[z])2 + (Cos[y])2

(Sinh[z])2 - (Cosh[z])2 (Cos[y])2 - (Cosh[z])2

(Sin[y])2 - (Cosh[z])2 (Sinh[z]2))) -

4 (Sqrt[p2 + 4972] Cosh [ArcTan[ z
0.00000000000000000000001

]] Cosh[

z] -

p Cos [x] Cos[y] - p Sin [y] Sin [y] -

w2 Sqrt[p2 + 4972] (Sinh [ArcTan[ z
0.00000000000000000000001

] ])

Sinh [z])) -

z (Cos[y] + w Cosh[z] + Sin[y] + 1
w
Cosh[z] +

2 (w Cos[z] Sinh[z] Sin[z] - Cos[y] (Sin[y])2 - (Sin [y])2 Cos[y] -

(Sinh[z])2 Cosh[z]) +2
3
(-Cos[y] - Cosh[z]) +

2
3
(Cos [y] (Cos[z])2 - (Cos[y])3 - Cos[y] (Sin[y])2 -

Cos[y] (Sinh[z])2 + Cosh[z] (Cos[z])2 - w Cosh[z] (Cos[y])2 -

w Cosh[z] Sin[y]2 - w Cosh[w] (Sinh[z]2)))),

1
100000

( w
200000

(Sqrt[

p2 + 9382] (Cosh [ArcTan[ z
0.00000000000000000000001

] - z]) -

p Cos [x - y])

(15.732 ((Cosh [z])4 + (Cos [y])4 + (Sin [y])4 + (Sinh [z])4 +

2 ((Cos [y])2 (Sin [y])2 + (Sin [y]) 2 (Sinh[z])2 + (Cos[y])2

(Sinh[z])2 - (Cosh[z])2 (Cos[y])2 - (Cosh[z])2

(Sin[y])2 - (Cosh[z])2 (Sinh[z])2)) -

4 (Sqrt[p2 + 9382] (Cosh [

ArcTan[ z
0.00000000000000000000001

]]) Cosh[z] -

p Cos [x] Cos[y] - p Sin [y] Sin [y] -

w2 Sqrt[p2 + 9382] Sinh [ArcTan[ z
0.00000000000000000000001

] ]

Sinh [z])) -

z (Cos[y] + w Cosh[z] + Sin[y] + 1
w
Cosh[z] +

2 (w Cos[z] Sinh[z] Sin[z] - Cos[y] (Sin[y])2 - (Sin [y])2 Cos[y] -

(Sinh[z])2 Cosh[z]) + 2
3
(-Cos[y] - Cosh[z]) +

2
3
(Cos [y] (Cos[z])2 - (Cos[y])3 - Cos[y] (Sin[y])2 -
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Cos[y] (Sinh[z])2 + Cosh[z] (Cos[z])2 - w Cosh[z] (Cos[y])2 -

w Cosh[z] (Sin[y])2 - w Cosh[w] (Sinh[z])2)))}, {p, 0, 2000
}], {p, 0, 2000}, {w, 1, 100},{x, 0, 2 Pi}, {y, 0, 2 Pi},
{z, 0.000001, 0.00001}]
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