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Abstrak

Nama . Encu Rusmana
Program Studi : Magister Fisika
Judul . Model Separabel untuk Interaksi Nukleon-Nukleon

Telah dilakukan perhitungan hamburan Nukleon-Nukleon dengan mengguna-
kan interaksi separabel rank-1 dan rank-2. Parameter interaksi ditentukan
melalui fitting dengan data pergeseran fase dari analisis SAID untuk gelom-
bang parsial S, P, dan D dengan isospin 0 dan 1. Data yang digunakan berada
dalam daerah energi lab 0-200 MeV.

Kata kunci . Nukleon, hamburan, pergeseran fase, interaksi separabel.
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phase shift data from SAID’s analysis for partial waves S, P, and D with
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Interaksi Nukleon-Nukleon (NN) merupakan proses dasar penting agar kita
dapat mengerti dalam mempelajari struktur nuklir, reaksi nuklir, materi nu-
klir, bintang neutron dan lain-lain. Interaksi NN bisa interaksi antar proton
dengan proton (pp), neutron dengan proton (np) atau neutron dengan neutron
(nn). Untuk interaksi nn sukar terjadi, karena neutron di alam bebas sukar
didapatkan.

Interaksi NN didominasi oleh interaksi kuat yang banyak dipelajari melalui
hamburan N N. Meski banyak kerumitan dalam perhitungan, sampai sekarang
interaksi kuat masih dikerjakan dalam bentuk interaksi NN karena banyaknya
data eksperimen yang tersedia.

Interaksi np pada keadaan terikat menghasilkan inti baru yang disebut
deuteron. Deuteron merupakan sistem yang hanya memiliki satu keadaan
terikat. Deuteron tak memiliki keadaan tereksitasi. Dalam interaksinya, pro-
ton dan neutron mengalami proses yang disebut pertukaran meson di antara
mereka. Pertukaran meson diusulkan oleh Yukawa pada tahun 1935 yang dike-
nal sebagai Teori Medan Meson. Yukawa menyatakan bahwa terdapat parti-
kel dengan parameter massa antara massa elektron dan massa nukleon yang
bertanggung jawab atas adanya gaya inti. Partikel tersebut dikenal sebagai
pion [1].

Bentuk interaksi kuat sampai sekarang masih diteliti. dikarenakan keter-
gantungan interaksi kuat terhadap spin amat rumit. Hingga saat ini hanya
model-model interaksi NN dihasilkan. Model-model ini memiliki parameter
yang nilainya ditentukan oleh suatu pencocokan (fitting) terhadap data eks-
perimen. Model-model mutakhir yang berfungsi sangat baik dapat dipakai

1
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sebagai input untuk perhitungan nuklir, seperti dalam perhitungan hambur-
an nuklir. Model-model interaksi NN secara umum dikembangkan dalam
dua pendekatan. Pertama berdasarkan teori pertukaran boson yang dikenal
dengan OBEP (One Boson Exchange Potential). Model ini mengikuti ide
Yukawa ketika menjelaskan interaksi kuat sebagai pertukaran pion. Dalam
model ini, interaksi NN dilihat sebagai pertukaran satu meson (pion, rho-
meson, dan lain-lain) antara dua nukleon. Beberapa model yang terkenal
adalah potensial Bonn [2], potensial Paris [3], dan potensial Nijmegen [4].
Dalam perkembangannya dikenal juga TPEP (Two Pion Exchange Potential),
yaitu dimungkinkannya pertukaran dua pion antara dua nukleon.

Kedua, pendekatan secara fenomenologis. Pengembangan model yang ber-
dasarkan teori meson, dalam rangka mendapatkan bentuk interaksi nuklir yang
sebenarnya, meski mengalami kemajuan namun juga berjalan alot, karena
adanya kesulitan dalam perhitungan. Di tengah pengembangan model yang
berdasarkan teori meson, model fenomenologis muncul sebagai sebuah ide yang
bertujuan lebih praktis yaitu, sekedar menghasilkan suatu model interaksi N N
agar bisa dijadikan input bagi perhitungan nuklir. Jika sebuah model feno-
menologis yang baik sudah didapat (baik berarti bisa mereproduksi banyak
data eksperimen), maka perhitungan dengan model fenomenologis ini dapat
dipakai sebagai pengganti data yang ekonomis untuk memeriksa model yang
berdasarkan teori meson. Model fenomenologis mulai dikembangkan di tahun
1950-an, cukup lama setelah mulai dikembangkannya model yang berdasarkan
teori meson. Salah satu model fenomenologis yang terkenal adalah potensial
Argonne [5]. Untuk level quark juga dikenal potensial Kyoto-Niigata [6].

Representasi separabel untuk interaksi antar partikel pertama kali digu-
nakan oleh [7], karena itu representasi ini sering juga disebut interaksi atau
potensial Yamaguchi. Sejauh ini digunakan orang untuk mempermudah per-
samaan Lippmann-Schwinger secara analitis, terutama pada kasus beberapa
benda (few-body problem). Selain bentuknya yang nonlokal, usaha-usaha mem-
pertemukan interaksi separabel dan OBEP telah dilakukan, diantaranya oleh
3],

Eksperimen hamburan pp dilakukan dengan menembakkan proton proyektil
ke proton target karena sumber proton mudah didapat misalnya gas hidrogen.
Sedangkan hamburan np dilakukan dengan menembakkan proton ke deuteron
sebagai pengganti neutron karena ketiadaan sumber neutron bebas. Dari ham-
buran ini akan didapatkan hamburan pp atau np. Dalam [8] teori interak-

si kuat yang dipelajari dalam teori QCD, teori tersebut dapat menjelaskan
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pertukaran boson gauge. Boson gauge kuat dinamakan dengan gluon, kare-
na gluon mengkomunikasikan gaya untuk partikel-partikel berinteraksi secara
kuat terikat bersama-sama, seperti lem “glue“. Teori QCD bisa digunakan
pada sistem hamburan energi tinggi (high energy physics). Untuk energi ren-
dah dan menengah (low and medium energy physics) aplikasi teori ini sulit
untuk diterapkan karena terkendala oleh kerumitan matematisnya, di sam-
ping tuntutan untuk memperhitungkan lebih banyak lagi proses (diagram)
yang mungkin. Untuk energi rendah dan menengah, penelitian dapat dilan-
jutkan dengan menggunakan baryon dan meson (hadron) sebagai penggan-
ti quark dan gluon atau bisa juga dengan memprediksikan bentuk interaksi
secara fenomenologis. Untuk keperluan yang bersifat praktis, interaksi ku-
at dapat diasumsikan berbentuk separabel. Interaksi beberapa benda yang
menggunakan bentuk separabel digunakan untuk mempermudah penyelesaian
persamaan Lippmann-Schwinger secara analitis.

Setelah diperoleh solusi persamaan Lippmann-Schwinger secara analitis,
dan dilanjutkan menghitung nilai pergeseran fase hamburan NN maka kita
dapat mengetahui gaya interaktif yang terjadi pada hamburan NN, cara ini
cukup berhasil dilakukan oleh [9]. Dan [8] telah melakukan usaha-usaha mem-
pertemukan interaksi separabel dan OBEP dengan bentuknya yang nonlokal.
Untuk itu penulis mencoba melakukan penelitian membuat model seperabel

untuk interaksi NN yang disertai faktor bentuk yang lebih kompleks.

1.2 Perumusan Masalah

Rumusan masalahnya difokuskan pada menemukan model interaksi Nukleon-
Nukleon (NN) yang sederhana tetapi dapat menjelaskan observable dengan
baik. Melakukan perhitungan pergeseran fase hamburan N N untuk gelombang
parsial S, P dan D, dengan fitting energi lab. antara 0-200 MeV, karena pada

energi tersebut masih dalam ranah tumbukkan elastis.

1.3 Metode Penelitian

Dilakukan dengan menurunkan persamaan Lipmann-Schwinger sehingga dida-
pat elemen matriks T. Dari elemen matriks T kita dapat menentukan pergeser-
an fase hamburan, untuk mencari parameter potensial dilakukan fitting dengan
membandingkan pergeseran fase hasil perhitungan dan data. Proses fitting

dikerjakan dengan menggunakan routine fitting minuit dari CERN.
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1.4 Tujuan Penelitian

Membuat model seperabel untuk interaksi NN menggunakan faktor bentuk

tertentu untuk menghitung pergeseran fase hamburan NN.
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Bab 2

Teorl Dasar Hamburan

Hamburan terjadi jika suatu partikel proyektil ditembakkan pada partikel yang
dianggap sebagai target sehingga akan terjadi interaksi antar partikel itu. Pa-
da umumnya hamburan merupakan proses dari objek yang saling mendekat
dan pada jarak tertentu objek ini akan berinteraksi kemudian objek ini akan
berpisah kembali. Menurut [10] banyak yang dapat kita dapatkan dari per-
cobaan hamburan, seperti kekuatan dan interaksi dalam atom dan inti , bi-
asanya kita tahu sifat dari partikel yang digunakan sebagai proyektil, yaitu mo-
mentum dan polarisasi partikel. Partikel-partikel ini tersebar oleh atom-atom
target dan selanjutnya dideteksi oleh alat yang dapat memberi kita intensitas
sebagai fungsi dari sudut hamburan dan rentang interaksi berada dalam jarak
yang amat kecil sehingga diluar jarak itu kedua objek praktis tidak berinte-
raksi satu sama lain. Dengan kata lain di luar jarak itu mereka diasumsikan
dalam keadaan bebas.

Interaksi antar partikel dapat dipahami dengan mengkaji proses hambur-
an. Hamburan elastik terjadi jika tidak ada energi yang hilang sedangkan
sebaliknya kita sebut sebagai hamburan inelastik. Teori hamburan klasik me-
nyatakan jika suatu partikel pada pusat hamburan dengan energi datang E
dan impact parameter b akan membentuk sudut hambur. Menurut [11] masa-
lah penting pada hamburan klasik adalah impact parameter dan perhitungan
sudut hambur. Biasanya semakin kecil impact parameter semakin besar sudut
hambur. Menurut teori hamburan kuantum [11] bila kita membayangkan se-
buah peristiwa gelombang berjalan searah sumbu - z, dimana bertemu dengan
potensial hamburan menghasilkan gelombang spherical artinya kita mencari
solusi persamaan umum Schrodinger. Penjelasan tentang hamburan dalam
bab ini difokuskan pada interaksi dua objek dan hanya bersifat singkat seba-

gai dasar untuk membuat formulasi pada bab-bab selanjutnya.

5
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2.1 Kinematika Proses Hamburan

Interaksi NN dikelompokkan dalam interaksi dua benda. Ini berarti hanya
terdapat dua partikel pada keadaan awal dan akhir. Umumnya interaksi ini

dapat dituliskan sebagai [12] :

A(pa) + B(pp) — A(da) + B(ds) (2.1)

dimana p; adalah momentum awal dan ¢; adalah momentum akhir partikel i,
dengan i e {A,B}.

Untuk memudahkan menghitung proses hamburan dalam Kinematika Non-
Relativistik maka kita menggunakan momentum relative (p).

Didapatkan informasi bahwa posisi relatif partikel A terhadap partikel B
adalah :

=g =y (2.2)

U =1U4 — UB (2.3)
Karena persamaan umum momentum p = m4 maka persamaan (2.3) menjadi :

- ba pPB
v=———

ma mpg

mppa — MapB
mamp

=

Mampl = MpPa — MaDB (2.4)

1
ma+mp

Persamaan (2.3) dikalikan dengan akan didapat :

mamp _,  MpBPpA — MAPR
U= (2.5)
my +mp ma +mpg
Jika [HAZE- = ;i maka persamaan (2.5) :
MBPA — MAD;
i = BDA ADPB (2.6)

ma +mp
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Karena p = uv’ dengan p adalah masa tereduksi, maka persamaan (2.6) men-

jadi :

MppaA — MAPB
ma+mp

p= (2.7)

Persamaan (2.7) merupakan persamaan momentum relatif yang tidak bergan-
tung pada kerangka acuan yang dipakai, dengan m 4 menyatakan massa parti-
kel A, mp merupakan massa partikel B, p4 adalah momentum partikel A dan
pp momentum partikel B dengan momentum bersifat kekal dalam proses ham-
buran yaitu |p] = |¢], dengan ¢ adalah momentum relatif setelah hamburan.
Kerangka yang kita gunakan dalam pembahasan ini adalah kerangka labo-
ratorium (lab.) dan kerangka pusat massa (c.m.). Melihat sistem dua parti-
kel dimana m 4 menyatakan massa partikel A yang merupakan proyektil, dan
mp massa partikel B yang merupakan target. Didalam kerangka lab. pada
keadaan awal (sebelum mengalami hamburan) my dan mp memilki momen-
tum masing masing g™ dan pE®. Kemudian pada keadaan akhir (sesudah
hamburan) momentum yang dimiliki m4 dan mp adalah §¢P dan . Pada
kerangka acuan pusat massa momentum awal dan akhir bagi partikel proyek-

til (ma) yaitu p™ dan ¢§™ , momentum awal dan akhir dari partikel target

(mp) adalah pg™ dan gg™ .

Gambar sebelah kiri untuk kerangka lab., sebelah kanan untuk kerangka

ey & (Pe)s — rpn
(P4l 4 - pr
& > L & > <9
A R\ Pa D _B
e
(Do Po

Gambar 2.1: Proses kinematika tumbukan elastik dua benda

c.am.
Melihat partikel target yang ditembakkan berada dalam keadaan diam re-
latif terhadap kerangka lab, maka pgE® = 0. Sehingga p'*" diperoleh dari

persamaan (2.7) adalah :

§ M

b — - +AmB (2.8)

Untuk kerangka c.m., p§" = —pg". jika disubsitusikan ke persamaan (2.7)
diperoleh :

et =pg™ (2.9)
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pada momentum relatif berlaku :
ﬁc.m. — ﬁlab. (210)
substitusikan persamaan (2.8) dan (2.9) ke persamaan (2.10) :

—c.m. mp —lab.
= 2.11
ba ma+mg 4 ( )

persamaan (2.11) dikalikan dengan 74 :

ﬁc.m. _ mamp ﬁlab.
A = A
(ma +mp)my

mengingat definisi massa tereduksi (u)maka hubungan p'* dan 7™ adalah :

—c.m. B _ab.
P4 P4 ( )

Pada suatu hamburan elastik, energi kinetik total bersifat kekal. Ener-
gi kinetik total dalam suatu kerangka acuan adalah penjumlahan dari energi
kinetik masing-masing partikel. Sehingga besarnya energi total sebelum dan
sesudah hamburan berlaku :

Kerangka Lab. :

Elab. _ jlab. + E}Bab' = fqlab- R Egab' (2.13)

EEP =0 karena pp® = 0, maka persamaan (2.13):

plab. _ plab. - pvlabi plab. (2.14)
—lab.\2
b, _ (I;%/j (2.15)

Untuk kerangka c.m. prinsip hukum kekekalannya juga sama dengan kerang-

ka lab., tapi menggunakan p§™ = —p5™, maka :

Eom — E[gm + Eém — f4c.m. + E’Bfm (216)

e _ B 5

QmA 2mB

(2.17)
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Eem — (ﬁ.flm)Q (__’pzm)2

2m 4 + 2mp
B, 5
E¢™ = 2.18
ZmA * 2mB ( )
~c.m.\2
2mAmB
mengingat kembali definisi masa tereduksi, jadi :
~c.m.\2
24
substitusikan persamaan (2.12) ke persamaan (2.20), maka :
i ~lab.)2
- G P47) (2.21)
2p
1 lab.\2
B = L) (222)
2um?,
pom i 1 @)
ma 2mA

berdasarkan persamaan (2.15), hubungan E°™ dan E'@ dapat di tulis :

Ec.m.:LElab. (223)
mA

Gambar (2.1) menunjukkan proses terjadinya hamburan dimana proyektil

datang pada arah sumbu-z dengan momentum awal p> dan p§™ . Hamburan

terjadi pada bidang & — 2, maka momentum akhir dalam kerangka c.m. adalah :

~C.1m

O @z == (72 . ﬁf}m sin O™ 4 ﬁﬁm sin <™ % (2'24)
seperti persamaan (2.7), momentum relatif sesudah hamburan adalah :

mpqa — Magp

= 2.25
e Pada kerangka lab. persamaan dapat ditulis menjadi :
Sumbu-z
~lab. 2 Slab. 2
Flab. _ mpgq, "X —Maqg T (2 26)
’ ma+mp
b, M@ sin 0 — magh® sin g (2.27)

my +mpg
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Sumbu-z b b
~lab. 2 ~lab. 2
—’}ab. — mBQA z = mAqB < (2 28)
z ma +mpg
—lab. lab. >lab. lab.
b, MBGA cos 0 —m gy cos B 599
2= (2.29)

ma + mpg

Berdasarkan hukum kekekalan momentum yaitu besar momentum se-
belum hamburan sama dengan besar momentum setelah hamburan, ma-
ka dapat ditulis :

PR+ 75 = a5+ a5 (2:30)
karena pia> = 0

P> = 7 + g (2.31)

Sumbu-z
ﬁ}‘ab. _ (Zlqab. sin elab. + (j'gxb. sin ﬂlab. (232)

Sumbu-z
b = b cog 98P 1 glab cos Bl (2.33)
qﬂéab. CoS Blab. = Z3;143,b. . qﬁj{ab. COS elab. (234)

pada sumbu-z nilai momentum akhirnya sama dengan 0 (nol) karena

saling meniadakan, maka :
0 = g2 sin 0"+ gg" sin > (2.35)
tandanya menjadi negatif (-) karena saling berlawanan arah, maka :
e AT i it (2.36)

i R S (2.37)
substitusikan persamaan (2.37) ke persamaan (2.27) diperoleh :

-1

tab. MBQEY sin 070 — m 4 712 sin 1P

0 = (2.38)
ma+mpg
substitusikan persamaan (2.34) ke persamaan (2.29), sehingga :
—»Alab. _ mBq—jlab. COoS glab. _ mA(ﬁ,lfb' _ (ﬁ‘ab. cos elab.) (2 39)

ma + mp
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e Pada kerangka pusat massa

Berdasarkan persamaan (2.9), maka : ¢©™ = ¢$™. Sehingga :

Sumbu-z

@G =gy singe™ (2.40)
Sumbu-z

™ = qy™ cos 9 (2.41)

Hubungan kerangka lab. dan kerangka c.m. adalah :

kerangka c.m. = kerangka lab.

Sumbu-z
(j;:.m. — q—gab. (242)
(zzm din o — mBg’Aab sin elab y mAq_anb sin elab (243)
my +mp
Sumbu-z
CZéc.m. — (Z;ab. (244)
q_:g.m. cog G5 — mBq_ljb' COS elab. 2= mA(ﬁiXb. _ qub. COS elab.) (245)
ma+ mp
Bila persamaan (2.43) dibagi dengan persamaan (2.45), maka :
gin gem- B mBq—'}‘ab. sin elab. o mAq—’i‘ab. sin elab. (2 46)
cos fec-m. - mBq—'ilab. cos elab. Al mA<ﬁ}4ab. o q—"i‘ab cos elab.) '
Jadi hubungan antara ™ dengan '*> adalah :
- T elab.
i e T (2.47)

mp cos 2P —.m A(;—ﬁb, — cos 0'ab-)
A

Kemudian untuk menyederhanakan persamaan (2.47) kita mencari penye-

esaian ¢;"", dengan mengkuadratkan persamaan (2. an (2.37), sehingga
lesaian g3, d kuadratk 2.34) dan (2.37 hi
diperoleh :
(ﬁllfb. _ (leab. coS 91ab.)2 — (g%ab.)QCOSQﬂlab. (248)
(q_'gb')2Sin2ﬁlab' — <q—jlab.)2sin291ab. (249)

dari persamaan (2.48) :

(ﬁ,lfb-)Q _ ﬁlléxab.(ﬁlab. CoS Hlab. + (cﬁlab')2C08291ab' — ((fgb')QCOSQﬁlab' (250)
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Jika cos?@%P = 1 — sin?3%P dan mensubstitusikan persamaan (2.49) ke per-

samaan (2.50), sehingga diperoleh :
(ﬁz@b.y —Qﬁfb‘q_;llab' coS elab. + ((ﬁfb’)ZCOSZ@lab' — (q—»Jlgab.)Z _ ((ﬁ‘ab‘ysinQ@lab' (2‘51)

Pada hamburan elastik hukum kekekalan energi dalam kerangka lab adalah :

—lab.\2 ~lab.\2 ~ab.\2
QmA QmA 2WLB

dari persamaan (2.52) didapat :

—lab. MB  ab. MB  _jab.
ol m_A( lb)z—m—A(Q,lxbf (2.53)

substitusikan persamaan (2.53) ke persamaan (2.51), maka :

mp, mp, o
2 (" P BT (@)

(2.54)
+ sin?0®> = 1, sehingga persamaan (2.54) dapat disederha-

281ab.

(ﬁfb.)Q_zﬁ}:b.q—iab. cos Hlab._'_(q—iab.)QCOSleab. = { sin

diketahui cos26'2b-

nakan menjadi :

m —lab. —labD. apb. ( —2lab. —lab.
—2) (") = 25 cos 0 (@4™) + (1= =)@ =0 (2.55)

(1+
m™ma ma

dari persamaan kuadrat (2.55) diketahui :

= el iy

ma
b= =252 cos >
4 q BN Jab N2
¢ 20— 72))

persamaan kuadrat (2.55) diselesaikan menggunakan rumus abc, yaitu :

—b+ Vb —4dac

T %2 = 90 (2.56)
. 2p1ab- cos f'ab- + \/(Qﬁfb' cos 1P )2 — 4{1 4 ZEL{(1 — 2B (jlb-)2}

(2.57)
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setelah disederhanakan bagian yang didalam akar pada persamaan (2.57),

diperoleh :

Slab mp MB \  ~ab ab2 B 2 b
(274" cos 02)? — 4{1 + —=}{(1 — —)(p5™)*} = 4(pa~)"(—5 —sin” 67
ma ma mi
(2.58)
substitusikan persamaan (2.58) ke persamaan (2.57), kemudian disederhana-

kan maka akan diperoleh :

2—*1ab. . plab. 2—’lab. m72B _ @in2plab.
. 2PATCOSOT X 2P ) s — sin0 (2.59)

datx = 2(1+ ;’;—f«)

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.59) kepersamaan (2.47) akan didapat
hubungan 6™ dan 6P yang lebih sederhana. Dimana §°™ hanya merupakan
fungsi dari momentum awal dan sudut hamburnya. Sehingga dapat ditulis

dalam bentuk :
PlEEmY = £G4 670 (2.60)

2.2 Persamaan Lippmann-Schwinger

Diketahui persamaan umum Schrodinger :

I 4+ V) - Bl 2:61)
Persamaan (2.61) dikalikan dengan faktor —%, menjadi :
V) — STV ) = ~ 25 B() (2.62)
Jika :
0y = V()
k= i—TE
Sehingga persamaan (2.62) dapat ditulis dengan :
VA(F) = U(P)y(7) = —k*(7) (2.63)
Bila disederhanakan (2.63) akan menjadi :
{V* + &} () = U@w(F) (2.64)
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Persamaan (2.64) merupakan representasi persamaan Schrodinger dalam ruang

koordinat. Selanjutnya dengan memanfaatkan sifat delta Dirac yaitu :

—
/

[ s -6 = 1) (2.65)

maka suku kanan persamaan (2.64) berubah menjadi :

— — —
/ / !/

U (R (F) = / &3 (F — U (r ) (1) (2.66)

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.66) ke persamaan (2.64) diperoleh per-

samaan :
7 ol (77

(72 + BJ() = / &3 — ) T (7Y ) (2.67)

Diketahui fungsi Green seperti dibawah ini :
{2+ KG(Fr) = 683(F — ) (2.68)

maka persamaan (2.67) menjadi :

— — —
/

(24 Ry (F) = / PRT + RO AU )S)  (2.69)

— — —
/ /

(V2 + K3 = (72 1+ 1) / PrGE U (2.70)

s / PG ) (2.71)
Sehingga, solusi komplit jika ada interaksi :
Ui =4+ | EFGEAUEH) (2.72)

Persamaan (2.72) adalah persamaan Lippmann - Schwinger didalam ruang
koordinat. Jika interaksinya tidak ada (U(7) = 0), maka :

{V* +E}u(r) =0 (2.73)

dengan ¢ = initial yang berarti sebagai fungsi gelombang awal.
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2.3 Amplitudo Transisi

Setelah mengganti U = 23V | maka persamaan (2.72) bisa dituliskan dalam

notasi Dirac menjadi :

) = |¢i>+GU|¢>
= o) + GVW) (2.74)

dimana subscript i yang berarti awal dan f yang berarti akhir. Amplitudo

transisi didenisikan sebagai [13] :
tyi = (P T\d:) = (bs|V]) (2.75)

Gunakan (2.74) dan relasi kelengkapan (@, ) (¢, = 1 pada (2.75) diperoleh :

2m
trs = Vi + 25 3 Vim(@m|Glon)tni (2.76)

Misalkan ¢ adalah fungsi gelombang di ruang momentum p, maka persamaan
(2.76) menjadi :

Aol it 2m
t(pf>pi) = V(pf pz /ds /d3pn pf pm)G<pm?pn)t(pmpz) (2 77)

Dengan menggunakan fungsi Green dalam ruang momentum yang diberikan
oleh Charles [13] :

il o NG D
maka persamaan (2.77) menjadi :
T > 2m _ V(P pn)t(Pn, Pi
15y, 72) = Vi, )+ o [ g, Y PEP P P)

i) P’ —p;

Selanjutnya p; kita sebut dengan p dan p; kita sebut dengan q. Matriks-T

yang didapatkan sebagai solusi persamaan Lippman - Schwinger :

2 Vin @kt (k. )
te (a.p) = Vi (g, +Z/dk e (2.80)

nl//

dimana V adalah potensial interaksi antar partikel, £ adalah energi internal

sistem, dan E! k,,l"” dan “n” adalah energi akhir, momentum relatif, momen-
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tum angular orbital, dan kontribusi partikel pada keadaan intermediet. Pada

pendekatan non-relativistik, energi pada keadaan intermediet adalah :

E! = + M, (2.81)

dimana M, dan u, adalah total dan massa reduksi sistem pada keadaan in-
temediet. Dengan pendekatan ini dan menganggap hamburan kanal tunggal

(1))

dengan “n” = 1, maka :

oo

49(q,p) = VAU (q,p) % S 20 / d(k)?

l// 0

VI (g, k)i (K, p)

%

q> — k% +ie

(2.82)

2.4 Pergeseran Fase

Sebagai persiapan untuk definisi dari matriks hamburan, penting sebuah no-
tasi sentral dalam teori medan kuantum, kita mengambil hamburan potensial
atas dasar persamaan Schrodinger. Hal ini menyebabkan definisi dari matriks-
T dan dengan cara yang sama akan menghasilkan hubungan antara matriks-T
dan amplitudo hamburan [14]. Sedangkan menurut [9] amplitudo hambur-
an elastik NN sebagai tyy, dimana tyy merupakan solusi dari persamaan
Lippmann-Schwinger. Matriks-S untuk amplitudo elastik dengan momentum
angular total J dan parity P dalam semua kasus dari rank dan kanal-kanal
sebagai berikut :

S=1-—i2Npu(p)tnn (2.83)
dimana :

1 1 1
— i (2.84)

wp) a/pE+md. My

Selanjutnya hubungan pergeseran fase 0 dan parameter absorpsi 1 dengan

matriks-S menurut [9] adalah :
S = ne?d (2.85)

Sifat-sifat interaksi yang muncul pada kanal-kanal gelombang parsial dapat
dikenali dengan menganalisis pergeseran fase. Pergeseran fase menunjukkan
sifat atraktif atau repulsif dari gaya nuklir. 6 merupakan pergeseran fase yang
menunjukkan bagaimana perubahan fase fungsi gelombang sebelum dan sete-
lah hamburan [13]. Dari denisi pergeseran fase kita dapat melihat, bahwa nilai

dari pergeseran fase berkaitan dengan sifat dari interaksi NN [15]. Pergeseran
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fase dengan nilai negatif menunjukkan adanya gaya repulsif (saling tolak) se-
dangkan pergeseran fase dengan nilai positif menunjukkan gaya yang sifatnya
atraktif (saling tarik) pada interaksi NN.

Dari definisi persamaan (2.83), (2.85) dan karena proses ini dalam tum-

bukan elastik maka 1 = 1, sehingga :

1 — i2Npu(p)tyy = €2
1 —i2Npu(p)tny = cos(20) + isin (20) (2.86)

sebagai sebuah bilangan kompleks, tyy = Reltyn] + ilm[tyy] maka :

1 = i2Npu(p)(Reltyn] + iImltyn]) = cos(20) + isin (20)
1 —@2Npu(p)Reltnn] + 2Npu(p) Imltyn] = cos(20) + isin (20)
14 2Npu(p)Imftyn] — i2Npu(p)Re[tyn] = cos(29) + isin (20)(2.87)

ini juga dapat ditulis :

sin (20) . —2Npu(p)Reltyn]
cos (20) 1+ 2Npu(p)Im(tyn]
—2Npu(p) Relt v ]
ran(2g) 1 + 2Nppu(p)Imtyn]
] —2Npp(p)Reltnn]
20, = arctan T+ 2Npp(p) Im[twn] (2.88)
jika :
—2Npu(p)Reltyy] (2.89)

1+ 2Npu(p)Im|tyn]

maka, akan diperoleh hubungan antara pergeseran fase dengan matriks-T se-
bagai berikut :

= %arctan(x) (2.90)

Dari memperoleh nilai pergeseran fase kita dapat memperoleh observable.
Tapi untuk proses sebaliknya tidak semudah itu. Kita tidak dapat memperoleh
pergeseran fase dari data observable hasil eksperimen melalui proses analitik
langsung. Karenanya, prosedur yang biasa digunakan untuk memperoleh nilai
pergeseran fase dari nilai observabel (hasil eksperimen) adalah dengan proses
fitting. Kita memasukkan nilai pergeseran fase awal kemudian dilakukan iterasi
terhadap nilai tersebut dengan membandingkan data observabel yang diper-
oleh dari pergeseran fase dengan data eksperimen. Untuk membentuk model

potensial bagi interaksi NV, kami melakukan fitting dengan data pergeseran
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fase yang diperoleh dari analisis SAID.

CNZ)

- ~J
- —
~ >

L Zas >
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Bab 3

Interaksi Nukleon - Nukleon
(NN)

3.1 Nukleon - Nukleon (NN)

Hamburan terjadi apabila ada interaksi dari partikel yaitu dari proyektil dan
target. Semakin besar interaksi maka sudut hamburannya () semakin besar.
Dalam hal ini akan difokuskan pada interaksi NN, misal Nukleon A (N,)
diasumsikan dari proyektil dan Nukleon B (Np) sebagai targetnya. Interaksi
antara Nukleon (N) dan Nukleon (V) dikelompokkan dalam interaksi dua
benda. Ini berarti hanya terdapat dua partikel pada keadaan awal dan akhir,

salah satu bentuk interaksi yang mungkin adalah :

N(pn) + N(=pn) — N(qv) + N(qv) (3.1)

dimana py adalah momentum awal dan ¢y adalah momentum akhir dari
masing-masing partikel Nukleon.

Potensial separabel menurut [16] adalah potensial non lokal pada fungsi
gelombang yang bergantung pada nilai fungsi dari seluruh ruang konfigurasi.
Jika memilih potensial nonlokal tanpa deret yang panjang, kita dapat bergan-
tung teori daerah efektif yang menjamin fitting data untuk energi rendah. Fak-
tor bentuk yang digunakan dalam potensial separabel merupakan tranformasi
Fourier dari representasi ruang ke momentum. Dalam faktor bentuk tersebut
terdapat berbagai nilai parameter, yang akan dicari dalam penelitian ini. Ka-
mi menggunakan data eksperimen dari analisis SAID dan melakukan fitting

terhadapnya. Pada penelitian ini, kami memilih bentuk potensial separabel
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yang didasarkan pada faktor bentuk potensial yang digunakan [9].

3.2 Pendekatan Separabel

Dengan memperhatikan hamburan NN dalam sistem pusat massa dimana mo-
mentum relatif awal dan momentum relatif akhir adalah p'dan ¢, dan energi to-
talnya adalah w. Menurut [9] amplitudo transisi ¢ untuk hamburan NN dapat
dituliskan kembali dalam bentuk lain dari persamaan Lippmann - Schwinger,
dimana persamaan tersebut sudah dituliskan dalam representasi gelombang

parsial, yaitu sebagai berikut :

(e.o]

t(g,p;w) = v(g,p) + /dkk?v(q, k)G (w; k)t(k, p; w) (3.2)

dengan v(q, p) adalah potensial dan Gy (w; k) adalah fungsi Green bebas. Pada

hamburan kanal tunggal fungsi Green-nya adalah :
Gn(w;k) = [w + i€ — wy (k)] ™! (3.3)

dimana :

= +myn (34)

dengan uyy adalah massa tereduksi untuk partikel N dan N, myy adalah

massa total kedua partikel. Dengan cara yang sama akan didapatkan :

+mnN (3.5)

Universitas Indonesia

Model separabel..., Encu Rusmana, FMIPA Ul, 2012



21

bila disubstitusikan persamaan (3.4) dan persamaan (3.5) ke persamaan (3.3)

diperoleh :

2 k,2
+m + 1€ —
WK {QMNN

Gy(wik) = [{

+m -1
2unnN NN}]

6]2 ]{72
2unN 2unN
7> k2 2unNie,
2uNN  2uNN 20NN
2MNN

= e (3.6)

+ €]

Model separabel pada interaksi NN akan dibahas dalam bentuk dua jenis

potensial separabel yaitu :

3.2.1 Potensial Separabel Rank-1

Menurut [9] potensial separabel untuk bentuk rank-1 diasumsikan seperti :

v(q,p) = Ag(q)g(p) (3.7)

dimana A\ = 41 atau -1 adalah parameter fase yang menyatakan kasus repulsif
dan atraktif, dengan g(p) disebut sebagai faktor bentuk (form factor), maka
dengan v(g, k) = Ag(q)g(k) persamaan (3.2) dapat dituliskan kembali sebagai :

il ) = / kPN (@)g (k)G (0 B, ps )
0

o0

= P / R g(R) G (wi )tk prw)]  (3.8)

misalkan :
t(q, p;w) = g(g)a(p, w) (3.9)

selanjutnya mensubstitusikan persamaan (3.9) ke persamaan (3.8) dengan

t(k, p;w) = g(k)a(p, w)

[e o]

g(q)a(p,w) = g(q@)[Ag(p) + A / dkk?g(k)Gn(w; k)g(k)a(p, w)] (3.10)
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substitusikan persamaan (3.14) ke persamaan (3.9) akan diperoleh :

jika :

o0

alpw) = Ag(p)+ A\ / Ak (k)G (w: k) g (k)a(p, w)

= Ag(p) + Xa(p,w /dkkz2 k)G (w; k)g(k)
0

[e.9]

a@nuo-—Aauxuojfdkk%xk>GN<uukkﬂk)=:Agun

oo

a@w%i—{/%ﬁﬂmGMwMM%ﬂ—Amm

0

Ag(p)
= A{dklﬂg(k)GN(w; k)g(k)

a(p,w) =

9(p)
13 {dwg(k)GN(w; k)g(k)

g, prw) = —— 9(0)g(p)
o {dk‘kﬁzg(k)GN(w; k)g(k)

T(w) = [Al /dkk?g(k)GN(w;k)g(/f)]

maka persamaan (3.15) menjadi :

t(q, p;w) = g(q)m(w)g(p)

22

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Persamaan (3.17) ini merupakan solusi persamaan (3.2) untuk separabel poten-

sial rank-1. Pada rank-1 untuk hamburan kanal tunggal dari potensial sepa-

rabel pada energi lab. datang dengan menawarkan g(k) dalam bentuk :

N
R) =KD
i=1 k2 + 5;

(3.18)
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selanjutkan akan kita sebut sebagai form factor, dengan ¢ adalah orde gelom-
bang parsial dimana C' dan § merupakan parameter yang mencirikan kekuatan
dan daerah potensial. Memperhatikan salah satu suku pada persamaan (3.16)

di misalkan sebagai :

o0

I= / Akl (k)G (w; k) g (k) (3.19)

substitusikan persamaan (3.6) ke persamaan (3.19) :

) 2uNN
I = 20(k k
[ dhk ) o

o0

k*g* (k)
=02 dk 3.20
MNN/ q2 — k2 == 2,U/NN7;€ ( )

0

persamaan (3.20) diselesaikan dengan teorema residu yang dijelaskan secara
lengkap pada bagian lampiran A. Setelah menghitung integrasinya yang ditun-

jukkan pada lampiran A, maka dengan mensubstitusikan ke persamaan (3.17)

Untuk form factor tidak campuran diperoleh :
pada ¢ = 0 dan ¢'= 0 adalah :

G NunnC? =
t9 (q,p) = \ - [1 "~~~ 0 } 3.21
w4, P) (% + B3)(p* + B3) Bo(Bo — iq)* (3:21)
pada ¢ = 1 dan /' = 1 adalah :
C?qp NunnC2[2i¢> + 38¢° + 3%
tan(a,p) = A 1 {1 E ) : ]
D) = A W ) (@ + 37
(3.22)

dan pada ¢ = 2 dan ¢’ = 2 adalah :

2. 2,2 20i 5 5 3 o 1
Plg.p) = Ay 20" {1 A2y Cal2ia® = 35° = 55°¢’]
(@* + 52)(p* + 52) (@ + )

(3.23)
dimana parameter dalam potensial tersebut akan didapatkan dengan melaku-
kan fitting pada data eksperimen pergeseran fase.

Untuk form factor campuran yang dihitung diperoleh :
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untuk ¢ = 0 dan ¢ = 1 adalah :

C?2 NunyC?2 NunnC2[2ig® + 38¢% + 531
t¥x (2, p) = A 0 {1 + A & ! }
wl@P) = A T ) | el — i) @+ )
(3.24)
untuk ¢ = 1 dan ¢ = 0 adalah :
Ciqp NunnC32[2ig* + 38¢* + 3% NpuynC2 17"
th ’ =\ 1 |:1 + A 1 + A ‘O :|
w(4:P) = M ) &+ ) Bl — iq)?
(3.25)
untuk ¢ = 2 dan ¢ = 0 adalah :
O 2080 IN 2(940° — 335 — 5332 N 2 11
B(q,p) = 1 a2 U {1+>\ “NNC?[ZQ 36 ol “NN(.}OQ}
(@2 + B3)(@* + 63) (¢* + 53) (36206()% —1iq)

untuk ¢ = 2 dan ¢ = 1 adalah :

02q°p* [ AQNMNNC’% [2i¢° — 3° — 533¢?]
(4> + 53)(p% +33) RS, )2

£ (Nl

2[9; 43 2 317 L
iz Sl AW q (3.27)
(¢*> +67)
3.2.2 Potensial Separabel Rank-2
Potensial separabel untuk bentuk rank-2 diasumsikan seperti [9] :
v(q,p) = Mgi(9)g1(p) + A292(q) g92(p) (3.28)

jika persamaan (3.28) disubstitusikan ke persamaan (3.2) dengan

v(g, k) = Mg1(q)g1 (k) + X292(q)g2(k)
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t(q, p;

w)
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o0

= {Mg1(9)g1(p) + Xaga(q)ga(p)} + / dkk*{\1g1(q)g1 (k)

+X2092(q) g2 (k) yG v (w; k)t (k, p; w)

= Mg1(9)g1(p) + A292(q)92(p)
+ [ 001 (G s i)

+A292(q)92(k) Gy (w; k)L (k, p; w) }

= Mgi(q +/d/€k2)\191 1 (k)G N (w; k)t(k, p;w)
+Aag2()g2(p) + / dkk2Aags () ga(k) Gy (103 k)t (k. s w)
= q1(q) (/\191(10) S >\1/dl€k‘2g1(k3)GN(w§ k)t(k,p;w))

+92(q) (Am( ) Az/dkk292(k)Gw(w;k)t(kvp; w))(3~29)

0

dengan memperhatikan persamaan (3.8) dan (3.9) tentang definisi dari a(p, w),

maka, persamaan (3.29) menjadi :

pada :

jika :

t(q,p;w) = gi(@)aa(p, w) + g2(q)az(p, w) (3.30)
a1 (p, w) = A1gi(p) + Al/dkkzgl(k)Gw(w; k)t(k, p;w) (3.31)
t(k‘,p; w) = gl(k)al(pv w) +g2(k)a2(pv U}) (332)
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sehingga persamaan (3.31) menjadi :

ar(p,w) = Mgi(p +>\1/dkl€ 91(k)Gn(w; k)
0

{g1(k)ar(p, w) + ga(k)az(p, w)}

= Mgi(p) + Mar(p,w /dk‘k’ g1(k)Gn(w; k)g1 (k)
0

o0

Avaa(py ) kg, (6)Go (i )g2(0) (3.33)

pada persamaan (3.33) suku yang mangandung a;(p, w) diletakkan pada sebe-

lah kiri tanda “sama dengan “

ar(p, w) = May(p, w) | dkk?gi(k)Gn(w; k)gi(k) =

Ag1(p) + Maz(pyw) | dkk* g1 (k)G (w; k) gz (k) (3.34)

oS~ 8 o3

(e}

a1 (p, w) - ) / dkk2gy () G (w: k) gu (k) } "=

0
00

WP i / dk2g, (k)G (s B ga ) (3.35)

maka :

Ag1(p) + Maa(p,w fdkk:291 k)G (w; k)ga(k)

1-— Alfdk]#gl(k)GN(w; k) g1 (k)

91(p) + az(p, w fdkk291 k)G (w; k)ga(k)
_ (3.36)
T —{dkﬁgl(l@)GN(w;k)gl(k)

Universitas Indonesia

Model separabel..., Encu Rusmana, FMIPA Ul, 2012



27

dengan menggunakan cara yang sama mendapatkan a;(p,w), sehingga akan

diperoleh :
02(p) + a1 (p, w) [ dk2ga(k) G (w: kg (k)
as(p,w) = 0 (3.37)
At — {dkaQQ(k)GN(w; k)ga(k)
misalkan : -
Xigw) = [ A (0 (w: ) (1) (3.38)

0

dari suku persamaan (3.36) dan (3.37) diperoleh :

Xia(w) = 7dkk291(k:)GN(w; k) g2 (k) (3.39)

Xi1(w) = 7dkk2g1(k;)GN(w; k)g1(k) (3.40)

X1 (w) = 7dk:k:292(k:)GN(w; k)g1(k) (3.41)
0

KXog(w) = 7dkk292(/f)GN(w; k)ga (k) (3.42)

dan jika :

Ng_i73_i(’w) = )\-_1 = Xu(w)7 (Z = 1, 2), Xlg(w) = le(w) = ng(w) (343)

sehingga :
NQQ(H]) = )\1_1 = X“(HJ) (344)
Nll(’LU) = )\2_1 — XQQ(QU) (345)
maka persamaan (3.36) dan (3.37) dapat ditulis :

91(p) + az(p, w) X1z
A — X

a1 (p,w) = (3.46)
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g2(p) + a1(p, w) X
w) = 3.47
(p,w) Ayt — Xoo (3.47)

melihat definisi persamaan (3.43),(3.44) dan (3.45), menjadikan persamaan
(3.46) dan (3.47) dapat dituliskan seperti :

a1 (p, w)Naz(w) = g1(p) + aa(p, w) N1z (w) (3.48)

as(p, w) N1y (w) = ga(p) + a1(p, w) Niz2(w) (3.49)

dari persamaan (3.49) :

az(p; w)Nui(w) = g2(p)
ng(’ll})

a1(p, w) = (3.50)

selanjutnya mensubstitusikan persamaan (3.50) ke persamaan (3.48) akan diper-
oleh :

(az(p, w)N11(w) — g2(p)) Naa(w) = g1(p) N12(w) + az(p, w) [N12(w))*

]
ag (p, w) Nyy (W) Ny (w) — ga(p) Nag(w) = g1(p) Nia(w) + az(p, w)[N12(w)]?
ag(p, w){N11 (w) Noa(w) — [Na(w)*} = g1(p)Niz(w) + ga(p)Naz(w) (3.51)

jadi :
ey B 91(p) Nia(w) + go(p) Noz(w)
7 Nii (w)Noz(w) — [Nia(w)]?

(3.52)

misalkan :
D(w) = Ny1(w)Nos(w) — [Nu(w)]2 (3.53)

sehingga persamaan (3.52) dapat ditulis menjadi :

. 91(p) N1a(w) + ga(p) Noa(w) (3.54)

e D(w)

substitusikan persamaan (3.54), maka persamaan (3.50) menjadi :

[gl(p)le(wD)zrg)z(p)sz(w)} Nir(w) — ga(p)
Nig(w)
91(p) Nia(w )Nll( )+ ()sz( JNu(w) — g2(p)
D(w )le( )Nm( ) Niz(w)
( )Nll N22 )Ny (w 1
- D(w) [ D(w)No(w) ng(w)}
( )NH {]\5 w) Nyp (w D(w)}
- D(w) w) Nia(w)

a(p,w) =

(3.55)
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kemudian substitusikan persamaan (3.53) ke persamaan (3.55) diperoleh :

~ 91(p)Nua(w) Nag(w) Ny (w) = {N11(w) Nog(w) — [Nig(w)]?}
i) = LEEE o) | D () Nia(u)
91(p) N1 (w) Nig(w)
B+ |
91(p)Nui(w) | ga(p)Nia(w) (3.56)

= " Dw) D)

substitusikan persamaan (3.56) dan persamaan (3.54) ke persamaan (3.30)

menjadi :

e = ol [0S L

91(p) Ni2(w) | g2(p)Naz(w)
ot |2+ 2
(o) )+ on(o) e ()
baulo) s ) + (0 () | (357

sehingga persamaan (3.57) dapat disederhanakan menjadi :

Hgpw)= > gi(Q)]E((wu;) 9;(p) (3.58)

i,j=1,2

persamaan (3.58) merupakan solusi persamaan (3.2) untuk separabel potensial
rank-2. Pada rank-2 untuk hamburan channel tunggal dari potensial separabel
pada energi lab. nukleon datang dengan menawarkan form factor g,(k) dan

g2(k) sama dengan bentuk form factor pada rank-1, yaitu :

(B
C
go(k) = K e +2 & (3.60)
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sehingga bila disubstitusikan persamaan (3.6) ke persamaan (3.39), (3.40),
(3.41), (3.42), maka akan diperoleh :

2UNN
q%> — k? + 2unNie

T k2 (R)ga(k)
= 2 dk 3.01
“NN/ q* — k? + 2uyyie (3:61)

Xlg = /dkaQl(k)gg<k)
0

i 2UNN
X1 = [dkk?qi(k)g(k
w o= [ R
0
| kg3 (k)
= 2 dk ! 3.62
IUNN/ q2 — k2 o QMNNiE ( )

2uNN
q? — k? + 2unnie

X21 = /dkk’Qgg(k?)gl(k‘)

0

o k*ga(k)ga (k)
= dk 3.63
MNN/ ¢ — K+ 2unie (3:63)

0

o0

2uNN
Hogr= | diskPoo ik
> / k*ga( )QZ(k)qz — k2 + 2unnie

0

k2 g3 (k)

) dk 3.64
MNN[ q2 - k‘2 = QMNNiE ( )

persamaan (3.61), (3.62), (3.63) dan (3.64) diselesaikan dengan teorema residu
yang dijelaskan secara lengkap pada bagian lampiran A. Setelah menghitung
integrasinya yang ditunjukan pada lampiran A, maka dengan mensubstitusikan
ke persamaan (3.58) :

Untuk form factor diperoleh :
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pada ¢ = 0 dan ¢ = 0 adalah :

e = | oar | | Wfiff +62>N12<( 7
[(q2+6%5922+61 %iﬂ [q 2+ 63)(p? +62)%2($;)}
(3.65)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.29), (A.30), (A.44) dan
(A.46) masing-masing mengandung nilai Nyj(w), Nag(w), Ni2(w), dan D(w)
pada persamaan (3.65).

pada ¢ = 1 dan ¢’ = 1 adalah :

[ 012(1]? Nu( )] [ C1Cqqp le( )]
(¢ + 5)(»* + B}) D(w) (¢4 6D + 65) D(w)
C1Cyqp Nig(w C3qp N

[(qQ—i—ﬂ%)(pQ—i—ﬂl Dw)] {q 21 683w+ 63) D

tnn(g.p) +

N

—
.ég
o ——-

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.58), (A.59), (A.73) dan
(A.74) masing-masing mengandung nilai Ny (w),Neg(w), Nia(w), dan D(w)
pada persamaan (3.66).

dan pada ¢ = 2 dan ¢/ = 2 adalah :

tin(@:p) L +gf><;2+ﬁ1>Nn( )} - [ @ féfj)ﬁ +52>N12<( >>]
[ ! 012C’Qq22p2 Nia (w} { 022 2 . N22(w)]
(¢®+ 83)(p* + 52) D(w) (¢ + 63)(p>+ 53) D(Qm)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.86), (A.87), (A.101)
dan (A.102) masing-masing mengandung nilai Ny (w), Noo(w), Ni2(w), dan
D(w) pada persamaan (3.67).

Dimana parameter dalam potensial tersebut akan didapatkan dengan melaku-

kan fitting pada data eksperimen pergeseran fase.

3.3 Penetapan Parameter

Ada tiga parameter yang dicari yaitu \;, ; dan C;. Pada saat melakukan proses

fitting salah satu yang diharapkan adalah mencari kombinasi parameter pada
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potensial yang dapat menghasilkan nilai pergeseran fase yang mendekati nilai
pergeseran fase pada data eksperimen. Dalam proses fitting terlebih dahulu
menetapkan nilai awal parameter dan ukuran langkah yang digunakan untuk

membatasi variasi nilai parameter, serta batas minimum dan maksimumnya.
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Hasil Dan Diskusi

4.1 Proses Fitting

Proses fitting dilakukan dengan menggunakan routine fitting MINUIT dari
CERN. Proses ini diawali dengan memilih parameter yang ada pada potensial
secara acak, sehingga menghasilkan data berupa pergeseran fase. Parameter
dipilih dengan cara menetapkan terlebih dahulu batas minimum dan maksi-
mum, nilai awal dan ukuran langkah yang digunakan. Ini dilakukan dengan
tujuan untuk membatasi variasi nilai parameter. Variabel lain yang dibatasi
adalah nilai energi awal pada kerangka laboratorium (lab.) (Tju.). Tie. di-
pilih untuk memfitting dengan energi antara 0-200 MeV. Kemudian diban-
dingkan nilai pergeseran fase hasil fitting dengan data eksperimen dari anali-
sis SAID. Data eksperimen analisis SAID yang diambil disini untuk neutron-
proton (np) adalah 3D, Py,2 D33 P,3 81,2 P1,Y Dy 3 Dyt Pi,VSy. Dan untuk
proton-proton (pp) 3Py,® P»,> Pt Dy serta 1Sy, Seperti terlihat pada tabel
(4.1)

Tabel 4.1: Keadaan pertama dari interaksi NN yang diperbolehkan prinsip
Pauli

1=0 =0 I=1 =1
J | S=0 S=1 S=0 S=1
0] - - So | °Py
1 1P1 331 3D1 - 3P1
2 - 3D2 1D2 3P2 3F2
3 1F3 3D3 3G3 - 3F3
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Setelah proses fitting dilakukan program minuit maka akan diperoleh nilai
- nilai parameter baru. Nilai yang diperoleh bisa mendekati ataupun berbeda
jauh dengan nilai parameter yang dipilih secara acak diawal. Notasi yang
digunakan adalah **1¢; dengan ¢ merupakan gelombang parsial, s merupakan
spin dan j adalah momentum angular orbital. Notasi S, P, D digunakan untuk
menggambarkan orde gelombang parsial pada ¢ = 0, £ = 1 dan ¢ = 2. Untuk
penulisan isospin dengan angka 1 dan 3 masing-masing melambangkan isospin
0 dan 1. Untuk memperjelas dalam notasi ini, sebagai contoh penulisan pada
notasi 3S; mengandung arti “S” adalah orde gelombang parsial pada ¢ = 0,
angka “3” berarti spin 1 dan angka “1” adalah penulisan untuk momentum

angular orbital.

4.2 Hasil dan Diskusi

4.2.1 neutron-proton (np)

Pada gambar (4.1) terlihat hubungan antara energi lab. np dengan pergeseran
fase pada gelombang parsial D, dari model separabel potensial rank-1. De-
ngan jangkauan energi antara 0-200 MeV. Grafik di plot hanya menggunakan
rank-1.

Memperhatikan grafik energi lab. 0-200 MeV hasil fitting untuk 3D, pada
rank-1 didapat nilai y? sebesar 0,003865, karena nilainya kecil berarti plotnya
cukup baik. Hal ini bisa dibuktikan dari plot grafiknya dimana hasil plotnya
berimpit dengan data cksperimen. Maka untuk 3D; hanya menggunakan rank-
1.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial D, setelah proses fitting dapat dilihat pada tabel (4.2).

Tabel 4.2: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3D,
Tlab. [1\/16\/] Rank )\1 /\2 01 [MGV] 02 [MGV] 61 [IV[GV] 62 [1\/1[6\/}
0 - 200 1 +1| — 0,0016 188,85 —
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8 [deg]
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Ty, [MeV/c’]

Gambar 4.1: Pergeseran fase (§) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik 7',
untuk gelombang parsial 3D,. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis SAID:;
garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1.

Pada gambar (4.2) terlihat hubungan antara energi lab. np dengan perge-
seran fase pada gelombang parsial 2P, dari model separabel potensial rank-1
dan rank-2. Dengan jangkauan energi yang sama antara 0-200 MeV. Grafik
untuk rank-1 dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar.

Dari gambar grafik dengan energi lab. 0-200 MeV terlihat hasil fitting
pada gelombang parsial 3Py. Untuk rank-1 hasilnya kurang baik tetapi telah
mengikuti lengkung kurvanya sedangkan untuk rank-2 sudah cukup baik. Jika
kita perhatikan hasil plot grafiknya, produksi kurva grafik yang diperoleh rank-
2 jauh lebih baik dari pada rank-1. Hal ini dapat dilihat dari nilai x?nya. Rank-
1 memiliki nilai y? sebesar 11.07818 sedangkan rank-2 nilai y’nya didapatkan
0.06926. Jadi produksi kurva grafik yang diperoleh rank-2 lebih baik dari
pada rank-1. Model potensial separabel ini sudah mampu untuk memproduksi
kelengkungan kurva dari data eksperimen dengan penyimpangan yang kecil.
Titik-titik ekstrim dari plot grafik data eksperimen sudah bisa diikuti oleh
data pergeseran fase dari hasil fitting.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
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Gambar 4.2: Pergeseran fase (J) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T untuk gelombang parsial 2Py. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang menggunakan potensial se-
parabel rank-2.

parsial 2P, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.3).

Tabel 4.3: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3P,
‘ Tlab. [1\/16\/] Rank )\1 )\2 Cl [MGV] CQ U\/IGV] ﬁl [1\48\/] ﬁg [I\/IGV] ‘
0 - 200 1 S 0.37 — 110.20 —
2 -1 103.47 859.70 1.61 357.82

Pada gambar (4.3) terlihat hubungan antara energi lab. np dengan perge-
seran fase pada gelombang parsial 3 D5 dari model separabel potensial rank-1,
dengan jangkauan energi antara 0-200 MeV. Grafik di plot hanya menggunakan
rank-1.

Memperhatikan grafik energi lab. 0-200 MeV hasil fitting untuk 3Ds,pada
rank-1 hasil fitting cukup baik , dimana didapatkan nilai x? sebesar 0.00205.
Ini bisa dibuktikan dengan memperhatikan plot grafik gambar (4.3), mampu

untuk mengikuti grafik data eksperimen. Berarti model potensial separabel
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Gambar 4.3: Pergeseran fase (§) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik 7',
untuk gelombang parsial 3D;. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis SAID:;
garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1.

yang dipilih mampu untuk menjelaskan fenomena yang terjadi, sehingga plot
grafik yang dihasilkan dapat mengikuti plot grafik data eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial ?Ds setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.4).

Tabel 4.4: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3 Ds
‘ Tlab‘ [1\/16\/] Rank )\1 )\2 Cl [1\46\/] 02 [1\/16\/] ﬁl [1\/16\/] 52 [I\/IGV] ‘
| 0-200 1 |-l 0.00056 185.86 |

Pada gambar (4.4) terlihat hubungan antara energi lab. np dengan perge-
seran fase pada gelombang parsial 3P, dari model separabel potensial rank-1.
Dengan jangkauan energi antara 0-200 MeV. Grafik di plot hanya menggu-
nakan rank-1.

Memperhatikan gambar grafik P, dengan energi lab antara 0-200 MeV.
Pada rank-1 didapatkan hasil fitting yang baik, dengan Nilai y? yang di mi-
liki untuk rank-1 yaitu 0.00177. Pola dari plot grafiknya terlihat mengikuti

plot dari data eksperimen. Ini berarti model potensial separabel yang dipilih
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Gambar 4.4: Pergeseran fase (J) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T untuk gelombang parsial 2P,. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1.

mampu untuk menjelaskan fenomena yang terjadi, schingga plot grafik yang
dihasilkan mengikuti plot grafik data eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial P, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.5).

Tabel 4.5: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3P,
Tlab. [I\{GV/CQ] Rank )\1 )\2 OI [MGV] CQ [1\46\/] [}1 [1\/16\/] ﬁg [1\/16\/]
0-200 1 -1 | — 0.50 — 297.99 —

Pada gambar (4.5) terlihat hubungan antara energi lab. np dengan perge-
seran fase pada gelombang parsial 3S; dari model separabel potensial rank-1
dan rank-2. Dengan jangkauan energi antara 0-200 MeV. Grafik untuk rank-1
dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi
pada masing-masing jangkauan energi.

Memperhatikan gambar grafik pada energi lab. 0-200 MeV terlihat hasil

fitting 3S; untuk rank-1 dan rank-2 mempunyai nilai x? yang besar , maka
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Gambar 4.5: Pergeseran fase (J) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T untuk gelombang parsial 2S;. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang menggunakan potensial se-
parabel rank-2.

hasil plot grafik yang diperoleh tidak bagus . Model potensial separabel yang
dipilih masih terlalu sederhana untuk menjelaskan fenomena yang terjadi, se-
hingga plot grafik yang dihasilkan tidak mendekati plot grafik data eksperimen.
Ini sesuai dengan yang ditemukan [8] dimana model potensial separabel tidak
dapat menggambarkan fenomena tarik menarik dan tolak menolak secara si-
multan. Untuk nilai Pergeseran fase hamburan (§) yang sama atau lebih besar
dari 45° hasil fitting sulit untuk mengikuti data eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 35S setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.6).

Tabel 4.6: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 2S5,

T [MeV] | Rank | Ay | Ay | C1[MeV] | Co[MeV] | f1[MeV] | B2[MeV]
0-200 1 +1| — 54.25 — 21.47 —
2 -1 | +1 8349.85 54.91 00.93 136.94
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Karena pada gelombang parsial 2S; mencapai sudut 147°, maka dicoba
untuk mendekati plot dipakai faktor pengali. Faktor pengali yang di pakai
yaitu kali 4, sehingga terlihat seperti pada gambar (4.6)

160

i I ' I ) I
SATD 381 A
& rank-1
P J—
140 —
3§
120 4 -
|
“l
100 —A: —
FD \\\
3, 5
f=] ‘\\ 1
g0 | " -
‘\
60 - o
A
a
40 | "n*“‘ 2l
L
*_"*-. "
20.|.|‘|.|.|.\.|.\.|“~T“
0 20 40 a0 20 100 120 140 160 180 200
Ty, [MeV/c’]

Gambar 4.6: Pergeseran fase (0) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T untuk gelombang parsial 2S; setelah memakai faktor pengali. Segitiga:
Pergeseran fase dari analisis SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggu-
nakan potensial separabel rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang
menggunakan potensial separabel rank-2.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 25, dengan faktor pengali setelah proses fitting dapat dilihat dalam
tabel (4.7).

Tabel 4.7: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial S dengan
faktor pengali

Tlab. [MGV] Rank )\1 )\2 Cl [MGV] Cg [MGV] 61 [MGV] 62 [MGV]
0-200 1 -1 — 61.15 — 178.66 —
2 -1 -1 -14.63 10.97 65.41 197.82

Gambar (4.7) yang merupakan grafik hubungan antara energi lab. np de-
ngan pergeseran fase pada gelombang parsial 3D, dari model separabel poten-

sial rank-1 dan rank-2. Dengan jangkauan energi yang sama antara 0-200
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MeV. Grafik untuk rank-1 dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu

gambar.
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Gambar 4.7: Pergeseran fase (§) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T, untuk gelombang parsial 3D,. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1.

Gambar grafik memperlihatkan energi lab. 0-200 MeV terhadap hasil fit-
ting pergeseran fase untuk gelombang parsial 3D, pada rank-1, hasilnya kurang
baik. Hasil fitting rank-1 ini memiliki x? bernilai 13.52666. Tetapi yang di-
hasilkan pada rank-2 dengan nilai x> = 0.01473, hasilnya lebih baik. Pada
grafik terlihat Pola dari plot grafiknya dapat mengikuti plot dari data ekspe-
rimen. Jadi model separabel dapat digunakan walaupun modelnya sederhana.
Kelengkungan titik-titik kurva data eksperimen bisa dicapai oleh data perge-
seran fase hasil fitting ini.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 2D, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.8).
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Tabel 4.8: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3D,
T [MeV] | Rank | Ay | Ag | C1[MeV] | Co[MeV] | f1[MeV] | B2[MeV]
0-200 1 -1 — | 3928.52 — 173.19 —
2 1 ]-1 92.06 -80.14 0.0050 -4.06

Gambar (4.8) merupakan grafik hubungan antara energi lab. np dengan
pergeseran fase pada gelombang parsial 3P, dari model separabel potensial
rank-1 dan rank-2. Dengan jangkauan energi berkisar dari 0-200 MeV. Grafik
untuk rank-1 dan rank-2 diplot secara bersamaan dalam satu gambar dengan

spesifikasi pada masing-masing jangkuan energi.
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Gambar 4.8: Pergeseran fase (§) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T, untuk gelombang parsial 3P;. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1; garis putus putus: hasil perhitungan yang menggunakan potensial se-
parabel rank-2.

Dengan memperhatikan grafik P, pada energi lab. 0-200 MeV terlihat
hasil fitting untuk rank-1 kurang baik, dimana nilai x? yang di miliki adalah
0.54670. Kemudian setelah digunakan rank-2 hasil fitting yang diperoleh lebih
baik lagi dari rank-1, karena rank-2 hanya mempunyai nilai x? sebesar 0.00141.

Ini bisa dibuktikan dengan memperhatikan plot pada gambar (4.8). Berarti
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model potensial separabel yang dipilih mampu untuk menjelaskan fenomena
yang terjadi, sehingga plot grafik yang dihasilkan mengikuti plot grafik data
eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 3P, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.9).

Tabel 4.9: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3P,
T [MeV] | Rank | Ay | Ay | C1[MeV] | Co[MeV] | B1[MeV] | B2[MeV]

0-200 1 +1| — 0.63 — 319.61 —
2 +1 ] +1 -98.03 643.98 0.49 220.56

Gambar (4.9) merupakan grafik hubungan antara energi lab. hamburan
np dengan pergeseran fase pada gelombang parsial 'Dy dari model separa-
bel potensial rank-1 dengan jangkauan energi berkisar dari 0-200 MeV. Pada
hamburan np untuk gelombang parsial ! D, dengan menggunakan rank-1 sudah

cukup baik.

.
SAID 1D2 4
[ rank-1 1

& [deg]
Ia
T
|

o] 1 L | L | L - | L | L | L | L 1 L
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Gambar 4.9: Pergeseran fase (§) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T, untuk gelombang parsial 'Dy. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1.
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Pada grafik dengan energi lab 0-200 MeV terlihat hasil fitting untuk D,
cukup baik pada rank-1 dengan nilai y? sebesar 0,00575. Grafik yang di-
hasilkan mendekati plot grafik data eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial ! D, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.10).

Tabel 4.10: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial ' D,

Tlab. [MQV] Rank )\1 )\2 C] [MGV]

OQ [MGV]

B1[MeV]

ﬂg [MQV]

0-200 1 -1 —1 0,00099

247,89

Gambar (4.10) yang merupakan grafik hubungan antara energi lab. np de-
ngan pergeseran fase pada gelombang parsial ! P; dari model separabel poten-
sial untuk rank-1 dan rank-2, dengan jangkauan energi antara 0-200 MeV.
Grafik untuk rank-1 dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar

dengan spesifikasi pada masing - masing jangkauan energi.
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Gambar 4.10: Pergeseran fase (§) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T untuk gelombang parsial 'P;. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang menggunakan potensial se-
parabel rank-2.
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Gambar grafik dengan energi lab 0-200 MeV terlihat hasil fitting yang
cukup baik pada gelombang parsial 'P,. Untuk rank-1 masih kurang baik,
dimana nilai x? yang di miliki adalah 1.23663. Jika diperhatikan hasil plot
grafiknya, produksi kurva grafik yang diperoleh rank-2 lebih baik dari pada
rank-1. Rank-2 mempunyai nilai x? lebih kecil dari rank-1 yaitu 0,00380. Maka
jika diperhatikan hasil plot grafiknya, produksi kurva grafik yang diperoleh
rank-2 terlihat lebih baik dari pada rank-1. Model potensial separabel ini
sudah mampu untuk memproduksi kelengkungan kurva dari data eksperimen
dengan penyimpangan yang kecil. Titik-titik ekstrim dari plot grafik data
eksperimen sudah bisa diikuti oleh data pergeseran fase dari hasil fitting.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 1 P, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.11).

Tabel 4.11: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial ' P
T [MeV] | Rank | A1 | Ay | C1[MeV] | C5[MeV] | 8,[MeV] | G2[MeV]
0-200 1 +1| — 0.50 — 252.93 —

2 +1 | 41| -686.97 662.08 0.59 200.93
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Pada gambar (4.11) terlihat hubungan antara energi lab. np dengan perge-
seran fase pada gelombang parsial 1S, dari model separabel potensial rank-1
dan rank-2. Dengan jangkauan energi antara 0-200 MeV. Grafik untuk rank-
1 dan rank-2 diplot secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi

pada masing-masing jangkauan energi.
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Gambar 4.11: Pergeseran fase (§) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T, untuk gelombang parsial 1S). Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang menggunakan potensial se-
parabel rank-2.

Memperhatikan gambar grafik pada energi lab. 0-200 MeV terlihat hasil
fitting 'Sy untuk rank-1 dan rank-2 mempunyai nilai y? yang besar , maka
hasil plot grafik yang diperoleh tidak bagus . Model potensial separabel yang
dipilih masih terlalu sederhana untuk menjelaskan fenomena yang terjadi, se-
hingga plot grafik yang dihasilkan tidak mendekati plot grafik data eksperimen.
Ini sesuai dengan yang ditemukan [8] dimana model potensial separabel tidak
dapat menggambarkan fenomena tarik menarik dan tolak menolak secara si-
multan. Jadi untuk nilai Pergeseran fase hamburan (§) yang sama atau lebih

besar dari 45° sulit untuk mengikuti data eksperimen.
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Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 1.S; setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.12).

Tabel 4.12: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 1S,

Tiap.[MeV] | Rank | Ay | Ao | Ci[MeV] | C3[MeV] | 51[MeV] | 52[MeV]
0-200 1 +1 | — 1498.78 — 68.49 —
2 -1 | -1 1{-14999.99 39.63 159.69 61.26

Karena pada gelombang parsial 1S, mencapai sudut lebih dari 62°, maka

dicoba untuk mendekati plot dipakai faktor pengali. Faktor pengali yang di

pakai yaitu kali 2, sehingga terlihat seperti pada gambar (4.12)
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Gambar 4.12: Pergeseran fase (§) hamburan np sebagai fungsi energi kinetik
T, untuk gelombang parsial 1.S) setelah memakai faktor pengali. Segitiga:
Pergeseran fase dari analisis SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggu-
nakan potensial separabel rank-1; garis putus-putu :

menggunakan potensial separabel rank-2.

hasil perhitungan yang

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang

parsial 1S, dengan faktor pengali setelah proses fitting dapat dilihat dalam

tabel (4.13).
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Tabel 4.13: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 'S, de-
ngan faktor pengali

Tlab. [MGV] Rank )\1 )\2 Cl [MGV] CQ [MGV] 61 [MGV] ﬂg [MGV}

0- 200 1 -1 | — 85.51 — 225.53 —

2 +1 -1 -335.63 157.43 343.79 158.87

4.2.2 proton-proton (pp)

Pada gambar (4.13) terlihat hubungan antara energi lab. pp dengan pergeseran
fase pada gelombang parsial >P, dari model separabel potensial rank-1 dan
rank-2. Dengan jangkauan energi antara 0-200 MeV/. Grafik untuk rank-1
dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi

pada masing-masing jangkauan energi.

L T

SAID 3P0 #
rank-1 &=~
ranld ——-——  w A

10 + : s )

0 [deg]

) e, | | NS | [ T
0 20 40 &0 a0 100 120 140 160 180 200

Ty, [MeV/c?]

Gambar 4.13: Pergeseran fase (§) hamburan pp sebagai fungsi energi kinetik
T untuk gelombang parsial 2Py. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang menggunakan potensial se-
parabel rank-2.

Dengan memperhatikan grafik 3 P, pada energi lab 0-200 MeV terlihat hasil
fitting untuk rank-1 kurang baik, dimana nilai y? yang di miliki adalah 9.17579.
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Setelah digunakan rank-2 hasil fitting yang diperoleh lebih baik dari rank-1,
karena rank-2 hanya mempunyai nilai x? sebesar 0.94199. Hal ini bisa dibuk-
tikan dengan memperhatikan plot grafik pada gambar (4.11). Dari grafik kita
dapatkan model potensial separabel yang dipilih mampu untuk menjelaskan
fenomena yang terjadi. Plot grafik yang dihasilkan mengikuti plot grafik data
eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 2P, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.14).

Tabel 4.14: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3P,
T [MeV] | Rank | A; [ Ay | C1[MeV] | Co[MeV] | B1[MeV] | B2[MeV]
0-200 1 -1 — 0.40 - 121.27 —

2 +1 | +1 998.73 | -100.98 996.83 492.10

Pada gambar (4.14) terlihat hubungan antara energi lab. pp dengan perge-
seran fase pada gelombang parsial 3P, dari model separabel potensial rank-1.
Dengan jangkauan energi antara 0-200 MeV. Grafik di plot hanya menggu-
nakan rank-1.

Dengan memperhatikan gambar grafik 3P, pada energi lab. 0-200 MeV
untuk rank-1 mempunyai hasil fitting yang baik, pola dari plot grafiknya ter-
lihat mengikuti plot data eksperimen. Nilai y? yang di miliki untuk rank-1
adalah 0.00099. Ini berarti model potensial separabel yang dipilih mampu un-
tuk menjelaskan fenomena yang terjadi, sehingga plot grafik yang dihasilkan
mengikuti plot grafik data eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 3P, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.15).

Tabel 4.15: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3P,
Tlab. [NIGV] Rank )\1 )\2 Cl [MGV] Cg [I\/IGV] 61 [Nj[@V] ﬁg [MGV]
0-200 1 -1 | — 0.50 — 301.92 —
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Gambar 4.14: Pergeseran fase (§) hamburan pp sebagai fungsi energi kinetik
T untuk gelombang parsial 2P,. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1.

Gambar (4.15) merupakan grafik hubungan antara energi lab. pp dengan
pergeseran fase pada gelombang parsial P, dari model separabel potensial
untuk rank-1 dan rank-2. Dengan jangkauan energi berkisar dari 0-200 MeV.
Grafik untuk rank-1 dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar
dengan spesifikasi pada masing-masing jangkauan energi.

Dengan memperhatikan grafik 2P, pada energi lab 0-200 MeV terlihat hasil
fitting untuk rank-1 kurang baik, dimana nilai x? yang di miliki adalah 0.57602.
Kemudian setelah digunakan rank-2 hasil fitting yang diperoleh lebih baik dari
rank-1, karena rank-2 mempunyai nilai x? yang lebih kecil sebesar 0.00006. Ini
bisa dibuktikan dengan memperhatikan plot gambar (4.15). Dapat diartikan
model potensial separabel yang dipilih mampu untuk menjelaskan fenomena
yang terjadi, sehingga plot grafik yang dihasilkan mengikuti plot grafik data
eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 3P, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.16).
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Gambar 4.15: Pergeseran fase (§) hamburan pp sebagai fungsi energi kinetik
T untuk gelombang parsial 2P;. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang menggunakan potensial se-
parabel rank-2.

Gambar (4.16) merupakan grafik hubungan antara energi lab. pp dengan
pergeseran fase pada gelombang parsial 1D, dari model separabel potensial
rank-1 dengan jangkauan energi berkisar dari 0-200 MeV. Karena pada ham-
buran pp untuk gelombang parsial 'D, dengan menggunakan rank-1 sudah
cukup baik.

Memperhatikan (4.16) grafik energi lab 0-200 MeV hasil fitting pada * Dy,
dengan rank-1 didapat nilai y? sebesar 0.00670, karena nilainya kecil berarti
plotnya cukup baik. Hal ini bisa dibuktikan dari plot grafiknya dimana hasil
plotnya berimpit dengan data eksperimen. Maka untuk !D, hanya menggu-
nakan rank-1 karena grafik yang dihasilkan cukup baik.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 1 D, setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.17).
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Tabel 4.16: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 3P,

T [MeV] | Rank | A; | Ay | C1[MeV] | Co[MeV] | B1[MeV] | B2[MeV]
0-200 1 +1 | — -1.61 — 544.80 —
2 +1 | +1 0.17 119.46 2.12 348.57
- O
SAIDDIZ 4

B 1

,? | Fy

6| |

5 L |

o] | L 1 L | L L | L | L | L | L 1 L
0 20 40 G0 30 100 120 140 160 180 200

2
Nk MeVic')

Gambar 4.16: Pergeseran fase (§) hamburan pp sebagai fungsi energi kinetik
T, untuk gelombang parsial 'Dy. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1.

Pada gambar (4.17) terlihat hubungan antara energi lab. pp dengan perge-
seran fase pada gelombang parsial 'Sy dari model separabel potensial rank-1
dan rank-2.Dengan jangkauan energi antara 0-200 MeV. Grafik untuk rank-
1 dan rank-2 diplot secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi
pada masing-masing jangkauan energi.

Memperhatikan gambar grafik pada energi lab. 0-200 MeV terlihat hasil
fitting 'Sy untuk rank-1 dan rank-2 mempunyai nilai y? yang besar , maka
hasil plot grafik yang diperoleh tidak bagus . Model potensial separabel yang
dipilih masih terlalu sederhana untuk menjelaskan fenomena yang terjadi, se-
hingga plot grafik yang dihasilkan tidak mendekati plot grafik data eksperimen.

Ini sesuai dengan yang ditemukan [8] dimana model potensial separabel tidak
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Tabel 4.17: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 1D,
T [MeV] | Rank | Ay | Ag | C1[MeV] | Co[MeV] | f1[MeV] | B2[MeV]
0-200 1 -1 | —1 0.00065 — 134.69 —

e
SATD 130 &
[ 4+ rank-1

so - o RKDsmn .

Y A
N

8 [deg]

oL 1 1 Wk, TN | .
9] 20 40 ad &0 100 120 140 160 180 200

Ty, [MeV/c]

Gambar 4.17: Pergeseran fase (§) hamburan pp sebagai fungsi energi kinetik
T, untuk gelombang parsial 1Sy. Segitiga: Pergeseran fase dari analisis
SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggunakan potensial separabel
rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang menggunakan potensial se-
parabel rank-2.

dapat menggambarkan fenomena tarik menarik dan tolak menolak secara si-
multan. Jadi untuk nilai Pergeseran fase (§) hamburan yang sama atau lebih
besar dari 45° sulit untuk mengikuti data eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 1.S; setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.18).
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Tabel 4.18: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 1S
Thap.[MeV] | Rank | Ay | Ao | C1[MeV] | C2[MeV] | 51[MeV] | G2[MeV]
0 - 200 1 -1 | — 378.12 — 68.73 —
2 +1 ] -1 1.91 1.18 144.00 106.02

Karena pada gelombang parsial 1S, mencapai sudut lebih dari 54°, maka
dicoba untuk mendekati plot dipakai faktor pengali. Faktor pengali yang di
pakai yaitu kali 2, sehingga terlihat seperti pada gambar (4.18)

O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
T, [MeVic’]

Gambar 4.18: Pergeseran fase (§) hamburan pp sebagai fungsi energi kinetik
T, untuk gelombang parsial 1Sy setelah memakai faktor pengali. Segitiga:
Pergeseran fase dari analisis SAID; garis sambung: hasil perhitungan menggu-
nakan potensial separabel rank-1; garis putus-putus: hasil perhitungan yang
menggunakan potensial separabel rank-2.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial 1Sy dengan faktor pengali setelah proses fitting dapat dilihat dalam
tabel (4.19).

Dari hasil perhitungan untuk semua kasus diatas, pada energi lab 0-200
MeV pergeseran fase yang dihasilkan oleh potensial separabel sangat baik

digunakan untuk memfitting data eksperimen. Dapat dilihat bahwa untuk
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Tabel 4.19: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial 'S, de-
ngan faktor pengali

Tlab. [MGV] Rank )\1 )\2 Cl [MGV] CQ [MGV] 61 [MGV] 52 [MGV}

0 - 200 1 -1 | — 84.21 — 232.24 —

2 +1 -1 2.42 1.42 40.77 | -100.00

model potensial rank-1 mampu memfitting dengan baik pada data pergeser-
an fase hamburan np 'D,, 3D;, 3D3; dan 3P, sedangkan hamburan pp 'D,
dan 3P,. Sedangkan rank-2 pada energi lab. 0-200 MeV ternyata cukup baik
mereproduksi ulang data pergeseran fase untuk hamburan np ‘P, 3P, 3D,
dan ®P; sedangkan hamburan pp 2Py dan 3P;. Tetapi untuk pergeseran fase
orde S pada hamburan np dan pp tidak begitu baik, ada perbedaan yang be-
sar dengan data pergeseran fase pembanding diambil dari data analisis SAID.
Hasil pada energi lab. 0-200 MeV hampir untuk semua kanal sangat mirip
sehingga hasilnya dapat diterima baik dengan menggunakan rank-1 ataupun
rank-2. Akan tetapi untuk pergeseran fase orde S sulit untuk mengikuti plot

data eksperimen, karena itu dicoba dengan faktor pengali. g
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Kesimpulan dan Saran

Kesimpulan dari hasil penelitian ini kami telah berhasil membuat model poten-
sial separabel untuk hamburan Nukleon-Nukleon (NN) pada bentuk rank-1
dan rank-2. Model potensial separabel ini cukup baik untuk digunakan pa-
da energi 0-200 MeV. Dan data yang dihasilkan pada pergeseran fase rank-2
terlihat lebih baik dibandingkan dengan data pergeseran fase rank-1. Untuk
pergeseran fase lebih dari sama dengan 45° maka akan terlihat penyimpangan
hasil fitting data dengan data hasil eksperimen. Ini menunjukkan model poten-
sial separabel yang digunakan belum mampu memberikan kecocokan dengan
data pergeseran fase yang ada, sehingga dibutuhkan model potensial separabel
yang lebih kompleks. Hasil fitting yang baik didapat untuk sub-kulit P dan D.
Dan jika dibandingkan kembali hasil data pergeseran fase dari proses fitting
dengan data analisis SAID maka akan terlihat juga rank-2 akan lebih baik dari
rank-1.

Nilai parameter A yang bernilai negatif pada model potensial separabel
yang digunakan menunjukkan potensial pada penelitian ini memberikan des-
kripsi interaksi nuklir NN yang sifatnya atraktif. Sedangkan Nilai parameter
A yang bernilai positif pada model potensial separabel yang digunakan me-
nunjukkan sifatnya repulsif. Hal yang tidak kalah pentingnya adalah faktor
bentuk yang digunakan sangat menentukan ketepatan dalam menghasilkan ni-
lai pergeseran fase yang sesuai dengan hasil eksperimen.

Pada penelitian ini pergeseran fase lebih dari sama dengan 45° plot grafiknya
tidak dapat mengikuti sesuai data eksperimen, hal ini menurut penulis dikare-
nakan persamaan (2.90). Penulis menggunakan faktor pengali untuk mendekati
plot, diharapkan ada penelitian lebih lanjut untuk itu agar didapatkan satu
potensial yang lebih dari sekedar faktor pengali.

Berdasarkan hasil dari penelitian ini penulis sarankan untuk melakukan
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penelitian lebih lanjut dengan model potensial separabel yang lebih kompleks
dan yang mengandung lebih banyak parameter. Melakukan penelitian lebih
lanjut untuk rank yang lebih tinggi, sehingga hasil yang diperoleh lebih baik
lagi dalam menghasilkan data pergeseran fase yang sesuai dengan data ekspe-

rimen.
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Lampiran A

Integrasi dengan Metode Residu

A.1 Fungsi Kompleks

Bentuk fungsi kompleks secara umum adalah :

f(2) =z, y) + iv(a,y) (A1)

dimana p(z,y) disebut bagian real dan iv(z,y) disebut bagian imajiner

A.2 Teorema Residu

A.2.1 Deret Laurent

Bentuk umum deret Laurent :

T e WY B g oy S

b B
+ + S (A.2)
%= Z— 2y

A.2.2 Residu

Berdasarkan persamaan (A.2) Koefisien by merupakan residu f(z) di z = 2.

Residu juga dapat dihutung dengan rumus :

1 g N
by = zhl'z%(m_ 1)!dzm*1{(z_ 20)" f(2)}
1 w 02)
N ,le—>TZ) (m —1)! dzm:l 1z =) (z — zo)m}
= lim e {6() (A3)

o8
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Dan juga untuk f(z) yang bisa dinyatakan dengan ig dimana g(z) tidak
sama dengan 0; h(zg) = 0; h'(zp) tidak sama dengan 0, residu bisa dihitung

dengan rumus :

g(20)
p— A.4
LT ) (A.4)
Hasil integral f(z) dengan menggunakan teorema residu adalah [?] :
j{f(z)dz i (b4 byt ) (A.5)
C

A.2.3 Integrasi Rank-1

Dalam ungkapan separabel matriks-t yang diberikan persamaan (3.20) di-

dalamnya terdapat bentuk integral :

J k9 (k)
L= [dk A6
: / g* —k? =+ 2(i i€ (A.6)

0

Dalam integral ini bentuk g(k) adalah seperti yang terlihat pada persamaan
(3.18) dimana C; dan g; adalah parameter potensial. Sebagai contoh menghi-
tung integral untuk ¢ = 0, dan agar lebih sederhana sembunyikan parameter

C;, sehingga faktor bentuk menjadi :

1
g(k) = o (A.7)
substitusikan persamaan (A.7) ke persamaan (A.6) dengan nilai ¢ = 0 :
R e e

0
= [|dk : :

[ (k+1iB8)*(k —iB)*(¢ — k)(q + k)
= /dk : ,

A e e e e Ty

OOdk: K A
- / (e + Pk — 0P~ a)(a + P A

Dari ungkapan terakhir, integral memiliki dua pole sederhana pada k = ¢
dan k& = —q serta pole orde kedua pada k£ = —iff dan kK = +¢5. Untuk
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memecahkannya, kita ambil dari bidang kompleks.

Pole Orde satu

60

Berdasarkan persamaan (A.8) pada titik singular k = ¢ residunya menjadi :

]{32
by = —
L (kiR — i) (g + k)
substitusikan nilai titik singular k& = ¢ pada persamaan (A.
2
y @ 29-
(¢+1iB)*(¢ —iB)*(q + q)
2
- q
(¢ +1iB)* (¢ — iB)*2q
_ q
.

Pole Orde dua

(A.9)

9) :

(A.10)

Berdasarkan persamaan (A.8) pada titik singular k& = i3, dengan menggunakan

persamaan (A.3), maka residunya menjadi :

‘ 1 d2—1 "
by = Ifi%mm{(k—ko) f(k)}

d k?
= lim—{(k = iB)?

. k2
lim — .
k—isdk (k +iB8)%(q¢ = k)(g+ k)

Model separabel..., Encu Rusmana, FMIPA Ul, 2012

(k+1i8)*(k — i8)%(q — k)(qg + k)

}

(A.11)
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dari lampiran B persamaan (B.14), maka persamaan (A.11) menjadi :

by

2% + 2Bk + 2iBg2k? — 232k

lim

ki (—kd — 2iBk3 + (¢ + B2)k? + 2iBk — 2¢%)?

2(i3)° + 2(iB)” + 2(iB)°¢* — 26°(iB)¢*

(B = 26B) + (@ + ) D) + 2(iB)? — )
A69)° + 200" — 20°8)¢°

[=3(i3)* +

(g% + B2)(iB)* + 2(iB)%q* — B¢*]?

4i° — 2i33¢® — 2i33¢?

(=36 — (¢ + 8%)32 — 26°¢* — B*¢*]?
4if° = 4ifF3 ¢

[~35% ~ Bq? — B — 3527

4iB°(6% —

q°)

[—45%— 46%¢°)?
4 (8% — ¢*)

TN |

4i5°(6% =

q7°)

1664(¢* + (%)

(5% — ¢°
46(q? + 5%)?

Hasil integral (A.8) yang
adalah :

Iy

™

™

%M%+WWk

C
211 - [bl - bg]

%“Pﬂf+mﬁ

”LMﬁ
28(8 —iq)?

) (A.12)

menggunakan persamaan (A.5), (A.10) dan (A.12)

k2
—iB)%(q — k) (¢ + k)

|

ifba=rg )

46(q? + 52)?

r B Y. }

gl S R l +07 )-

[—203iq = 8%+ qz}

| 26(¢* + 3%)?

[ (—q+ip)? }

[26(8 —iq)*(B + iq)?

[ [i(B +ig)]? }

[26(8 —iq)*(B + iq)?
(8 +iq)?
—iq)?(8 +iq)?

q

|

™

(A.13)
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e ¢} kz 7r
_/Oodk:(k: +iB)2(k—iB)2(q—k) g+ k) 28(8—iq)? (A.14)
- y = A maka :

misalkan (k+iB)2(k—iB)2(q—k)(q+k

o0

kA = ——
/ 2B(8 —iq)*

T
2{%4 ~ 28(B—ig)?
T
maka :
¥ k? i
dk = — A.16
[ BT Pr=i = ae®  pE—ige |
Melihat kembali persamaan (3.20), sehingga diperoleh :
B T g N
- 2B(8—ig)? A

karena diawal perhitungan kita menyembunyikan parameter C, maka setelah

dimunculkan persamaan (A.17) menjadi :

7TMWNCQ
If - S S . A18
80 1) A
substitusikan persamaan (A.18) ke persamaan (3.16) :
cz 17
r(w) = [A71 - —M] A19
O O s A1)
substitusikan persamaan (A.19) ke persamaan (3.17) diperoleh :
-1
— WMWNCQ
t(q,p qugp{khr—.} A.20
(a,9) = 9(a)9(p) 283 — i (A.20)
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berdasarkan persamaan (3.18), sechingga bentuk g(¢) dan g(p) dapat ditulis :

C.
=q¢' 5 A21
9(q) = q gy (A.21)
C.
=p'——— A.22
g(p)=p G (A.22)
substitusikan persamaan (A.21) dan (A.22) ke persamaan (A.20) :
C? ey C? !
t(q,p) = {)\_1 + —} A.23
N [ N W T s A
bila disederhanakan lagi, persamaan (A.23) adalah :
O3 TuanCE: 1R
t°(q,p) = X . [ — T } A.24
78 (¢ + B3)(p* + 5) 260(Bo — iq)? (A-24)

A.2.4 Integrasi Rank-2
pada /=0

Dalam ungkapan separabel matriks-t yang diberikan persamaan (3.61), (3.62),
(3.63) dan (3.64) didalamnya terdapat bentuk integral. Dalam integral ini
bentuk g;(k) dan go(k) adalah seperti yang terlihat pada persamaan (3.59)
dan (3.60). Sebagai contoh menghitung integral untuk ¢ = 0, dan agar lebih

sederhana sembunyikan parameter C; dan Cy, sehingga faktor bentuk menjadi :

1

g(k) = 5 5 (A.25)
1

g2(k) = e (A.26)

substitusikan persamaan (A.25), (A.26) ke persamaan (3.61), (3.62), (3.63)
dan (3.64) dengan nilai ¢ = 0. Khusus proses substitusi ke persamaan (3.62)
dan (3.64) sama dengan proses pada persamaan (3.20), maka akan kita peroleh

hasil integral teorema residunya adalah :

7TN7rN012
Xi=—F"F7—""= A.27
! 20151 —iq)* ( )

2
X22 - ﬂ-/uLﬂ—NC2 <A28)

- 252(52 - iQ)2
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kemudian substitusikan persamaan (A.27) dan (A.28) ke persamaan (3.45) dan
(3.44) akan diperoleh :

+ 7T,U7TN012
261(B1 — iq)?
71-/~L7rNC'12
261(B1 — iQ)2]

NQQ(UJ) = )\1_1

WMWNCQZ
252(62 - iQ)Q

7T,u77NC22 :|
= M|l N—0——=
% 228,(B; — iq)?

NH(U)) = )\51 +

(A.30)

kemudian proses substitusi persamaan (A.25), (A.26) ke persamaan (3.61) dan
(3.63) dengan nilai € = 0 adalah :

X192 = 2uxy | dk
: MN/)(W+63%”+@Mf—k%
0
= 2 ; : . :
i N{ (kFiB) (k= iBr) (o i) (k = 1Ba)(a — D) (a + b)
(A.31)
Dari ungkapan terakhir, integral memiliki titik singular pada k = —if;,

k=+ip, k= —ify, k= +iBs, kK = q dan k = —¢. Untuk memecahkannya,
kita ambil dari bidang kompleks.

a. Titik Singular pada k& = i3,
Berdasarkan persamaan (A.31) pada titik singular k& = if; residunya

menjadi :

k‘2

SR (T Ty s oy Ty B
substitusikan nilai titik singular k = i(3; pada persamaan (A.32) :
by — <261>2
LB +iB) (B +i8:)(i81 — iB2)(a — i) (g + i)
(i61)°
(2i60) (85 — B7)(¢* + B)
= by (A.33)

2053 — B)(q® + 57
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b. Titik Singular pada k = i(3,
Berdasarkan persamaan (A.31) pada titik singular & = i/, residunya
menjadi :
k2

by = (k+iB3)(k +1iB1)(k —iB1)(q — k)(q + k) (A.34)

substitusikan nilai titik singular k = i3, pada persamaan (A.34) :

(i02)°
(iB2 + iB2)(iB2 + i) (if2 — if1)(q — iB2)(q + if2)
(i02)°
(2i62) (67 — 63)(q% + 53)
6}

W CE T (4.35)

b2:

¢. Titik Singular pada k = ¢
Berdasarkan persamaan (A.31) pada titik singular k = ¢, untuk menda-
patkan residunya yang pertama kali kita lakukan adalah merubah keda-
lam bentuk z — 2y atau z = zp, maka bentuk (¢ — k) berubah menjadi

—(k — q) sehingga suku dalam integralnya bisa dituliskan seperti :

2
(k4 1i61)(k — i) (k + z’ﬁg];(k —iB2)(—(k — ¢))(qg+ k) (A.36)
residunya menjadi :
2
B e i PG BN g + 7))
substitusikan nilai titik singular k = ¢ pada persamaan (A.37) :
e
by = —(q+ zﬂl)(2q —iB)(q + iB2)(q — i) (q + q)
T 2P+ Zf)(qQ +53)
- : (A.38)

2(¢2 + B7)(¢* + 53)

Hasil integral (A.31) yang menggunakan persamaan (A.5), (A.33), (A.35) dan
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(A.38) adalah :

k,2
QWNf%@wwmxk—wnw+ﬂm@Fw@xm—mm+m
= Q[LWN - 271 - [bl + bg + bg]

/ j—
X12 -

= Aripy [_ B _ Ba _ q }
L2083 - B2+ 87 20(BF - B (¢*+ 55)  2(q®+ BY) (g + B3)

= 2l { & + ke + 4 }
LB -8R+ B (B -8+ ) (P+ B+ 5

(A.39)

karena integral diatas dalam range —oo s/d oo jadi dengan memisalkan X{, =

| dkx maka :

¥ [ b1 Ba iq
dk = =3 -
L S (EER@E R G- B@EEB) @ R+
| ° 51 ﬁ2 1q
dk = -
2{ T\ E-REE D BB B) @ TR
’ 51 52 1q
dkx = —mu,
[ X W“NL@—&W%+¢@*«%—@xf+ﬁ@+aﬁ+ﬁxf+@ﬂ
(A.40)
maka :
IG5 B 1q
X = = s
12 ”“NL@—ﬁmw+ﬂa+Uﬁ—@xf+@>+m%ﬂ%mﬁ+@ﬂ

(A.41)

karena diawal perhitungan kita menyembunyikan parameter C; dan C5, maka

setelah dimunculkan persamaan (A.41) menjadi :

X = _7T/U/TI'N0102|: by be 4 ]

E-D e+ 8 F-BE+B) @R+ B
_ [ Ti=nC1C 31 n T e N C1Co B2 . T =N C1C51q
(B3 =B+ B) (BT =03 (> +53) (¢ +B7)(¢* + 5)

} (A.42)

dengan memperhatikan kembali persamaan (3.43), sehingga dapat disimpul-
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kan :

Xo1 = —

dan

Nip(w) =

- [(@ + 62)(Br — iq) (2 — iq)

67

[ TN C1Co B N TN C1C25, N TN C1Calq ]
(63 = B)(@* +B7)  (BF — B+ B3)  (¢*+ BY)(a* + 53)
(A.43)

_ { Ti-nC1C2 51 n TN C1C25: n Th=nC1C%tq 1

(03 =B+ 67) (67 = B5)(*+B3) (¢ + B7)(e* + 53)

B B2 iq
NG | TR R @ T ﬁ§>]

e 15 [ Bi(a® + 63) — Balq® + B7) +ia(3 — ﬁf)]

" i (83 — 83)(® + 682)(® + 3)
[ 61¢° + 51035 — B9 — B207) + 1955 — iqﬂ%)}
(65 — 61)(¢? + 6)(¢® + 55)

=" Mchl Cy

S =102 = BB+ Lo’ BaBR) — a3 + i )}
T B — ) (B + o) (¢ + D@ + B3)
1o CyC [¢°(82 — B1) = 5182(83 = Br) = ig(B2 — B1) (B + ﬁl)}
Al (B2 = B1)(B1 + B2) (¢ + BE)(® + B3)
_ [ ¢® = p1By — iq(B2 + Br) }
T Bt B)(@ + 5@ + 57
[ —(iq)* = 8182 — iq(Ba + 51)]
TN O B @+ B @+ D)
- [ (iq)* + 152 +1iq(Ba + 1) }
=02 T BN @ P B + 5
1 - (81 +iq)(Bs + iq) 1
TN | B 30 B+ 90) (B~ @) B+ i9) (a — i)
— TN C1 C: — ! ]
. . S — i

(A.44)

Thxn C1Co ]

berdasarkan persamaan (3.53) dengan memasukkan persamaan (A.29), (A.30)
dan (A.44) didapat :

2 2
D(w) = ()\2—1 TN Cy ><)\1—1+ TN Ci )

" 202(32 — iq)*
(= [ Tp=NC1Co } 2
(B + B2)(B1 — iq)(B2 — iq)

261(61 — iq)?

(A.45)
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- -1 W’T—Ncg> < ! WW—NC%)
D(w) = ()\2 - 232(B2 — iq)? At 261(Br —iq)?

- {(51 + 52§£Nf;$2(52 - iQ)] |

(A.46)

berdasarkan persamaan (3.59) dan (3.60) sehingga bentuk ¢;(¢) dan g;(p) dapat

ditulis :
C;

gi(Q) = qem (A-47)
G
9:(p) = pzm (A.48)

substitusikan persamaan (A.47) dan (A.48) pada persamaan (3.57) sehingga

untuk masing-masing sukunya dapat ditulis seperti :

NH(U}) 012 N1

i (w
99D B8 S @ ER D )

|
g
-

N 0102 N12(U)>
919D 2P T F IR EE) Dw) (4.50)

C.Cy N

i (v)
=0 Dy M) T @ e e+ A D oy

| N
=
~—

NQQ(IU) £ 022 N2
20D Y = @B @@ D

w) (A.52)

| N
=
~—

memperhatikan persamaan (3.57) maka :

o) = {(q +61()j(2p +ﬁ1)NH(( )] ’ { (¢? +6%(C;92 +52>N12(( )]
{(q2+ﬁ(;;3((j922+61 ]\gfﬂlﬂ {q +62 P+ 33) ]\gng]
(A.53)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.29), (A.30), (A.44) dan
(A.46) masing - masing mengandung nilai Ny;(w), Nog(w), Nia(w), dan D(w)
pada persamaan (A.53).
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pada /=1

Dalam ungkapan separabel matriks-t yang diberikan persamaan (3.61), (3.62),
(3.63) dan (3.64) didalamnya terdapat bentuk integral. Dalam integral ini
bentuk ¢;(k) dan go(k) adalah seperti yang terlihat pada persamaan (3.59)
dan (3.60). Sebagai contoh menghitung integral untuk ¢ = 1, dan agar lebih

sederhana sembunyikan parameter C; dan Cs, sehingga faktor bentuk menjadi :

k

g1(k) = R (A.54)
i
92(k) = 15— e (A.55)

substitusikan persamaan (A.54), (A.55) ke persamaan (3.61), (3.62), (3.63)
dan (3.64) dengan nilai e = 0. Khusus proses substitusi ke persamaan (3.62)
dan (3.64) sama dengan proses pada persamaan (3.20), maka akan kita peroleh

hasil integral teorema residunya adalah :

i nCR12ig" 43810 + Bi]

X =
! 2(g2+ B})?

(A.56)

_ TixnC312ig° + 36247 + B3]

2(¢* + B3)?
kemudian substitusikan persamaan (A.56) dan (A.57) ke persamaan (3.44) dan
(3.45) akan diperoleh :

p ot (A.57)

TN C22iq3 + 3B1q% + B3]
2(q? +.87)?

Nap(w) = Mit+

T-nC3(2i¢° + 36147 + 57
= 1 A.
a { o 21 ) 455
1 TnC2[2iq® + 33q% + 33
Nu(w) = A* - 22[(612 + 522; :
_ T1=nC3[2iq° + 3024 + 53]
- A\ {1 + A RN (A.59)
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kemudian proses substitusi persamaan (A.54), (A.55) ke persamaan (3.61) dan
(3.63) dengan nilai € = 0 adalah :

7 K22
e 2“’“{ M e B )
o0 y
- QM”N[dk(k i)k i)k —iB)(a k(g R
(A.60)
Dari ungkapan terakhir, integral memiliki titik singular pada k = —i0;,

k= +ip, k = —ifs, k = +ifs, kK = q dan kK = —q¢. Untuk memecahkannya,
kita ambil dari bidang kompleks.

a. Titik Singular pada k = i3,
Berdasarkan persamaan (A.60) pada titik singular & = i/ residunya

menjadi :
Kk A
kT e BB RaERn O
substitusikan nilai titik singular k = i(3; pada persamaan (A.61) :
b - (iB1)"
' (161 + i) (iB1 + i62) (i1 — iB2)(q — iBr)(q + i)
(iB1)*
(2i61)(63 = B¢ + 67)
3
= P (A.62)

2(63 — B)(¢* + B)

b. Titik Singular pada k = i,
Berdasarkan persamaan (A.60) pada titik singular k& = ify residunya

menjadi :

k4

= R i)k + Bk — B (g — B + )

(A.63)
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substitusikan nilai titik singular k = i3, pada persamaan (A.63) :

(102)*
(iB2 +iB2) (182 + 1) (if2 — if1)(q — iB2)(q + if2)
(102)*
(2i02)(8F — 33)(¢* + B3)
_ 33
= NE-RE R (A.64)

by =

c. Titik Singular pada k = q
Berdasarkan persamaan (A.60) pada titik singular k£ = ¢, untuk menda-
patkan residunya yang pertama kali kita lakukan adalah merubah keda-
lam bentuk z — zy atau z = 25, maka bentuk (¢ — k) berubah menjadi

—(k — q) sehingga suku dalam integralnya bisa dituliskan seperti :

"
(k& +.201)(k —Bu)(k + zﬂgl;(k —iB)(—(k —q)(g + k) (A.65)
residunya menjadi :
o
i NG T e (ol
substitusikan nilai titik singular k = ¢ pada persamaan (A.66) :
q4
" s z‘ﬁl)(f —iB)(q +iB2)(q — iBs)(q + q)
T —2q( gf)(tz? +32)
e i (A.67)

2(q2+67) (¢ + 163)

Hasil integral (A.60) yang menggunakan persamaan (A.5), (A.62), (A.64) dan
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(A.67) adalah :

k’4
QWNf%@wwmxk—wnw+ﬂm@Fw@xm—mm+m
= Q[LWN - 271 - [bl + bg + bg]

/ j—
X12 -

= AmijnN { el n 33 B ¢ }
L2008 - (2 + 6 2068 - 832+ 63 2>+ 6D (2 + 53)
= 2y [ i + Gy - ig’ }
LB -8 (BE-B)(>+33) (¢ + B+ B3
(A.68)

karena integral diatas dalam range —oo s/d oo jadi dengan memisalkan X{, =

[ dkx maka:

o0

/ % M

[ i . 3 i iq* ]
(B3 — BINa> + B (

B = 03) (> +B3)  (¢*+67)(¢* + 53]

| i 3 3 i ]
dky = A _
2{ X = 2N | o e ) T (R @)@+ B @t @+ 5]
7 3 3 i ]
dkx = i, _
{‘X o | T R D AT
(A.69)
maka :
B 53 iq? }
X = C —
2 WNL@—@M”%@+W%HM¢+@)(f+@MHﬂ®
(A.70)

karena diawal perhitungan kita menyembunyikan parameter C; dan Cs, maka

setelah dimunculkan persamaan (A.70) menjadi :

X2 = TUnC1C [ i + b - i’ ]
" (85 = B+ B7)  (B1 = 33)(@*+33) (¢ + BY)(e*+ B3)
_ [ ThanC1C2 57 ThanC1C2 55 _ Ty C1Caig? } (A71)
(03 =B+ 67) (67 = 03)(®+55) (¢ +B7)(a*+ 53) '

dengan memperhatikan kembali persamaan (3.43), sehingga dapat disimpul-
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kan :
Y. [ Ty C1Co 53 n v C1Co 55 B 7 C1 Coig? }
- -+ FB-B)(+H) (@+8)(+5H)
(A.72)
dan
Npp(w) = { Ty C1Co 53 N TpnC1Co 33 B TN C1Caig? }
- B-)(@+8)  (B-BP+5)  (+8)(P+5)

. lmﬁNCng[ﬁfﬁS + (B2 + 512+ B3)g* +i(Br + ﬁQ)qB]}
(81 + B2)(q® + 57)(¢* + 533)
(A.73)

berdasarkan persamaan (3.53) dengan memasukkan persamaan (A.58), (A.59)
dan (A.73) didapat :

D HA; aris A T ) 2A@ + 727
= {_ {WMchlcz[ﬁfﬁg + (81 + B2 + 83)8* +i(Br + 52)QS]H2
(B + B2)(a® + B3) (¢ + 533)

TN C3[2ig° + 3B2g° + 55’]} [A—l o ManCr(2ig" + 301" + 55’1”
1

= {{)\2—1 i 7T,U7rN022[2iq3 + 352(]2 +ﬁ§]} {/\1_1 i WﬂwNC%[Qi(ﬁ n 351612 i ﬁ%q}

2(¢* + 53)? 2(q% + 37)?
_ |:7TNWNCIC2[6%6§ + (52 + G132+ 3)¢* + i(Br + ﬁ2)q3}] f
(61 + B2) (¢ +67)(¢® + 33)

berdasarkan persamaan (3.59) dan (3.60) sehingga bentuk ¢;(¢) dan g;(p) dapat

ditulis :
C.

ol — qu (A.75)
C;
9:(p) = pem (A.76)

substitusikan persamaan (A.75) dan (A.76) pada persamaan (3.57) sehingga

untuk masing - masing sukunya dapat ditulis seperti :

Niy(w) N 01261]? Nii(w)

919D D0y 2P = GIE G+ Dw) (A.77)
Niz(w) B C1Caqp Nip(w)

95Dy 2P = GERw+®) Dw) (A.78)
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Nip(w) C1Caqp N,

_ ()
=0 D) M T e @) D AT

| N
S
~—

N22(w) C’%qp Ny

_ (w)
20Dy #P) = EE R B D 50

| N
g
~—

memperhatikan persamaan (3.57) maka :

Har) {(q +6%2(q; +61)NH( )} ’ { (¢° +%j(2’zp+ﬂg)%( )]
[(q“(;;iquwl ]\g Evﬂ {q +6§2q; 21 52) ]\g Euw]

(A.81)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.58), (A.59), (A.73) dan
(A.74) masing - masing mengandung nilai Ny;(w), Nog(w), Ni2(w), dan D(w)
pada persamaan (A.81).

pada / = 2

Dalam ungkapan separabel matriks-t yang diberikan persamaan (3.61), (3.62),
(3.63) dan (3.64) didalamnya terdapat bentuk integral. Dalam integral ini
bentuk ¢1(k) dan g¢o(k) adalah seperti yang terlihat pada persamaan (3.59)
dan (3.60). Sebagai contoh menghitung integral untuk ¢ = 2, dan agar lebih

sederhana sembunyikan parameter C dan Cs, sehingga faktor bentuk menjadi :

k2

g1(k) = [ERy (A.82)
k’2
ga(k) = 75 m 5 (A.83)

substitusikan persamaan (A.82), (A.83) ke persamaan (3.61), (3.62), (3.63)
dan (3.64) dengan nilai e = 0. Khusus proses substitusi ke persamaan (3.62)
dan (3.64) sama dengan proses pada persamaan (3.20), maka akan kita peroleh

hasil integral teorema residunya adalah :

Tu-nCE2ig° — 5033¢> — 337

X1 =— CENCIE (A.84)
mhanC3(2iq° — 563¢> — 3]
Xog = — (21 ) (A.85)
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kemudian substitusikan persamaan (A.84) dan (A.85) ke persamaan (3.44) dan
(3.45) akan diperoleh :
Ct[2ig° — 587¢* — 307]
N. — Al THaNCq 1 1
mle) = 5 P

Tu-nCE[2ig° — 5533¢* — 36?]]
(¢ + 57)?

TN C2[2ig° — 563¢> — 333
Nijp(w) = Agl + HrN 2[(; +ﬂf)gq 53]
2
N C3[2ig° = 505q" — 3@3]]
(¢* + 33)?

(A.87)

—3 )\2 |:]_+)\2

kemudian proses substitusi persamaan (A.82), (A.83) ke persamaan (3.61) dan
(3.63) dengan nilai € = 0 adalah :

by k42
Lo 2“”[ M e+ )@=
00 Iy
: 2“”[ TG B E T Bk~ iBa)(a — Fat )
(A.88)
Dari ungkapan terakhir, integral memiliki titik singular pada k = —if;,

k=+ip, k= —ify, k= +iBs, kK = q dan k = —¢. Untuk memecahkannya,
kita ambil dari bidang kompleks.
a. Titik Singular pada k& = i3,

Berdasarkan persamaan (A.88) pada titik singular k& = if3; residunya

menjadi :
b K A
B RN ST TrEa
substitusikan nilai titik singular & = i(3; pada persamaan (A.89) :
b (iP1)°
b B BB+ iB) (i1 — iB)(a — i) (a + i)
_ (i/1)°
(2i57) (%5 — B1)(¢* + B7)
5
= by (A.90)

2053 — B)(q® + B3
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b. Titik Singular pada k = i(3,
Berdasarkan persamaan (A.88) pada titik singular & = i/, residunya
menjadi :
kﬁ

by = (k+iB3)(k +1iB1)(k —iB1)(q — k)(q + k) (A.91)

substitusikan nilai titik singular k = i3y pada persamaan (A.91) :

(102)°
(iB2 + iB2)(iB2 + i) (if2 — if1)(q — iB2)(q + if2)
(162)°
(2i62) (67 — 63)(q% + 53)
N t 55
= NE-O@t D) (4.92)

b2:

¢. Titik Singular pada k = ¢
Berdasarkan persamaan (A.88) pada titik singular k = ¢, untuk menda-
patkan residunya yang pertama kali kita lakukan adalah merubah keda-
lam bentuk z — zy atau z = 2, maka bentuk (¢ — k) berubah menjadi

—(k — q) sehingga suku dalam integralnya bisa dituliskan seperti :

6
(k+iB1)(k — i) (k + zﬂj(k —iBa)(—(k — q))(q+ k) (A.93)
residunya menjadi :
16
O i Iy o, © ) (9
substitusikan nilai titik singular k = ¢ pada persamaan (A.94) :
.
S —(q+ z‘fh)(ﬁq —iB)(q+iB2)(q — iB2)(q + q)
T (P g%)(q2 )
- v (A.95)

2(¢? + B)(¢* + 53)

Hasil integral (A.88) yang menggunakan persamaan (A.5), (A.90), (A.92) dan
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(A.95) adalah :

k’6
2“”5 N i)k — Bk + i)k — i) g = ) (a + 1)
= Q[LWN - 271 - [bl + bg + bg]

/ j—
X12 -

L 2B - B2+ 6 2862+ 03) 22+ 67) (2 + 53)
S P { o + g + i }
LB -2+ 8D BB+ B3 (¢ + B+ B3
(A.96)

karena integral diatas dalam range —oo s/d oo jadi dengan memisalkan X{, =

| dkx maka:

7dk:x = —27l:N _ ﬁf + ﬁg + iq5
/ (65 = B>+ 82) (B — BN @+ B83) -~ (*+ B8 (?+ 53]
| g5 33 i’
dky = — -
2{ T E-REE D BB EB) @ TR
L 87 5 i’ ]
dkx = —mu,
[ = e TR e R @ e
(A.97)
maka :
_ @ By Bs iq® }
A = T [(ﬁ% R B REH) (B E TR

(A.98)

karena diawal perhitungan kita menyembunyikan parameter C; dan Cs, maka

setelah dimunculkan persamaan (A.98) menjadi :

X2 = —7mpnC1C [ 6? + 53 + iq” ]
(B3 =B+ 587) (BT —B5)(@®+063) (¢ +BD)(¢*+53)
_ [ WunNclczﬁf ﬂ-,U/TI'NCICQBS WﬂwNC102iq5
(

G5 =B+ 87) (BT —B5)(¢>+53) (¢ +BD)(¢*+53)

} (A.99)

dengan memperhatikan kembali persamaan (3.43), sehingga dapat disimpul-
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kan :
o - [ v C1Co 57 n v C1Co 53 n 7y C1 Caig® }
“ -+ 5 (B-B)P+5)  (@+06)(+ )
(A.100)
dan
Nia(w) = — [ TN C1C2 37 n TprNnC1C235 TN C1Caiq° ]
" B2 -2+ 8 (B -2 +53)  (@+8D(a®+53)
— pnCiC {[(5% + B1B32/33) 8233 + (B + BiB2 + BEB3 + B1Bs + 83)¢* —i(B1 + 52)(15]]
" (Br + B2)(q* + B?)(q2 + 32)

(A.101)

berdasarkan persamaan (3.53) dengan memasukkan persamaan (A.86), (A.87)
dan (A.101) didapat :

_ [y-1 | manC3(2i¢° = 553¢° — 3@]} [ 1, TanCi[2ig° — 567¢* — 3515]]
DW*W%’+ @+ ) K’ @15
[(82 + B1B283)5235 + (B + 3362 + 8282 + 5185 + B3)a® — i(B1 + ﬁz)qs]r
(B + B2)(q* + BE) (¢ + B3)

—mp-NC1C2 [
(A.102)

berdasarkan persamaan (3.59) dan (3.60) sehingga bentuk g;(¢) dan g¢;(p)
dapat ditulis :

Ci

gi(g) = qf—q2 e (A.103)
C;

gilp) = pgp—2 T (A.104)

substitusikan persamaan (A.103) dan (A.104) pada persamaan (3.57) sehingga

untuk masing - masing sukunya dapat ditulis seperti :

Nip(w) - CEQQPQ Ny (w)

MO Dy M = G e e
Nig(w) B C1Coq*p? Niz(w)

MOy 20 T e o M
ng(w) 0102Q2P2 Ny

| N
S
~—

20Dy "W T B D
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Ny (w) _ C3a°p? Nz
92(q) D(w) 9:(p) = (¢*+ 63)(p*+ 03) D

| N
S
~

memperhatikan persamaan (3.57) maka :

9 B Cig*p? Nn( ) C1Caq®p Nig(w)
*an) = |[Er e bt @ e +@2> Deo) |
0102(]2]?2 N1 (U) 022 NQQ(U))
{((P“‘B%)(p?"‘@ D(w) } { (¢? +62 P +52) D(w) ]
(A.109)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.86), (A.87), (A.101)
dan (A.102) masing - masing mengandung nilai Ny (w), Noo(w), Nia(w), dan
D(w) pada persamaan (A.109).
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Lampiran B

Diferensial

Menurut [17] persamaan diferensial untuk :

%(J,Xn =" Y
d av au

— UV — - L,

dx dx _" dx
U Ve U%

dzV V2

Hasil diferensiasi persamaan (A.11) diperoleh dengan cara :

d k?

~ @k (k +132(g — k) (g + k)

untuk suku :

(k+iB)* (g —k)g+k) = (k+iB)*(¢" — k")

= (k* +2i0k = °)(¢*
_A q2k2+226q2k_ﬁ2q2 o k4

(B.4)

g l<;2)

— 2i0k® + 3%k>

= —k*=2iBk° + (" + B*)K* + 2iB4°k — B¢

sehingga persamaan (B.4) :

d k?

"~ dk —k = 2ipk + (q2 + B + 2iB2k — P
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dari persamaan (B.5) diketahui :

U = k? (B.6)
dU
— = 9
p k 7
Vo= —k' = 2Bk + (¢* + Bk + 2iBPk — B (B.8)
% = —4k* — 6iBk* + 2(¢* + BHk + 2iB¢* (B.9)
V% = (—k*—2iPK* + (¢* + B*)K> + 2iBg*k — 3°¢*)(2Kk)
= —2K° — 4ipk* + 2(¢* + BHk® + 4iBq°k? ~ 23°¢°k  (B.10)
ﬂ - 2\( A3 _ RiAL2 2 2 )
Udk e T T A el &

= —dk° — 6iBk* + 2(¢* + B2)K® + 2iB¢°K> (B.11)

V2 Sk 0ol Bl AR 2088k — 57 4 (B.12)

% i U% = (22k%— 4iBkY + 2(62 + PR + 4B KR = 282¢%K)

—(—4k® — 6iBk* +2(¢* + Bk + 2iBe’k?)

= 2kS =i 3K+ 2(q? + S Ui R — 26%¢%k
FAKD + 6i8k* — 2(¢® + Bk — 2iB8q%k?

= 2k5 +2i8k* + 2i8¢4%k> — 28°*k (B.13)

maka :
) 5 2 4 2% 21.2 2 2.2
du k° + 200k" + 2ifq°k” — 206°¢°k (B.14)

dkV — (—k* = 2iBk3 + (¢* + B?)k? + 2iB¢%k — $2¢%)?
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Lampiran C

Notasi dan Unit

Dalam sistem satuan natural semua konstanta A dan ¢ yang muncul bernilai
satu, yaitu:

i, = — ] (C.1)

Penggunaan sistem satuan natural ini sangat membantu kita dalam melakukan
perhitungan. Konversi ke dalam satuan biasa dipakai dapat dilakukan diakhir

perhitungan.
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