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ABSTRAK
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Judul Tesis : Perbandingan Sistem Persamaan linier dalam

Aljabar Klasik dan Aljabar Max-plus.
Aljabar Max-plus mempunyai karakteristik yang berbeda dengan aljabar

klasik. Dalam tesis ini dikaji struktur Aljabar Max-plus dan perbedaan sistem
persamaan linier dalam Aljabar Max-plus dan aljabar klasik.
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Max-Plus algebra has characteristics that are different from clasisical algebra. In
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan ilmu yang mendasari semua disiplin ilmu yang ada, baik
disiplin ilmu sosial, ilmu esakta, sains dan teknologi, sehingga menempatkan ma-
tematika sebagai mother of sciences. Salah satu cabang matematika adalah aljabar. Al-
jabar memegang peranan sangat penting dalam perkembangan disiplin ilmu — ilmu
lain. Perkembangan aljabar sangat berkaitan erat dengan cabang — cabang ilmu matema-
tika yang lain seperti Geometri, Teori Bilangan, Statistik, llmu Komputer, Logika, lImu
Analisis bahkan Matematika Terapan dan lain- lain[6].

Aljabar Max-plus merupakan salah satu topik dalam ruang lingkup aljabar. Al-
jabar Max-plus didefinisikan sebagai himpunan R U {—co}, dengan R adalah himpunan
semua bilangan real, yang dilengkapi dengan dua operasi biner yaitu @ dan Q.
Operasi @ menyatakan operasi maksimum, dan @ adalah operasi jumlahan. Himpunan
R U {—oo} dinotasikan R, yang dilengkapi dua operasi biner (@ dan ®) dinotasikan
Rmax- Aljabar Max-plus yang dinotasikan R,,q, = (R.,D,®) merupakan salah satu
struktur aljabar yang semilapangan komutatif idempoten [2, 5, 6, 10]. Elemen identitas
pada operasi penjumlahan @ (elemen nol) dan elemen identitas pada operasi perkalian
& (elemen satu) berturut-turut adalah € = —oo, dan e = 0. Operasi @ dan & didefini-
sikan sebagai berikut [2, 3, 5, 6, 10]:

Y scamic
x Py = max(x,y)
XQy=x+y

Bentuk lain dari aljabar Max-plus adalah aljabar Min-plus, dengan @ menyatakan
minimum dan identitas jumlahannya adalah co. Operasi dasar pada aljabar Max-plus
adalah maksimum dan penjumlahan, yang dalam operasi aljabar linier klasik (konven-
sional) adalah penjumlahan dan perkalian. Beberapa sifat dan konsep dalam aljabar lini-
er, akan berlaku dalam aljabar Max-plus [2, 5, 6].

1 Universitas Indonesia
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1.2 Permasalahan
Aljabar Max-plus merupakan salah satu topik dalam ruang lingkup aljabar. Untuk
itu struktur aljabar Max-plus perlu dipelajari secara mendalam.
1.2.1 Masalah umum
Bagaimana konsep dasar aljabar Max-plus ?
1.2.2 Masalah khusus
Bagaimana perbedaan sistem persamaan linier dalam aljabar klasik dan

aljabar Max-plus ?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang dan permasalahan di atas, dalam tesis ini bertujuan un-
tuk:

1.3.1 Menjelaskan konsep dasar aljabar Max-plus.

1.3.2 Menjelaskan perbedaan sistem persamaan linier dalam aljabar klasik dan

aljabar Max-plus.

1.4 Manfaat Penelitian
Secara umum penelitian ini bermanfaat untuk memberikan wawasan yang relatif

baru dalam bidang teori sistem linier.

1.5 Metode Penelitian
Penelitian dilakukan dengan mempelajari karya ilmiah yang disajikan dalam ben-
tuk buku, disertasi ataupun paper yang relevan dengan topik penelitian. Kemudian ha-

silnya dijabarkan dan disusun kembali secara rinci menjadi suatu karya tulis.

1.6 Sistematika Penulisan

Tesis ini terdiri dari empat bab, yaitu:
Bab | : Mengemukakan latar belakang, permasalahan, tujuan, manfaat, metode pe-
nelitian dan sistematika penulisan.

Bab 1I: Membahas konsep-konsep dasar tentang aljabar Max-plus, matriks dan graf

Universitas Indonesia
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Bab I11: Membahas fungsi linier dan fungsi afin, persamaan linier dan persamaan afin,
sistem persamaan linier dalam aljabar Max-plus, dan beberapa perbandingan
aljabar linier dan aljabar Max-plus.

Bab 1V: Kesimpulan dari pembahasan dan saran.

Daftar Pustaka

Universitas Indonesia
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BAB Il
ALJABAR MAX-PLUS

Pada bab ini dibahas beberapa konsep dasar operasi dalam aljabar Max-plus.
Pembahasan meliputi sifat-sifat aljabar Max-plus [2, 5, 10], matriks dan operasinya
dalam aljabar Max-plus [3, 5, 10, 11], teori graf dalam aljabar Max-plus [2, 5, 6, 11,12].
2.1. Definisi Aljabar Max-Plus

Pada aljabar Max-plus, sifat- sifatnya dapat diketahui dari beberapa definisi dan
sifat dalam aljabar klasik pada umumnya [2, 5,10]. Beberapa definisi yang berkaitan
adalah sebagai berikut.

Definisi 2.1.1

Misalkan A adalah himpunan tak kosong. Operasi biner © pada A adalah suatu fungsi
O:AxA - A

Definisi 2.1.2

Sistem matematika adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi oleh satu
atau lebih operasi biner.
Definisi 2.1.3

Himpunan K bersama dua operasi biner + dan X pada K dikatakan semila-
pangan jika:

A.  Sistem matematika (% , +) memenuhi aksioma- aksioma berikut:

a. Bersifat asosiatif;

x+ (y+2)=(x+y)+ z,¥x,y,z €EXK.
b. Bersifat komutatif;
x+y=y+ x,Vx,y €X.

c. Terdapat elemen identias O (nol) di K, sehinggax +0 =0+ x = x, Vx € K.
B.  Sistem matematika (X — {0}, x) suatu grup, jika memenuhi;

a. Bersifat asosiatif;

x+ +2)=x+y)+ z,Vx,y,z € X —{0}.
b. Terdapat elemen identitas 1(satuan) di KX — {0} yang bersifat;
x X1=1Xxx=x, Vx € X —{0}.

4 Universitas Indonesia
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c. Menpunyai invers, V x € K — {0} terdapat x~1 € K — {0} yang bersifat:
x I xx=((xx x1)=1.

C. Bersifat distributif kanan ;

x X (y+z2)=( xy)+ (x X 2),Vx,y,z € X —{0}.
D. Bersifat distributif Kiri ;

x+y)xz=(xXx2)+ (y X 2),Vx,y,z € X —{0}.
Definsi 2. 1.4

Himpunan X yang dilengkapi dua operasi biner + dan x pada K dikatakan semi-

lapangan yang komutatif dan idempoten jika:
A.  Sistem matematika (¥, +,%) merupakan semilapangan;
B. Bersifat komutatif terhadap operasi X, yaitux X y=y X x, Vx,y € X;
C. Bersifat idempoten terhadap operasi +, yaitu x + x = x, Vx € K.
Teorema 2.1.5

Unsur nol (0) pada semilapangan K yang idempoten memenuhi 0 X x = 0 = x X 0,

Vx € K —{0}.

Bukti:

Berdasarkan sifat idempoten, kita mempunyai:

1x0 =0= 0x1

0x1 = CLLWF ULy RP

0x1 = (0x1+40x1),kedua ruas ditambahkan —(0 x 1)
0x14+(—(0x1)) = (0x1+0x1)+ (—(0x1))
0x1—(0x1) =0T +40(0 X 1) PE=(0.1))
0 = 0x1+(0x1)—-(0x1)

0 = O0x14+0

0 = 0x1

Dengan demikian, Vx, € K — {0} berlaku 0 = 0 X 1, dengan Definisi 2.1.3 B (c)
1=x1txx=xxx"1, mka 0=0x1=0Xx x"I1xx=0xx1+0)x x =
Oxxtx x)+(0x0x x)=0+(02xx)=0?>Xxx=0Xx.

Terbukti bahwa 0 = 0 X x .

Universitas Indonesia
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Definisi 2.1.6
Diberikan himpunan bilangan real R U {&¢ = —}, dinotasikan sebagai R,, ber-
sama dengan dua operasi biner @ (dibaca o plus) dan ® (dibaca o kali). Jika diberikan
sembarang bilangan x dan y, maka x @ y adalah nilai maksimum dari salah satu bilan-
gan tersebut, dan x ® y adalah penjumlahan dari kedua bilangan tersebut. Dengan de-
mikian sistem matematika yang mempunyai operasi @ dan® yang dimaknakan den-
gan nilai maksimum dan penjumlahan disebut aljabar Max-plus dinotasikan R,,,,,, dan
didefinisikan:
x@y=max (x,y),
x®y=x+y,
untuk setiap x,y € R..
Dari Definisi 2.1.6 operasi biner @ pada R,,,, didefinisikan sebagai nilai maksi-
mum dari dua bilangan. Hal ini berakibat x < y jika dan hanya jikax @y = y.
Teorema 2. 1.7
R.max Merupakan semilapangan yang komutatif dan idempoten.
Bukti:
l. Romax Merupakan semilapangan.
1. Sistem matematika ( Rg, @) memenuhi aksioma- aksioma berikut:
a. Bersifat asosiatif;
x®(y®z) = max (x, max(y,z)) = max(max (x,y),z) = (x®y)Dz
Vx,y,z € Rg.
Jadi operasi @ bersifat asosiatif di R¢.
b. Bersifat komutatif;
x®y =max (x,y) =max (y,x) =y ®&x,Vx,y € Re.
Jadi operasi @ bersifat komutatif di Rg¢.
c. Terdapat unsur nol € = —oo di Rg;
x® e =max(x,—o) = max(—wo,x) =@x, Vx, € Rg¢.

Jadi ¢ = —ooadalah unsur nol di R terhadap operasi .

Universitas Indonesia
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2.

3.

4.

Sistem matematika ( R, — {€}, ®) membentuk suatu grup.

a. Bersifat asosiatif;

xQYRz)=x+y+z)=(C+y+z=xQy)Qz, Vx,y,z € R, — {e}.
Jadi operasi @ bersifat asosiatif di R, — {&}.

. Terdapat unsur satuan e = 0 di R, — {€} yang bersifat;
x®e=x+0=0+x=(e®x) =xVx € R, —{c}.

Jadi e = 0 adalah unsur satuan di R, — {e} terhadap operasi &.

. Untuk setiap x € R — {&}, terdapat x™* = —x € R, — {¢} yang bersifat:

x T @x=(x)+x=x+((x)=(xQ®x 1) =e.

Jadi -x adalah invers (balikan) dari x € R, — {e}terhadap operasi ®.
Operasi @ bersifat distributif kanan terhadap @.
xR (y®z) = x + max(y,z) = max(x +y,x + z) = (xQy)DB(xQ®z),
Vx,y,z € R, — {€}.

Jadi operasi ® bersifat distributif kanan terhadap operasi @ di R, — {e}.

Operasi @ bersifat distributif kiri terhadap @.

(x®y)®z = max(x,y) + z=max(x + z,y + z) = (xQ2)D(yR2),
Vx,y,z € R, — {e}.

Jadi operasi ® bersifat distributif kiri terhadap operasi @ di R, — {e}.

Jadi berdasarkan 1 sampai 4 R4, merupakan suatu semilapangan.

Selanjutnya R4, Semilapangan dikatakan komutatif dan idempoten, jika;

1. Terhadap operasi ® bersifat komutatif;

X Q®y=x+y=y+x=yQx, Vx,y € R¢.
Jadi terhadap operasi ® bersifat komutatif di R,

2. Terhadap operasi @ bersifat idempotent;

poten.

x®x = max (x,x) = x,Vx, € Rg¢.

Jadi operasi @ bersifat idempoten di R,,,45-

Jadi berdasarkan (1) dan (Il) R,,,,, adalah semilapangan yang komutatif dan idem-
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Operasi biner @ pada R, yang merupakan operasi maksimum pada aljabar klasik,
tidak mempunyai invers (balikan). Dengan demikian pada R,, .., Vx € R, tidak terda-
pat y € R, yang bersifat x @ y = max (x,y) = ¢, karena x & y = ¢ jika dan hanya
jika x = ¢ atau y = €. Jadi jelaslah bahwa Vx € R, tidak mempunyai invers terhadap
operasi @ dalam aljabar Max-plus.

Diberikan operasi biner ¢ (dibaca o bagi) pada R,,., Yang didefinisikan sebagai
operasi pengurangan dalam aljabar klasik. Sesuai kaidah pengoperasian, pada aljabar
Max-plus operasi biner @ dan ¢ dilakukan operasi lebih dulu daripada operasi biner .
Contoh 2.1.9
Tabel 1. Pengoperasian dalam aljabar Max- plus

Operasi pada aljabar R,,, .« Operasi pada aljabar klasik Hasil
52 max (5,2) 5
7@ ¢ max (7, —o0) 7
—£@ 12 max (oo, 12) o0
e® e max (0, —o0) 0
8@e max (8,0) 8
7®3 Bed 18 max (7, 3, oo, 18) 18
4Q7 4+7 11
e®9 0+9 9

7® € 7+ (—) —00
6¢4 6-4 2
56 12 ® 3¢9 max (5,12 + 3 — 9)= max (5 ,6) 6
1004 @ 3 ¢9 max (10 + 4,3 — 9)=max (14, —6) 14
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Definisi 2.1.10

Diberikan n € N dengan N adalah himpunan bilangan asli, dan x € R,.x. Pang-
katn € N dari elemen x € R, dalam aljabar Max-plus dinotasikan dengan x®" dide-
finisikan sebagai berikut:
x®" = x\® x® x...Q X =xtx++ x=nXxy, (operasi perkalian dalam

~"
n n

bilangan real biasa).
Jika diperluas pangkat aljabar Max-plus secara umum diperoleh sebagai berikut:

a. Jikax # & dan n = 0, maka x® =e
b. Jikaa € R, maka x®* = ax.
c. Jikan > 0, maka e®" = £ (untuk n < 0 tidak terdefinisi).

d. Jikax,y € Rdann € R, maka (x @ y)®"=n.max (x,y) = max (n.x,n.y)

Contoh 2.1.11
Tabel 2. Pengoperasian pangkat pada aljabar Max-plus

Operasi pada aljabar . 3 - )
P P ) Operasi pada aljabar klasik Hasil
Rmax
5 ®° 0x5 e
7 ®° 3x7 21
1 1
1 1
21®7 e X 21 3
1 1
12 ®3 -3 X 12 —4
4®7" —1x4 —4
1 1
V10 = 10 ®? - X 10 5
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[ lj . ) . .
Operasi pada aljabar Operasi pada aljabar klasik Hasil
Rmax
. 3.max (4,0) =max (3x4,3x0)
(4@ e)® 12
=max (12,0)
. 4. max (2,5) =max (4 X 2,4X5)
(2®5)® 20
=max (8,20)

Beberapa sifat dalam operasi bilangan pangkat pada aljabar Max-plus adalah
sebagai berikut.

Lemma 2.1.12

Untuk setiap n,m € N dan X,y € R .« berlaku:

2. (x®m)®n 1= X®(m®n)

3. x®' g

4. x®" Qy®" = (x@y)®"
Bukti

L x®"Qx® =x®x® x... @ x)+(x® x ®x...Q%)
m Rl
=@x+x+t-+)+@+x+-+ x)

Fmax Fnx =(n+Hm) x

=(m@n). x
3 x@(m®n)
2. (x®H®" = (x® x @x...Q xj)®n =(x + x+-+ x))®n
™ ™
=mx)® = (mx® mx @ mx...Q mx)

—~

n
=(mx +mx+--+mx)=n(mx)=nmx)

:x®(m®)
3. x® =1l.x=x
4. x®" @y®™ =x®x® x..x)+WY®y®y...®y)
m~ ™
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=x+x+-+x)+@Y+y+-+y)

m m
=mx+my=m(x+y)

=m.(x®y) = (x®y)®"

Dalam urutan pengoperasian pangkat pada aljabar Max-plus operasi biner ® di-
lakukan terlebih dahulu daripada operasi biner @.
Contoh: 2.1.13
Tabel 3. Pengoperasian pangkat pada aljabar Max-plus

Operasi pada aljabar R, Operasi pada aljabar klasik Nilai
29’ ® 2%* 2x3+4x%2 14
(4 3% 2 x4 &

38" B x 1 3

3®* @5%* 4 x(3+5) 32

2.2 MATRIKS DALAM ALJABAR MAX- PLUS

Pada subbab ini dibahas pengantar tentang matriks dalam aljabar Max-plus. Seba-
gai bahan rujukan dalam materi ini dapat ditemukan dalam [2,3, 5,10]. Pada subbab 2.1
telah dijelaskan bahwa aljabar Max-plus adalah semilapangan yang idempoten, selan-

jutnya diperkenalkan struktur baru yang disebut moduloid.

Definisi 2.2.1
Diberikan semilapangan yang idempoten (K, +,%) dengan elemen identitas 0 (nol) pada
operasi + dan elemen identitas 1(satu) pada operasi x. Moduloid M atas K adalah him-
punan M yang dilengkapi dengan:

1. Operasi biner +: M x M — M dan elemen identitas O;

2. Operasi biner -: K X M - M;
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dan memenuhi aksioma- aksioma berikut:

a. Bersifat asosiatif; (x +y)+z=x+(y+2),Vx,y,z €M;

b. Bersifat komutatif, x + y =y + x, Vx,y € M;

cC. (@+pB)x=a-x+p-x,Vxe€M,setiapa,p € K;

d a-(x+y)=a-x+a-y, Vx,y € M,setiap a € K;

e.a-(B-x)=(a-B)-x,Vx€M,setiapa,p € K;

f.1-x=x,Vx € M;

9. 0rx=0,Vx €EM.
Definisi 2.2.2

Suatu himpunan matriks berordo m X n dengan m,n € N pada aljabar Max-plus
dinotasikan sebagai Rmx%. Secara lengkap ditulis matriks dalam R} ;" = {A =
(al-j)|aij € Rmax, Untuk i menyatakan baris ke-i dengan i=1,23..m dan j
menyatakan kolom Kke-j dengan j = 1,2,3,..n darielemen tersebut}. Matriks

A e R1x% dituliskan sebagai berikut:

aj1 Qq2 A1n
arq ar, arn
A= :
am1 amz amn

Teorema 2.2.3
Diberikan R%<% yang dilengkapi operasi biner @ pada RLL. ADB =
(a;;)® (b;;) = max(ay, b;j), dengan i,j =1,2,3..,n,VA B € R, dan operasi
biner ® dari R, pada R a ® A = a ®(a;;), setiap a € Ry, VA € RIGE.
Maka RIS~ adalah merupakan moduloid atas R,;, -
Bukti:
RAXM adalah merupakan moduloid atas R,,,,, jika :
a. Bersifat komutatif ;
A®B = (a;;)® (bij) = (bi; )® (a;j) = B® A, VA, B € RN
b. Bersifat asosiatif;
A®B)&C =((a))@® (by))® (ci)) = ((ay)@(by)d(cy))
= (a;))® ((b;))® (cij)) = A®B @ C), VA, B, C € R,
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c. @®PBA =@®P)®(a;)=a®(a;)DBR(a;)=a@AdLR A,
Va ff € Ry dan VA, B, C € RIE;

d a @ADB) =a® ((aij)ea (bi,-)) = a Q(a;;)®a Q(b;;) = (a ®A® a ®B),
Va € R,q dan VA, B, C € R

e a®(B®4) =a®(f&(ay))=a® B(a;) = (a® H)®(ay;)
= (@@ B)R A, Va [ € Ryqx dan VA € R
f. e®A =e®(a;;) = (a;j) = A, VA € R ;
g ¢ ®A = & ®(aj;) = (&;) = V", VA € R
Jadi berdasarkan aksioma dalam Definisi 2.2.1 RL5% merupakan moduloid atas R, -
Definisi 2.2.4
Moduloid M dengan penambahan satu operasi biner X yang dinotasikan dengan
xX:M x M — M disebut aljabar idempoten, jika memenuhi aksioma — aksioma berikut:
a. Bersifat asosiatif; (x X y) X z=x X (y X z),Vx,y,z € M;
b. Terdapat elemen identitas 1 (satu) di M yang bersifat 1 x x = x=x X 1,Vx € M;
c. Bersifat distributif kiri; (x +y) Xz=(xX2z)+ (y X 2),Vx,y,Zz € M;
d. Bersifat distributif kanan; x X (y+z) = (x Xy) + (x X z),Vx,y,z € M.
Teorema 2.2.5
Moduloid Rye» yang ditambah satu operasi biner @ pada Rig» vaitu: AQ B =
(A®B);j = @ =y (@i ® by;) = Maxgers 23,.ny (@i + bij), ¥i,j = 1,2,3 ...n adalah
aljabar idempoten.
Bukti:
a. Bersifat asosiatif;
A®B)®C =(A®B)®0); = (D r=1(au @ bu))® c
=@ 121(D k=1(aix ® b))® c;j =B =1D k=1 aix ® b R ¢
= k=1 ik (B 1L1® b ®c;))=(AB®(BR®());;=AQ (BXC(),
VA,B,C € RVL:
b. Terdapat unsur satuan e™™" (e = 0) yang merupakan matriks berukuran n x n,
dengan elemen — elemen diagonal utama sama dengan e dan elemen-elemen yang

lain sama dengan &. Matriks e™ ™ bersifat e™" ®x = x = x®e™", vx € Rt
max

Universitas Indonesia
Perbandingan sistem..., Mulyadi, FMIPA Ul, 2011



14

Matriks e™ ™ disebut matriks identitas. Dibuktikan e™"™ Q@x = x =x ®e™ ",
Vx € R sebagai berikut:

(@). (e™" ®x);j= ef" ®x1;Dely "®x,;D ... De, " ®xy;, untuk i,j =1,2,...,n.
Dengan e™" = ¢, untuk i # j dan e™" = e, untuk i = j sehingga (e™" ®x);;
dituliskan menjadi;

Untuki=1,j=1- (™" ®x)11 = 17" Qx1,DelS" ®x51 D ... Del" ®x,q
= e®xDecd..Ob¢

= X11

j=2- (™" ®x); = elr" ®x2D ef;" @120 ... D el B x,p

=eQx,DED...DE

= X12
Dan demikian seterusnya, hingga sampai i = j = n, sehingga diperoleh:

(™" ®x);j = Xij-

(). (x®e™™);; = x;Qef " @xpR®e) ;"D ... x;,® ey, uUNtuk i, j =
1,2,..,n. Dengan e™ ™" =g, untuk i # jdan e™ " = e,untuki = j sehingga
(x ® e™™);; dituliskan menjadi :

Untuki=1,j=1-> (x®e™" )1 = x1Qe];" ®x,0 e);"D ... ® x1,Q ;"
=x,,.0eDcD..D¢
= X11
j=2-o(x®e™"); =x1®e;" @ x;,0e,"® .0 x,Q¢e"
=D x, QeDcD..D¢e
= X12
Dan demikian seterusnya, hingga sampai i = j = n, sehingga diperoleh:

(x ® e™™)j = xj.

Dengan demikian dari (i) dan (ii) terbukti bahwa e™" Qx = x =x Qe™ ",
Vx € RN

c. Bersifat distributif Kiri;
(A®B)RC = ((ay)® (bi))® (cxj) = =y (ay ® by)® (cx;))
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= -1 (@) ®(cry) ® (ha)®(ci,))
= (®1: (@®(cr))) @ (®1es (ba)®(ciy)))

= ((aik)®(ckj)) 7] ((bik)®(ckj))
= (AQC) ®(B®C),VA,B,C € R,
d. Bersifat distributif kanan;

A®BAC) = (@)@ ((be)® (i) = Ofr (@)D (b)) (cy))
= Q"_, ((aik)® (by;)® (aik)®(ckj))
= (®81 (@0® (b)) (®es (@B(c)))

= ((a)® (b)) @ ((a)®(ciy))
= (A®B)® (AQ C) ,VA,B,C € R

Dengan demikian dari (a), (b), (c) dan (d) terbukti bahwa R<% adalah aljabar
idempoten.
Definisi 2.2.6
1. Diberikan A € Ry, maka transpose dari matriks A € R:x7 dinotasikan dengan
AT, didefinisikan sebagai:
(aij)T = ().
2. Diberikan € € Rp,qy, dengan(e);; = €, untuk setiap i dan j. Matriks € disebut
matriks nol Max-plus.
3. Diberikan A € R\ dan diberikan n > 0,n € bilangan bulat, pangkat ke n dari
matriks A € R dinotasikan dengan A®", didefinisikan sebagai:
A" =AQRAR®..Q A=AQ A" L,
n
Untuk n = 0, A%° = ™" adalah sebuah matriks identitas. Lebih lanjut dapat di-
perjelas untuk pangkat pada matriks sebagai berikut [4, 9, 10, 12]:

Untuk unsur ke — st pada matriks A%®? adalah:

k
(A®2)St = ®i1=1(AS,l'1® All,t) = maxlsllsk(AS,ll + Ail,t)'
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Untuk unsur ke — st pada matriks A®3 adalah:
(A5 = Oy (B (A5, ®An)) = Oy (Df (A, ®41,,® Ai, )

=maxi<i, i, <k(Asi, + Ay, + Aige)-

201
Dari ilustrasi di atas, maka secara umum unsur ke — st pangkat matriks dalam al-

jabar Max-plus dapat disimpulkan sebagai berikut:

(A% = B o1 (Asip, - (B 1A, ® A, D)= B oy o B 2y (A ,® - B4y, ® Ay, )

=Maxi<iiy.ip, <k(Asip_, + oot A, +4; ).

Selanjutnya jika diberikan A € R}%% dan diberikan sebarang skalar ¢ € R,y
n > 0,n € Z,n adalah pangkat, maka unsur ke — st matriks (@ ® A)®" didefinisikan
sebagai berikut:

((a ® A)®M) e = maxyei iy iy, k(@ +Agy )+ -+ (@+4,,)+ (@+4;,,))

= na + a + o + E;) + maxlsil,iz...,il_l Sk(AS,il_l + = + Aiz,il + All,t)

n
=a®" Q(A®"),, ,untukn = 1,2, ...
Jadi untuk sebaranga € R, dan A € RN n > 0,n € Z, maka berlaku:
(@ ®A)®" =a® @ A®™ untukn = 1,2, ...

Jika diberikan sebarang A € R~ maka trace (A) = @, a;;.

Contoh 2.2.7
1. Diberikan matriks o a T 2 /2 W 5
A_(S —4)’3_(5 g)danC—(l 4 s)
Tentukan:
a. A®B g 3 . 2®(=3) e®2
i s)_< 3 @5 (—4)eae>
B max(2,(—3)) max (g 2) 202
~\ max(3,5)  max((—4),¢) _( e)'
b. 5Q A

2
—5®(3 —4) T 583 5®@(-4)

5 5
- (51 g 5 +JE—€4)) - (273 i)

e) _(5®2 5®c¢ )
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c. B®C -3 2 € 5

s 280 3 )
(3) 20281 (-3)@cd2®4 (- 3)®5€92®£)
520:®1 5ce®e®4 550e®¢
max(—1,3) max(e,6) max(2, s))
max(7 ¢) max(e,e) max(10,¢)

10)

A/—\

d. B®3

UJ
N
®
o)

U-IUJ

M N
N— N
®

-5 e De( 2
®<( 3)(-3)®2Q5 (—3)®2692®e>
5(-3)Pe®5 520 e®¢

max (—6,7) max(—1,¢)
( max (2,¢) max(7,s))

2 & 2

Pl

(-3) ®7D202 (-3) (- 1)@2@7)
5Q7@c®2 50 (-1)®De®7

max (4,4) max (—4, 9))_(4 9)
max (12, €) max (4,&)/) \12 4/

vl
M

UJU-l
M

(931

AA/\A/—\/—\/\A
UJ
]

e UBR™T  _yogperi=(+a+90(, )

12 )= (e 101)

= (24 10):

2.3 TEORI GRAF DAN ALJABAR MAX-PLUS

—12®(

Secara khusus teori graf mempunyai peranan penting dalam masalah sistem

persamaan linier. Sebagai bahan rujukan terdapat pada [2,5,6,11,12]

Definisi 2.3.1

Sebuah graf berarah G adalah pasangan V dan E, dinotasikan sebagai G = (V,E),
dengan V adalah himpunan simpul — simpul dan E < V x V adalah himpunan busur —
busur. Sebuah busur tertentu (i,j) € E dengan i,j € V adalah busur berarah yang arah-

nya dari i ke j.
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Definisi 2.3.2

Diberikan matriks A € RIS, graf terhubung dari matriks A adalah graf G(A4) =
(V,E) dengan simpul V ={1,2,...,n} dan busur E = {(j,i)|a;; # €}. Graf berarah
G(A) = (V,E) dikatakan berbobot, jika untuk setiap busur (i,j) € E dipasangkan
dengan bilangan real a;;. Bilangan real a;; disebut bobot busur (j, i), yang dinotasikan
w(i,j).
Contoh 2.3.3

1 4
-2 3

dan busur E = {(1,1),(1,2), (2,1), (2,2)} dengan bobot masing — masing busur adalah :
1,-2,4,dan 3.
Definisi 2.3.4

Diberikan suatu graf berarah G = (V, E). Sebuah lintasan (path) p dari i ke j da-

Diberikan matriks =( ) , maka graf G(A) mempunyai simpul V = {1,2}

lam graf berarah G adalah barisan berhingga dari busur p = (iy, iy, ...,is4+1) dengan
iy =1, igy1 = Jj, sedemikian hingga setiap (ix,ix41) adalah busur dari graf berarah
G(V,E). Suatu lintasan p yang mempunyai panjang k dinotasikan dengan k = |p|;.
Himpunan lintasan dari i ke j yang panjangnya k dinotasikan dengan P{(i, j) : k}.
Contoh 2.3.5

Diberikan graf seperti berikut:

Gambar 1. Graf ¢ = (V,E)
Dari Gambar 1 barisan busur (3, 2),(2, 2), (2, 1), (1, 1), (1,2) merupakan suatu lin-

tasan dalam graf G = (V, E) yang dapat direpresentasikan dengan 3-2-2- 1 -1 - 2,
dengan panjang 5, karena tersusun atas 5 busur, yang dinotasikan dengan P{(3,2) : 5}.
Lintasan 1-2- 2 -3 =2 mempunyai panjang 4, karena terdiri atas 4 busur dan ditulis
P{(1,2) : 4}.
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Definisi 2.3.6

Sebuah simpul j dapat dicapai dari simpul i diartikan ada sebuah lintasan dari
i ke j. Sebuah graf berarah G = (V, E) terhubung kuat jika setiap simpul dapat dicapai
dari setiap simpul yang lain.
Definisi 2.3.7

Diberikan graf berarah G(A) = (V, E). Sebuah sirkuit adalah suatu lintasan tertu-
tup atau dengan kata lain simpul awal dan simpul akhir sama, sedemikian hingga
i, = is41. Selanjutnya sebuah sirkuit yang terdiri atas satu busur disebut sebuah loop.
Sebuah sirkuit elementer adalah sirkuit yang simpul-simpulnya muncul tidak lebih dari
sekali, kecuali simpul awal yang muncul tepat dua kali. Panjang lintasan terpendek yang
dilalui dari simpul i; ke is adalah jarak. Lintasan dan sirkuit dari G(A) mempunyai bo-
bot, bobotnya adalah ditentukan dari elemen-elemen matriks A € R,
Contoh 2.3.8

Pada graf berarah dalam contoh 2.3.5 lintasan 1-2-3 -1 dan 1-2-1
merupakan suatu sirkuit elementer dengan panjang 3 dan panjang 2. Lintasan 1— 1
dan 1— 2 merupakan suatu loop, karena hanya ada satu busur. Lintasan 1-2— 2 — 3

—2- 1dan3-> 1 - 1 - 2 -2— 3 merupakan sirkuit dengan panjang 5.

Definisi 2.3.9
Diberikan suatu graf berarah berbobot G(4) = (V,E) dengan V = {1,2,...,n}.
Bobot suatu lintasan p dari simpul i; ke iz, dengan panjang § dinotasikan dengan

lolw

lplw = ®}-1a;,,, i, Bobot rata-rata lintasan [p| = =

(perhitungannya dalam aljabar

klasik).
Contoh 2.3.10
Graf G(A) pada contoh 2.3.3 mempunyai lintasan p =1-2- 2 - 1, dengan

lpl, =3 dan ply = ®ic1iy, i = Ok=1 gy, i = Gip iy D Uiy 1, D Ay, 4, =
w21 @w(22) @w(l,2) = ay @ty Q@ ay = -2Q3Q4=—2+3+4=5
lolw _ 5

Bobot rata-rata lintasan p adalah [p] = PR
l
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Berikut ini adalah interpretasi dalam teori graf untuk pangkat k pada matriks
A € R graf terhubung dari A adalah graf G(A). Jika A € R}L% dengan k € N

maka elemen ke-ij dalam A®* € R adalah :

(A®k)ji = max (Ai,ik_1+"'+Ai2,i1+Ai1,j)
1<i,i2,. 0w ik—1<N

= max  (Ap, j+ Aigip -+ Aiiy) » UNtuk setiap i, j
1<it,i2,..ik—1<N

Karena max (A, j* Aigin T+ T Aii) merupakan bobot lintasan dengan
1<iy, 2, mik—1=N

panjang k dari simpul i ( sebagai simpul awal) ke simpul j (sebagai simpul akhir) dalam
graf G(A). Dengan demikian (4%®¥);; merupakan bobot maksimum semua lintasan
dalam graf G(A) dengan panjang k dari simpul i ke simpul j. Jika dalam graf G(A)
tidak ada lintasan dengan panjang k dari simpul i ke simpul j, maka bobot maksimum
didefinisikan dengan «.

Contoh 2.3.11

2 e 1
Diberikan matriks A = (—1 3 g), bobot maksimum semua lintasan dalam
5 IR

G(A) dengan panjang k yang ditentukan dari elemen-elemen di A®%. Misalkan
diberikan k = 2, 3, 4 berikut:

4 3 3 6 6 5 e Wy
A®2=(2 6 e>, A®3=<5 9 3>, A®4=<8 12 6)-

e 4 ¢ e e 6 10 4

Diperhatikan bahwa (A%®2),,= e , maka bobot maksimum semua lintasan di G(4)
dengan panjang 2 yang berawal dari simpul 1 dan berakhir di simpul 3 adalah e .
Lintasan tersebut adalah 1—-2— 3, dan bobot lintasan adalah |p|,, = w(2,1) @ w(3,2)
= a,; ® as;, =—1® 1 = e. Dimana lintasan dengan panjang 2 yang berawal dari
simpul 2 dan berakhir di simpul 3 hanya ada satu lintasan. (4%®2);,= 4 artinya adalah
bobot maksimum semua lintasan di G(A) dengan panjang 2 yang berawal dari simpul 2
dan berakhir di simpul 3 adalah 4. Lintasan tersebut adalah 2—-2— 3 = w(2,2)®w(3,2)
= a,, ®as, =3 ®1=4. Demikian halnya dengan (4%®3),,= 6 yaitu bobot
maksimum semua lintasan di G(A) dengan panjang 3 yang berawal dari simpul 2 dan

berakhir di simpul 1 adalah 6. Lintasan di G (A) dengan panjang 3 ada 4 yaitu
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1).2-2-3-1=w22)QwB2)Qw(13)=0a,,0a3,®a3=3Q1Q

1=5,
(2.2-2-1-1=w22)Qwl2)Qw(l,1)=0a,,Qa;;,Qa;;,=3Qe®
2=05,
(3).2-3-2-1=wB2)QwR23)QOw(l2)=0a3;,8a,38a,,=1QQ
e=z¢,
4.2-2-2-1= wR2)+wR2)+w(1,2)=0a,,R0a,,Ra;; =3Q3X
e =6.

Berdasarkan ke- 4 lintasan di atas, diperoleh bobot maksimum dari lintasan
(A®3%),, = max(5,5,66) = 6. Demikian juga untuk (A®3)s;= 1 vyaitu bobot
maksimum sirkuit dalam G (A)dengan panjang 3 yang berawal dan berakhir di simpul 3
adalah 1. Untuk (4®%),5 = 7 artinya bobot maksimum dari lintasan dalam G (4) dengan

panjang 4 yang berawal dari simpul 3 dan berakhir di simpul 1 adalah 7.
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BAB 111

BEBERAPA PERBANDINGAN DALAM ALJABAR KLASIK
DAN ALJABAR MAX-PLUS
Pada bab ini dibahas beberapa konsep yang meliputi fungsi linier, fungsi afin, sis-

tem persamaan linier dalam aljabar klasik dan aljabar Max-plus.

3.1 FUNGSI LINIER

Pada subbab ini dibahas tentang fungsi linier pada aljabar klasik dan aljabar max-
plus [2, 5, 6, 10].

3.1.1  Fungsi linier dalam aljabar klasik
Definisi 3.1.1.1
Fungsi f:R™ — R" dikatakan fungsi linier, jika memenuhi;

Untuk sebarang a dan b € R™ berlaku :

fla+b) = f(a)+ f(b). 1)
Untuk sebarang a € R™ dan skalar a € R berlaku :
f(aa) = af (a). 2

Contoh 3.1.1.2
Tunjukan f: R = R, dengan f(x) = 3x, untuk setiap x € R adalah fungsi linier
Penyelesaian:
Ambil sebarang x; dan x, € R, maka:
[l +2x3) = 3(x; +x3) =3x1 +3x, = f(x) + f(xz). (3)
dan untuk sebarang x € R dan skalar a berlaku:
flax) = 3ax = a3x = af (x). 4)
Dari (3) dan (4) terbukti bahwa f(x) = 3x adalah fungsi linier.
3.1.2  Fungsi linier dalam aljabar Max-plus
Definsi 3.1.2.1
Fungsi f: Riax = Rmax dikatakan fungsi linier dalam aljabar Max —plus, jika meme-
nuhi:
Untuk setiap x € R,qx, berlaku  f(x) = x @ f(e).
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Dengan memisalkan a = f(e) didapat y = f(x) = a ® x. Akibatnya diperoleh
kemiringan fungsi linier (garis) tersebut y' = f'(x) = 1. Jadi kemiringan semua fungsi
linier dalam aljabar Max-plus bentuk di atas adalah selalu 1.

Fungsi linier y = f(x) = a ® x, mempunyai titik potong terhadap sumbu x yang
diperoleh dengan mensubtitusikan titik (x,e) ke dalam fungsi y = f(x) = a ® x,
sebagai berikut :

y=fx)=a Qx=a+x=e

ca®@x=a+x=c¢e

< a + x = e (kedua ruas ditambah dengan (-a))

oat(—a)+x=e+ (—a)

cetx=e—a

oOX =—a
Jadi titik potong fungsi y = f(x) = a @ x terhadap sumbu x adalah titik (—a, e). Se-
lanjutnya untuk menentukan titik potong fungsi linier aljabar ~ Max-plus
y = f(x) =a ® x, terhadap sumbu y yang diperoleh dengan mensubtitusikan titik
(e,y) ke dalam fungsi y = f(x) = a ® x, sebagai berikut:

y=f(e)=a Qe=a+e

oy=aQ@e=a+e

oy=a+te

oy i
Jadi titik potong fungsi y = f(x) = a @ x terhadap sumbu y adalah titik (e, a).
Grafik fungsi linier y = f(x) = a ® x, aljabar Max-plus sebagai berikut:

yA Rmax

a ‘
Rmax
P

/—a O X

Gambar 2. Grafik fungsi liniery = f(x) =a ® x
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Contoh 3.1.2.2
Tabel 4. Perbandingan fungsi linier aljabar klasik dan aljabar Max-plus
No | Operasi pada aljabar klasik Operasi pada aljabar Max-plus
1. af(x)=1xx aflc)=1Q«x
AY y“Rmax
y=f(x) = x
q o 1
Rmax
/1/0 <
Gambar 3. Grafik fungsi linier Gambar 4. Grafik fungsi linier
y=f)=1xx fX)=1Qx
2. b. f(x) = 2x b.f(x)=2Q x
Yy
i y=f(§) = 2x yARmax
> y=f(x)= 2 ® x
s g
/ % y=f(x) = x // Ve
v X
- 7 y=f(x)=1&® x
e Rmax
2N N Fi (Y72 it — i
/ X
Gambar 5. Grafik fungsi linier Gambar 6. Grafik fungsi linier
y=f(x)=2x f)=2&x

Diperhatikan grafik fungsi linier Tabel 4 di atas, diketahui bahwa grafik fungsi
linier aljabar klasik y = mx diperoleh dengan merotasikan fungsi linier y = x sebesar
0 = arctg m — 45%. Pada fungsi linier aljabar Max-plus f(x) = a ® x diperoleh

dengan menggeser sejajar dengan f(x) = 1 @ x sejauh a satuan.

3.2 Fungsi Afin
Pada subbab ini dibahas tentang fungsi afin dalam aljabar klasik dan aljabar Max-
plus [2, 5, 6, 10].
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Definisi 3.2.1.1

25

Fungsi f: R — R dikatakan fungsi afin dalam aljabar klasik, jika untuk setiap x € R

danadam,n € R berlaku f(x) = mx + n.

Langkah — langkah untuk menggambar grafik fungsi afin klasik sebagai berikut :

1. Menggambarkan grafik fungsi linier untuk f(x) = mx;

2. Mengeser fungsi linier f(x) = mx sebesar n satuan searah sumbu y.

Contoh 3.2.1.2

Tentukan grafik fungsi afin f(x) = 2x + 3.

Selesaian:

LY

y=f(x) = 2x

t

y=f(x) = 2x +3
/

/

3{ /

/y=f(x) = 2x

Y

|

Gambar 7. Grafik fungsi afin f(x) = 2x

3.2.2 Fungsi afin aljabar Max-plus

Definisi 3.2.2.1

Fungsi f: Rmax — Rmax dikatakan fungsi afin dalam aljabar Max —plus, jika meme-

nuhi:

Gambar 8. Grafik fungsi afin
file) =2x +.3

Untuk setiap x € Rpax, danada a, b € Ryqy, berlaku f(x) = (a @ x) @ b.

Dalam aljabar klasik nilai afin, pada titik x dituliskan f(x) = (a @ x)® b =

max (a + x, b). Langkah — langkah untuk menggambar grafik fungsi afin aljabar

Max-plus sebagai berikut :

1. Menggambarkan grafik fungsi linier untuk f(x) = a @ x.

2. Menggambarkan grafik fungsi linier f(x) = b.
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3. Menggabungkan langkah 1 dan langkah 2, kemudian dipilih nilai maksimum
dari kedua fungsi, untuk setiap x € R, 4x-
diberikan

f(x) =(a®x)®b =max (a + x, b) sesuai urutan langkah langkah di atas, sebagai

Untuk memperjelas, gambar fungsi afin aljabar Max-plus

berikut:

VA R

A@x

a
Rmax‘
-a o0 3

y“ Rmax

vi= f)=b

Rmax
(@] x

Gambar 9. Fungsi liniery = f(x) = a ® x

y“ Rmax

[(X)=
/

/a

-a O X

Yo =

Rmax

Gambar 11. Fungsi linier
y=f(x)=a @xdany=f(x) =b

Contoh 3.2.2.2

Gambar 10. Fungsi linier y = f(x) = b

y=ft(>x)/=¢e{x) ® b
v=fCp)=b~__ __ _ _ _
~
1Ta
~
7~ Rmax‘
¥ -a O X<

Gambar 12. Fungsi afin
y=fx)=(a®@x) &b

Tabel 5. Perbandingan fungsi afin pada aljabar klasik dan aljabar Max-plus

No | Operasi pada aljabar klasik Operasi pada aljabar Max-plus
1. Tentukan grafik fungsi afin y = Tentukan grafik fungsi afin y =
flx) =x+3 fle) =1 ®x) &3
Selesaian: Selesaian:
AY v A R
Sf(x) = x+3
3 /y:f(x) = x y_w) @3
~ - g x —_—— _3_ _—— — — — -
3 - -7
Pd -
e 7 Rmax
- -1 O X »
Gambar 13. Gambar 14.
Grafiky = f(x) =x+ 3 Grafiky=f(x)=(1 Q@ x) &3
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Diperhatikan dalam fungsi afin Tabel 5 di atas, diketahui bahwa grafik fungsi linier
aljabar Kklasik diperoleh dengan menggeser fungsi linier y = mx sejauh n satuan searah
sumbu y. Pada fungsi afin aljabar Max-plus diperoleh dengan menggabungkan fungsi
linier f(x) =a ® x dan f(x) = b sehingga diperoleh f(x) = a @ x @ b dan dipilih

dari gabungan keduanya yang maksimum.

3.3 Persamaan Afin
Pada subbab ini dibahas tentang persamaan afin dalam aljabar klasik dan aljabar
Max-plus [2, 5, 6, 10].

3.3.1. Persamaan linier (Afin) pada aljabar klasik

Dari bentuk fungsi afin y = f(x) = mx + n, dengan m, n konstanta dan m # 0,
maka pembuat nol fungsi afin tersebut adalah y = f(x) = 0, akibatnya mx + n = 0.
Sedemikian hingga, mx +n = 0 adalah merupakan bentuk umum persamaan linier
dengan satu peubah. Langkah-langkah dalam menyelesaikan persamaan linier satu
peubah sebagai berikut:

1. Kedua ruas persamaan ditambah atau dikurangi dengan bilangan sebesar n.

2. Kedua ruas persamaan dikalikan dengan bilangan sebesar % atau dibagi dengan
bilangan sebesar m.

Contoh 3.3.1.1
Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan linier 3x + 6 = 0

Penyelesaian:
3x+6 =0
o3x+6+(—6) =0+ (—6) (keduaruas ditambah dengan -6)
<3x+6—6 =0—-6

<3x+0 =—6
o 3x =—6
o 3x x% = —6 X % ( kedua ruas dikalikan %)
3 -6
“ — = —
x 3
o x = —2.
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3.3.2. Pertidaksamaan linier (Afin) pada aljabar klasik

Dari bentuk fungsi afin y = f(x) = mx + n, dengan m,n konstanta dan m # 0,
maka pembuat tak nol persamaan fungsi afin adalah y = f(x) # 0, akibatnya mx +
n # 0. Sedemikian hingga pertidaksamaan tersebut yang mungkin adalah menggunakan
salah tanda relasi “<,<,>,>". Misalkan y = f(x) <0 akibathya mx +n <0,
sedemikian hingga mx +n < 0 merupakan salah satu bentuk pertidaksamaan linier
dengan satu peubah. Langkah-langkah dalam menyelesaikan pertidaksamaan linier satu
peubah sebagai berikut:

1. Kedua ruas pertidaksamaan ditambah atau dikurangi dengan bilangan sebesar n

2. Kedua ruas pertidaksamaan dikalikan dengan bilangan sebesar % atau dibagi

dengan bilangan sebesar m
3. Jika kedua ruas pertidaksamaan dikalikan dengan bilangan sebesar —% atau

dibagi dengan bilangan sebesar - m, maka tanda pertidaksamaan harus dibalik.

Contoh 3.3.2.1
Tentukan nilai x yang memenuhi pertidakasamaan linier 3x + 6 < 0
Penyelesaian:

3x+6 <0

o3x+6+(=6) <0+ (—6) (keduaruas ditambah dengan -6)

-3x+6—-6 <0-6

o3x+0 < -6

o 3x < -6

<—>3x><§ < —6x§(kedua ruas dikalikan g)
3 <—6

(_)_ —
3% =73

X < -2.
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Dalam gambar grafik fungsi linier diperoleh :

Aky

6 fy = f(x) = 3x + 6

i ==

~—

Gambar 15. Grafik pertidaksamaan 3x + 6 < 0

3.3.3. Persamaan afin aljabar Max-plus

Definisi 3.3.3.1
Bentuk umum persamaan afin aljabar Max-plus adalah :
a@xBb=a QxBb', untuk setiap a,a’, b, b’ € R,,,x (1)

a,a’,b,b" € R4, terhadap operasi biner @ tidak mempunyai invers, sehingga (1) ti-
dak dapat dinyatakan menjadi bentuk a @ x @ b = . Maka untuk menyelesaikan per-
samaan afin aljabar Max-plus kita perlukan teorema berikut.
Teorema 3.3.3.2 [2, 6]
Secara umum selesaian persamaan afin aljabar Max-plus (1) adalah sebagai beri-
kut:
a. Jika ((a’ < a) dan (b < b")) atau ((a < a’) dan (b’ < b)), maka (1) mem-
punyai selesaian unik yaitu: x = (b @ b") ¢ (a P a’).
b. Jika a # a'dan b # b’, dan ((a’ < a)dan (b < b’)) atau ((a < a' dan
b' < b)) tidak terpenuhi, maka persamaan (1) tidak mempunyai selesaian.
c. Jika a=a' dan b #b', maka persamaan (1) mempunyai selesaian x >
(b @ b") ¢ a) dan selesaian tidak unik.
d. Jika a # a’ dan b = b’, maka persamaan (1) mempunyai selesaian x <
b¢ (a® a’) dan selesaian tidak unik.
e. Jika a =a’ dan b = b’, maka persamaan (1) mempunyai selesaian untuk
semua x ER.
Bukti:
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Pembuktian selesaian persamaan afin secara geometris:

yARmax /
//
b’ .
b__
7/
V4
/]
a/ , /
/’/ /a/, Rmax >

/ X

Gambar 16. Teorema 3.3.3.2 (a.1)
Persamaan afin (a’ < a)dan (b < b")

YA 4
/ /
b .
o L_
7/
7/
a’/ /
// /a/ Ripax >

/ X

Gambar 17. Teorema 3.3.3.2 (a.2)
Persamaan afin (a < a’)dan (b’ < b)

ARmax A ,
¥ / y /
/ /
b’ v b /
;. | _ b_L_~
7/ / / /
/ / / /
, 1 7 1 7
. / a 4 Rmax > y a 4 Rmax >
7 r e X % 7 X
/ / / /

Gambar 18. Teorema 3.3.3.2 (b.1)
Persamaan afin (a’ > a)dan (b < b")

Gambar 20. Teorema 3.3.3.2 (c)
Persamaan afin (a = a’)dan (b # b")

Gambar 19. Teorema 3.3.3.2 (b.2)
Persamaan afin (a > a’)dan (b’ < b)

ARmax

y /
/
/
b=t |~
/
/

/
/
1/
/ a/, Rmax

Gambar 21. Teorema 3.3.3.2 (d)
Persamaan afin (a # a’)dan (b = b")

Universitas Indonesia

Perbandingan sistem..., Mulyadi, FMIPA Ul, 2011



2.

31

)
N i
R
e
2
5]
e

Ve

Gambar 22. Teorema 3.3.3.2 (e)
Persamaan afin (a = a’)dan (b = b")

Pembuktian selesaian dari persamaan afin:

a. Jika (a’ < a)dan (b < b"), maka selesaian persamaan (1) adalah unik yaitu
x=(Mb®dDb) ¢ (a®a'). Untuk memperolehnya akan Kita tinjau 2 kasus
yaitu:

a.1.Kasus pertama persamaan a®x € b = a'®x:

Untuk menyelesaikan persamaan a®x @ b = a'®x, terdapat dua subkasus
selesaian yaitu:
a.1.1. Selesaian untuk persamaan a @ x = a’ ® x. Subkasus ini tidak mem-
punyai selesaian karena a’ < a.
a.1.2. Selesaian untuk persamaaan b =a’' ® x. Subkasus ini mempunyai
selesaianx = b @ a’'. (2)

a.2. Kasus kedua persamaana @ x @ b = b':

Untuk menyelesaian persamaan a @ x @ b = b’, terdapat dua subkasus

yaitu:

a.2.1. Selesaian untuk persamaaan a @ x = b’. Subkasus ini mempunyai
selesaian x = b'( a. (3)

a.2.2. Selesaian untuk persamaaan b = b’. Subkasus ini tidak mempunyai

selesaian karena b < b’'.
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Selanjutnya, diperhatikan persamaan (2) dan (3). Jika persamaan (2) kita substi-
tusikan ke dalam persamaan (1) maka diperoleh :
i) RuasKiri :
Diperhatikan persamaan (1) ruas kiri yaitu; a @ x @ b dan persamaan (2)
yaitu ; x = b @ a. Jika (2) disubstitusi ke dalam (1) akan diperoleh :
(a®bPa’) D b= max (a+b—a',b)=max (a—a'+b,b).
ii) Ruas kanan :
Diperhatikan persamaan (1) ruas kanan vyaitu; a’'®x @ b’ dan bentuk (2)
yaitu; x = b @ a’. Jika (2) disubstitusi ke dalam (1) akan diperoleh :
(d'@b@aYD®b" = max (a'+b—a',b") = max (b, b") = b'. Dimana
bahwa dalam (1) diketahui b < b’, maka hasil ruas kiri akan memberikan
selesaian yang sama dengan ruas kanan yaitu: max (a—a’ +b,b) =D".
Dengan kata lain max (a —a' + b,b) = max (a —a' + b,b) = b'. Akan te-
tapi, karena a’' < a, Va,a € Ry, makamax (a —a’ + b,b) belum tentu
selesaiannya selalu sama dengan b’, hal ini dikarenakan tidak ada syarat yang
menjamin bahwa nilai (a dan a’) < b. Jadi persamaan (2) yaitu; x = b @ a’
bukan merupakan selesaian dari persamaan (1) yaitu; a@x @b = a'Q@x D b'.
Selanjutnya, jika persamaan (3) Kita substitusikan ke dalam persamaan (1) yaitu
a®x @ b =a'®x @ b', maka diperoleh:
i) RuasKiri :
Diperhatikan persamaaan (1) ruas kiri yaitu; a®x @ b dan persamaan (3)
yaitu; x = b" @ a. Jika (3) disubstitusi ke dalam (1) ruas kiri diperoleh :
(a®b' ®a)®b=max(a+b'—a b)=max (a—a+b',b) =max (b',b) =b'".
ii) Ruas kanan :
Diperhatikan persamaan (1) ruas kanan yaitu; a’x @ b’ dan persamaan (3)
yaitu; x = b’ @ a. Jika (3) disubstitusi ke dalam (1) ruas kiri diperoleh :
(@' 0a)Db = max(a'+b" —a,b’) = max(a'—a+b, b)) = b,
karena dalam (1) diketahui bahwa b < b’. Maka hasil ruas kiri dan ruas kanan
memberikan selesaian yang sama yaitu: b’. Dengan kata lain max (a —a +
b'b) =max (a'—a+b,b)=b". Jadi x=b'Ga=bDb'@a®a’, me-
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rupakan selesaian dari persamaan (1) yaitu: a®x @ b = a’'®x @ b’, dengan
a' <adanb <b'

Sedangkan untuk pembuktian dengan a < a’ dan b’ < b pada persamaan (1)

yaitu; a®x @ b = a’®@x @ b’ akan memberikan  selesaian unik yaitu ; x =

bda=(bdb)D (a®a)dengan langkah — langkah yang sama dengan syarat

a’' <adanb < b’ di atas.

b. Jika #a’, b # b', dan ((a' < a)dan (b < b")) atau ((a < a’) dan (b’ < b))
tidak terpenuhi, maka persamaan (1) tidak mempunyai selesaian.

c. Jika a=a' dan b # b’, maka persamaan (1) mempunyai selesaian x >
(b @ b) ¢ a) dan selesaian tidak unik. Dalam memperoleh selesian (1) kita
tinjau 2 kasus yaitu :

c.1. Kasus pertama persamaan a®x @ b = a'®x :

Untuk menyelesaikan persamaan a @x @ b = a'®x, dengan syarat

a'®x = b'atau x = b'¢ a’, terdapat dua subkasus selesaian yaitu:

c.1.1. Selesaian untuk persamaan a®x = a'®x, dengan syarat a®x = b
atau x >=b¢adengana’ = a. Karena a' = a subkasus pertama
mempunyai selesaian yang merupakan irisan dari x dengan x >
b ¢ a, untuk setiap x € R4, Yaitu daerah yang dibatasi oleh
x=>Db¢a.

c.1.2. Selesaian untuk persamaaan b = a'®x, pada subkasus kedua mem-

punyai selesaian dengan x = b @ a’ . (4)

Selanjutnya, bila persamaan (4) yaitu; x = b @ a’ disubstitusikan ke dalam per-
samaan (1) yaitu; a®x @ b = a'®@x @ b’, akan diperoleh:

i) Ruas Kiri:
Diperhatikan persamaan (1) ruas Kiri vyaitu; a®x @ b dan persamaan (4)
yaitu; x = b @ a'. Jika (4) disubstitusi ke dalam (1) maka diperoleh :
(a®bPa)YPDb=max(a+b—a',b)=max (a—a'+b,b) = b.

ii) Ruas kanan :
Diperhatikan persamaan (1) ruas kanan yaitu; a'®x @ b’ dan persamaan (4)

yaitu; x = b @ a'. Jika (4) disubstitusi ke dalam (1), maka diperoleh :
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(@b Pa)Db' = max (a'+ b —a’,b") = max (b,b") = b', karena dalam
(1) diketahui bahwa b < b’. Maka diperoleh selesaian ruas kiri dan ruas kanan
tidak sama. Sedemikian sehingga (1), dengan b < b’ dan a = a’ mempunyai
dalam kasus ini adalah x > b'¢p a atau x > (b @ b")¢ a.
c.2. Kasus kedua persamaan a®x @ b = b’
Untuk menyelesaikan persamaan a®x @ b = b’, dengan syarat b’ > a'®x

atau x < b'¢ a’ ditinjau dua subkasus. yaitu:

c.2.1. Subkasus pertama adalah selesaian untuk persamaaan ax = b’ dengan
syarat a®x = b atau x = b ¢ a, maka selesaian dari persamaan sub-
kasus pertama adalah irisan antarax = b’'¢p a dengan x = b ¢ a yaitu
x=b'¢a.

c.2.2. Subkasus kedua adalah selesaian untuk persamaaan b = b’, karena
diketahui bahwa b # b’, maka subkasus kedua menjadi penyataan
yang tidak benar.

Berdasarkan kedua subkasus di atas, selesaian persamaan (1) dengan syarat
a=a' dan b < b’ adalah irisan dari x <b'¢pa’ dan x =b'¢p a yaitu
x=b ¢paataux=>(bBb)da .

Sedangkan untuk pembuktian dengan a = a’ dan b > b’ pada persamaan (1)
a®Q@x @b =a’'®x P b" akan memberikan selesaian unik yaitu x = (b @
b") ¢ a, dengan langkah — langkah yang sama dengan syarat a = a' dan
b<b.

d. Jika (a<a' dan b=0Db"), maka selesaian persamaan (1) adalah x <
(b @ b")¢ a. Untuk memperoleh selesaian persamaan (1) yaitu; a®x @ b =
a' ®x @ b’ ditinjau dalam dua kasus:

d.1. Kasus pertama persamaan a®x @ b = a’'Qx ;

Untuk menyelesaikan persamaan a®x @ b = a’®x, dengan syarat a’x > b’

atau x = b'¢ a’, terdapat dua subkasus penyelesian yaitu:

d.1.1. Selesaian untuk persamaan a @ x = a’ ® x, dengan syarata @ x > b
atau x > b ¢ adengan a’ < a. Karena a’ < a subkasus pertama ti-

dak mempunyai selesaian.
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d.1.2. Selesaian untuk persamaaan b = a’' @ x, dengan syarat a @ x < b
atau x < b ¢ a, pada subkasus kedua adalah irisan antara x =b @ a’
dengan x < b ¢ a yaitu x =b @ a’. Dengan demikian pada kasus
pertama mempunyai selesaianx = b @ a'.

d.2. Kasus kedua persamaana @ x @ b = b'.

Untuk menyelesaian persamaan a®x @ b = b’, dengan syarat b’ > a'®x

atau x < b'¢ a’, ditinjau dalam dua subkasus yaitu:

d.2.1. Subkasus pertama, selesaian untuk a®x = b'makax = b" ¢p a (5)

d.2.2. Subkasus kedua, selesaian untuk b = b’, dengan syarat a @ x < b.
Diketahui bahwa b = b’, maka subkasus kedua selesian persamaan
tersebut adalah irisan antara x dengan x < b ¢ a untuk setiap

X €E Ry adalah x < b ¢ a.

Selanjutnya, bila persamaan x = b’ @ a disubtitusikan ke dalam persamaan
(1) yaitu: a®x @ b = a'®x @ b’, maka diperoleh:
i) Ruas Kkiri :
Diperhatikan persamaan (1) ruas Kiri vaitu; a®x @ b dan persamaan (5)
yaitu; x = b'Q a. Jika (5) disubstitusi ke dalam (1) diperoleh:
(a®b'@a)® b= max (a+b" —a,b)=max (b',b) = b'.
ii) Ruas kanan :
Diperhatikan persamaan (1) ruas kanan yaitu; a'®x @ b’ dan persamaan (5)
yaitu; x = b'@ a. Jika (5) disubstitusi ke dalam (1) diperoleh :
(a'®b' @a) Bb" = max(a'+b' —a,b) = (a'"—a+b', b') #b', hal ini
dikarenakan a < a’ untuk setiap a, a’ € R,,,4x-
Dengan demikian diperoleh selesaian ruas kiri dan ruas kanan tidak sama. Ka-
rena a < a’ dan b = b’ maka selesaian persamaan (1) dalam kasus kedua ada-
lah x < b'pa’ataux < b ¢ (a B a").
Sedangkan untuk a > a' dan b = b’ pada persamaan (1) mempunyai selesaian
x < b ¢(a® a), dengan langkah — langkah yang sama dengan syarat a < a’ dan
b=b".
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Contoh 3.3.3.3

Tentukan nilai x yang memenuhi persamaan:

a 4QxP2=10x D 6
Persamaan afin aljabar Max-plus di atas memenuhi Teorema 3.3.3.2 bagian a, maka
selesaiannyaadalahx = 2@ 6)p(4 P 1) »>x=6¢p4 > x=6— 4= 2.

b. 5x P 2=5Qx P 7
Persamaan afin aljabar Max-plus di atas memenuhi Teorema 3.3.3.2 bagian ¢, maka

selesaiannya adalah x > (2 @ 7)¢p5->x=7¢p5 »x>7—-5 - x = 2.

36

Contoh 3.3.3.4
Tabel 6. Perbandingan persamaan linier pada aljabar klasik dan persamaan afin aljabar
Max-plus
No | Operasi pada aljabar klasik Operasi pada aljabar Max-plus
1. Tentukan nilai x yang memenuhi | Tentukan nilai x yang memenuhi per-

persamaaa linier berikut:

adx—-8=0

Penyelesaian:

4x — 8 =0
4x—8+8 =048
4x =8

4 _ 1
b — —8XZ
4 8
2% 4

X =

Nilai x dari persamaan 4x —8 = 0
adalah 2.

samaan:
a 2Q0x P 4 =3Qx P 2
Penyelesaian:

Persamaan afin aljabar Max-plus
di atas memenuhi teorema 3.3.3.2
x=(4®2)¢
2®3)=4¢p3=4—3. Jadi

nilai yang memenuhi persamaan

bagian a, maka

adalah x = 1.
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b.4x —8>0 b. 2Qx P8 =3Rx P 8
Penyelesaian: Penvelesaian:

4x — 8 >0 y '

4x—-8+8 =0+38 Persamaan afin aljabar Max-plus
4x =8 diatas memenuhi teorema 3.3.3.2
4xx 7 z8x7 bagian d, maka x < 8¢ (2@ 3)
4 8

2% 21 ->x<8p3 »x<8-3

x > 2 — x < 5. Jadi selesaiannya adalah
Nilai x dari persamaan 4x — 8 = 0 2 -
adalah x > 2. R

3.4 Sistem Persamaan Linier

Pada subbab ini dibahas tentang sistem persamaan linier dalam aljabar klasik [1]
dan aljabar Max-plus [2, 5, 6, 10, 12].
3.4.1 Sistem Persamaan Linier [SPL] Aljabar Klasik

Sistem persamaan linier dalam aljabar klasik dua peubah (variabel) secara umum
dituliskan sebagai berikut:

ax+ by =c¢; (aq, by keduanya tidak nol)

a,x +b,y=c, (a,, b, keduanya tidak nol)
Kedua sistem persamaan linier di atas dapat diilustrasikan dalam grafik kartesius yang
berbentuk garis; sebut #; dan#,. Selesaian sistem persamaan linier ada tiga, yang

berpadanan dengan titik — titik potong £, dan €.

1. Jika garis ¢; dan®, Dberpotongan di satu titik (% - %), maka sistem
2 2
persamaan linier mempunyai selesaian tunggal.
2. Jika garis ¢, dan®, berhimpit dibanyak titik (%z %z z—l) maka sistem
2 2 2

peramaan linier mempunyai selesaian banyak.

3. Jika garis ¢, dan ¢, saling sejajar (% == C—l) maka sistem persamaan linier
2 2

C2

tidak mempunyai selesaian.
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Contoh 3.4.1.1

Tentukan nilai x dan 'y yang memenuhi SPL berikut:

3x +2y =9 (1)
|

2x+y=>5 2)
Penyelesaian:
Dengan mensubtitusikan (2) ke dalam (1) diperoleh x = 1dany = 3. Pada grafik

kartesius kedua garis berpotongan pada titik x = 1 dan y = 3, yaitu:

/w
W D X
©
~~
N

Gambar 23. Grafik SPL 3x 4+ 2y =9 dan
2x+y =5
3.4.2 Sistem Persamaan Linier aljabar Max-plus Bentuk AQ x@® b=PQx® q
Sistem persamaan linier aljabar Max-plus secara umum berbentuk A @ x @ b =

P ® x & q. Di samping bentuk umum, ada dua bentuk khusus sistem persamaan linier
aljabar Max-plus yang dibahas yaitux = A®@ x @ b dan A ® x = b. Sistem persa-
maan linier aljabar Max-plus AQ x ® b = P ® x @ q, dengan A dan P adalah matriks
berukuran n X n dan b dan g adalah sebuah matriks berukuran n x 1. Dalam mencari
selesaiannya sistem persamaan linier aljabar Max-plus bentuk umum diubah ke dalam
bentuk kanonik.
Definisi 3.4.2.1

Sistem persamaan linier aljabar Max-plus A® x @ b = P @ x @ q dikatakan ber-
bentuk kanonik jika A, P, b dan ¢ memenuhi:

1. Jika aij < bij, maka a;jj =€ danjika aij > bij, maka bij = €.
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2. Jika b; < q;, maka b; = ¢ dan jika b; > q;, maka q; = «.
Bentuk umum sistem persamaan linier aljabar Max- plus A® x @ b = P @ x @ q untuk
menentukan selesaiannya diubah ke dalam bentuk kanonik dengan cara mengubah:

e Jikaa;; <p;;, makaa;; = € dan jika a;; > p;; makap;; = e.

e Jika b; < q;, maka b; = ¢ dan jika b; > q;, maka q; = «.
Selanjutnya, sistem persamaan linier aljabar Max- plus AQ x® b = P @ x @ q yang
telah diubah kedalam bentuk kanonik dapat diselesaikan dengan cara seperti menyele-
saikan sistem persamaan linier dalam aljabar klasik. Selesaian dalam sistem persamaan
linier aljabar Max- plus A ® x @ b = P ® x @ g mempunyai tiga kemungkinan:

1. Tidak terdapat selesaian.

2. Mempunyai selesaian yang tunggal.

3. Mempunyai selesaian yang banyak.
Akan tetapi sistem persamaan linier aljabar Max- plus AQ x @ b = P ® x @ g, belum

dapat ditentukan jenis selesaianya.

Contoh 3.4.2.2
Selesaikan sistem persamaan linier aljabar Max- plus berikut :
¢ e e(D)=( He() e(3) o

Sistem persamaan di atas diubah menjadi bentuk kanonik yaitu:

;e e() -G Jeze()

(e®x;) D (BAxy) 5R®x) B (e®x7)
(é@ii)@@@ii))@(i) E ((2@2)@;@2)) (5)
(max(e®x1,3®x2))®(e) max (5® X1, £ ® Xy) 3
max (& ® x1,3 ® x;) 1 :(max(2®x1,s®x2))$(1)
3®

Gex)® () (3840 (?)

Dengan demikian diperoleh dua persamaan afin yaitu:

a).3® X7 =5Qx, ®3
0).3@x®1 _,gx @1

Dengan mensubtitusikan persamaan afin (a) ke dalam persamaan afin (b) dipero-

leh persamaan afin yang baru yaitu: 5® x; @ 3 = 2 ® x; @ 1. Berdasarkan Teorema
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3.3.3.2 (b), persamaan afin 5® x; @ 3 =2 ® x; @ 1 tidak menpunyai selesaian, karena
tidak memenuhi salah satu dari persamaan afin yang mempunyai selesaian. Dengan de-

mikian sistem persamaan (1) tidak mempunyai selesaian.

Contoh 3.4.2.3
Selesaikan sistem persamaan linier aljabar Max- plus berikut;
C e e(1)=G el e(35) @

Sistem persamaan di atas diubah menjadi bentuk kanonik yaitu:

¢ e e(y) - Jdez)e(3)

(e®x1)® B®x2) 5®x1) D (e®x2)
(é@ii)@(mg))@@ :<<2®§1>@(§®§§)>@(§)
(e o L SESY > (] i Sl " e )

Gex)e(d) ~(ex)e ()
Dengan demikian diperoleh dua persamaan afin yaitu:

2).3x, 1 =5®x1

b). 3 ® x =2Q®x1 603

Dengan mensubtitusikan persamaan afin (b) ke dalam persamaan afin (a) dipero-

leh persamaan afin yang baru yaitu: 2 ® x; @ 3 =5 ® x;. Berdasarkan Teorema 3.3.3.2
(@) maka selesaian persamaan afin 2 ® x;@® 3 = 5® x; adalah x;, = (b @ b)¢p (a B
a') yaitu: x; = (3@ e) ¢ (5 2) = -2. Selanjutnya hasil selesaian dari x; = —2

disubtitusikan ke (b) diperoleh x, = e. Sedemikian sehingga selesaian sistem persa-

- . R M
maan linier aljabar Max-plus (2) adalah (xz) = ( o )
Contoh 3.4.2.4
Tentukan selesaian dari sistem persamaan linier aljabar Max- plus berikut adalah
2 5 X1 4 _r4 =2 X1 3
(g 5)®(x2)®(1)‘(4 —1)®(x2)®(3) (3)

Sistem persamaan linier di atas diubah menjadi bentuk kanonik yaitu:

¢ del)e(y) -3 Do) e(s)
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(e®x1) D(GB®xy) (4Qx;) D (e®xy)
((i®$1)ea(5®i2))@(g) :<(4®;)@(z®§2))@(§)
(e ®x1,5® x,) 4®x;,e®Xy)
(e or5@)®(2)  =(rerar cory)®(5)

Gox)e () ~(1ox)e ()
Dengan demikian diperoleh dua persamaan afin yaitu:

a).5Q@x, B4 =4Qx;

b).5Q® x, =4Qx D1

Dengan mensubtitusikan persamaan afin (a) ke dalam persamaan afin (b) dipero-

leh persamaan afin yang baru yaitu: 5 ® x, =5 ® x, @ 4. Berdasarkan Teorema 3.3.3.2
(c) maka selesaian persamaan afin 5® x; =5Q® x, @ 4 adalah x, = (b @ b') ¢ a)
yaitu: x, = (¢ @ 4) ¢ 5) - x, = —1. Selanjutnya hasil selesaian dari x, = —1 disubti-

tusikan ke (b) diperoleh x; = e. Sedemikan sehingga selesaian sistem persamaan linier

aljabar Max-plus (3) adalah {( 2) |x2 > B A 4 > e}.
3.4.3 Sistem Persamaan Linier aljabar Max-plus Bentuk x=AQx® b

Untuk mencari selesaian sistem persamaan linier aljabar Max-plus bentuk
x = A ® x @ b. Pandang bahwa A adalah matriks persegi yang berukuran n x n dan b
adalah matriks kolom yang berukuran n X 1. Selesaian di atas erat kaitanya dengan ben-
tuk graf dari suatu matriks. Bentuk graf dimaksud adalah graf preseden yang didefinisi-

kan sebagai berikut:

Definisi 3.4.3.1.
Diberikan A € Rj%:. Graf preseden matriks A adalah graf berarah berbobot

G(A) = (V,E)dengan V = {1,2,..,n} dan E = {(j, D)|a;; # €}.

Contoh 3.4.3.2
3 1 ¢

Diberikan A = <2 —4 1), graf preseden dari matriks A adalah graf berarah berbo-
1 e 2

bot G(A) = (V,E) dengan V = {1,2,3} dan E = {(1,1),(2,1),(3,1), (2,1),(2,2)(3,2),
(3,3)}. Bila disajikan dalam gambar adalah sebagai berikut:
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Gambar 24. Graf G(A) = (V,E)

Teorema 3.4.3.3[2, 5, 12]
Diberikan A € RI%<%. Jika hanya ada sirkuit dengan bobot nonpositif di G(4),

maka selesaian untuk sistem persamaan linier Aljabar Max-plus bentuk x =

AQx@®b adalahx =A* @b, dengan A*=e DABA® @ .0 4% " ©4a%" ' o ..

Lebih lanjut jika semua sirkuit G(A) berbobot negatif, maka selesaian sistem persa-

maan linier aljabar Max-plus bentuk x = A ® x @ b adalah tunggal.

Bukti:

Eksistensidarix = A* ® b

a.
1)

Keberadaan dari x = A" ® b.

Elemen- elemen A™ adalah merupakan bobot maksimum dari semua lintasan
dengan panjang n yang menghubungkan simpul j ke simpul i.

A=e @AD" @ .04 @ 4®"" @ .., maka (4"),; adalah bobot mak-
simum dari semua lintasan yang mungkin, yang menghubungkan simpul j ke
simpul 1.

(A);; ada jika dan hanya jika tidak ada komponen yang terhubung secara

kuat di G(A) yang mempunyai sirkuit dengan bobot positif.

Bukti:

(=) Andaikan ada komponen yang terhubung kuat di G (A)yang mempunyai sir-

kuit dengan bobot positif.

Misalkan:  Sirkuit i; —» i, » i, »i; mempunyai bobot +a artinya
k
(a°%)

bot +2a. (A®nk) mempunyai bobot minimal +na. Akibatnya (4); ;, tidak

i1iq

mempunyai bobot minimal+a. (A®2k) mempunyai minimal bo-

iyiq l1iq

ada, karena komponen (A®nk) makin besar ketika n — oo, Hal ini kontra-

i1q
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diksi dengan (A*);; ada. Jadi pengandaian salah, haruslah tidak ada komponen

yang terhubung kuat di G (4) yang mempunyai sirkuit dengan bobot positif.

(<€) Andaikan (A4%);; tak ada. Maka (A");; tidak mempunyai lintasan yang berbo-
bot maksimum. Maka bobot lintasan dari simpul j ke simpul i semakin besar
dengan semakin panjangnya lintasan. Sedemikan hingga, karena bobot lintasan
semakin besar maka bobot sirkuit i - i atau j — j juga semakin besar. Jadi
ada sirkuit dengan bobot positif, maka kontradiksi. Sehingga pengadaian salah,
haruslah (A*);; ada. Berdasarkan Teorema 3.4.3.3, maka syarat perlu dan sya-
rat cukup, keberadaan A*®b terpenuhi. Selanjutnya akan ditunjukan bahwa
x = A*®b adalah selesaian dari x = AQx b.

X =AQx Db =AQ (A"®b)Db=4AQ A"Q®b ©e®b
=(AQ A" ®e)®b
= (A® (e®ADA®’D .0 A" D A®" ' D ..) De)®D
= (AR e®A®’D .. DA A B .. ) De)®D
= (40A%%D .0 A" 9 A" @ .. ®e)® )b
= (e®A®’D .. ®A" AP D .. )R D
= A"®b

b. Ketunggalan selesaian darix = A*® b

®n+1

Untuk Menunjukan ketunggalan selesaian dari persamaan x = A ® x @b. Mi-
salkan x adalah selesaian x = A @ x @b. Subtitusikan x kedalam A ® x @b,
yaitu:
x =AQx®h=A4 AR x®b)®b
=AQARQxDARDL Db
=A% QxDA®b®b (bila dilakukan subtitusi nilai x secara terus
menerus, akan diperoleh);

—A®" Rx® A" ' RDLD .. DA QPDARDDD
=@ (4% @b) ® (4" ®x) (b.1)
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Elemen- elemen A®" adalah bobot maksimum dari lintasan dengan panjang n.
Untuk n cukup besar, setiap lintasan mengandung satu atau lebih sirkuit elementer se-

bagai sublintasan. Jika n — oo banyaknya sirkuit elemeter yang terjadi menuju co. Ka-
rena sirkuit di G(A) mempunyai bobot negatif, maka elemen-elemen A®" — & untuk
n — oo, yaitu:
A®"®@x = e@®x = ¢
Jadi, untuk n — oo persamaan (b.1) menjadi =A* ® b, dengan demikian :
(48 ®b)=(A®' )®b=A"Q®b.

=(eDABDAD.. DAV 'D.)Rb

=A"®b

= x (terbukti)

Contoh 3.4.3.4

Tentukan penyelesain dari sistem persamaan linier aljabar max-plus x = (:1 2 )

Rx@(;)
Penyelesaian:
x =(e®A DA’D.. DAV 1D .)RD)

-(€ Do Yo He(2 Hen)s(d)
(% Do)

- (c3)
;)

X = (421) Jadi selesaian x = (:; _21) Qx®d (;) adalah x = (;)

Teorema 3.4.3.5[2, 10, 12]

Diberikan A € R, Jika semua sirkuit dalam G (4) mempunyai bobot nonposi-
tif maka A" =e @ADA® @ .. A" .
Bukti:

Universitas Indonesia
Perbandingan sistem..., Mulyadi, FMIPA Ul, 2011



45

Karena matriks A berdimensi n X n maka banyak simpul dari graf G(A) adalah
n. Sehingga semua lintasan dengan panjang [ > n tersusun dari k sirkuit dengan jum-
lah panjang semua sirkuit kurang dari [ dan ada suatu lintasan dengan panjang kurang
dari n. Sehingga untuk setiap [ > n dan untuk setiap p,q € {1,2,3,...,n} terdapat
r € {1,2,3,...,n} sehingga:
(A®l)pq:(A®m)pq+ Z{-‘(A‘X’ti)ri,ri dengan0<m<n-1,1<t;<n,1<7r,<n dan

k=1,23,..
Karena semua sirkuit mempunyai bobot nonpositif, maka untuk setiap [ > n dan untuk
setiap i,j € {1, 2,3, ..., n} berlaku (A®l)l-j < (A®m)ij dengan0 <m<n-—1.
Akibatnya (A% <A @A @A D . ©A®" Viz=n.
AP < e@ADAY’ D .. ®AP" ' Vizn.

Dengan demikian A" = e @A D A" @ ... A®" .
3.4.4 Sistem Persamaan Linier Aljabar Max-plus Bentuk A® x = b

Sistem persamaan linier aljabar Max-plus A ® x = b, tidak selalu mempunyai
selesaian. Sehingga untuk menentukan selesaian A ® x = b dapat diperlemah dengan
mendefinisikan beberapa konsep subselesaiannya.
Definisi 3.4.4.1

Diberikan R,,,, merupakan himpunan R U {—oo} U {+0} bersama operasi @

dan ® yang didefinisikan sama seperti pada R, serta didefinisikan —co®oo = oo.
Definisi 3.4.4.2

Subselesaian sistem persamaan linier aljabar Max-plus A ® x = b adalah x jika
memenuhi A ® x < b. Subselesaian selalu ada, yaitu x; < b; — A
Teorema 3.4.4.3

Subselesaian terbesar dari sistem persamaan linier aljabar Max-plus A ® x = b,

i, Vi,j=1,2,3,..n

dengan A adalah matriks n X n dan b adalah matriks n x 1 dengan elemen- elemen ma-
triks di R4, adalah epx = (e¢ph)®A. Bila dalam aljabar klasik dapat ditulis menjadi
—X; = max(— b; + A;;) untuk setiap i,j=1,2, ..., n.

Bukti :
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Pandang bahwa:
A1 @ x1BA1; @ %@ ... DA, @ xy < by
A®x <b o | An @ x1Ohx ®xZE:B @Ay, @ x, < b,
Ay @ x,BA,, @ xzéa e ®Ap, ® x, < by,
o {@®;(4;; ® x;) <b;,Vvidanx € Rpg}
o {4,;®x; <b, Vijdanx € Ry}
o {A;j+ x; < b, Vi,jdanx € Rpygx}
o{x; < bj—A;,Vi,jdanx € Ryark
o {xj £ min (b; — A4;;), Vj dan x € Rpax}
o {—xj =max;(=b; + A;;), Vj dan x € R, }
Jadi subselesaian terbesar dari sistem persamaan linier aljabar Max-plus A ® x =
b adalah setiap vektor X yang komponen- komponennya memenuhi —X; = max;(—b; +
A;j), v j. Jika vektor x" = (x1,x3, ..., x5)" didefinisikan dengan —x; = max;(—b; +
Aij) Vj =1,2,...,n. Maka akan diperoleh:
{—xj =max;(=b; + A;;),Vj} & {x{ = min ;(b; — Agj), Vj dan x' € Rpax}
© {xj < (b; — A;; ), Vi,j dan x" € Rypqr}
o {@;(4;; ®x)) <b;,Vidanx' € Ry}
< {A®x" <b}
Jadi vektor X tersebut merupakan subselesaian sistem persamaan linier AQ x = b
Karena —%; > max;(—b; + A;;) = —x/,Vj. Maka %; < x{,Vj, akibatnya # < x". Da-
lam menentukan subselesaian A ® x = b, mula — mula dilakukan dengan menghitung

x' = A* ®(—b), yang ditunjukkan sebagai berikut:

—X1 max;(—b; + Ai1) max;(Ay; — b;)
' = | =% | = | max;(=b; + Ai) | _ [ max;(Aiz — b;)
—Xn max;(—b; + Ay) max;(Apm — by)

A1y ® (=b1) @ 421 @ (=b2) © -+ @ Ay ® (=Dy)
' A1y @ (=b1) ® Az Q@ (=b2) © B Az ® (=Dy)

Ain ® (=b) ® Az ® (=by) D @ Ay ® (=byn)
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Ajn An A1 —by
—x = A Ay Am2 Q —.bz

Ain A Amn)  \~bp
—x' = A* ®(~b)

Contoh 3.4.4.4
Tentukan selesaian sistem persamaan linier aljabar Max-plus berikut dengan terlebih

dulu menentukan subselesaian terbesarnya.

@ <)el=(4)

—4
Mula-mula dihitung : —x = A'®(—bh) —» —x = (_23 | 5)®<—4) -
e € _10

-3 sy : Lo ks
—x= ( 4). Dengan demikian subselesaian terbesar dari sistem persamaan linier terse-

but adalah (i) Untuk melihat kesahihan selesaian tersebut, disubtitusikan (i) pada

2 -3 4
(1 e )®(§1):(4>yaitu:
2
5 ¢ 10

2 -3 4
Akan memberikan hasil <1 e >® (2) = <4 ) Maka (2) merupakan selesaian dari
4 4
5 10
sistem persamaan linier Aljabar Max-plus di atas.
Contoh 3.4.4.5

Tentukan selesaian sistem persamaan linier aljabar Max-plus berikut dengan terlebih

dulu menentukan subselesaian terbesarnya.

o))

-6
Mula-mula di hitung : A* ®(—b) = (_23 i i) ®< —7) = (
—-10

—4

_7). Dengan demikian

4

subselesaian terbesar dari sistem persamaan linier tersebut adalah (7

). Untuk melihat

2 =3 6
kesahihan selesaian tersebut, disubtitusikan (L;) pada (1 e >® (2) = < 7 ) yaitu:
5 ¢ 10
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2 -3 4 6 6 4
Akan memberikan hasil (1 e >®( ) = (7) * <4> Maka (7) bukan merupakan

5 ¢ 9

2

selesaian dari sistem persamaan linier aljabar Max-plus di atas tetapi merupakan

subselesaian.
Contoh 3.4.4.6

Tabel 7. Perbandingan sistem persamaan linier pada aljabar klasik dan aljabar Max-plus

sistem persamaan linier berikut:

No | Operasi pada aljabar klasik Operasi pada Aljabar Max-plus
1. | Tentukan nilai xdany yang memenuhi | Tentukan nilai x yang memenuhi
sistem persamaaa linier berikut: sistem persamaan linier berikut:
2x+4y =10 (1) 4 2 X1 2y _ (5 1
(1 2) ®(Xz) ® (1) a (2 1)
6x + 12y = 30 (2) X, 3
- 8()e(y) &
Penyelesaian:
Dengan mensubtitusikan (1) ke (2) Laeles
diperoleh 0 = 0. Maka SPL tersebut SPL di atas diubah menjadi bentuk ka-
: : .. | nonik yaitu:
mempunyai selesaian banyak , hal ini
e 2 X1 € 5 ¢
karena Z_:: Z_:: Z—: Dalam  grafik (g 2) ®(x2) © (1) (2 g)
X
kartesius kedua garis ~mempunyai ®(x;) ® (i)
kemiringan yang sama dan berhimpit | hengan demikian diperoleh dua persa-
disemua titik sebagai berikut: maan afin yaitu:
13 .20X,=5Qx; ®3
b).2Q@x, ®1=2@x; D1
SN Dengan mensubtitusikan persamaan afin
\ (a) kedalam persamaan afin (b) dipero-
N g leh persamaan afin yang baru vyaitu:
5x; @ 3=2®x; @ 1. Berdasarkan
Gambar 25. Grafik SPL 2x + 4y = 10 Teorema 3.3.3.2 persamaan afin 5 ® x;
dan 6x + 12y = 30 ®3=2Qx; @ 1tidak mempunyai se-
o .| lesaian, karena diperoleh persamaa afin
2| Tentukan nilai x dany Yyang memenuhi

dengan a # a' dan b’ # b dan a > a’
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(1)

x+y=26

x+y=4 2)

dan b’ < b yang tidak memenuhi salah

satu dari persamaan afin yang mempu-

) nyai selesaian. Sehingga sistem persa-
Penyelesaian: y 99 P

Bentuk sistem persamaan linier di atas maan (1) tidak mempunyai selesaian.

tidak mempunyai selesaian, karena
&= Dy S palam grafik  Kartesius
a b C2

kedua garis  tersebut =~ mempunyai

kemiringan yang sama dan saling sejajar

sebagai berikut:

-
N

Gambar 26. Grafik SPLx+y =6
danx +y =4

Diperhatikan dari Tabel 7, penyelesaian sistem persamaan linier pada aljabar
klasik dua variabel diperoleh dengan menentukan titik potong kedua garis dari
persamaan pada grafik kartesius . Akan tetepi hal ini akan lebih sulit dilakukan untuk
yang lebih dari dua variabel, sehingga untuk yang lebih dari dua varibel dapat dilakukan
dengan eleminasi atau subtitusi. Pada sistem persamaan linier aljabar Max-plus
penyelesaiannya dilakukan dengan mengubah kedalam bentuk kanonik, sehingga
diperolen persamaan afin. Penyelesaian persamaan afin aljabar Max-plus dapat

dilakukan dengan menentukan titik potong kedua ruas persamaan afin.
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BAB IV
PENUTUP

4.1  Kesimpulan

Diberikan himpunan bilangan real R U {—o}, dinotasikan sebagai R., yang
dilengkapi dengan dua operasi biner @ dan . Jika diberikan sembarang bilangan
xdany, maka x @ y didefinisikan sebagai nilai maksimum dari salah satu dari
bilangan tersebut, dan x & y didefinisikan sebagai jumlah dari kedua bilangan tersebut.
Sistem matematika (R,,®,®) disebut aljabar Max-plus dan dinotasikan dengan R, 4.
Aljabar Max-plus merupakan salah satu struktur aljabar yang semilapangan komutatif
idempoten dengan elemen identitas pada operasi penjumlahan @ (elemen nol) adalah
¢ = —oo dan pada operasi perkalian & (elemen satu) adalah e = 0.

Himpunan matriks persegi berukuran n x n dengan elemen-elemen di R,,.x
dinotasikan sebagai R}L:.  Matriks dalam aljabar Max-plus yang dilengkapi operasi
biner @ pada R1.<: dan satu operasi &® dari R, pada R, maka RiLs: merupakan
moduloid atas R,,., - Moduloid yang ditambah satu operasi biner & dari R,,,, pada
R membentuk aljabar idempoten. Pengoperasian matriks dalam aljabar Max-plus
sama dengan pengoperasian matriks di aljabar klasik, yaitu banyaknya baris dari matriks
yang dikali sama dengan banyaknya kolom dari matriks pengalinya. Fungsi linier
y = f(x) = a @ x dalam aljabar Max-plus mempunyai kemiringan 1.

Sistem persamaan linier aljabar Max-plus secara umum berbentuk AQx @ b =
P®x @ q, untuk menentukan selesaianya diubah ke dalam bentuk kanonik. Untuk
menentukan selesaian sistem persamaan linier bentuk x = AQx @ b adalah dengan
pendekatan graf presenden dan bentuk A®x = b, dengan memperlemah dengan

subselesaian (subsolusi).

4.2 Saran
Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan mencari polinomial karakteristik, nilai

eigen dan vektor eigen dalam aljabar Max-plus .
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