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ABSTRAK

Nama : Dewi Putrie Lestari
Program Studi : Matematika
Judul : Pengaruh Strategi Pulse Vaccination terhadap Pencegahan

Penyebaran Penyakit Campak

Penyakit campak merupakan penyakit menular dan sangat berbahaya. Oleh karena
itu, perlu dilakukan suatu upaya untuk mencegah terjadinya penyebaran penyakit ini.
Salah satu cara yang efektif untuk mengatasi penyebaran penyakit ini adalah
vaksinasi campak. Strategi vaksinasi dibedakan menjadi dua, yaitu strategi constant
vaccination dan strategi pulse vaccination. Tesis ini membahas pengaruh strategi
pulse vaccination terhadap pencegahan penyebaran penyakit campak dengan
menggunakan model epidemik SIR (Susceptible, Infectious, Recovered).
Berdasarkan pembentukan model tersebut, diperoleh suatu nilai ambang batas
epidemik yang digunakan sebagai batasan untuk analisis selanjutnya. Analisa sistem
dinamik pada model dengan menentukan solusi periodik bebas infeksi, yang
menggunakan pemetaan stroboskopik dan titik tetap. Selain itu, ditentukan kestabilan
dari solusi periodik bebas infeksi dengan menggunakan metode linierisasi dan teori
Floquet. Hasil penelitian menunjukkan bahwa kestabilan solusi periodik bebas
infeksi bergantung pada pengambilan nilai dari periode pulse vaccination (T) yang
kestabilannya bersifat lokal. Berdasarkan kriteria kestabilan tersebut diperoleh bahwa
strategi pulse vaccination akan berhasil mencegah terjadinya penyebaran penyakit
campak jika nilai dari T < Tmax . Untuk mendukung pembahasan teori di dalam
penelitian ini, dilakukan simulasi dengan menggunakan software Matlab.

Kata Kunci  : penyakit campak, constant vaccination, pulse vaccination, model
epidemik SIR, ambang batas epidemik, sistem dinamik, solusi
periodik bebas infeksi, pemetaan stroboskopik, titik tetap, kestabilan,
metode linierisasi, teori Floguet.
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ABSTRACT

Name : Dewi Putrie Lestari
Program Study : Mathematics
Title : The Influence of Pulse Vaccination Strategy on the Prevention of

the Spread of Measles

Measles is a highly infectious and dangerous disease. Therefore, there should be an
attempt to prevent the spread of this disease. One effective way to tackle the spread
of this disease is measles vaccination. VVaccination strategies can be divide into two,
that are constant vaccination and pulse vaccination. In this thesis, it is discussed the
influence of pulse vaccination strategy against measles prevention of the spread of
disease by using the SIR (Susceptible, Infectious, Recovered) epidemic model. Based
on the model building, it is obtained an epidemic threshold values that are used as
constraints for further analysis. Analysis of dynamical systems on the model by
determining the infection-free periodic solution by using a stroboscopic map and
fixed point. Furthermore, we determine the stability of infection-free periodic
solution by using the linearization method and Floquet theory. The results of this
study showed that the stability of infection-free periodic solution depends on the
uptake values of pulse vaccination period (T) which is local stability. Based on the
stability criteria is obtained that the pulse vaccination strategy will successfully
prevent the spread of measles disease if the value of T < Trax. To support the
discussion of the theory in this study, we perform simulations using the software
Matlab.

Key Words : measles, constant vaccination, pulse vaccination, SIR epidemic
model, epidemic threshold, dynamical systems, infection-free
periodic solution, stroboscopic map, fixed point, stability,
linearization methods, Floquet theory.

X+46 pages; 9 pictures; 2 tables; 2 appendices
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Penyakit campak adalah penyakit infeksi pada saluran pernapasan yang
disebabkan oleh virus rubeola. Penyakit ini juga sering disebut dengan penyakit
rubeola. Penyakit campak biasanya menyerang balita dan anak-anak. Gejala
penyakit ini antara lain adalah demam, batuk, pilek, radang pada saluran
pernafasan, nyeri otot, mata merah dan berair, serta timbul bercak-bercak merah
pada kulit. Penyakit campak merupakan penyakit yang sangat mudah menular,
sehingga penyakit ini potensial untuk menimbulkan terjadinya suatu wabah.
Penularan penyakit ini terjadi secara langsung dari individu yang satu ke individu
yang lain melalui cairan yang berasal dari mata, hidung, dan tenggorokan yang
menyebar melalui udara pada waktu batuk, bersin, atau pada saat berbicara. Setiap
orang yang telah terkena penyakit campak akan memiliki imunitas atau kekebalan
terhadap penyakit ini seumur hidup (Scheined-Schaulies, S., 1999).

Penyakit campak merupakan salah satu penyakit yang berbahaya karena
dapat menimbulkan komplikasi, kerusakan otak dan organ lain, cacat seumur
hidup, kelumpuhan, serta kematian, bahkan penyakit ini merupakan salah satu
penyebab utama kematian anak-anak di dunia. Menurut United Nations Children's
Fund (UNICEF) (2007), ada sekitar 30.000 anak di Indonesia meninggal dunia
setiap tahun karena penyakit campak dan menurut World Health Organization
(WHO) (2007), terdapat sekitar 242.000 anak di seluruh dunia meninggal dunia
pada tahun 2006 karena penyakit campak.

Besarnya angka kematian dan kelumpuhan karena penyakit campak
menunjukkan bahwa penyakit campak merupakan penyakit yang sangat
berbahaya, sehingga sangat perlu dilakukan suatu upaya untuk mencegah
penyebaran penyakit ini. Salah satu cara yang efektif untuk mencegah penyebaran
penyakit ini adalah dengan melakukan program vaksinasi. Strategi vaksinasi
dibedakan menjadi dua, yaitu strategi constant vaccination dan strategi pulse

vaccination. Strategi constant vaccination adalah cara pemberian vaksin yang

1
Universitas Indonesia

Pengaruh strategi..., Dewi Putrie Lestari, FMIPA Ul, 2012



dilakukan setiap saat kepada semua bayi yang baru lahir, sedangkan strategi pulse
vaccination adalah cara pemberian vaksin yang dilakukan secara berkala dalam
periode waktu tertentu kepada sebagian proporsi populasi.

Strategi constant vaccination bisa berhasil mencegah terjadinya epidemik
suatu penyakit, jika proporsi dari individu-individu yang divaksinasi lebih besar
dari suatu nilai batasan tertentu. Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan oleh
Shulgin, B., Stone, L., & Agur, Z. (1998) didapatkan bahwa strategi constant
vaccination akan berhasil mencegah terjadinya epidemik campak, jika vaksin
campak diberikan kepada setidaknya 95 % dari semua anak yang baru lahir dalam
suatu populasi. Berdasarkan nilai batasan tersebut, jika populasi berukuran cukup
besar maka penerapan strategi ini sangat sulit serta membutuhkan biaya yang
mahal. Sedangkan pada strategi pulse vaccination, vaksin diberikan hanya kepada
sebagian proporsi populasi yang akan dilakukan secara berkala setiap T tahun,
sehingga dengan pulse vaccination diharapkan epidemik suatu penyakit dapat
lebih efisien dikontrol. Selain itu, strategi pulse vaccination juga menggunakan
vaksin yang lebih sedikit dibandingkan dengan constant vaccination (Shulgin, B.,
Stone, L., & Agur, Z., 1998).

Pada penjelasan sebelumnya terlihat bahwa strategi pulse vaccination
memiliki beberapa kelebihan dibandingkan dengan strategi constant vaccination.
Oleh karena itu, dalam tesis ini dibahas pengaruh strategi pulse vaccination
terhadap pencegahan penyebaran penyakit campak dengan menggunakan model
epidemik SIR (Susceptible, Infectious, Recovered).

1.2 Permasalahan
Berdasarkan uraian pada latar belakang, permasalahan yang dibahas dalam
penulisan tesis ini adalah bagaimana pengaruh strategi pulse vaccination dalam

upaya pencegahan terjadinya penyebaran penyakit campak?

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penulisan tesis ini adalah menganalisa pengaruh strategi pulse

vaccination dalam upaya pencegahan terjadinya penyebaran penyakit campak.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini diberikan penjelasan mengenai teori-teori yang mendukung
pembahasan di bab selanjutnya. Dalam bab ini diberikan gambaran singkat
mengenai sistem persamaan diferensial, kesetimbangan dan kestabilan, sistem
dinamik diskrit, pemetaan stroboskopik (stroboscopic map), metode linierisasi
dan teori Flogquet (Floquet theory).

Pembahasan pada tesis ini yaitu mengenai pengaruh pulse vaccination
terhadap pencegahan penyebaran penyakit campak dengan menggunakan model
epidemik SIR. Untuk melihat pengaruh pulse vaccination dapat dilihat dari
perilaku model ini. Perilaku model epidemik SIR dapat diketahui dengan
menentukan solusi eksak dari model tersebut. Model epidemik SIR pada tesis ini
merupakan suatu sistem persamaan diferensial nonlinier. Pada sistem persamaan
diferensial nonlinier solusi eksaknya tidak selalu dapat ditentukan. Oleh karena
itu, diperlukan suatu informasi lain yang dapat digunakan untuk mengetahui
perilaku dari sistem tersebut tanpa harus menentukan solusi eksaknya. Salah satu
informasi yang dimaksud adalah kestabilan titik kesetimbangan, yang menyatakan
suatu kondisi di mana perubahan pada sistem dapat berakhir.

Analisa sistem dengan menentukan titik kesetimbangan merupakan analisa
sistem dinamik, dengan titik kesetimbangannya merupakan solusi dari sistem
tersebut. Analisa Sistem dinamik pada pulse vaccination menggunakan dua skala
waktu yaitu diskrit dan kontinu, sehingga untuk menentukan solusi sistem tersebut
berdasarkan titik kesetimbangan yaitu dengan menentukan titik tetap pada
pemetaan stroboskopik. Pemetaan stroboskopik ini dibentuk berdasarkan model
epidemik SIR dengan pengaruh strategi pulse vaccination. Selanjutnya karena
sistem merupakan sistem nonlinier, maka untuk melihat kestabilan dari solusi
sistem ini yaitu dengan menggunakan metode linierisasi dan teori Floquet.

Berdasarkan penjelasan di atas, dalam bab ini diberikan teori-teori yang
mendukung penulisan tesis ini. Pada subbab 2.1 dibahas terlebih dahulu mengenai

sistem persamaan diferensial. Sistem persamaan diferensial dibedakan menjadi
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dua yaitu sistem persamaan diferensial linier yang dibahas pada subbab 2.1.1 dan
sistem persamaan diferensial nonlinier yang dijelaskan pada subbab 2.1.2.
Selanjutnya pada subbab 2.2 dijelaskan mengenai definisi kesetimbangan dan
kestabilan, yang digunakan dalam menentukan solusi periodik bebas infeksi pada
subbab 3.4. Pada subbab 2.3 dibahas mengenai sistem dinamik diskrit serta
diberikan definisi dan kriteria kestabilan dari titik tetap, yang digunakan dalam
menentukan solusi periodik bebas infeksi pada subbab 3.4. Selanjutnya pada
subbab 2.4 dibahas mengenai pemetaan stroboskopik yang juga akan digunakan
pada subbab 3.4. Untuk menentukan kestabilan dari solusi periodik bebas infeksi
pada subbab 3.5 digunakan metode linierisasi dan teori Floquet yang dijelaskan
pada subbab 2.5.

2.1 Sistem Persamaan Diferensial

Bentuk umum dari sistem persamaan diferensial adalah:

= = F(t,x), (2.1)

dengan x € R*,t € R,F : D c R™"!

— R"™ merupakan fungsi kontinu di D. Pada
sistem persamaan diferensial (2.1), variabel bebas t bisa muncul secara eksplisit
atau tidak. Jika variabel t pada persamaan (2.1) tidak dinyatakan secara eksplisit,
maka sistem (2.1) disebut sebagai sistem autonomous. Sedangkan jika variabel t
pada persamaan (2.1) dinyatakan secara eksplisit maka sistem (2.1) dikatakan
sistem non-autonomous (Perko, L., 1996).

Sistem persamaan diferensial autonomous dapat dinyatakan sebagai

berikut

= = F(x). (2.2)

Selanjutnya jika sistem (2.2) dapat dituliskan dalam bentuk

dX1

_dt = ai1XxXq + A12X> + -+ A1nXn,

de

_dt = ai1xXq + A12X> + -+ A1nXn, (23)
dxy

at = au1X1 + Ap2Xo + -+ Ay X
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dengan a;; adalah bilangan riil, maka sistem (2.2) merupakan sistem persamaan
diferensial autonomous linier. Sedangkan jika sistem (2.2) tidak dapat ditulis
seperti bentuk linier di (2.3), maka sistem (2.2) merupakan sistem persamaan

diferensial autonomous nonlinier.

2.1.1 Sistem Persamaan Diferensial Linier

Sistem autonomous linier pada bentuk (2.3) dapat dituliskan dalam bentuk

dx
E = Ax, (24)

Definisi 2.1 (Bebas Linier)

Solusi-solusi XM (t), x (t), ..., x™(t) dari sistem persamaan (2.4) dikatakan
bebas linier, jika untuk setiap t € R, hubungan byxM(t) + b,x@(t) + -+ +
b, x™(t) = 0 mengakibatkan b; = b, = - = b, = 0.

Definisi 2.2 (Matriks Fundamental)

Misalkan ™ (t), x@)(¢t), ..., x® (t) adalah solusi-solusi dari sistem persamaan

(2.4) dan matriks 2(t) merupakan solusi dari sistem persamaan (2.4) yang

dibentuk dari n buah solusi tersebut. Matriks £2(t) mempunyai bentuk, yaitu
2> = [xP@) xP @) ... x™(2)].

Jika xW (1), xA(t), ..., x™(t) bebas linier, maka matriks 2(t) disebut matriks

fundamental. Matriks 2(t) disebut matriks fundamental utama jika 2(0) = I

(I adalah matriks identitas n X n).

2.1.2 Sistem Persamaan Diferensial Nonlinier
Bentuk umum sistem persamaan diferensial nonlinier orde satu yang

terdiri dari n buah persamaan adalah

dX1
d_t = Fl(t, X1,X2, ...,xn),
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dxz

i = Fz(t, X1,X2, ...,Xn), (25)

dxn,
dt

= F,(t,x1,%X2, ..., Xp).

Pada sistem (2.5) F; : D ¢ R**! — R™ merupakan fungsi nonlinier yang kontinu

dan terdiferensialkan di D untuki = 1,2, ..., n.

2.2 Kesetimbangan dan Kestabilan

Pada sistem dinamik untuk melihat perilaku sistem ini di setiap titiknya
dapat ditentukan dari penyelesaian eksaknya, namun tidak semua sistem dinamik
dapat ditentukan dengan mudah penyelesaian eksaknya. Oleh karena itu, cara lain
untuk melihat perilaku sistem ini yaitu dengan mengamati titik-titik dimana sistem
berada pada keadaan setimbang yang dinamakan dengan titik kesetimbangan.

Titik kesetimbangan dari sistem merupakan titik dimana sistem tersebut
tidak mengalami perubahan sepanjang waktu. Secara matematis, definisi titik

kesetimbangan dapat dituliskan pada Definisi 2.3 berikut.

Definisi 2.3 (Titik Kesetimbangan)

Suatu titik x € R™ disebut titik kesetimbangan dari sistem persamaan

dx

= F(x),x € R™ , jika memenuhi persamaan F(x) = 0 (Guckenheimer, J. &

Holmes, P., 1983).

Konsep perilaku sistem pada titik kesetimbangan dikenal dengan
kestabilan. Kestabilan tersebut menggambarkan perilaku dari sistem dinamik yang
merupakan hasil analisa dari sistem dinamik. Ada beberapa cara yang bisa
digunakan untuk menentukan kestabilan dari sistem dinamik. Berikut diberikan

definisi dari kestabilan titik kesetimbangan.

Definisi 2.4 (Stabilitas Titik Kesetimbangan)
Misalkan x adalah titik kesetimbangan dari sistem Z—f = F(x) dan x(0) adalah

titik awal.
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1. x dikatakan stabil, jika untuk setiap € > 0 terdapat 5 (&) > 0, sedemikian
sehingga untuk setiap x(0) € R™ dengan ||x(0) — x|| < &, solusi
@(t,x(0)) dari Z—: = F(x) yang melalui x(0) di t = 0 memenuhi
pertidaksamaan || (t, x(0)) — X|| < & untuk setiap t > 0.

2. x dikatakan stabil asimtotik, jika x stabil dan terdapat » > 0, sedemikian
sehingga ||¢(t, x(0)) — x|| - 0 saat t —» oo untuk semua x(0) yang
memenuhi ||x(0) — x| < r.

3. x dikatakan tidak stabil, jika terdapat suatu n > 0, sedemikian sehingga
untuk sebarang § > 0 terdapat sebuah x(0) dengan ||x(0) — x|| < & dan
t > 0 sedemikian sehingga ||¢(t, x(0)) — x| > 7.

Berdasarkan Definisi 2.4 dapat dikatakan bahwa sistem Z—: = F(x) dengan

x sebagai titik kesetimbangan yang stabil, berarti perubahan kecil dalam syarat
awal hanya menyebabkan pengaruh kecil pada penyelesaian. Sistem tersebut
dikatakan stabil asimtotik yang berarti pengaruh dari perubahan kecil cenderung
menghilang sama sekali (tidak berpengaruh), sedangkan ketakstabilan berarti
suatu perubahan kecil pada syarat awalnya akan berakibat perubahan besar pada

penyelesaian. Untuk lebih jelasnya perhatikan Gambar 2.1 berikut.

Keterangan : V = lingkungan-¢ dari x
V; = lingkungan-& dari semua solusi ¢(t, x(0))
x =titik kesetimbangan ; x(0) = titik awal
[sumber : Guckenheimer, J. & Holmes, P., 1983]

Gambar 2.1 Kestabilan dari titik kesetimbangan
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Pada Gambar 2.1 misalkan x merupakan titik kesetimbangan yang stabil
dengan lingkungannya adalah V. Kemudian misalkan dipilih titik awal x(0) yang
berada dalam lingkungan V;, dengan lingkungan V; berada dalam lingkungan V,

maka solusi di titik x(0) berada dalam lingkungan V.

2.3 Sistem Dinamik Diskrit

Sistem dinamik yang periodik bisa digambarkan sebagai proses iterasi.
Keadaan perubahan sistem ini diakibatkan oleh suatu fungsi dan misalkan fungsi
tersebut adalah fungsi F, dengan F: X — X dengan X < R. Selanjutnya sistem
dinamik diskrit dinyatakan sebagai

X1 SSNEEEE TRREEE 1, T (2.6)

Untuk mempelajari perilaku sistem dinamik diskrit bisa dilakukan dengan

menentukan titik tetap (fixed point) dari sistem tersebut. Berikut ini diberikan

definisi dari titik tetap.

Definisi 2.5 (Titik Tetap)
x* adalah titik tetap (fixed point) dari sistem dinamik diskrit persamaan (2.6) jika

memenuhi x* = F(x*).

Definisi 2.6 (Stabilitas Titik Tetap)

1. Suatu titik tetap x* dari fungsi F dikatakan stabil, jika untuk sembarang
e > 0 terdapat § > 0, sedemikian sehingga untuk setiap x, dengan
|x, — x*| < &, pengulangan dari x, memenuhi pertidaksamaan
|f™(x0) — x*| < & untuk setiap n = 0 (Hale, J. & Kogak, H., 1991).

2. Titik tetap x* dari fungsi F dikatakan stabil asimtotik, jika x* stabil dan
terdapat suatu r > 0, sedemikian sehingga f™(xg) — 0 saat n — oo,
untuk setiap x, yang memenuhi |x, — x*| < r (Hale, J. & Kocak, H.,
1991).

Selain Definisi 2.6, diberikan suatu teorema yang dapat digunakan untuk
melihat kestabilan dari titik tetap pada suatu sistem dinamik diskrit. Isi

teoremanya sebagai berikut.
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Teorema 2.1 (Teorema Titik Tetap)

Misalkan F suatu fungsi terdiferensiabel dan turunan pertamanya merupakan
fungsi kontinu. Titik tetap x* dari F dikatakan stabil asimtotik jika |F' (x*)| < 1,
dan tidak stabil jika |F' (x*)| > 1 (Hale, J. & Kogak, H., 1991).

Bukti 2.1
Untuk lebih mempermudah, pertama dijelaskan titik tetap (x*, x*) = (x*, F(x*))
yang merupakan titik pusat (0,0). Misalkan u variabel baru yang didefinisikan
oleh u = x — x*. Lalu fungsi F dalam koordinat yang baru menjadi
gw) =F(x* +u) — F(x"),
Jelas bahwa g(0) = 0. Untuk mempelajari stabilitas titik tetap x* dari F yaitu
setara dengan mempelajari stabilitas titik tetap nol dari g.
Perhatikan juga bahwa g'(u) = F'(x* + u). Sekarang pilih € > 0 dan definisikan
m, = minjg . |F'(x* +5)| , My = maxg |F'(x* + s)|.
Karena g(u) = [ F'®"*9)ds , jika |u| < &, maka
m,|u| < |g)| < M, |u|, untuk n > 0.
Jika |F'(x*)| < 1, maka terdapat £ > 0 sedemikian sehingga M, < 1.
Selanjutnya, jika |u| < &, maka
lg" (W) < M |u| € Ml'e < &,untukn = 0.
Ini menunjukkan jika mengambil § = & berdasarkan Definisi 2.6, maka titik tetap
nol dari g dikatakan stabil. Hal ini juga disebabkan karena M, < 1 dan M} — 0
saat n — oo. Berdasarkan hal tersebut maka titik tetap nol dari g juga dikatakan
stabil asimtotik.
Selanjutnya untuk membuktikan bagian yang kedua dari teorema diatas akan
dijelaskan sebagai berikut. Perhatikan bahwa jika |F' (x*)| > 1 maka terdapat
g > 0 dan &, > 0 sedemikian sehingga m,, > 1 + 6.
Misalkan u # 0 dan |u| < ¢, . Kemudian diperoleh
lg" W) = mg lul = (1 + 80)" |ul,
selama |g" (u)| < ¢, . Ketidaksamaan ini menunjukkan bahwa harus ada nilai

dari n sebut 7, sedemikian sehingga |gﬁ (u)| > &, . Karena u dapat diambil
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mendekati nol ini mengakibatkan bahwa titik tetap nol dari g dikatakan tidak
stabil.

2.4 Pemetaan Stroboskopik

Pemetaan stroboskopik (stroboscopic map) digunakan untuk melihat
hubungan antara sistem dinamik dengan waktu yang diskrit dan waktu yang
kontinu berperiodik. Pemetaan stroboskopik adalah suatu fungsi yang digunakan
untuk melihat perilaku dari sistem yang berperiodik.

Misalkan sistem dinamik dengan waktu kontinu yang diberikan oleh satu

himpunan persamaan diferensial biasa, yaitu

= = F(x(0), 1), 2.7)

dengan x = [x(t), x5(t), ..., x, ()], F = [F; (x(t),t), F;(x(t), t), ..., E, (x(¢), t)].

Selanjutnya misalkan x(t) adalah solusi pada persamaan (2.7), maka pemetaan
Srix(t) = x(t+T),

adalah pemetaan stroboskopik dengan periode waktu T.

2.5 Metode linierisasi dan Teori Floquet
Metode linierisasi

Definisi 2.4 relatif sulit digunakan untuk menentukan kestabilan dari suatu
sistem persamaan diferensial nonlinier. Oleh karena itu, diberikan metode yang
lebih mudah digunakan untuk menentukan kestabilan suatu sistem persamaan
diferensial nonlinier dengan menyelidiki pengaruh perubahan kecil pada syarat
awal. Salah satu metode yang biasa digunakan untuk menentukan kestabilan dari
sistem persamaan diferensial nonlinier adalah metode linierisasi.

Jika titik (X, ¥) adalah titik kesetimbangan maka akan diselidiki pengaruh
perubahan kecil pada titik kesetimbangan tersebut dengan menggunakan metode
linierisasi sebagai berikut.

Misalkan (x, y) merupakan titik di sekitar titik kesetimbangan maka titik (x, y)
dapat dituliskan menjadi:

(x,y) = (X + Ax,y + Ay).
Selanjutnya misalkan diberikan sistem persamaan diferensial nonlinier orde satu

yang terdiri dari dua fungsi yaitu:
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dx

E = F1(X;Y);

=Ry, (28)
Sehingga menurut Khamsi (2004), pendekatan fungsi F; dan F, pada persamaan
(2.8) dapat ditentukan dengan menggunakan ekspansi Taylor. Bentuk ekspansi
Taylor untuk sistem (2.8) dengan menggunakan metode linierisasi adalah sebagai

berikut

~ ~ 0F (XY ~ 0F (X,y ~
Fl(x,y)%Fl(x,y)+%(x—x)+%(y—y),

Fo(x,y) = F(E,9) + 7252 (x = 2) + 7570 (y - ).
Selanjutnya karena (%, ) adalah titik kesetimbangan maka F; (X, y) = F,(%,¥) =
0, sehingga berdasarkan ekspansi Taylor di atas diperoleh sistem linier untuk

pendekatan sistem (2.8) adalah

dx _ 0F(%5) O (£.Y)
e Ax + P Ay,

dy _ 0R(%y) AF(%,)
P Ax + g Ay.

Teori Floquet
Sebelum dibahas teori Floquet (Floquet theory) terlebih dahulu diberikan

pengertian dari solusi periodik.

Definisi 2.7 (Solusi Periodik)
Misalkan x = ¢(t) merupakan solusi untuk persamaan 3—: =F(x(t),t),xeD c

R™ . Selanjutnya misalkan terdapat bilangan positif T sedemikian sehingga
¢(t +T) =¢(t) untuk setiap t € R. Maka ¢(t) disebut solusi periodik dari

persamaan Z—: = F(x(t), t) dengan periodenya sebesar T (Verhulst, F., 1996).

Teori Floquet digunakan untuk menyelidiki kestabilan dari solusi periodik
pada sistem persamaan diferensial. Teori Floquet secara umum menggambarkan
hubungan antara pemetaan stroboskopik dan metode linierisasi. Berikut ini

diberikan penjelasan mengenai teori Floquet.
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Misalkan persamaan
dx

dengan A(t) matriks n X n yang kontinu dengan periodenya sebesar T, sehingga
A(t) = At +T),tEeR.

Berikut ini diberikan teorema Floquet untuk persamaan (2.9).

Teorema 2.2 (Teorema Floquet)
Setiap matriks fundamental ¢ (t) dari persamaan (2.9) bisa ditulis sebagai
perkalian dari dua matriks berukuran n X n yaitu:

¢(t) = P()C,
dengan P(t) adalah matriks periodik dengan periodenya sebesar T dan C adalah
matriks konstan n X n (Verhulst, F., 1996).

Bukti 2.2

Akan dibuktikan bahwa P (t) merupakan matriks periodik dengan periodenya
sebesar T, adapun langkahnya sebagai berikut.

Matriks fundamental ¢ (t) disusun dari n solusi independen, ¢(t + T) juga
merupakan matriks fundamental. Untuk menunjukkan hal ini misalkant =t + T,

maka

dx
adl A(t — T)x,

= A(1)x. (2.10)
Berdasarkan persamaan (2.10) dan karena ¢ (t) merupakan matriks fundamental
dari persamaan (2.9), maka ¢ (7) = ¢ (¢t + T) juga merupakan matriks
fundamental. Jelas bahwa matriks fundamental ¢ (t) dan ¢p(7) = ¢p(t + T)
bergantung linier, yang berarti terdapat matriks C yang merupakan matriks

nonsingular berukuran n X n sedemikian sehingga

¢+ T)=p(t)C. (2.11)
Misalkan terdapat matriks konstan B sedemikian sehingga
C =BT,

Sekarang akan dibuktikan bahwa P(t) = ¢p(t)e™T merupakan fungsi periodik

dengan periodenya adalah T.
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P(t+T) = ot + T)e BHD,
= ¢p(t)Ce BTe B,
= d(e™,
= P(t).
Karena P(t + T) = P(t), maka terbukti bahwa P(t) = ¢p(t)e BT merupakan

matriks periodik dengan periodenya sebesar T.

Catatan 1.

Matriks C pada persamaan (2.11) disebut dengan matriks monodromi (monodromy
matrix) dari persamaan (2.9). Nilai eigen A dari C disebut dengan pengali Floquet
atau Floquet multipliers dan A = e#T disebut dengan characteristic exponent
(Verhulst, F., 1996).

Catatan 2.

Syarat perlu solusi periodik dari persamaan (2.9) menjadi stabil adalah apabila
semua modulus dari pengali Floquet (Floquet multiplier) nilainya lebih kecil atau
sama dengan 1 (Verhulst, F., 1996).
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BAB 3
MODEL EPIDEMIK SIR DENGAN PULSE VACCINATION

Dalam bab ini dibahas mengenai beberapa hal yang menjadi tujuan
penulisan tesis ini. Pada subbab 3.1 dijelaskan mengenai strategi pulse
vaccination beserta kelebihannya dibandingkan dengan strategi constant
vaccination. Selanjutnya pada subbab 3.2 dijelaskan mengenai konstruksi model
epidemik SIR penyakit campak dengan pengaruh pulse vaccination yang
dibedakan menjadi dua interval waktu. Kemudian dari model tersebut ditentukan
nilai dari ambang batas epidemik (epidemic threshold) yaitu suatu nilai batasan
untuk melihat terjadinya epidemik suatu penyakit atau tidak yang akan dijelaskan
pada subbab 3.3. Selanjutnya untuk melihat pengaruh dari strategi pulse
vaccination terhadap pencegahan penyebaran penyakit campak, dilakukan analisis
dinamik pada model epidemik SIR yang telah diberikan pada subbab 3.2, dengan
mencari solusi periodik bebas infeksi (infection-free periodic solution) yang akan
dibahas pada subbab 3.4.

Pada subbab 3.5 ditentukan kestabilan dari solusi periodik bebas infeksi
yang telah diperoleh pada subbab 3.4. Kestabilan solusi periodik bebas infeksi
pada subbab 3.5 dicari dengan menggunakan metode linierisasi dan teori Floquet.
Selanjutnya pada subbab 3.6 ditentukan nilai dari periode pulse vaccination

berdasarkan nilai ambang batas epidemik.

3.1 Strategi Pulse Vaccination

Strategi pulse vaccination adalah strategi pemberian vaksin yang
dilakukan secara berkala dalam periode waktu tertentu kepada sebagian proporsi
populasi susceptible. Periode pada pulse vaccination dimisalkan dengan T dan
proporsi dari populasi susceptible yang dikenakan vaksin adalah sebesar p.

Pada strategi pulse vaccination, vaksin diberikan hanya kepada sebagian
proporsi populasi dari susceptible yaitu sebesar p, sehingga strategi pulse
vaccination menggunakan vaksin yang lebih sedikit dibandingkan dengan

constant vaccination. Selain itu, pada strategi pulse vaccination pemberian vaksin
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dilakukan secara berkala setiap T satuan waktu, sehingga dengan strategi pulse
vaccination diharapkan penyebaran dari penyakit campak dapat lebih efisien
dikontrol.

3.2 Konstruksi Model Epidemik SIR

Pada bagian ini, dibahas pembentukan model epidemik SIR dengan
memperhatikan faktor strategi pulse vaccination pada penyakit campak. Model
SIR (Susceptible, Infectious, Recovered) pertama kali diperkenalkan oleh
Kermack dan McKendrick. Model epidemik SIR adalah salah satu model
matematika yang dapat digunakan untuk mempelajari fenomena penyebaran
penyakit infeksi atau penyakit menular. Model SIR pada awalnya dikembangkan
untuk mengetahui laju penyebaran dan kepunahan suatu wabah penyakit dalam
suatu populasi tertutup dan bersifat epidemik.

Secara umum model epidemik SIR dapat disajikan sebagai sistem
persamaan diferensial autonomous. Menurut Hetchote (2000) pada model

epidemik SIR, populasi dibedakan menjadi tiga kelompok, yaitu:

1. Kelompok individu susceptible, adalah kelompok individu yang sehat
tetapi dapat terinfeksi penyakit campak.

2. Kelompok individu infectious, adalah kelompok individu yang telah
terinfeksi serta dapat menularkan penyakit campak.

3. Kelompok individu recovered, adalah kelompok individu yang telah
terinfeksi penyakit campak dan telah sembuh dari penyakit campak serta

imun terhadap penyakit ini.

Model epidemik SIR menggambarkan alur penularan penyakit dari
kelompok individu susceptible menjadi kelompok individu infectious melalui
hubungan antara dua kelompok tersebut. Selanjutnya, kelompok indivdu
infectious yang mampu bertahan terhadap penyakit akan sembuh dan memasuki

kelompok individu recovered.
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Asumsi Model

Asumsi-asumsi yang digunakan dalam model epidemik SIR yang dibentuk

adalah sebagai berikut:

1.
2.

Populasi tertutup (tidak ada proses migrasi).

Jumlah populasi konstan. Pada model epidemik SIR, faktor kelahiran dan
kematian diperhatikan. Kelahiran dan kematian diasumsikan mempunyai
laju yang sama. Setiap individu yang baru lahir akan langsung masuk ke
dalam populasi susceptible. Individu yang mati dari setiap kelompok
mempunyai laju yang proporsional dengan jumlah individu pada masing-
masing kelompok.

Populasi bercampur secara homogen. Keadaan homogen berarti bahwa
setiap individu mempunyai kemungkinan yang sama untuk melakukan
kontak dengan individu lain dalam populasi. Individu yang terinfeksi
penyakit campak mempunyai laju infeksi 3.

Setiap individu yang belum terserang penyakit masuk ke dalam kelompok
susceptible.

Penyakit hanya menular melalui kontak langsung dengan penderita.
Individu yang terinfeksi penyakit campak dapat sembuh dari penyakit
tersebut dengan laju kesembuhan y. Jumlah individu yang sembuh dari
penyakit campak proporsional dengan banyaknya individu dalam
kelompok infectious.

Seseorang yang sudah sembuh dari penyakit campak tidak akan terserang
lagi karena telah mempunyai sistem kekebalan seumur hidup terhadap

penyakit ini.

Variabel dan Parameter Model

Variabel-variabel dan parameter-parameter yang digunakan dalam proses

pembentukan model epidemik SIR penyakit campak dapat dilihat pada Tabel 3.1.
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Tabel 3.1. Parameter model epidemik SIR dengan pengaruh strategi pulse

vaccination
Simbol Keterangan Syarat Satuan
S Ukuran populasi susceptible $>0 individu
I Ukuran populasi infectious >0 individu
R Ukuran populasi recovered R>0 individu
N Ukuran total populasi N=S+I1+R |individu
U Laju kelahiran alami per kapita=laju u=0 1/waktu
kematian alami per kapita
B Laju penularan alami per kapita B >0 1/waktu
y Laju kesembuhan alami per kapita y>0 1/waktu
T Periode pulse vaccination T>0 waktu
p Proporsi individu yang divaksin 0<p<1 -
2 Waktu saat terjadi vaksinasi ke-n t, — 1B waktu
tn Waktu sesaat sebelum terjadi (i y_r,%(tn —¢) | waktu
vaksinasi ke-n

Keterangan : satuan laju kelahiran = individu / waktu.
satuan laju kelahiran alami per kapita = satuan laju kelahiran x
1/individu.

Berdasarkan variabel, parameter, dan asumsi yang digunakan, maka pola
penyebaran penyakit campak dengan melihat pengaruh strategi pulse vaccination
dapat diuraikan sebagai berikut.

Karena strategi pulse vaccination merupakan pemberian vaksin yang
dilakukan secara periodik, maka interval waktu untuk pembentukan model
epidemik SIR dibedakan menjadi dua, yaitu waktu saat dilakukan program
pemberian vaksin campak yang dimisalkan dengan t,, = nT dan waktu pada saat
tidak dilakukan pemberian vaksin campak yang dimisalkan dengan t,, # nT.
Terlebih dahulu kita akan membahas pembentukan model epidemik SIR pada saat

t, # nT sebagai berikut.

Universitas Indonesia
Pengaruh strategi..., Dewi Putrie Lestari, FMIPA Ul, 2012



18

Individu yang lahir dalam populasi mempunyai laju kelahiran alami per
kapita u. Jumlah populasi yang lahir proporsional dengan total jumlah populasi N.
Oleh karena itu, jumlah populasi yang lahir dalam populasi adalah uN. Karena
pada saat t,, # nT tidak dilakukan vaksinasi maka jumlah tersebut akan
memasuki kelompok susceptible (S). Kemudian dari asumsi yang digunakan yaitu
laju kelahiran alami per kapita akan sama dengan laju kematian alami per kapita
diperoleh individu yang mati dalam populasi mempunyai laju kematian alami per
kapita u.

Berikut dapat dilihat diagram transfer untuk model epidemik SIR pada saat
t, # nT yang sesuai dengan pemisalan dan asumsi yang digunakan pada Gambar
3.1.

uN
I
BS — 12
Susceptible N Infectious Recovered
S I [ R

J g

uS ul KR

Gambar 3.1 Dinamika populasi model epidemik SIR tanpa vaksinasi

Berdasarkan Gambar 3.1 diperoleh bahwa pertambahan banyaknya individu
susceptible per satuan waktu t dalam populasi yang konstan dipengaruhi oleh

uN (tingkat pertambahan individu susceptible yang dilahirkan), kemudian
pengurangannya dipengaruhi oleh gS % (banyak individu susceptible yang

terinfeksi campak per satuan waktu) serta dipengaruhi oleh uS (banyaknya

individu yang mati dalam kelompok susceptible), sehingga diperoleh

das I
d—t—,uN—BSﬁ—uS
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Pertambahan banyaknya individu infectious per satuan waktu dipengaruhi
oleh ,85% (banyaknya individu susceptible yang berubah menjadi individu

infectious yang disebabkan oleh kontak langsung dengan penderita penyakit
campak per satuan waktu), sedangkan pengurangannya dipengaruhi oleh yI
(banyaknya individu infectious yang telah sembuh dari penyakit campak per
satuan waktu), serta dipengaruhi oleh ul (banyaknya individu yang mati dalam

kelompok infectious), sehingga diperoleh

dl 1
E_ﬁsﬁ_yl_l'd'

Pertambahan banyaknya individu recovered per satuan waktu dipengaruhi
oleh yI (banyaknya individu infectious yang telah sembuh dari penyakit campak
per satuan waktu), sedangkan pengurangannya dipengaruhi oleh uR (banyak

individu yang mati dalam kelompok recovered) sehingga diperoleh
dR

E = )/I = MR.
Dengan demikian untuk t =+ nT diperoleh model epidemik SIR sebagai berikut:
s _ L_
al L - ik
dR

= VI~ iR,
dengan S(t) + I(t) + R(t) = N dan S(0),1(0),R(0) > 0.

Kemudian saat t, = nT yang berarti bahwa terjadi pemberian vaksin
campak maka pembentukan modelnya sebagai berikut. Pada t,, = nT berarti
program pulse vaccination diperhatikan dalam model (3.1). Dalam strategi pulse
vaccination vaksin campak hanya diberikan kepada sebagian p individu
susceptible, 0 < p < 1. Kemudian diasumsikan bahwa efisiensi vaksinasi
campak adalah 100 % yang berarti setiap individu yang telah mendapatkan vaksin
campak akan kebal dari penyakit campak. Selanjutnya individu yang
mendapatkan vaksin campak akan memasuki kelompok R. Sedangkan jumlah
individu yang tidak divaksin campak akan memasuki kelompok S, sehingga
individu yang tidak mendapatkan vaksin campak sangat berpotensi untuk
terinfeksi penyakit campak. Oleh karena itu, untuk t,, = nT diperoleh model

matematis sebagai berikut:
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(3.2)

dengan S(t,,) menyatakan banyaknya individu susceptible pada saat vaksinasi ke-

n.

Terlihat dari persamaan (3.1) dan (3.2) bahwa dengan strategi pulse vaccination

diperoleh model epidemik SIR yang merupakan sistem non-autonomous

persamaan diferensial nonlinier orde satu.

Model epidemik SIR dengan mempertimbangkan pengaruh strategi pulse

vaccination selengkapnya dapat dinyatakan sebagai berikut:

ds I
o= N = BS T = kS,

dl I

o= BSy—vl—ul,
dR

- = VI =R,

S(tn) = S(ty) — pS(ty),
) = ()
R(t,) = R(t;) +pS(ta)
dengan S(0),7(0),R(0) >0dan0 < p < 1.

Berdasarkan persamaan (3.3) diperoleh bahwa

dN das dl
dt ~ dt 4 dt

Selanjutnya pada model (3.3) dilakukan normalisasi yaitu:

R . . S A I
+ = + — = 1. Kemudian misalkan s == ,i = —,
N N N

=~

S

N
s+i+r=1

dan model (3.3) bisa dituliskan menjadi:
ds _ .
- = M~ Bsi—us,

di _ oo

E—ﬁsz yi — ui,

ar _ i _

a  YETHD

s(ty) = s(ty) — ps(ty) .,

i(t,) = i),

r(t,) = r(t;) + ps(ty)

+ Z—I: = 0, yang menunjukkan bahwa populasi N konstan.

(3.3)

r= %, sehingga diperoleh:

(3.4)

(3.5)
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dengan s menyatakan proporsi individu susceptible, i menyatakan proporsi
individu infectious, r menyatakan proporsi individu recovered, s(t,,) menyatakan
proporsi individu susceptible saat pemberian vaksin ke-n, s(t,) menyatakan
proporsi individu susceptible sesaat sebelum pemberian vaksin ke-n.

Pada sistem (3.5) variabel r tidak muncul pada persamaan baris pertama
dan kedua. Hal ini menunjukkan bahwa proporsi individu pada kelompok r tidak
mempengaruhi laju perubahan proporsi individu pada kelompok s dan i. Selain
itu, dari persamaan (3.4) diperoleh r = 1 — (s + i) yang berarti bahwa
penyelesaian untuk r dapat diperoleh dengan mudah jika penyelesaian untuk s dan
i sudah diperoleh. Sehingga untuk analisis model (3.5) cukup diperhatikan sistem

dimensi dua, yaitu:

ds 3
E_:u_ﬁSL_:uS!

di . : ;
b, Bsi — yi — ui, (3.6)

S(E)EIE () =0pys (¢, Nty = to 80T
it,) = i),

Selanjutnya analisa dinamik pada model epidemik SIR (3.6) bisa
dilakukan dengan menentukan titik kesetimbangan bebas infeksi. Titik
kesetimbangan bebas infeksi adalah titik yang mencerminkan suatu keadaan
dimana dalam populasi tidak ada lagi individu yang terserang penyakit. Sebelum
mencari titik kesetimbangan bebas infeksi untuk model (3.6), terlebih dahulu

ditentukan nilai ambang batas epidemik yang dijelaskan pada subbab berikut.

3.3 Nilai Ambang Batas Epidemik
Nilai ambang batas epidemik (epidemic threshold) adalah suatu nilai
ukuran yang menyatakan terjadinya suatu penyebaran penyakit atau tidak.
Selanjutnya dalam penulisan ini nilai ambang batas epidemik disimbolkan dengan
s.. Untuk mencari nilai dari ambang batas epidemik pada model SIR dengan
pengaruh strategi pulse vaccination dilakukan langkah sebagai berikut.
Berdasarkan model (3.6), strategi pulse vaccination bisa mencegah

peningkatan jumlah individu yang terinfeksi, yaitu dengan cara mempertahankan

% < 0 untuk sepanjang waktu t. Nilai Z—Z < 0 dapat diartikan bahwa jumlah
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penderita suatu penyakit berangsur-angsur semakin berkurang sehingga penyakit

akan menghilang dari populasi dan tidak akan terjadi penyebaran penyakit
(wabah). Selanjutnya dari model (3.6) jika Z—i < 0 maka diperoleh
Bsi—ui —yi <0,
i(Bs—pu—y)<O. (3.7)
Berdasarkan pertidaksamaan (3.7) diperoleh bahwa: i(t) < 0, untuk

t > Oataus(t) < “ﬁﬂ. Karena untuk mempertahankan Z—i < 0 pada

pertidaksamaan (3.7) diperoleh bahwa s(t) < “% dengan s(t) menyatakan

proporsi individu yang rentan terkena penyakit campak, maka diperoleh nilai

ambang batas epidemik yaitu

S, = “ﬁﬂ (3.8)

Dalam hal ini terlihat jika nilai dari s(t) lebih kecil dari nilai s, maka di dalam
populasi tidak akan terjadi penyebaran penyakit. Sebaliknya jika nilai s(t) lebih
besar dari nilai s, maka di dalam populasi akan terjadi penyebaran penyakit.

Untuk analisis selanjutnya selalu diperhatikan bahwa model epidemik SIR
dengan pengaruh strategi pulse vaccination akan dapat mencegah terjadinya
penyebaran penyakit campak dengan mempertahankan proporsi individu
susceptible s(t) selalu lebih kecil dari nilai nilai ambang batas epidemik s, yaitu

Bt opess

s(t) < .

Selanjutnya untuk mengetahui perilaku model epidemik SIR dengan pengaruh
strategi pulse vaccination digunakan konsep kesetimbangan dan kestabilan

dengan menggunakan metode linearisasi dan teori Floquet.

3.4 Solusi Periodik Bebas Infeksi
Untuk menentukan solusi periodik bebas infeksi (infection-free periodic

solution) pada sistem (3.6) dilakukan langkah-langkah sebagai berikut.

Berdasarkan definisi dari titik kesetimbangan yang dijelaskan di Bab 2, kondisi

sistem (3.6) akan setimbang ketika

Bsi — ui —yi =0,
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i(Bs—u—vy) =0, (3.9)
Dari persamaan (3.9) diperoleh nilai: i = 0 atau s — (1 + ¥) = 0. Oleh karena
itu, diperoleh solusi titik kesetimbangan bebas infeksi untuk variabel i(t) pada
sistem (3.6) adalah i(t) = O untuk t = 0.

Selanjutnya untuk menentukan solusi dari titik kesetimbangan bebas
infeksi untuk variabel s(t) yaitu dengan mensubstitusi i(t) = 0 ke j—i pada sistem

(3.6). Akibatnya diperoleh

ds

oS (3.10)
dan

s(t,)=0A-p)s(t;), tps1=t, +T. (3.11)

Untuk interval t, < t < t,,, dari persamaan (3.10) dan persamaan (3.11)

diperoleh solusi untuk variabel s(t) adalah
s() =1+ (s(t,) = De ), ¢ <t <t,4q,
s(t) = (1-p)Q®), t = ty41, (3.12)

dengan Q(t) = 1 + (s(t,) — 1)e #{=t) dan s(t,) menyatakan proporsi

susceptible pada saat t,, = nT.

Persamaan (3.12) merupakan solusi untuk variabel s(t) dan mengandung
dua bentuk yaitu Q(t) yang menyatakan proporsi susceptible antara dua
pelaksanaan vaksinasi yaitu pada saat t, = nT dant,,; = nT + T, kemudian

(1 — p)Q(t) menyatakan proporsi susceptible pada saat vaksinasi ke- (n+1).

Selanjutnya karena pada bentuk pertama persamaan (3.12) untuk waktu
yang kontinu terdapat s(t,,) yang berarti proporsi susceptible untuk waktu yang
diskrit, maka untuk melihat hubungan antara waktu yang kontinu dan diskrit
tersebut sesuai dengan teori yang telah dipaparkan di Bab 2 akan digunakan

pemetaan stroboskopik F.
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Pemetaan stroboskopik F yang digunakan yaitu
F(s,) = Spy1, (3.13)
dengan s, = s(t,) dan s,;1 = s(t,41)-

Pemetaan stroboskopik F pada persamaan (3.13) menyatakan banyaknya

susceptible s(t) saat pulse vaccination pada waktu t = t,,.
Kemudian dari persamaan (3.12) dan persamaan (3.13) diperoleh:
F(sp) = Sp41s
=1-p)A+ (s, — De*+). (3.14)

Selanjutnya untuk mencari solusi periodik bebas infeksi untuk variabel s(t)
dengan waktu yang diskrit, ditentukan dengan mencari titik tetap (fixed point) dari
pemetaan stroboskopik F pada persamaan (3.14).

Berdasarkan definisi dari titik tetap yang telah diberikan di Bab 2, diperoleh titik
tetap untuk pemetaan stroboskopik F pada persamaan (3.14) adalah

s* = F(s*),
«_ (A-p)(etT -1
. =p’:+ﬂ) (3.15)

Kemudian berdasarkan teori kestabilan untuk titik tetap yang telah diperkenalkan
di Bab 2, diperoleh titik tetap s* pada persamaan (3.15) merupakan stabil lokal
karena untuk s, = s*, berlaku

| dF (sn)
ds

=0 -pet <.

Sp=S

Karena s* telah ditunjukkan stabil maka barisan dari strategi pulse vaccination

(s,,) harus konvergen ke s*.

Selanjutnya dengan mensubstitusikan s, = s* ke sistem (3.12) maka

diperoleh solusi periodik bebas infeksi untuk variabel s(t) adalah

Universitas Indonesia
Pengaruh strategi..., Dewi Putrie Lestari, FMIPA Ul, 2012



25

~ pehT oy (f—
SO =1+ wEtn) ) <t < by,

S$(t) =s*t =t, 41 (3.16)
Berdasarkan persamaan (3.16), diperoleh solusi periodik bebas infeksi untuk

interval t, <t < t,,; =t, + T adalah (3(¢),i(t)) dengan

uT
§t)=1+ P’ZI—TﬂJe—#(f—fﬂ),tﬂ <t <ty

S5(t) = st = ty,1, (3.17)
i(t) =0.

Dapat dibuktikan bahwa 5(t + T) = §(t) dan i(t + T) = i(t), yang berarti bahwa
solusi bebas infeksi ini merupakan solusi periodik dengan periodenya adalah T

sebagai berikut.
(1) Bukti untuk variabel 5(t)

Sebelum membuktikan bahwa 5(t + T) = 5(t) terlebih dahulu perhatikan interval

waktu pada Gambar 3.2 berikut.

t t+T
Ay @ O
t, tn+1 tnt2

Gambar 3.2 Interval waktu pada strategi pulse vaccination

Karena pada persamaan (3.17) untuk interval waktu yang diskrit yaitu t = t,, 4

. - ok (1—p)(e"T —1) . o
diperoleh 5(t) = s* = irerm v Yang berarti bahwa 5(t) untuk waktu yang

diskrit tidak bergantung pada t, maka untuk membuktikan $(t + T) = §(t), cukup

diperhatikan 5(t) untuk waktu yang kontinu dengan interval waktunya adalah
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t, <t < t,, dandari interval waktu tersebut terlihat bahwa batas bawah dari

interval §(t) adalah ¢, .

Kemudian berdasarkan persamaan (3.17) diperoleh

T
S(t+T) =1+ L5 — e r({+D-t) (3.18)

1—eHT —p

dan berdasarkan Gambar 3.2 diperoleh interval waktu untuk $(¢t + T) adalah

the1 <t+T <t,,,,Yyang berarti batas bawah dari interval $(t + T) adalah
tn+1-
Selanjutnya subtitusikan t,, pada persamaan (3.18) dengan t,,,.; = t, + T,

diperoleh

x =1 4Bt (4T~ (t, +T))
S(t+T)—1+1_eMT_pe ,

=14+ ﬂe—u(t—tn), (3.19)

1—etT —p
Sehingga berdasarkan persamaan (3.19) terbukti bahwa §(t + T) = 5(t).
(2) Bukti untuk variabel i(t)

Karena pada persamaan (3.17) diperoleh i(t) = 0, maka jelas terbukti bahwa
(t+T)=0=i(t)ataui(t +T) = i(t).

Berdasarkan (1) dan (2) maka terbukti bahwa $(t + T) = 5(t) dan
i(t+T)=1(t).

Selanjutnya ditentukan kestabilan dari solusi periodik bebas infeksi
(3(t),1(t)), yang digunakan untuk menjawab permasalahan dalam tesis ini.
Untuk menentukan kestabilannya pertama digunakan metode linierisasi untuk
mendapatkan sistem linier dari model (3.6). Pembahasan selengkapnya dijelaskan
pada subbab berikut.
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3.5 Kestabilan Solusi Periodik Bebas Infeksi

Model SIR dengan pengaruh pulse vaccination merupakan sistem non-
autonomous persamaan diferensial nonlinier yang solusinya merupakan solusi
periodik. Oleh karena itu, untuk melihat kestabilan dari solusi periodik bebas
infeksi pada model (3.17) yaitu dengan menggunakan metode linearisasi dan teori
Floquet yang telah dijelaskan di Bab 2, adapun langkah-langkahnya sebagai
berikut.

Misalkan variabel x merupakan variabel yang menyatakan pertubasi untuk
solusi periodik bebas infeksi dari variabel s(t) dan y merupakan variabel yang
menyatakan pertubasi untuk solusi periodik bebas infeksi dari variabel i(t), maka
untuk penggunaan metode linearisasi pada model (3.6), yaitu dengan memisalkan

s(t) = §() + x(2),

i(t) = i(t) + y(o). (3.20)
Karena i(£) = 0 maka persamaan (3.20) menjadi

s(t) = §(t) + x(0),

i(t) = y(. (3.21)

Persamaan (3.6) diperluas menggunakan ekspansi Taylor dengan metode
linierisasi, seperti pada penjelasan di Bab 2 dan dengan menggunakan pemisalan

(3.21) maka diperoleh bentuk persamaan linier untuk model (3.6) adalah

dx o
L = —ux - B30y,

d .
2 = y(B5(t) — - ), (3.22)
dengan skema dari strategi pulse vaccination yaitu

S(tn) = (1 - p)s(tr?)' thy1 =t + T.

Setelah menentukan sistem linier (3.22) untuk model (3.6), selanjutnya

ditentukan kestabilan dari sistem linier tersebut dengan menggunakan teori

Universitas Indonesia
Pengaruh strategi..., Dewi Putrie Lestari, FMIPA Ul, 2012



28

Floquet. Teori Floquet merupakan teori yang menyediakan cara untuk memeriksa
kestabilan dari sistem linier dengan koefisien periodik. Berdasarkan penjelasan
mengenai teori Floquet di Bab 2 maka terlebih dahulu ditentukan matriks
fundamental untuk sistem (3.22).

Matriks fundamental X (t) dari sistem linier (3.22) yang didefinisikan untuk

interval waktu 0 < t < T adalah

_(x1(t)  xa(P)
=00 o)

dengan (x (t), y; () dan (x,(t), y,(t)) merupakan solusi dari penurunan

persamaan pada sistem linier (3.22) yang mempunyai nilai awalnya adalah
xl(O) = 1,XZ(O) = 0,
y1(0) = 0,y,(0) = 1. (3.23)

Untuk mendapatkan matriks fundamental, terlebih dahulu ditentukan solusi dari
persamaan (3.22) dengan menggunakan nilai awal pada persamaan (3.23),
sehingga diperoleh solusinya adalah sebagai berikut:

x1(t) = e™#,
y1(6) =0, (3.24)
Y5 (t) = eh(B3O=Gm)dr

Karena pada (3.24) diperoleh nilai y; (t) = 0, maka untuk analisis selanjutnya

dengan menggunakan teori Floquet tidak perlu dicari nilai eksak dari x, (t).

Akibatnya diperoleh matriks fundamental X (t) dari sistem linier (3.22) yaitu

(3.25)

X(6) = (e_“t x,(t) >

0 elo(Bs@®—(u+r))dt

Setelah ditentukan matriks fundamental selanjutnya ditentukan matriks
monodromi. Berdasarkan matriks fundamental (3.25) dan karena X~1(0) = I,

maka diperoleh matriks monodromi X (T") dari sistem linier (3.22) adalah
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X(T) = <e_”T x2(T) >

3.26
0 efoT(ﬁ(t)—(uw))dt ( )
Selanjutnya dari matriks monodromi (3.26) diperoleh dua pengali Floguet yaitu

Ao =e

A, = eh (BsO-Gn)ae (3.27)

Berdasarkan catatan 2 pada penjelasan teori Floquet di subbab 2.5 maka solusi
dari persamaan (3.17) akan stabil jika harga mutlak dari semua pengali Floquet
lebih kecil dari 1.

Pada persamaan (3.26) diperoleh nilai dari |2;] yaitu
A1) = le 7| < 1.

Karena nilai |1;| < 1, maka kestabilan dari solusi (3.17) hanya bergantung pada
apakah

22| < 1. (3.28)
Berdasarkan pertidaksamaan (3.27) dan pertidaksamaan (3.28) didapatkan

| o(lo (Bs(O—(uty))dt)

=1

| o(lo (Bs(O—(ut))dt)

<el. (3.29)
Kemudian dengan mengambil pangkat dari pertidaksamaan (3.29) diperoleh
fOT(ﬁ§(t) —(u+y))dt <0,
fOT pst)dt — (u+y)T <0,
[ Bs()dt < (u+7)T,
Fly $(0de < 3.30
;fos(t)t<—. (3.30)

B
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Selanjutnya berdasarkan pertidaksamaan (3.8) dan persamaan (3.30) diperoleh
bahwa solusi periodik bebas infeksi akan stabil lokal jika memenuhi

%fOT s(Ddt <s,. (3.31)

Berdasarkan persamaan (3.31) diperoleh bahwa rata-rata proporsi individu
susceptible pada tiap pulse vaccination nilainya lebih kecil dari nilai ambang
batas epidemik s,.

Selanjutnya dengan mensubstitusikan nilai dari $(t) pada persamaan
(3.17) dan s, pada persamaan (3.8) ke pertidaksamaan (3.31) serta
mengintegralkannya diperoleh

%fOT (1 + PeﬂT e_'u(t—tn)) dt < #Bﬂ’

1—eHT -p

T + peﬂT (_le_.u(T_tn) + .];e.utn) w
1 i B’

uTl uT
P _ GRS Ul o e T S+
T I e !

B clff —p 1 1S — ]

(

%<T+ pel (_1e—u<r-tn>+iemn)><m,
(
(

e i, P “t”) oy
T e © A N e € -~ (3.32)

Karena ruas kanan lebih kecil dari ruas Kiri dan karena ¢ > 0 dan pada t, = nT

nilain > 0 dan T > 0 sehingga t,, > 0 maka diperoleh e#tn = % = 1,

Kemudian dengan mensubstitusikan e#» = 1 ke pertidaksamaan (3.32) diperoleh

l(T_Le—ur L)<w
T u(1-et —p) u(1-etT —p) g’
1— p pett Bty

uQ@—ett —p) =~ p(-ett—p) =~ B’
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uT (1—eT —p)—p+pet’ < Kt
uT (1—ekT —p) B’

uT —uTe M1 —puT —p+pet < BYY

uT (1—ekT —p) B’
uT —p)(1—e*" )—ppT < 1Y
uT (1—e#T —p) B’
WT=p)(e"" =) +upT _ pu+y
o (p—TrelT) 5 (3.33)

Pada pertidaksamaan (3.33) karena nilai parameter dari u, 8, dan y diberikan pada
model maka kestabilan dari solusi periodik bebas infeksi bergantung dari
pengambilan nilai p atau T. Dalam tugas akhir ini hanya akan ditentukan nilai dari
periode T. Hal ini dijelaskan pada pembahasan selanjutnya.

3.6 Penentuan Nilai Periode Pulse Vaccination

Di depan telah disebutkan bahwa pada prinsipnya strategi pulse
vaccination akan efektif dalam hal mencegah terjadinya penyebaran penyakit
campak, apabila selalu dipertahankan kondisi s(t) lebih kecil dari nilai ambang
batas epidemic s,.. Selanjutnya berdasarkan hasil akhir pada sub bab 3.5
kestabilan bergantung pada pengambilan nilai T dan berdasarkan pertidaksamaan
(3.33) terlihat bahwa kondisi tersebut bisa terwujud apabila periode vaksinasi
lebih kecil dari suatu nilai tertentu. Dalam penulisan tesis ini nilai tertentu itu
dimisalkan dengan Tmax yang menyatakan periode vaksinasi maksimum.
Berdasarkan hal tersebut dapat disimpulkan bahwa strategi pulse vaccination bisa
mencegah terjadinya epidemik penyakit campak jika nilai dari T< Tpax.
Selanjutnya apabila periode pelaksanaan vaksinasi dari pelaksanaan ke satu ke
yang lainnya melebihi nilai dari Tmax maka strategi pulse vaccination akan gagal
dalam hal pencegahan terjadinya penyebaran penyakit campak.

Untuk selanjutnya dalam penulisan tugas akhir ini ditentukan nilai dari
Tmax Sebagai berikut. Untuk menentukan Tnax Yaitu dengan melihat proporsi
maksimum dari susceptible sesaat sebelum vaksinasi. Berdasarkan persamaan
(3.12) dan persamaan (3.17) diperoleh bahwa proporsi maksimum dari susceptible

sesaat sebelum terjadi pulse vaccination adalah Q(t) dengan Q(t) =s*/(1 —p)
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dimana s* menyatakan proporsi minimum dari susceptible setelah terjadi pulse
vaccination.

Selanjutnya karena supaya tidak terjadi penyebaran penyakit campak
haruslah s(t) < s., maka untuk mencari nilai dari Tnax Kita perlu menetapkan
bahwa

s*/(1—=p) <s,. (3.34)
Dengan mensubstitusikan nilai dari s*dan s, pada pertidaksamaan (3.34) maka

diperoleh nilai dari Tpax Yaitu

Toax = iln (1+ﬂ). (3.35)

1-s,

Universitas Indonesia
Pengaruh strategi..., Dewi Putrie Lestari, FMIPA Ul, 2012



BAB 4
SIMULASI MODEL SIR DENGAN PULSE VACCINATION

Pada bab ini dibahas simulasi model epidemik SIR dalam menganalisa
strategi pulse vaccination dan mensimulasikan stabilitas model epidemik SIR
yang telah diperoleh pada subbab 3.2, dengan melihat pengaruh dari pengambilan
nilai T. Simulasi dilakukan dengan menggunakan software Matlab. Pada simulasi
ini diberikan sebuah kasus tentang penyebaran penyakit campak yang akan
disimulasikan ke dalam model epidemik SIR dengan pengaruh pulse vaccination
yang telah dibahas di Bab 3. Nilai parameter yang digunakan pada simulasi di bab
ini dapat dilihat pada Tabel 4.1. Selain itu, interval waktu pelaksanaan strategi
pulse vaccination dalam simulasi ini adalah 30 tahun.

Tabel 4.1. Nilai parameter pada simulasi model epidemik SIR dengan pulse

vaccination
Parameter Nilai Parameter

s(0) 0,0556

i(0) |0,05
u 0,02/tahun
B 1800/tahun
y 100/tahun
D 0,515

Sumber: nilai parameter u , 8, dan y diperoleh dari (Shulgin, B., Stone,
L., & Agur, Z., 1998)

Model epidemik SIR dengan pengaruh strategi pulse vaccination pada
model (3.6) dengan nilai parameter pada Tabel 4.1 bisa dinyatakan sebagai

berikut.

Z_i = 0,02 — 1800si — 0,02s,

d

d—i — 1800si — 100i — 0,021,

33
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< =100i - 0,02r, (4.1)

s(ty) = s(ty) - 0,5s(ty),

i(t,) = (&),

r(t,) = r(t;) +0,5s(ty) .

Selanjutnya dicari solusi numerik dari model (4.1) dengan menggunakan program
Matlab. Source code simulasi dapat dilihat pada lampiran tesis ini.

Berdasarkan perhitungan nilai T,,,, pada subbab 3.6 dan dengan
menggunakan nilai parameter pada Tabel 4.1, diperoleh T,,,, =149 = 1,5
tahun. Untuk melihat pengaruh dari nilai T terhadap keberhasilan dari strategi
pulse vaccination, simulasi dilakukan dengan pengambilan nilai 7' yang berbeda
beda. Nilai T yang diambil dalam simulasi adalah 1,25 tahun, 1,5 tahun, dan 2
tahun.

1. Simulasi untuk T = 1, 25 tahun

Karena nilai T,,,,, = 1,49 = 1,5 tahun, maka pertama akan dilihat pengaruh
strategi pulse vaccination dengan nilai T < T,,,, Yaitu T = 1,25 tahun.
Berdasarkan source code pada Lampiran 1 dan Lampiran 2, dihasilkan keluaran
sebagai berikut. Untuk individu susceptible diperoleh

0.07

0.065

0.06

0.055

0.05

0.045 | - r‘i

Proporsi individu susceptibles

0.04 | B
= ” {‘ M

0.035 : ‘f

0.03

0.025
0

Waktu (tahun)

Keterangan : = epidemik threshold s, (3.8)
= pergerakan s(t) untuk model (4.1)

= titik tetap s* (3.15)

Gambar 4.1 Proporsi individu susceptible berdasarkan pulse vaccination pada

model epidemik SIR dengan nilai T = 1,25 tahun
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Hasil keluaran pada Gambar 4.1 menunjukkan bahwa proporsi populasi
susceptible pada saat terjadi vaksinasi maupun pada saat tidak terjadi vaksinasi

nilainya berada jauh di bawah nilai ambang batas epidemik s.. .

Untuk individu infectious diperoleh

10°
\
\\
10'50 \‘\
2N

é 101007
7
(]
E 150
310 \\
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o N
£ A
D 200
g 107t
Q
S
[« 8

102507

10°% \'\_ e gt

;
0 5 10 15 20 25 30

Keterangan : nilai proporsi individu infectious dalam skala logaritma
Gambar 4.2 Proporsi individu infectious berdasarkan pulse vaccination pada

model epidemik SIR dengan nilai T = 1,25 tahun

Berdasarkan keluaran pada Gambar 4.2 terlihat bahwa proporsi individu infectious
lama kelamaan semakin berkurang seiring dengan berjalannya waktu. Hal ini
dapat diartikan bahwa dengan vaksinasi akan mengurangi nilai proporsi individu
yang terinfeksi.

Berdasarkan Gambar 4.1 dan Gambar 4.2 terlihat bahwa strategi pulse
vaccination dengan pelaksanaan vaksinasi setiap 1,25 tahun yang berarti nilai
T < T,,, Sangat berhasil mencegah terjadinya epidemik penyakit campak. Hal
ini dikarenakan nilai proporsi individu susceptible pada saat dilakukan vaksinasi
maupun pada saat tidak dilakukan vaksinasi berada jauh di bawah nilai ambang
batas epidemik s, dan untuk proporsi individu infectious seiring dengan

berjalannya waktu nilainya semakin kecil.
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2. Simulasi untuk T = 1,5 tahun

Berdasarkan source code pada Lampiran 1 dan Lampiran 2 dengan
mengganti nilai T menjadi T = 1,5, diperoleh keluaran sebagai berikut. Untuk

individu susceptible diperoleh

0.07

0.065

0.06

0.055 / H f

W . L W

0.045 RIEIARINIE|
) HP/

Proporsi individu susceptibles

0.04 H ‘

0.035

0.03
LTy
T i ! T ‘
5 10 15 20 25 30
Waktu (tahun)

I
0.025
0

= epidemik threshold s, (3.8)

———— = pergerakan s(t) untuk model (4.1)

= titik tetap s* (3.15)

Gambar 4.3 Proporsi individu susceptible berdasarkan pulse vaccination pada

model epidemik SIR dengan nilai T = 1,5 tahun

Keterangan :

Hasil keluaran pada Gambar 4.3 menunjukkan bahwa proporsi populasi
susceptible pada saat terjadi vaksinasi, nilainya berada di bawah nilai ambang
batas epidemik s. dan lama kelamaan mulai t = 10 nilainya mendekati titik tetap
s* atau dapat dikatakan nilai dari s(t) konvergen ke titik tetap s*. Hal ini sesuai
dengan teori pada Bab 3. Sedangkan pada saat tidak terjadi vaksinasi, lama
kelamaan seiring berjalannya waktu nilai proporsi populasi susceptible mendekati

nilai ambang batas epidemik s, tetapi nilainya tidak melebihi nilai ambang batas

epidemik tersebut.
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Untuk individu infectious diperoleh

Proporsi individu infectious
e

I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Keterangan : nilai proporsi individu infectious dalam skala logaritma
Gambar 4.4 Proporsi individu infectious berdasarkan pulse vaccination pada

model epidemik SIR dengan nilai T = 1,5 tahun

Berdasarkan keluaran pada Gambar 4.4 terlihat bahwa proporsi individu infectious
lama kelamaan nilainya semakin berkurang seiring dengan berjalannya waktu. Hal
ini dapat diartikan bahwa dengan vaksinasi akan mengurangi nilai proporsi

individu yang terinfeksi.

Berdasarkan Gambar 4.3 dan Gambar 4.4 terlihat bahwa strategi pulse
vaccination dengan pelaksanaan vaksinasi setiap 1,5 tahun yang berarti nilai
T < T, dannilai T sama dengan hasil aproksimasi dari nilai T, , yaitu
T = 1,49 = 1,5 berhasil mencegah terjadinya epidemik penyakit campak. Hal
ini dikarenakan nilai proporsi individu susceptible pada saat dilakukan vaksinasi
berada di bawah nilai ambang batas epidemik s., dan pada saat tidak dilakukan
vaksinasi nilainya tidak melebihi nilai ambang batas epidemik s.. Selain itu,
untuk proporsi individu infectious seiring dengan berjalannya waktu nilainya

semakin kecil.
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3. Simulasi untuk T = 2 tahun
Berdasarkan source code pada Lampiran 1 dan Lampiran 2, dengan
mengganti nilai dari T menjadi T = 2, diperoleh keluaran sebagai berikut. Untuk

individu susceptible diperoleh

0.07

0.065 /

o0 7 < DU AR~ NI,
x i
L

Proporsi individu susceptibles

5 10 15 20 25 30
Waktu (tahun)

= epidemik threshold s, (3.8)
———— = pergerakan s(t) untuk model (4.1)
= titik tetap s* (3.15)

Gambar 4.5 Proporsi individu susceptible berdasarkan pulse vaccination pada

Keterangan :

model epidemik SIR dengan nilai T = 2 tahun.

Hasil keluaran pada Gambar 4.5 menunjukkan bahwa nilai proporsi populasi
susceptible pada saat terjadi vaksinasi berada di bawah nilai ambang batas
epidemik s, dan lama kelamaan mulai t = 10 nilainya mendekati titik tetap

s* atau dapat dikatakan nilai dari s(t) konvergen ke titik tetap s*. Hal ini sesuai
dengan teori pada Bab 3. Sedangkan pada saat tidak terjadi vaksinasi, lama
kelamaan seiring berjalannya waktu nilai proporsi populasi susceptible lebih besar
dari nilai ambang batas epidemik s, atau dapat dikatakan nilainya melebihi nilai

ambang batas epidemik tersebut.
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Untuk individu infectious diperoleh
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Keterangan : nilai proporsi individu infectious dalam skala logaritma
Gambar 4.6 Proporsi individu infectious berdasarkan pulse vaccination pada

model epidemik SIR dengan nilai T = 2 tahun

Berdasarkan keluaran pada Gambar 4.6 terlihat bahwa jumlah individu infectious
lama kelamaan semakin berkurang seiring dengan berjalannya waktu. Hal ini
dapat diartikan bahwa dengan vaksinasi akan mengurangi jumlah individu yang
terinfeksi.

Berdasarkan Gambar 4.5 dan Gambar 4.6 terlihat bahwa strategi pulse
vaccination dengan pelaksanaan vaksinasi setiap 2 tahun yang berarti nilai
T > T, berhasil mencegah terjadinya epidemik penyakit campak hanya pada
saat dilakukan vaksinasi dan pada saat tidak dilakukan vaksinasi terjadi epidemik
penyebaran campak. Hal ini dikarenakan nilai proporsi individu susceptible pada
saat dilakukan vaksinasi berada di bawah nilai ambang batas epidemik s, dan
pada saat tidak dilakukan vaksinasi nilainya melebihi nilai ambang batas epidemik

Se.
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BAB 5
KESIMPULAN DAN SARAN

Pada bab ini berisi kesimpulan yang dapat diberikan oleh penulis
berdasarkan dari hasil pembahasan bab-bab sebelumnya, serta saran yang dapat

diberikan oleh penulis untuk penelitian selanjutnya.

5.1 Kesimpulan
Kesimpulan yang diperoleh dari penulisan tesis ini dapat dirinci sebagai
berikut:
1. Model epidemik SIR penyakit campak dengan pulse vaccination dapat

dinyatakan sebagai

ds

o= n—psi—ps,

di y . i
E—ﬂSl_yl_Hl,

&~ yi=pr
dt_y ur,

s(tn) = s(ty) — psty),

i(t) = i(ty),

r(t,) = r(t;) +ps(ty)
dengan s menyatakan proporsi individu susceptible, i menyatakan
proporsi individu infectious, r menyatakan proporsi individu recovered,
s(t,) menyatakan proporsi individu susceptible saat pemberian vaksin ke-
n, s(t,;) menyatakan proporsi individu susceptible sesaat sebelum

pemberian vaksin ke-n.

2. Model di atas merupakan sistem persamaan diferensial nonlinier non-
autonomous sehingga solusi dari model tersebut merupakan solusi
periodik. Berdasarkan analisa dinamik diperoleh solusi periodik bebas
infeksi dari model epidemik SIR penyakit campak dengan pengaruh

strategi pulse vaccination adalah

pelT

1—ehT —p e‘#(t—tn)'tn st< tn+1|

s =1+
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S5(t) =s*t = ty41,
i(t) =0.

3. Dengan menggunakan metode linierisasi dan teori Floquet diperoleh
bahwa solusi periodik bebas infeksi tersebut akan stabil secara lokal jika

1 (T . Uty _
Ff() s$(t)dt < 5 - Sc. (5.1)

4. Selanjutnya berdasarkan (5.1) diperoleh kestabilan solusi periodik bebas
infeksi bergantung dari nilai periode pulse vaccination (T), yaitu nilai dari
T haruslah T < Tax.

5. Berdasarkan nilai proporsi maksimum dari susceptible sesaat sebelum
vaksinasi dan nilai dari epidemic threshold, diperoleh nilai aproksimasi
dari Trmax adalah

Trax = iln (1+&)

1=5;
6. Secara keseluruhan dapat dikatakan bahwa berdasarkan dari kriteria
kestabilan solusi periodik bebas infeksi maka dapat dikatakan bahwa
strategi pulse vaccination berhasil dalam hal pencegahan terjadinya

penyebaran penyakit campak asalkan nilai T < Tax dengan nilai

T ~ %1n(1 +2x).

1—s.

5.2 Saran

Dalam penulisan tesis ini pengaruh dari strategi pulse vaccination
ditentukan hanya dengan mencari solusi periodik bebas infeksi. Analisa dinamik
pada model epidemik SIR dengan pengaruh pulse vaccination bisa juga dilakukan
dengan menentukan solusi periodik epidemik. pada penulisan tugas akhir ini
menentukan kestabilan dari solusi periodik bebas penyakit menggunakan metode
linierisasi yang akan diperoleh kestabilan lokal. Berdasarkan hal-hal tersebut,
penulis memberikan saran kepada para pembaca yang tertarik untuk
mengembangkan pembahasan di tesis ini dengan menentukan solusi periodik
epidemik serta menentukan kestabilan global dari solusi periodik bebas infeksi

maupun solusi periodik epidemik.
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LAMPIRAN 1
Source Code Simulasi Model Epidemik SIR

clear all;
clc;
% Ini merupakan source code MATLAB dari program 8.3 untuk model
epidemik SIR dengan pengaruh strategi pulse vaccination.

% Vaksinasi dimulai pada saat tV, dengan proporsi yang divaksin
adalah p dari semua individu susceptible setiap T tahun.

Q

% Nilai parameter-parameter yang digunakan pada model.
betal=1800;

gammal=100;

mul=0.02;

S0=0.0556;

I10=0.05;

p=0.515;

T=1.25;

SC= (mul+gammal) /betal
Sstar=(1l-p)* (exp (mul*T)-1)/ (p—1l+exp (mul*T))
tv=1.25;

MaxTime=30; % MaxTime adalah batas waktunya terjadi wvaksinasi

% Evaluasi keabsahan semua nilai parameter
if S0<=0
error ("Nilai awal dari proporsi susceptibles kurang dari atau
sama dengan nol',S0);
end

if T0<=0

error('Nilai awal dari proporsi infectious kurang.dari atau
sama dengan nol',I0);
end

if betal<=0

error ('Laju penularan beta kurang dari atau sama dengan
nol',betal);
end

if gammal<=0

error ('Laju kesembuhan gamma kurang-dari atau sama dengan
nol',gammal) ;
end

if mul<0
error ('Laju kelahiran=laju kematian mu kurang dari nol',mul);
end

if p<O0 || p>1
error ('Proporsi vaksinasi p tidak antara nol dan satu',p):;
end

if T<O
error ('Waktu antara pulses T kurang dari atau sama dengan
nol',T);

44
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end

if tv<0 || tv>=MaxTime

error ('Waktu vaksinasi pertama tV tidak antara nol dan akhir
waktu vaksinasi', tV);
end

if MaxTime<=0

error ('Waktu maksimum vaksinasi kurang dari atau sama dengan
nol',MaxTime) ;
end

if SO0+I0>1

warning ('Nilai awal dari.susceptibles+infectious lebih besar
dari satu',S0,I10,S0+10);
end

o)

% Iterasi

options = odeset ('RelTol', le-12, 'AbsTol', [1e-400 1e-400]);
[t, popl=ode45 (@Diff 8 3, [0 tV], [SO IO],options, [betal gammal
mull) ;

TT=t;
S=pop (:,1);
I=pop(:,2);

while TT (end)<MaxTime
% Vaksinasi sebagian p dari individu susceptible
pop (end, 1) =pop (end, 1) * (1-p) ;
[t, popl=oded5(@Diff 8 3, [TT(end) min(TT (end)+T,MaxTime) ],
pop (end, :) ,options, [betal gammal mul]);
TT=[TT,; t];
S=[S; pop(:,1)1;
I=[I; pop(:,2)];
end

% Plots dndividu susceptibles
figure (1)

plot (TT,S,"'-9');

hold on;

grid on

Y=get (gca, 'YLim') ;

plot (TT,SC, '£");

plot (TT, Sstar, 'b');

hold off

xlabel 'Waktu (tahun) ';
ylabel 'Proporsi individu susceptibles'
axis ([0 MaxTime 0.025 0.075])

[

% Plots individu infectious

figure (2)

semilogy (TT,I,'-r");

hold on;

hold off

xlabel 'Waktu (tahun)';

ylabel 'Proporsi individu infectious'
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LAMPIRAN 2
Source Code Fungsi Diff_8.3

function dPop=Diff 8 3(t,pop, parameter)

betal=parameter(l);
gammal=parameter (2) ;
mul=parameter (3);

dPop=zeros (2,1);

dPop (1)= mul - betal*pop(l)*pop(2) - mul*pop(l):;
dPop (2)= betal*pop (l) *pop (2) - (gammal + mul) *pop (2);
46
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