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ABSTRAK 

 

 

Nama   : Murtiningrum                                                                                  
Program Studi  : Magister Matematika                                                                            
Judul       : Pelabelan Total (a, d)-Busur Anti Ajaib pada Gabungan  
                                      Graf Korona dan Gabungan Graf Prisma  
 

Misalkan 𝐺𝐺(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) adalah sebuah graf dengan 𝑝𝑝 = |𝑉𝑉(𝐺𝐺) | dan 𝑞𝑞 = |𝐸𝐸(𝐺𝐺) | 
masing-masing adalah banyaknya simpul dan busur dari 𝐺𝐺. Pelabelan total (a, d)-
busur anti ajaib ((a, d)-PTBAA) dari sebuah graf 𝐺𝐺(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) adalah sebuah 
pemetaan satu-satu f dari 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ∪ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) ke himpunan {1, 2, … ,𝑝𝑝 + 𝑞𝑞} sedemikian 
hingga himpunan bobot busur { 𝑓𝑓(𝑢𝑢) + 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑓𝑓(𝑣𝑣) ∶  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺)} sama 
dengan {𝑎𝑎,𝑎𝑎 + 𝑑𝑑,𝑎𝑎 + 2𝑑𝑑, … ,𝑎𝑎 + (𝑞𝑞 − 1)𝑑𝑑 } untuk suatu bilangan bulat a > 0 dan 
d ≥ 0. Jika 𝑓𝑓(𝑉𝑉) = {1, 2, … ,𝑝𝑝} maka pelabelan f disebut pelabelan total super (a, 
d)-busur anti ajaib ((a, d)-PTSBAA), dan jika d = 0 maka pelabelan f  disebut juga 
pelabelan total busur ajaib (PTBA). Pada tesis ini dibangun suatu konstruksi       
(a, d)-PTBAA pada gabungan m graf korona 𝐶𝐶𝑛𝑛 ⊚ 𝑃𝑃2 isomorfik untuk 𝑑𝑑 = 0 dan 
𝑑𝑑 = 2, dan gabungan m graf prisma 𝐶𝐶𝑛𝑛 × 𝑃𝑃2 isomorfik untuk 𝑑𝑑 = 0,𝑑𝑑 = 1 dan 
𝑑𝑑 = 2. 
 
 
Kata kunci : Pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib, pelabelan total super     
                              (a, d)-busur anti ajaib, gabungan graf isomorfik, graf korona,  
                              graf prisma.  
xi+77 halaman : 23 gambar; 11 tabel 
Daftar Pustaka : 8 (1986-2011) 
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ABSTRACT 

 

 

Name   : Murtiningrum                                                                                  
Program Study : Magister of Mathematic                                                                            
Title       : (a, d)-Edge Antimagic Total Labeling on Union of   
                                      Corona Graphs and Union of Prisms Graphs   
                                       
 

Let 𝐺𝐺(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) is a graph with 𝑝𝑝 = |𝑉𝑉(𝐺𝐺) | and 𝑞𝑞 = |𝐸𝐸(𝐺𝐺) | be respectively the 
number of vertices and the number of edges of 𝐺𝐺. An (a, d)-edge antimagic total 
labeling ((a, d)-EAT labeling) of a 𝐺𝐺(𝑝𝑝, 𝑞𝑞) graph is defined as a one-to-one 
mapping f from 𝑉𝑉(𝐺𝐺) ∪ 𝐸𝐸(𝐺𝐺) onto the set {1, 2, … ,𝑝𝑝 + 𝑞𝑞}, so that the set of 
weight { 𝑓𝑓(𝑢𝑢) + 𝑓𝑓(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑓𝑓(𝑣𝑣) ∶  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺)} is equal to {𝑎𝑎,𝑎𝑎 + 𝑑𝑑,𝑎𝑎 +
2𝑑𝑑, …,𝑎𝑎+𝑞𝑞−1𝑑𝑑  for two integer a > 0 and d ≥ 0. If 𝑓𝑓𝑉𝑉=1, 2, …, 𝑝𝑝 then f labeling is 
called super (a, d)-edge antimagic total labeling (super (a, d)-EAT labeling) and 
when d = 0 then f labeling is called edge magic total labeling (EMT labeling). In 
this thesis was constructed (a, d)-EAT labeling on union of isomorphic corona 
𝐶𝐶𝑛𝑛 ⊚ 𝑃𝑃2 graphs for 𝑑𝑑 = 0 and 𝑑𝑑 = 2, and union of isomorphic prisms 𝐶𝐶𝑛𝑛 × 𝑃𝑃2 
graphs for 𝑑𝑑 = 0, 𝑑𝑑 = 1 and 𝑑𝑑 = 2.  

 
 
Key words  : (a, d)-edge antimagic total labeling, super (a, d)-edge antimagic   
                          total labeling, union isomorphic graphs, corona graph, prisms   
                          graph. 
xi+77 pages : 23 pictures; 11 tables 
Bibliography : 8 (1986-2011) 
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1 

 

BAB I 

 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Pelabelan adalah bagian dari teori graf. Pelabelan graf pertama kali di 

perkenalkan oleh Sedláček pada tahun 1963 (Bača dan Miller, 2008). Konsep 

pelabelan graf sangat dikenal dalam teori graf tidak hanya karena tantangan 

pelabelannya tetapi juga karena aplikasinya pada ilmu lain, sebagai contoh x-ray, 

kristalografi, teori kode (kriptografi), astronomi, desain sirkuit, desain jaringan 

komunikasi dan lain-lain.  

Sebuah graf terdiri atas himpunan simpul-simpul dan himpunan busur-

busur. Pada suatu graf dapat dikenakan pelabelan. Pelabelan adalah pemetaan 

satu-satu yang memetakan himpunan simpul-simpul dan atau himpunan busur-

busur suatu graf ke himpunan bilangan (biasanya bilangan bulat) yang disebut 

label. Pelabelan dengan domain himpunan simpul disebut pelabelan simpul, 

pelabelan dengan domain himpunan busur disebut pelabelan busur dan pelabelan 

dengan domain himpunan simpul dan busur disebut pelabelan total.  

 

     

         Gambar 1.1. (a) Pelabelan simpul (b) Pelabelan busur (c) Pelabelan total 

 

Selanjutnya label yang dikenakan pada simpul dan busur tersebut 

dijumlahkan. Penjumlahan dari label yang dikenakan pada simpul dan busur dari 

suatu graf disebut bobot. Bobot simpul adalah penjumlahan label simpul dengan 
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label busur yang hadir pada simpul tersebut dan bobot busur adalah penjumlahan 

label busur dengan label simpul yang dihubungkan oleh busur tersebut. 

Bobot-bobot simpul atau bobot-bobot busur yang diperoleh dari 

penjumlahan label tersebut dapat merupakan bilangan konstan atau berbeda. Jika 

pelabelan menghasilkan bobot-bobot simpul atau bobot-bobot busur yang konstan 

disebut pelabelan ajaib. Pelabelan ajaib diperkenalkan oleh Sedláček pada tahun 

1963. Ia mendefinisikan sebuah graf adalah ajaib jika mempunyai pelabelan 

simpul atau pelabelan busur sedemikian hingga bobot-bobot simpul atau bobot-

bobot busurnya konstan (Bača dan Miller, 2008). 

Jika pelabelan menghasilkan bobot-bobot simpul atau bobot-bobot busur 

yang berbeda disebut pelabelan anti ajaib. Pelabelan anti ajaib ini diperkenalkan 

oleh Hartsfield dan Ringel pada tahun 1990 (Gallian, 2010). Selanjutnya pada 

tahun 1993 Bodendiek dan Walter menemukan bahwa bobot-bobot simpul atau 

bobot-bobot busur dari pelabelan anti ajaib ini tidak hanya berbeda tetapi juga 

membentuk suatu barisan aritmatika dengan suku pertama a > 0 dan beda d ≥ 0 

(Bača dan Miller, 2008). 

Hartsfield dan Ringel mengeluarkan konjektur bahwa setiap graf yang 

terhubung kecuali �� memiliki pelabelan anti ajaib (Bača dan Miller, 2008). Hal 

ini mendorong para peneliti untuk terus melakukan konstruksi pelabelan anti ajaib 

seiring ditemukannya kelas-kelas graf yang baru. Salah satunya adalah konstruksi 

pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib (disingkat (a, d)-PTBAA). 

Konstruksi (a, d)-PTBAA telah dilakukan pada beberapa kelas graf, baik 

yang berupa graf tunggal maupun gabungan graf. Beberapa hasil yang telah 

diperoleh diantaranya adalah: graf lingkaran memiliki (a, d)-PTBAA untuk d ∈ 

{0, 1, 2} (Bača dan Miller, 2008); graf korona �� ⊚�� memiliki (a, d)-PTBAA 

untuk d ∈ {2} (Nugroho dkk, 2011); graf prisma  �� × �� memiliki (a, d)-PTBAA 

untuk d ∈ {0, 1, 2} (Sugeng dkk, 2006); gabungan graf lingkaran isomorfik 

memiliki (a, d)-PTBAA untuk d ∈ {0, 1, 2} (Bača dan Miller, 2008); gabungan 

graf matahari isomorfik memiliki (a, d)-PTBAA untuk d ∈ {1, 2} (Niagara, 

2010). Untuk itu penulis tertarik untuk melakukan penelitian terhadap (a, d)-

PTBAA pada gabungan graf korona �� ⊚�� yang isomorfik dan gabungan graf 

prisma  �� × �� yang isomorfik. 
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1.2  Permasalahan 

Permasalahan pada penelitian ini adalah bagaimana konstruksi (a, d)-

PTBAA pada gabungan graf korona �� ⊚�� dan gabungan graf prisma  �� × ��. 

 

1.3 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini konstruksi (a, d)-PTBAA dilakukan pada : 

a. Gabungan sebanyak m graf korona �� ⊚�� yang isomorfik, untuk setiap m 

dan n bilangan ganjil, n ≥ 3, untuk nilai 	 = 0 dan 	 = 2 . 

b. Gabungan sebanyak m graf prisma �� × �� yang isomorfik, untuk setiap m 

bilangan bulat positif  dan n bilangan ganjil, n ≥ 3, untuk nilai 	 = 1. Dan 

gabungan sebanyak m graf prisma �� × �� yang isomorfik, untuk setiap m   

dan n bilangan ganjil, n ≥ 3, untuk nilai 	 = 0 dan 	 = 2. 

 

1.4  Tujuan Penulisan 

Secara umum tujuan penelitian ini adalah membuat konstruksi dan rumus 

umum (a, d)-PTBAA pada gabungan graf korona �� ⊚�� dan gabungan graf 

prisma �� × ��. 

 

1.5  Metode Penelitian 

Penelitian ini dilakukan melalui studi literatur dengan mempelajari paper 

atau buku-buku yang berkaitan dengan topik penelitian. Selanjutnya hasil studi 

literatur ini digunakan untuk mengkonstruksi (a, d)-PTBAA pada gabungan graf 

korona �� ⊚�� dan gabungan graf prisma �� × ��. 
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BAB II 

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini akan diberikan penjelasan mengenai pengertian graf, operasi 

pada graf, beberapa graf sederhana dan pelabelan graf yang akan digunakan dalam 

penulisan tesis ini. 

 

2.1 Pengertian Graf 

 

Sebuah graf � adalah himpunan tak kosong berhingga dari objek-objek 

yang disebut simpul, bersama dengan (mungkin kosong) himpunan pasangan 

tidak terurut dari simpul-simpul yang berbeda dari � yang disebut busur. 

Himpunan simpul dari � dinotasikan dengan ���� dan himpunan busur 

dinotasikan dengan ���� (Chartrand dan Lesniak, 1986).  

Jika |����	| = � dan |����	| = � masing-masing adalah banyaknya simpul 

dan busur dari �, maka graf tersebut biasa ditulis ���, �� (Bača dan Miller, 2008). 

Jika himpunan busur dari graf � merupakan himpunan kosong maka graf tersebut 

disebut graf kosong (null graph) (West, 2001). Pada Gambar 2.1 berikut 

diberikan contoh sebuah graf. 

 

 

Gambar 2.1. Contoh sebuah graf 

� 

 

4 
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Pada Gambar 2.1, himpunan simpul dan busur pada graf � masing-masing 

adalah ���� = 	 ���, ��, ��	� dan ���� = ���, ��, ��, ��, � � = �����, ����, ���� 

, ����, �����. Banyaknya simpul adalah 	|����| = 3 dan banyaknya busur adalah 

|����|	 = 5. Busur �� mempunyai simpul awal �� dan simpul akhir �� yang 

disebut titik ujung (end point). 

Pada Gambar 2.1, busur �  disebut gelang (loop) dan busur �� dan �� 

disebut busur ganda (multiple edges). Sebuah gelang adalah sebuah busur yang 

mempunyai titik ujung yang sama dan busur ganda adalah busur yang mempunyai 

pasangan titik ujung yang sama. Sebuah graf yang tidak mempunyai gelang dan 

busur ganda disebut graf sederhana (simple graph) (West, 2001). 

Jika � = ������ adalah sebuah busur pada graf  �, maka �� dan �� disebut 

simpul yang bertetangga (adjacent) dan busur � disebut hadir (incident) pada 

simpul �� dan ��. Demikian pula jika �� dan �� dua busur berbeda yang hadir 

pada simpul yang sama maka �� dan �� disebut busur yang bertetangga 

(Chartrand dan Lesniak, 1986). Sebuah graf sederhana disebut graf lengkap 

(complete graph) jika setiap dua simpulnya bertetangga (West, 2001). 

Banyaknya busur yang hadir pada suatu simpul v disebut derajat (degree), 

dinotasikan dengan degG v atau deg v. Sebuah simpul dengan deg v = 0 disebut 

simpul terpencil (isolated vertex) dan sebuah simpul dengan deg v = 1 disebut 

simpul akhir (end-vertex) (Chartrand dan Lesniak, 1986).  

Sebuah jalan (walk) adalah barisan simpul dan busur �", ��, ��, ��, … , �$ , �$ 

sedemikian hingga untuk 1 ≤ & ≤ ', busur �( mempunyai titik ujung �()� dan �(. 

Sebuah jalur (trail) adalah sebuah jalan dengan tidak ada busur yang berulang. 

Sebuah jalan atau jalur adalah tertutup jika mempunyai titik ujung yang sama. 

(West, 2001).  

Sebuah graf kadangkala menjadi bagian dari graf lain yang lebih besar. 

Sebuah graf * adalah graf bagian (subgraph) dari graf �, jika ��*� ⊆ ���� dan 

��*� ⊆ ����, dinotasikan dengan * ⊂ � (Chartrand dan Lesniak, 1986). 

Dua buah graf seringkali memiliki struktur yang sama, hanya dibedakan 

bagaimana simpul dan busurnya dilabel atau dalam menggambarkan grafnya. Graf 

yang demikian disebut dua graf yang isomorfik. Sebuah graf �� dikatakan 
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isomorfik (isomorphic) ke graf �� jika terdapat pemetaan satu-satu Φ, yang 

disebut isomorfisma, dari ����� pada �����, dengan demikian -� ∈ ����� jika 

dan hanya jika Φ�u�Φ��� ∈ �����. Jika �� isomorfik ke �� ditulis �� ≅	�� 

 

Gambar 2.2. Contoh dua graf yang isomorfik 

 

Pada Gambar 2.2 graf �� dan �� adalah isomorfik, �� ≅	��, karena 

terdapat sebuah pemetaan Φ:����� → ����� yang didefinisikan oleh 

Φ���� = ��, Φ���� = ��, Φ���� = � , Φ���� = ��, Φ�� � = ��, Φ��3� = �3, 

dan Φ adalah sebuah isomorfisma (Chartrand dan Lesniak, 1986).  

 

2.2  Operasi Pada Graf 

Terdapat beberapa cara mengoperasikan graf sehingga menghasilkan graf 

yang baru, beberapa diantaranya adalah: 

 

2.2.1 Gabungan graf  (Union Graph) 

Gabungan graf ��, ��, …	 , �$  ditulis �� ∪ �� ∪	…	∪ �$  adalah sebuah graf 

dengan himpunan simpul ∪(5�
$ ���(� dan himpunan busur ∪(5�

$ ���(�. Gabungan 

6 buah graf � yang sama ditulis 6� (West, 2001). Pada Gambar 2.3 diberikan 

contoh gabungan graf. 

  

�� �� 
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Gambar 2.3. Graf �3��� ∪ �� 

 

2.2.2 Produk Korona 

Produk korona �� ⊚�� dari dua graf �� dan �� didefinisikan oleh Frucht 

dan Harary (Harary, 1996), sebagai graf � yang diperoleh dengan membuat satu 

penggandaan dari graf �� yang mempunyai �� simpul dan menggandakan graf �� 

sebanyak �� kemudian menghubungkan simpul ke-i graf �� ke setiap simpul hasil 

penggandaan graf �� ke-i. 

Misal diberikan graf �� dan ��, maka dapat dibentuk graf korona �� ⊚�� 

dan �� ⊚�� yang berbeda seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.4. 

 

Gambar 2.4. Graf �� dan �� dan graf korona yang dapat dibentuk 

 

�� �� �� ⊚�� 

�� ⊚�� 

�� �� �� 

�� 
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2.2.3 Produk Kartesius (Cartesian Product) 

Menurut Chartrand dan Lesniak (1986), produk kartesius dari graf �� dan 

�� ditulis graf � = �� × �� adalah sebuah graf dengan himpunan simpul ���� =

����� 	× ����� dengan dua simpul �-�, -�� dan ���, ��� pada � adalah 

bertetangga jika dan hanya jika -� = �� dan -��� ∈ ����� atau -� = ��	dan 

-��� ∈ �����.  

Misal diberikan graf �� dan ��, produk kartesius dari graf �� dan �� 

diperlihatkan pada Gambar 2.5. 

  

Gambar 2.5. Contoh produk kartesius dari dua graf 

 

2.3  Beberapa Graf Sederhana 

Terdapat berbagai jenis graf yang termasuk ke dalam kelas graf sederhana, 

beberapa diantaranya adalah:   

 

2.3.1 Graf Lintasan dan Graf Lingkaran 

Sebuah lintasan u, v adalah sebuah jalur dengan simpul awal u dan simpul 

akhir v yang berderajat 1 dan yang lainnya disebut simpul dalam (internal 

vertices) yang berderajat 2 (West, 2001). Dan graf lingkaran �� adalah sebuah 

jalur tertutup ��, ��, … , ��, ��			�6 ≥ 3� dengan n simpul �( yang berbeda 

�� × �� 

�� 

�� 
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(Chartrand dan Lesniak, 1986). Pada Gambar 2.3 diberikan contoh graf lintasan 

dan graf lingkaran. 

 

  

Gambar 2.6. (a) Graf lintasan �  (b) Graf lingkaran �9 

 

2.3.2 Graf Korona �� ⊚�� 

Graf korona �� ⊚�� merupakan salah satu graf produk korona yang 

diperoleh dengan menggandakan graf �� sebanyak n, selanjutnya simpul ke-i pada 

graf �� dihubungkan ke setiap simpul ��, dimana 1≤ i ≤ n. Pada Gambar 2.7 

diperlihatan konstruksi graf korona � ⊚��. 

 

Gambar 2.7. Konstruksi graf korona � ⊚�� 

�  

� ⊚�� 

�� 
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2.3.3 Graf Prisma 

Menurut Bača dan Miller (2008) graf prisma didefinisikan sebagai produk 

kartesius dari sebuah lingkaran dengan m simpul dengan sebuah lintasan dengan n 

simpul, dinotasikan dengan �: × ��. Pada Gambar 2.5 diperlihatkan contoh graf 

prisma. 

 

 

Gambar 2.8. (a) Graf prisma �9 × �� (b) Graf prisma � × �� 

 

2.4 Pelabelan Graf 

Menurut Bača dan Miller (2008), pelabelan adalah pemetaan satu-satu yang 

memetakan himpunan simpul-simpul dan atau himpunan busur-busur suatu graf 

ke himpunan bilangan (biasanya bilangan bulat) yang disebut label. Pelabelan 

dengan domain himpunan simpul disebut pelabelan simpul, pelabelan dengan 

domain himpunan busur disebut pelabelan busur dan pelabelan dengan domain 

himpunan simpul dan busur disebut pelabelan total. Terdapat berbagai jenis 

pelabelan graf, dua diantaranya adalah: 

 

2.4.1 Pelabelan Total Busur Ajaib 

Sebuah pemetaan satu-satu ; ∶ ���� ∪ ���� ⟶ �1, 2, … , � + �� disebut 

pelabelan total busur ajaib (edge magic total labelling), disingkat PTBA (EMT 

labelling) dari sebuah graf ���, �� jika, 

;�?� + ;�?@� + ;�@� = ' 
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adalah konstan untuk setiap ?@ ∈ ���� (Bača dan Miller, 2008). Pada Gambar 2.9 

diperlihatkan contoh PTBA pada graf lingkaran �9 dengan nilai k = 19. 

 

 

Gambar 2.9. Contoh PTBA pada graf lingkaran �9 

 

2.4.2 Pelabelan Total (a, d)-Busur Anti Ajaib 

Pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib ((a, d)-edge anti magic total 

labelling), disingkat (a, d)-PTBAA ((a, d)-EAT Labelling) dari sebuah graf 

���, �� adalah sebuah pemetaan satu-satu f dari ���� ∪ ���� ke himpunan 

�1, 2, … , � + �� sedemikian hingga himpunan bobot busur �	A�-� + A�-�� +

A��� ∶ 	-� ∈ ����� sama dengan �B, B + 	, B + 2	,… , B + �� − 1�		� untuk 

suatu bilangan bulat a > 0 dan d ≥ 0.  

Suatu pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib disebut super, ditulis (a, d)-

PTSBAA, jika himpunan simpul dari graf � tersebut diberi label �1, 2,… , �� dan 

AD����E = �� + 1, � + 2,… , � + ��. Jika d = 0 maka (a, 0)-PTBAA tersebut juga 

merupakan PTBA dengan k = a. Definisi (a, d)-PTBAA ini diperkenalkan oleh 

Simanjuntak, Bertault dan Miller pada tahun 2000 (Bača dan Miller, 2008). Pada 

Gambar 2.10 diberikan contoh (18, 1)-PTBAA pada graf �F. 
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Gambar 2.10. (18, 1)-PTBAA pada graf lingkaran �F 

 

Untuk suatu (a, d)-PTBAA dari sebuah graf ���, ��, bobot busur minimum 

yang mungkin adalah 1 + 2 + 3, sehingga diperoleh 

a ≥ 6                                                                     (2.1) 

sedangkan bobot busur maksimum yang mungkin adalah (p + q – 2) + (p + q – 1) 

+ (p + q ) = 3p + 3q – 3, sehingga diperoleh 

B + �� − 1�		 ≤ 3� + 3� − 3.                                                (2.2) 

Dari (2.1) dan (2.2) diperoleh  

6 + �� − 1�		 ≤ 3� + 3� − 3, 

	 ≤ �HI�J)K

J)�
	.                                                       (2.3) 

Pertidaksamaan (2.3) merupakan batas atas dari d untuk suatu (a, d)-PTBAA pada 

graf �. 

Misal f adalah (a, d)-PTBAA dari suatu graf ���, ��, maka dapat dibuat   

(a, d)-PTBAA yang lain dari f. Misal A ∶ ���� ∪ ���� ⟶ �1, 2, … , � + �� adalah 

pemetaan satu-satu. Definisikan pelabelan A′ ∶ ���� ∪ ���� ⟶ �1, 2, … , � + �� 

dengan 

AM�-� = 	� + � + 1 − A�-�, untuk setiap -	 ∈ ����.                              (2.4)                  

AM�-�� = 	� + � + 1 − A�-��, untuk setiap -�	 ∈ ����.                  (2.5) 
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Dari persamaan (2.4) dan (2.5), A′ juga merupakan pemetaan satu-satu dari 

���� ∪ ���� ⟶ �1, 2, … , � + ��. A′ disebut dual dari f. Jadi (a, d)-PTBAA dari 

suatu graf tidak tunggal. 

 

Teorema 2.4.1. (Bača dan Miller, 2008).  

Jika f adalah suatu (a, d)-PTBAA dari graf ���, ��, maka A′ adalah �3� + 3� +

3 − B − �� − 1�	, 	�-PTBAA pada �. 

 

Bukti. Misal �( = �-(�(� adalah busur-busur yang mempunyai bobot busur                 

B + &	,				& = 0, 1, …	 , � − 1. Sehingga dari definisi dual f, himpunan semua bobot 

busur dari busur-busur di � sama dengan 

N3� + 3� + 3 − DA�-(� + A���� + A��(�EO& = 0, 1, … , � − 1P =  

�3� + 3� + 3 − �B + &	�|& = 0, 1, … , � − 1�. Akibatnya A′ adalah �3� + 3� +

3 − B − �� − 1�	, 	�-PTBAA pada �.                  ■ 

 

 

Gambar 2.11. (26, 1)-PTBAA pada graf lingkaran �F 

 

(26, 1)-PTBAA pada graf lingkaran �F pada Gambar 2.11 merupakan dual 

dari (18, 1)-PTBAA pada Gambar 2.10. Dalam penulisan tesis ini konstruksi 

pelabelan yang digunakan adalah konstruksi (a, d)-PTBAA, namun dalam 

pembahasannya dikaitkan dengan (a, d)- PTBA.  
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BAB III 

 

PELABELAN TOTAL (a, d)-BUSUR ANTI AJAIB PADA GABUNGAN 

GRAF KORONA DAN GABUNGAN GRAF PRISMA 

 

 

Pada bab ini akan dibahas konstruksi pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib, 

disingkat (a, d)-PTBAA, pada gabungan graf korona ��⊚�� dengan terlebih 

dahulu ditunjukkan bahwa graf korona ��⊚�� memiliki (a, d)-PTBAA untuk � = 2 yang telah dilakukan oleh Nugroho dkk (2011). Dilanjutkan dengan 

konstruksi  (a, d)-PTBAA pada gabungan graf prisma �� × �� dengan terlebih 

dahulu ditunjukkan bahwa graf prisma �� × ��	memiliki (a, d)-PTBAA untuk � = 2 yang telah dilakukan oleh Sugeng dkk (2006).  

 

3.1  Pelabelan Total (a, d)-Busur Anti Ajaib pada Graf Korona ��⊚��    

  

Graf korona ��⊚�� adalah graf yang diperoleh dengan menggandakan 

graf �� sebanyak n, selanjutnya simpul ke-i pada graf �� dihubungkan ke setiap 

simpul ��, dimana 1 ≤ i ≤ n. Graf korona ��⊚�� merupakan graf sederhana 

dengan graf lingkaran dan lintasan sebagai graf bagiannya. Jika n adalah 

banyaknya simpul pada graf ��, maka banyaknya simpul dan busur pada graf 

korona ��⊚�� masing-masing adalah |�
��⊚���| = 3� dan |�
��⊚���| =4�.   

Himpunan simpul dan busur pada graf korona ��⊚�� adalah   �
��⊚��� = ���|1 ≤ � ≤ �� ∪ ���,��1 ≤ � ≤ �� ∪ ���,��1 ≤ � ≤ �� dan 

�
��⊚��� = ����� �|1 ≤ � ≤ � − 1� ∪ ������ ∪ �����,��1 ≤ � ≤ �� ∪ 

 �����,��1 ≤ � ≤ �� ∪ ���,���,��1 ≤ � ≤ ��, 
dimana �� adalah simpul yang berasal dari graf lingkaran �� dan ��,�,

 
��,� adalah 

simpul yang berasal pada graf lintasan ��. Pada Gambar 3.1 diperlihatkan contoh 

graf korona �"⊚�� dan �#⊚�� dengan notasi simpul-simpulnya. 
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Gambar 3.1. (a) Graf korona �"⊚�� (b) Graf korona �#⊚�� 

 

 

Konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf korona ��⊚�� untuk � = 2 telah 

dilakukan oleh Nugroho dkk (2011) dan berikut dituliskan ulang untuk 

kelengkapan konstruksi. 

  

Teorema 3.1.1 (Nugroho dkk, 2011)  

Graf korona ��⊚�� memiliki $%� �� + 2, 2'-PTBAA untuk setiap n bilangan 

ganjil, n ≥ 3. 
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Bukti. Banyaknya simpul dan busur pada graf ��⊚�� masing-masing adalah 3n 

dan 4n. Misal (�: �
��⊚��� ∪ �
��⊚��� ⟶ �1, 2,… , 7��. Untuk 1 ≤ � ≤ �, 

n bilangan ganjil, n ≥ 3. Indeks i dihitung dengan modulo n. Didefinisikan label 

simpul dan busur graf korona ��⊚�� sebagai berikut: 

1. Label simpul  

(�
��� = -� �� 																															 , �	ganjil									� � �� 																										 , �	genap									                                               (3.1)         

(�6��,�7 = -"� �� 																											 , �	ganjil		�� �� 																										 , �	genap			  (3.2) 

(�6��,�7 = 		3� − � + 1																,1 ≤ � ≤ �        (3.3) 

 

2. Label busur  

(�
���� �� = 83� + � + 1										,1 ≤ � ≤ � − 1						3� + 1																	, � = �																						  (3.4) 

(�6����,�7 = 		4� + �																			,1 ≤ � ≤ � − 1  (3.5) 

(�6����,�7 = -���9� �� 																 , �	ganjil						���9� �� 																 , �	genap					   (3.6)  

(�6��,���,�7 = -�:�9� �� 													 , �	ganjil	�"�9� �� 													 , �	genap   (3.7) 

 

Selanjutnya perhitungan bobot busur pada graf korona ��⊚�� terhadap 

pelabelan (� dibagi menjadi 3 kasus, yaitu bobot busur pada graf lingkaran ��, 

bobot busur yang menghubungkan simpul pada graf lingkaran �� dengan simpul 

pada graf lintasan �� serta bobot busur pada graf lintasan	��. 

1. Bobot busur pada graf lingkaran �� 

Untuk 1 ≤ � ≤ � − 1, i ganjil ;<=
���� �� = 	(�
��� + (�
���� �� + (�
�� �� 
= 	>� + 12 ? 	+ 
3� + � + 1� 	+ @� + 
� + 1� + 12 A									 
= 	 %� �� + 2� + 2.   (3.8) 
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Untuk 1 ≤ � ≤ � − 1, i genap ;<=
���� �� = 	(�
��� + (�
���� �� + (�
�� �� 
= 	>� + � + 12 ?	+ 
3� + � + 1� 	+ @
� + 1� + 12 A									 
= 	 %� �� + 2� + 2.   (3.9) 

Untuk � = � ;<=
����� = 	(�
��� + (�
����� + (�
��� 
=	>� + 12 ?	+ 
3� + 1� 	+ >1 + 12 ?									 
=	 %� �� + 2.    (3.10) 

 

2. Bobot busur yang menghubungkan simpul pada graf lingkaran �� dengan 

simpul pada graf lintasan �� 

a. Busur ����,� 
Untuk i ganjil ;<=6����,�7 = 	(�
��� + (�6����,�7 + (�6��,�7 

= 	>� + 12 ? 	+ 
4� + i� 	+ >3� + �2 ?									 
= 	 %� �� + 2� + 2�.    (3.11) 

Untuk i genap ;<=6����,�7 = 	(�
��� + (�6����,�7 + (�6��,�7 
= 	>� + � + 12 ?	+ 
4� + i� 	+ >2� + �2 ?									 
= 	 %� �� + 2� + 2�.    (3.12) 

b. Busur ����,� 
Untuk i ganjil ;<=6����,�7 = 	(�
��� + (�6����,�7 + (�6��,�7 

= 	>� + 12 ? 	+ >11� − � + 22 ?	+ 
3� − � + 1�									 
= 	 %� �� + 5� − � + 2.    (3.13) 
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Untuk i genap ;<=6����,�7 = 	(�
��� + (�6����,�7 + (�6��,�7 
= 	>� + � + 12 ?	+ >12� − � + 22 ? 	+ 
3� − � + 1�									 
= 	 %� �� + 6� − � + 2.    (3.14) 

 

3. Bobot busur pada graf lintasan �� 

a. Busur ��,���,� 

Untuk i ganjil ;<=6��,���,�7 = 	(�6��,�7 + (�6��,���,�7 + (�6��,�7 
=	>3� + �2 ? 	+ >14� − � + 12 ?	+ 
3� − � + 1�									 
=	 %� �� + 8� − � + 1.    (3.15) 

Untuk i genap ;<=6��,���,�7 = 	(�6��,�7 + (�6��,���,�7 + (�6��,�7 
=	>2� + �2 ? 	+ >13� − � + 12 ?	+ 
3� − � + 1�									 
=	 %� �� + 7� − � + 1.    (3.16) 

Dari persamaan (3.8) hingga persamaan (3.16), diperoleh himpunan bobot 

busur pada graf korona ��⊚��	terhadap pelabelan (�	adalah sebagai berikut: ; =	 �;<=
���� ������� � ∈ �� ∪ �;<=6����,�7�����,� ∈ �� ∪ 

�;<=6����,�7�����,� ∈ �� ∪ �;<=6��,���,�7���,���,� ∈ ��. =	87�+12 + 2, 7�+12 + 4,… , 7�+12 + 2�F ∪ 87�+12 + 2� + 2, … , 7�+12 + 4�F ∪  

87�+12 + 4� + 2, … , 7�+12 + 6�F 	∪ 87�+12 + 6� + 2, … , 7�+12 + 8�F.  
=	87�+12 + 2, 7�+12 + 4	,… , 7�+12 + 4�, 7�+12 + 4� + 2,… , 7�+12 + 8�F.  
 

Dari persamaan di atas dapat dilihat bahwa himpunan bobot busur ; 

membentuk barisan aritmatika dengan suku pertama G = %� �� + 2 dan beda d = 2. 

Jadi pelabelan (� adalah $%� �� + 2, 2'-PTBAA pada graf korona ��⊚�� untuk 

setiap n bilangan ganjil, n ≥ 3.               ■ 
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Label simpul pada graf korona ��⊚�� dari pelabelan (� adalah himpunan �1, 2, … , 3��. Jadi pelabelan (� juga merupakan (a, d)-PTSBAA untuk graf 

korona ��⊚�� dengan G = %� �� + 2 dan � = 2. Pada Gambar 3.2 diperlihatkan 

contoh (27, 2)-PTBAA pada graf korona �%⊚��. 
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Gambar 3.2. (27, 2)-PTBAA pada graf korona �%⊚	�� 

 

Pada subbab ini telah diberikan konstruksi (a, d)-PTBAA yang dilakukan 

oleh Nugroho dkk (2011). Selanjutnya pada subbab berikut akan diberikan 

konstruksi (a, d)-PTBAA pada gabungan graf korona ��⊚��.  

 

3.2  Pelabelan Total (a, d)-Busur Anti Ajaib pada Gabungan Graf Korona ��⊚��     

 

Jika graf korona ��⊚�� sebanyak m digabung, m ≥ 2, maka terbentuk 

gabungan graf yang disebut gabungan m graf korona ��⊚�� isomorfik, 

dinotasikan dengan H
��⊚���. Pada Gambar 3.3 diperlihatkan contoh graf 3
�#⊚���, beserta notasi penulisan simpulnya.  
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                  Gambar 3.3. Graf korona 3(�#⊚��� 
 

Himpunan simpul dan busur pada graf H
��⊚��� masing-masing adalah: 

�6H
��⊚���7 = ���I�1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H� ∪ 

	���,�I �1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H� ∪ ���,�I �1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H�, �6H
��⊚���7 = ���I�� �I �1 ≤ � ≤ � − 1	, 1 ≤ J ≤ H� ∪	 
	���I��I�1 ≤ J ≤ H� ∪ ���I��,�I �1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H� ∪ 

	���I��,�I �1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H� ∪  

	���,�I ��,�I �1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H�, 
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dimana ��I adalah simpul ke-i pada graf lingkaran �� ke-j dan	��,�I , ��,�I  adalah 

simpul pada graf lintasan �� ke-j. Pada graf H
��⊚���	berlaku hubungan 

��6H
��⊚���7� = 	 ": ��6H
��⊚���7�. 
Batas atas nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA pada graf H
��⊚��� 

dapat ditentukan dengan menggunakan pertidaksamaan (2.3) pada subbab 2.4. 

Banyaknya simpul dan busur pada graf H
��⊚	��� masing-masing adalah 3mn 

dan 4mn, maka dengan mensubsitusikan nilai ini ke dalam pertidaksamaan (2.3), 

diperoleh 

� ≤ "
"K�� "
:K��9L:K�9�    

atau 

� ≤ 5 + K�9::K�9�.                                                                  (3.17) 

Untuk m dan n bilangan bulat positif,  n ≥ 3, dari pertidaksamaan (3.17) 

diperoleh nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA pada graf H
��⊚���, yaitu �0, 1, 2, 3, 4, 5�. Dalam tesis ini konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
��⊚��� 
hanya dilakukan untuk nilai d = 0 dan d = 2. Berikut akan diberikan konstruksi  

(a, d)-PTBAA pada graf H
��⊚��� untuk d = 2. 

 

Teorema 3.2.1 

Graf  korona H
��⊚��� memiliki $%K� �� + 2, 2'-PTBAA untuk setiap m dan n 

bilangan bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Bukti. Misal (� : �6H
��⊚���7 ∪ �6H
��⊚���7 ⟶ �1, 2, … , 3H� + 4H��. 
Untuk 1 ≤  j ≤  m, 1 ≤  i ≤  n, m dan n bilangan bilangan ganjil, n ≥ 3.Didefinisikan 

label simpul dan busur dari graf H
��⊚��� adalah sebagai berikut: 

1.  Label simpul 

(�6��I7 =
NO
OP
OO
Q K
�9��� 	+ I �� 																 , �	ganjil	, J	ganjil	, 1	 ≤ �	 ≤ � − 2�K �� + I� 																								 , �	ganjil, J	genap, 1	 ≤ �	 ≤ � − 2	K
� � ��� − J + 1										, �	genap, 1	 ≤ J	 ≤ H																								K�9�� +	 I �� 																			 , � = �	, J	ganjil																																		K
�9��� +	 I� 																				 , � = �	, J	genap																																

      (3.18) 
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(�6��,�I 7 =

NO
OO
OP
OO
OO
QK
"� � ��� − J + 1					, �	ganjil, 1	 ≤ �	 ≤ � − 2																				K
�� ��� + I �� 													 , �	genap, J	ganjil, 1	 ≤ �	 ≤ � − 2				K
�� � �� �� + I� 									 , �	genap, J	genap, 1	 ≤ �	 ≤ � − 2		"K�9�� + I �� 																 , � = � − 1, J	ganjil																														K
"�9��� + I� 																		 , � = � − 1, J	genap																												H� + I �� 																						 , � = �, J	ganjil																																					K
�� �� �� + I� 														 , � = �, J	genap																																				

    (3.19)   

 

(�6��,�I 7 =
NOO
P
OOQ
K
R�9��9��9�� + I �� 				 , J	ganjil, 1	 ≤ �	 ≤ � − 2	H
3� − � − 1� + I� 					 , J	genap, 1	 ≤ �	 ≤ � − 22H� + I �� 																				 , � = � − 1, J	ganjil											K
:� �� �� + I� 														 , � = � − 1, J	genap										3H� − J + 1																, � = �, 1 ≤ J ≤ H													

     (3.20) 

 

2. Label busur  

(�6��I�� �I 7 =
NOO
P
OOQ
K
R� �� �� "� − $I �� '												 , J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2H
3� + � + 1� + 1 − $I�'				 , J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 2
4H� + 1� − $I �� '															 , � = � − 1, J	ganjil									K
S�9�� �� − $I�'																					 , � = � − 1, J	genap								3H� + J																																			, � = �, 1 ≤ J ≤ H										

     (3.21) 

 

(�6��I��,�I 7 =
NOO
P
OOQ
K
S� �� �� "� − $I �� '										 , J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2	H
4� + � + 1� + 1 − $I�'		 , J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 25H� − $I9�� '																									 , � = � − 1, J	ganjil										K
�T�9�� �� − $I�'																	 , � = � − 1, J	genap									4H� + J																																		, � = �, 1 ≤ J ≤ H												

       (3.22) 
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(�6��I��,�I 7 =

NO
OO
OP
OO
OO
QK
���9�9��� + J														, �	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2																			K
���9�� �� − $I �� '					 , �	genap, J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2			K
���9�9�� �� − $I�'					 , �	genap, J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 2		��K� "� −	$I �� '											 , � = � − 1, J	ganjil																											K
��� �� �� −	$I�'								 , � = � − 1, J	genap																										6H� −	$I9�� '															 , � = �, J	ganjil																																			K
���9�� �� −	$I�'							 , � = �, J	genap																																		

 (3.23) 

(�6��,�I ��,�I 7 =
NOO
OP
OOO
QK
�:�9� �� �� − $I �� ' , �	ganjil, J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2K
�:�9�� �� − $I�'								 , �	ganjil, J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 2K
�"�9�9��� + J													, �	genap, 1 ≤ � ≤ � − 1															�"K� "� − $I �� '											 , � = �, J	ganjil																																K
�"� �� �� − $I�'								 , � = �, J	genap																														

		 (3.24) 

Label simpul dan busur pada graf H
��⊚��� terhadap pelabelan (� adalah 

bilangan bulat positif yang berbeda yaitu (�
�� = �1, 2,… ,3H�� dan (�
�� =�3H�+ 1, 3H�+ 2,… , 7H��. Maka pelabelan (� adalah pemetaan satu-satu dan 

pada dari �6H
��⊚���7 ∪ �6H
��⊚���7 ke himpunan �1, 2, … , 7H��. 
Bobot sembarang busur pada graf 	H
��⊚��� terhadap pelabelan (� 

dibagi menjadi 4 kasus, yaitu: 

1. ;(26��I�� �I 7 = 	(26��I7 + (26��I�� �I 7 + (26�� �I 7.   

2. ;(26��I��,�I 7 = 	(26��I7 + (26��I��,�I 7 + (26��,�I 7.     

3. ;(26��I��,�I 7 = 	(26��I7 + (26��I��,�I 7 + (26��,�I 7.     

4. ;(26��,�I ��,�I 7 = 	(26��,�I 7 + (26��,�I ��,�I 7 + (26��,�I 7.     

Untuk 1 ≤ i ≤ n,1 ≤  j ≤ m, m dan n bilangan bilangan ganjil, n ≥ 3. Indeks i 

dihitung dengan modulo n. Berikut akan dihitung bobot busur masing-masing 

kasus. 

Kasus 1: Bobot busur ��I�� �I  

Berdasarkan pelabelan (� dari persamaan (3.18) dan (3.21), terdapat 8 kasus 

perhitungan bobot busur ��I�� �I , yaitu:  
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a. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j ganjil 

;<U6��I�� �I 7 		= 	(�6��I7 + (�6��I�� �I 7 + (�6�� �I 7	 
=	 VH
� − 1�2 	+ J + 12 W 	+ VH
6� + 2� + 1� + 32 − >J + 12 ?W 	+ 

						VH
� + 
� + 1� + 1�2 − J + 1	W							 
=	K
%� :� �� �� − J + 2. (3.25) 

 

b. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j ganjil 

;<U6��I�� �I 7 		= 	(�6��I7 + (�6��I�� �I 7 + (�6�� �I 7	 
= VH
� + � + 1�2 − J + 1	W + VH
6� + 2� + 1� + 32 − >J + 12 ?W	 
+VH
� + 1 − 1�2 	+ J + 12 W 

=	K
%� :� �� �� − J + 2. (3.26) 

 

c. Untuk 1 ≤ � ≤ � − 2 , i ganjil, j genap 

;<U6��I�� �I 7 		= 	(�6��I7 + (�6��I�� �I 7 + (�6�� �I 7 	
= 	 X�H + 12 + J2Y + XH
3� + � + 1� + 1 − >J2?Y + 

						VH
� + 
� + 1� + 1�2 − J + 1W 
=	K
%� :� :� �� − J + 2. (3.27) 

 

d. Untuk 1 ≤ � ≤ � − 2 , i genap, j genap 

;<U6��I�� �I 7 		= 	(�6��I7 + (�6��I�� �I 7 + (�6�� �I 7 
= VH
� + � + 1�2 − J + 1	W + XH
3� + � + 1� + 1 − >J2?Y + 

VH
� + 1 − 1�2 	+ J + 12 W 
=	K
%� :� :� �� − J + 2. (3.28) 
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e. Untuk  � = � − 1,  j ganjil 

;<U6��I�� �I 7 		= (�6��I7 + (�6��I�� �I 7 + (�6�� �I 7 	
= VH
� + 
� − 1� + 1�2 − J + 1W + X
4H� + 1� − >J + 12 ?Y + 

XH� − 12 +	 J + 12 Y 
= ��K� �� − J + 1. (3.29) 

 

f. Untuk  � = � − 1,  j genap 

;<U6��I�� �I 7 		= (�6��I7 + (�6��I�� �I 7 + (�6�� �I 7 	
= VH
� + 
� − 1� + 1�2 − J + 1W + VH
8� − 1� + 12 − >J2?W + 

VH
� − 1�2 +	 J2W 
= K
���9�� �� − J + 1.                                                          (3.30) 

 

g. Untuk  � = �,  j ganjil 

;<U6��I�� �I 7 		= (�6��I7 + (�6��I�� �I 7 + (�6�� �I 7 	
= XH� − 12 +	J + 12 Y + Z3H� + J[ + XJ + 12 Y 
= %K� �� + 2J.				                                                                   (3.31) 

 

h. Untuk  � = �,  j genap 

;<U6��I�� �I 7 		= (�6��I7 + (�6��I�� �I 7 + (�6�� �I 7 	
= VH
� − 1�2 +	 J2W + Z3H� + J[ + XH + 12 + J2Y 
= %K� �� + 2J.                                                                      (3.32) 

 

Kasus 2: Bobot busur ��I��,�I  

Berdasarkan pelabelan (� dari persamaan (3.18), (3.19) dan (3.22) terdapat 

8 kasus perhitungan bobot busur ��I��,�I ,	yaitu: 
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a. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j ganjil 

;<U6��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7	 
= 	 VH
� − 1�2 	+ J + 12 W + VH
8� + 2� + 1� + 32 − >J + 12 ?W + 

						VH
3� + � + 2�2 − J + 1			W 
= 	K
��� :� �� �� − J + 2.                  (3.33) 

 

b. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j genap 

;<U6��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= 	 X�H + 12 + J2Y + XH
4� + � + 1� + 1 − >J2?Y + 

						VH
3� + � + 2�2 − J + 1		W 
= 	K
��� :� :� �� − J + 2.         (3.34)  

  

c. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j ganjil 

;<U6��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= 	 VH
� + � + 1�2 − J + 1W + VH
8� + 2� + 1� + 32 − >J + 12 ?W + 

						VH
2� + ��2 + J + 12 	W 
= 	K
��� :� �� �� − J + 2.     (3.35) 

 

d. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j genap 

;<U6��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= 	 VH
� + � + 1�2 − J + 1W + XH
4� + � + 1� + 1 − >J2?Y + 

						VH
2� + � + 1� + 12 + J2				W 
= 	K
��� :� :� �� − J + 2.                                                      (3.36)  
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e. Untuk  � = � − 1, j ganjil 

;<U6��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= VH
� + 
� − 1� + 1�2 − J + 1W + X5H� − >J − 12 ?Y + 

X	3H� − 12 + J + 12 	Y 
= 	 �#K� �� − J + 1.         (3.37)  

                                                                 

f. Untuk  � = � − 1, j genap 

;<U6��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= 	 VH
� + 
� − 1� + 1�2 − J + 1W + VH
10� − 1� + 12 − >J2?	W + 

VH
3� − 1�2 + J2W 
= 	K
�#�9�� �� − J + 1.                     (3.38) 

                                                                 

g. Untuk  � = �, j ganjil 

;<U6��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= 	 XH� − 12 +	J + 12 Y + Z4H� + J[ + XH� + J + 12 Y 
= 	 ��K� �� + 2J.                (3.39)  

 

h. Untuk  � = �, j genap 

;<U6��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= VH
� − 1�2 + J2W + Z4H� + J[ + VH
2� + 1� + 12 +	 J2W 
= 	 ��K� �� + 2J.             (3.40) 

 

Kasus 3: Bobot busur ��I��,�I  

Berdasarkan pelabelan (� dari persamaan (3.18), (3.20) dan (3.23) terdapat 

8 kasus perhitungan bobot busur ��I��,�I , yaitu : 
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a. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j ganjil 

;(26��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7  
= VH
� − 1�2 	+ J + 12 W + VH
11� − � − 2�2 + JW + 

					VH
6� − 2� − 1� − 12 + J + 12 W 
= 	K
�%�9��9:� �� + 2J.                            (3.41) 

 

b. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j genap 

;(26��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= X�H + 12 + J2Y + VH
11� − � − 2�2 + JW + 

XH
3� − � − 1� + J2	Y = K
�%�9��9:� �� + 2J.           (3.42) 

 

c. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j ganjil 

;(26��I��,�I 7 	= (�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= 	 VH
� + � + 1�2 − J + 1		W + VH
12� − �� + 22 − >J + 12 ?W + 

						VH
6� − 2� − 1� − 12 + J + 12 		W 
= K
�L�9��� �� − J + 1.     (3.43) 

                                                                

d. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j genap 

;(26��I��,�I 7 	= 	(�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= 	 VH
� + � + 1�2 − J + 1	W + VH
12� − � − 1� + 12 − >J2?W + 

						XH
3� − � − 1� + J2	Y = 	K
�L�9��9�� �� − J + 1.                                                       (3.44) 
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e. Untuk  � = � − 1, j ganjil 

;(26��I��,�I 7 = 	(�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= VH
� + 
� − 1� + 1�2 − J + 1W + X11H� + 32 − >J + 12 ?Y + 

X2H� + J + 12 Y 
= �%K� �� − J + 2.                                                                  (3.45) 

 

f. Untuk  � = � − 1, j genap 

;(26��I��,�I 7 	= 	(�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= 	 VH
� + 
� − 1� + 1�2 − J + 1W + VH
11� + 1� + 22 − >J2?W + 

VH
4� + 1� + 12 + J2W 
= K
�%� �� �� − J + 2.                          (3.46)   

  

g. Untuk  � = �, j ganjil 

;(26��I��,�I 7 	= 	(�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= XH� − 12 +	J + 12 Y + X6H� − >J − 12 ?Y + Z3H� − J + 1[ 
= �LK� �� − J + 1.                       (3.47) 

 

h. Untuk  � = �, j genap 

;(26��I��,�I 7 	= 	(�6��I7 + (�6��I��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= VH
� − 1�2 + J2W + VH
12� − 1� + 12 −	>J2?W + 

Z3H� − J + 1[ 
= K
�L�9�� �� − J + 1.               (3.48) 
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Kasus 4: Bobot busur ��,�I ��,�I  

Berdasarkan pelabelan (� dari persamaan (3.19), (3.20) dan (3.24) terdapat 

8 kasus perhitungan bobot busur ��,�I ��,�I , yaitu: 

a. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j ganjil 

;<U6��,�I ��,�I 7 = (�6��,�I 7 + (�6��,�I ��,�I 7 + (�6��,�I 7 
= VH
3� + � + 2�2 − J + 1W + VH
14� − � + 1� + 22 − >J + 12 ?W 
+ VH
6� − 2� − 1� − 12 + J + 12 W 

=	K
�"�9�� �� �� − J + 1.                        (3.49)  

 

b. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j genap 

;<U6��,�I ��,�I 7 		= (�6��,�I 7 + (�6��,�I ��,�I 7 + (�6��,�I 7
= VH
3� + � + 2�2 − J + 1W + VH
14� − �� + 12 − >J2?W + 

Xm
3� − � − 1� + J2Y =	K
�"�9��� �� − J + 1. (3.50)       

                                                          

c. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j ganjil 

;<U6��,�I ��,�I 7 		= (�6��,�I 7 + (�6��,�I ��,�I 7 + (�6��,�I 7
= VH
2� + ��2 + J + 12 W + VH
13� − � − 1�2 + JW + 

VH
6� − 2� − 1� − 12 + J + 12 W 
=	K
���9��9�� �� + 2J.  (3.51) 

  

d. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j genap 

;<U6��,�I ��,�I 7 		= (�6��,�I 7 + (�6��,�I ��,�I 7 + (�6��,�I 7
= VH
2� + � + 1� + 12 + J2W + VH
13� − � − 1�2 + JW + 
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XH
3� − � − 1� + J2Y =	K
���9��9�� �� + 2J.   (3.52) 

 

e. Untuk  � = � − 1,  j ganjil 

;<U6��,�I ��,�I 7 		= (�6��,�I 7 + (�6��,�I ��,�I 7 + (�6��,�I 7
= X3H� − 12 + J + 12 Y + VH613� − 
� − 1�7 − 12 + JW + 

^2H� + I �� _  =	 �LK� �� + 2J.                                                       (3.53) 

 

f. Untuk  � = � − 1,  j genap 

;<U6��,�I ��,�I 7 		= (�6��,�I 7 + (�6��,�I ��,�I 7 + (�6��,�I 7
= VH
3� − 1�2 + J2W + VH613� − 
� − 1�7 − 12 + JW + 

^K
:� �� �� + I�_  =	 �LK� �� + 2J.                                                                   (3.54) 

 

g. Untuk  � = �, j ganjil 

;<U6��,�I ��,�I 7 	= (�6��,�I 7 + (�6��,�I ��,�I 7 + (�6��,�I 7  

= XH� + >J + 12 ?Y + X13H� + 32 − >J + 12 ?Y + Z3H� − J + 1[ 
=	 ��K� �� − J + 2.                                                               (3.55) 

        

h. Untuk  � = �, j genap 

;<U6��,�I ��,�I 7 	= 	(�6��,�I 7 + (�6��,�I ��,�I 7 + (�6��,�I 7
= VH
2� + 1� + 12 +	 J2W + VH
13� + 1� + 22 − >J2?W + 

Z3H� − J + 1[ 
=	K
��� �� �� − J + 2.            (3.56)  
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Bobot busur pada graf H
��⊚��� terhadap pelabelan (� untuk setiap 

kasus ini disajikan pada Tabel 1.1 hingga Tabel 1.4 dalam Lampiran 1. 

Dari persamaan (3.25) sampai dengan (3.56), himpunan bobot busur 

masing-masing kasus adalah sebagai berikut: 

a. Himpunan bobot busur ��I�� �I 	 
;<U6��I�� �I 7 = 	 8	%K� �� + 2, %K� �� + 4,… , %K� �� + 2H, %K� �� + 2H +

2, … , ��K� �� − 2H, ��K� �� − 2H + 2,… , ��K� �� 	F. 
b. Himpunan bobot busur ��I��,�I  

;<U6��I��,�I 7 = 	 8	��K� �� + 2, ��K� �� + 4	, … , ��K� �� + 2H, ��K� �� +
2H + 2	, … , �#K� �� − 2H, �#K� �� − 2H + 2	, … , �#K� �� 	F.  

c. Himpunan bobot busur	��I��,�I  

;<U6��I��,�I 7 = 		 8	�#K� �� + 2, �#K� �� + 4	, … , �%K� �� −H, �%K� �� −H +
2	, … , �%K� �� +H, �%K� �� +H + 2	, … , �LK� �� − 2H,
�LK� �� − 2H + 2,… , �LK� �� 	F. 

d. Himpunan bobot busur ��,�I ��,�I   

;<U6��,�I ��,�I 7 = 	 8	�LK� �� + 2, �LK� �� + 4	, … , �LK� �� + 2H, ��K� �� −
3H + 2,… , ��K� �� −H, ��K� �� −H+ 2	,… , ��K� �� +H,
��K� �� +H + 2,… , �"K� �� 	F.  

Jadi himpunan semua bobot busur pada graf H
��⊚��� terhadap 

pelabelan (� adalah: 

; = �;<U6��I�� �I 7���I�� �I ∈ �� ∪ �;<U6��I��,�I 7���I��,�I ∈ �� ∪ 

�;<U6��I��,�I 7���I��,�I ∈ �� ∪ �;<U6��,�I ��,�I 7���,�I ��,�I ∈ ��. 
=	 8%K� �� + 2, %K� �� + 4,… , ��K� �� − 2H, ��K� �� − 2H + 2, … , ��K� �� 	F ∪
8��K� �� + 2, ��K� �� + 4,… , �#K� �� − 2H, �#K� �� − 2H + 2, … , �#K� �� F ∪  

8�#K� �� + 2, �#K� �� + 4,… , �LK� �� − 2H, �LK� �� − 2H + 2,… , �LK� �� F ∪
8�LK� �� + 2, �LK� �� + 4,… , ��K� �� −H, ��K� �� −H+ 2,… , �"K� �� 	F. 
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; =	8	%K� �� + 2, %K� �� + 4,… , �#K� �� + 2, �#K� �� + 4,… , �"K� �� F. 
 

Himpunan bobot busur yang diperoleh membentuk barisan aritmatika 

dengan suku pertama a = 
%K� �� + 2 dan beda d = 2. Bobot busur terkecil a 

diperoleh dari persamaan (3.31) yaitu pada busur ��I�� �I  untuk i = n dan j = 1. 

Jadi pelabelan (� adalah $%K� �� + 2, 2'-PTBAA pada graf korona H
��⊚��� 
untuk setiap m dan n bilangan ganjil, n ≥ 3.                                               ■ 

 

Pelabelan (� juga merupakan $%K� �� + 2, 2'-PTSBAA, karena label 

simpul pada graf H
��⊚��� terhadap pelabelan (� adalah bilangan positif 

terkecil 1, 2, 3, … , 3H�. Selanjutnya dengan menggunakan pelabelan dual pada 

subbab 2.4, dari Teorema 3.2.1 diperoleh Akibat 3.2.2. 

 

Akibat 3.2.2.  

Graf korona H
��⊚��� memiliki $�LK� �� + 2, 2'-PTBAA untuk setiap m dan n 

bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Pada Gambar 3.4 diperlihatkan contoh (a, 2)-PTBAA pada graf 5
�#⊚��� 
dengan nilai G = %K� �� + 2 = %
#�
#� �� + 2 = 90. 
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Gambar 3.4. (90, 2)-PTBAA pada graf 5
�#⊚��� 
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Konstruksi (a, d)-PTBAA untuk nilai d = 2 telah diberikan pada Teorema 

3.2.1. Selanjutnya dengan menggunakan pelabelan simpul yang sama seperti pada 

bukti Teorema 3.2.1 tetapi dengan pelabelan busur yang berbeda, diperoleh 

Akibat 3.2.3. 

 

Akibat 3.2.3. 

Graf korona H
��⊚��� memiliki $�#K� �� + 1, 0'-PTBAA untuk setiap m dan n 

bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Bukti. Misal (":	�6H
��⊚	���7 ∪ �6H
��⊚	���7 ⟶ �1, 2, … , 7H��.     
Untuk 1 ≤  i  ≤ n, 1 ≤  j ≤  m, m dan n bilangan bilangan ganjil, n ≥ 3. Dengan 

mendefinisikan ("
�� = (�
�� untuk setiap simpul � di H
��⊚	��� dan 

dengan mendefinisikan label busur sebagai berikut: 

 

("6��I�� �I 7 =
NOO
P
OOQ
K
�:�9��9��9�� + I �� 												 , J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2H
7� − � − 1� + I� 													 , J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 26H� + I �� 																												 , � = � − 1, J	ganjil									K
��� �� �� + I� 																					 , � = � − 1, J	genap								7H� − J + 1																									, � = �, 1 ≤ J ≤ H												

            (3.57) 

 

("6��I��,�I 7 =
NOO
P
OOQ
K
���9��9��9�� + I �� 									 , J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2	H
6� − � − 1� + I� 											 , J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 25H� + I �� 																									 , � = � − 1, J	ganjil										K
�T� �� �� + I� 																	 , � = � − 1, J	genap									6H� − J + 1																					, � = �, 1 ≤ J ≤ H													

                (3.58) 
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("6��I��,�I 7 =

NO
OO
OP
OO
OO
QK
L� � ��� − J + 1												, �	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2																			K
S� �� �� + I �� 															 , �	genap, J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2			K
S� � �� �� + I� 															 , �	genap, J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 2		LK�9�� + I �� 																						 , � = � − 1, J	ganjil																											K
L�9��� + I� 																							 , � = � − 1, J	genap																										4H� + I �� 																								 , � = �, J	ganjil																																			K
S� �� �� + I� 																			 , � = �, J	genap																																		

  (3.59) 

("6��,�I ��,�I 7 =
NO
OP
OO
QK
R� �9��� + I �� 												 , �	ganjil, J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2K
R� �� �� + I� 														 , �	ganjil, J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 2K
%� � ��� − J + 1							, �	genap, 1 ≤ � ≤ � − 1															%K�9�� + I �� 																 , � = �, J	ganjil																																K
%�9��� + I� 																	 , � = �, J	genap																														

		      

(3.60) 

Diperoleh bobot busur yang sama untuk sembarang busur pada graf H
��⊚���, seperti yang ditunjukkan pada Tabel 2.1 hingga Tabel 2.4 dalam 

Lampiran 2. Sehingga bobot busurnya sama, yaitu 
�#K� �� + 1 untuk setiap busur. 

Maka pelabelan (" merupakan $�#K� �� + 1, 0'-PTBAA pada graf H
��⊚��� 
untuk setiap m dan n bilangan ganjil, n ≥ 3.                ■ 

 

Telah diperoleh pelabelan (" merupakan $�#K� �� + 1, 0'-PTBAA, karena 

nilai d = 0 maka pelabelan (" juga merupakan PTBA dengan k = G = �#K� �� + 1. 

Pada Gambar 3.5 diperlihatkan contoh (a, 0)-PTBAA pada graf 5
�#⊚���, 
dengan nilai G = �#K� �� + 1 = �#
#�
#� �� + 1 = 189. 
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Gambar 3.5. (189, 0)-PTBAA pada graf 5
�#⊚��� 
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Selanjutnya dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 2.4, dari 

Akibat 3.2.3 diperoleh Akibat 3.2.4. 

 

Akibat 3.2.4. 

Graf korona H
��⊚��� memiliki $�%K� �� + 1, 0'-PTBAA untuk setiap m dan n  

bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Pada subbab ini telah diberikan konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
��⊚��� untuk nilai d = 0 dan d = 2. Pada subbab berikut akan diberikan 

konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf prisma �� × �� dan gabungan m graf prisma �� × �� isomorfik. 

 

3.3 Pelabelan Total (a, d)-Busur Anti Ajaib pada Graf Prisma �� × ��  

 

Graf prisma �� × �� didefinisikan sebagai produk kartesius dari graf  

lingkaran �� dengan graf lintasan ��. Jika n adalah banyaknya simpul pada graf ��, maka banyaknya simpul dan busur pada graf prisma �� × �� masing-masing 

adalah |�
�� × ���| = 2n dan |�
�� × ���| = 3n. 

Himpunan simpul dan busur pada graf prisma �� × �� masing-masing 

adalah �
�� × ��� = ���|1	 ≤ �	 ≤ �� ∪ �a�|1	 ≤ �	 ≤ �� dan �
�� × ��� = ����� �|1 ≤ � ≤ � − 1� ∪ ������ ∪ ���a�|1 ≤ � ≤ �� ∪	�a�a� �|1 ≤ � ≤ � − 1� ∪ �a�a��, dimana �� adalah simpul-simpul pada graf lingkaran dalam dan a� 
adalah simpul-simpul pada graf lingkaran luar. Pada Gambar 3.6 diperlihatkan 

contoh graf prisma �" × �� dan �# × �� beserta notasi simpul-simpulnya. 
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Gambar 3.6. (a) Graf prisma �" × ��  (b) Graf prisma �# × �� 

 

Konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf prisma �� × �� untuk d = 2 telah 

dilakukan oleh Sugeng dkk (2006). Namun dalam tesis ini akan diberikan 

konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf prisma �� ×	�� untuk d = 2 secara berbeda 

dari bukti yang diberikan Sugeng dkk. 

 

Teorema 3.3.1 

Graf prisma �� × �� memiliki $#� �� + 2, 2'-PTBAA untuk setiap n bilangan 

ganjil, n ≥ 3. 

 

 

Bukti. Misal b� : �
�� × ��� ∪ �
�� × ��� ⟶ �1, 2, … , 2� + 3��.                
Untuk  1 ≤ i ≤ n, n bilangan ganjil, n ≥ 3. Didefinisikan label simpul dan busur 

pada graf prisma �� × �� adalah sebagai berikut: 

1. Label simpul  

b�
��� = -� �� 																			 , �	ganjil						� � �� 															 , �	genap																						                                           (3.61) 
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b�
a�� = -	"� �� 																 , �	ganjil																�� �� 																 , �	genap																       (3.62) 

 

2. Label busur  

b�
���� �� = 8	2� + � + 1														,1 ≤ � ≤ � − 1			2� + 1																					, � = �																				     (3.63) 

b�
��a�� = 3� + �																													,1 ≤ � ≤ �                 (3.64) b�
a�a� �� = 4� + �																								,1 ≤ � ≤ �                 (3.65) 

 

Label simpul dan busur pada graf prisma �� × �� terhadap pelabelan b� 
adalah bilangan bulat positif yang berbeda yaitu b�
�� = �1, 2, … , 2�� dan b�
�� = �2� + 1, 2� + 2,… , 5��. Maka pelabelan b� adalah pemetaan satu-satu 

dan pada dari �
�� × ��� ∪ �
�� × ��� ke himpunan �1, 2, … , 5��. 
Bobot sembarang busur pada graf prisma �� × �� terhadap pelabelan b� 

dibagi menjadi 3 kasus, yaitu: 

1. ;c=
���� �� = 	b�
��� + b�
���� �� + b�
�� ��. 
2. ;c=
��a�� = b�
��� + b�
��a�� + b�
a��.    

3. ;c=
a�a� �� = 	b�
a�� + b�
a�a� �� + b�
a� ��.  

Untuk 1 ≤ i ≤ n, n bilangan ganjil, n ≥ 3. Indeks i dihitung dengan modulo n. 

Berikut akan dihitung bobot busur masing-masing kasus. 

 

Kasus 1: Bobot busur ���� � 

Berdasarkan pelabelan b� dari persamaan (3.61) dan (3.63) terdapat 3 kasus 

perhitungan bobot busur ���� �, yaitu :  

a. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 1, i ganjil ;c=
���� �� = b�
��� + b�
���� �� + b�
�� �� 
= X� + 12 Y + Z2� + � + 1[ + X� + � + 22 Y 
= #� :� �� + 2.      (3.66) 
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b. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 1, i genap ;c=
���� �� = b�
��� + b�
���� �� + b�
�� �� 
= X� + � + 12 Y + Z2� + � + 1[ + X� + 22 Y 
= #� :� �� + 2.      (3.67) 

 

c. Untuk  � = � ;c=
���� �� = 	b�
��� + b�
���� �� + b�
�� �� 
= X� + 12 Y + Z2� + 1[ + Z1[ 
= #� �� + 2.       (3.68) 

 

Kasus 2: Bobot busur ��a�  
Berdasarkan pelabelan (" dari persamaan (3.61), (3.62) dan (3.64) terdapat 

2 kasus perhitungan bobot busur ��a�, yaitu:  

a. Untuk i ganjil ;c=
��a�� 	= b�
��� + b�
��a�� + b�
a�� 
= X� + 12 Y + Z3� + �[ + X3� + �2 Y 
= L� :� �� .        (3.69) 

 

b. Untuk i genap ;c=
��a�� 	= b�
��� + b�
��a�� + b�
a�� 
= X� + � + 12 Y + Z3� + �[ + X2� + �2 Y 
= L� :� �� .        (3.70) 

 

Kasus 3: Bobot busur a�a� � 

Berdasarkan pelabelan (" dari persamaan (3.62) dan (3.65) terdapat 2 kasus 

perhitungan bobot busur a�a� �, yaitu :  
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a. Untuk i ganjil ;c=
a�a� �� = b�
a�� + b�
a�a� �� + b�
a� �� 
= X3� + �2 Y + Z4� + �[ + X2� + � + 12 Y 
= �"� :� �� .        (3.71) 

 

c. Untuk i genap ;c=
a�a� �� = b�
a�� + b�
a�a� �� + b�
a� �� 
= X2� + �2 Y + Z4� + �[ + X3� + � + 12 Y 
= �"� :� �� .        (3.72) 

 

Dari persamaan (3.66) hingga persamaan (3.72), himpunan bobot busur 

masing-masing kasus adalah sebagai berikut: 

a. Himpunan bobot busur ���� � 

;c=
���� �� = 8	#� �� + 2, #� �� + 4,… , L� �� 		F.  
b. Himpunan bobot busur ��a�  ;c=
��a�� = 8L� �� + 2, L� �� + 4,… , �"� �� 		F.  
c. Himpunan bobot busur a�a� � 

;c=
a�a� �� = 8	�"� �� + 2, �"� �� + 4	, … , �%� �� 		F.  
 

Diperoleh himpunan semua bobot busur graf 
�� × ��� terhadap pelabelan b� adalah: ;	 = 		 �;c=
���� ������� � ∈ �� ∪ �;c=
��a�����a� ∈ �� ∪ 

�;c=
a�a� ���a�a� � ∈ ��. =	 8	#� �� + 2, #� �� + 4,… , L� �� 		F ∪ 8L� �� + 2, L� �� + 4,… , �"� �� 		F ∪  

8	�"� �� + 2, �"� �� + 4	,… , �%� �� 		F.  
= 		8	#� �� + 2, #� �� + 4, … , L� �� , L� �� + 2,… , �"� �� , … , �%� �� 		F. 
 

Pelabelan total..., Murtiningrum, FMIPA UI, 2012



43 

 

  Universitas Indonesia 

Himpunan bobot busur yang diperoleh membentuk barisan aritmatika 

dengan suku pertama a = 
#� �� + 2 dan beda d = 2. Bobot busur terkecil a 

diperoleh dari persamaan (3.68) yaitu busur ��I�� �I  untuk i = n. Jadi pelabelan b� 

adalah $#� �� + 2, 2'-PTBAA pada graf prisma �� × �� untuk setiap n bilangan 

ganjil, n ≥ 3.                  ■ 

  

Label simpul pada graf prisma �� × �� terhadap pelabelan b� adalah 

himpunan �1, 2,… , 3��. Maka Pelabelan b� juga merupakan (a, d)-PTSBAA 

untuk graf prisma �� × �� dengan G = #� �� + 2 dan d = 2. Pada Gambar 3.7 

diperlihatkan contoh (20, 2)-PTBAA pada graf prisma �% × ��. 

 

 

Gambar 3.7. (20, 2)-PTBAA pada graf prisma �% × �� 
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3.4  Pelabelan Total (a, d)-Busur Anti Ajaib pada Gabungan Graf Prisma �� × ��  

Jika graf prisma �� × �� sebanyak m digabung, m ≥ 2, maka akan terbentuk 

gabungan graf yang disebut gabungan m graf prisma �� × �� isomorfik, 

dinotasikan dengan H
�� × ���. Pada graf H
�� × ��� berlaku hubungan 

��6H
	�� × ��	�7� = 	 �" ��6H
�� × ���7�. Pada Gambar 3.8 diperlihatkan contoh 

graf 3
�# × ��� dengan notasi simpul-simpulnya. 

 

 

Gambar 3.8. Graf prisma 3
�# × ��� 
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Himpunan simpul dan busur pada graf H
�� × ��� masing-masing adalah:  

�6H
�� × ���7 = ���I|1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H� ∪ �a�I|1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H� dan 

�6H
�� × ���7 = ���
I�� �

I |1 ≤ � ≤ � − 1	, 1 ≤ J ≤ H� ∪ ���
I��
I�1 ≤ J ≤ H� ∪ 

���
Ia�
I|1 ≤ � ≤ �	, 1 ≤ J ≤ H� ∪ �a�

Ia� �
I |1 ≤ � ≤ � − 1	, 1 ≤ J ≤ H� ∪ 

�a�
Ia�

I�1 ≤ J ≤ H�, dimana ��
I
 adalah simpul ke-i pada graf lingkaran dalam ke-j 

dan a�
I
 adalah simpul ke-i pada graf lingkaran luar ke-j. 

Batas atas nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA pada graf prisma 

H
�� × ���	dapat ditentukan dengan menggunakan pertidaksamaan (2.3) pada 

subbab 2.4. Banyaknya simpul dan banyaknya busur pada graf H
�� × ��� 

masing-masing adalah 2mn dan 3mn, maka dengan mensubsitusikan nilai ini ke 

dalam pertidaksamaan (2.3), diperoleh: 

� ≤ "
�K�� "
"K��9L

"K�9�
  

atau 

� ≤ 4 + "K�9#

"K�9�
        (3.73) 

 

Untuk m dan n bilangan bulat positif, n ≥ 3, dari pertidaksamaan (3.73) 

diperoleh nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA pada graf H
�� × ��� yaitu �0, 1, 2, 3, 4�. Dalam tesis ini konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
�� × ��� 
hanya dilakukan untuk nilai � = 0, � = 1 dan � = 2. Berikut akan diberikan 

konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
�� × ��� untuk nilai � = 1. 

 

Teorema 3.4.1 

Graf prisma H
�� × ��� memiliki 
4H� + 2, 1�-PTBAA untuk setiap m bilangan 

bulat positif dan n bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Bukti.  

Misal b� : �6H
�� × ���7 ∪ �6H
�� × ���7 ⟶ �1, 2, … , 2H� + 3H�� 
Untuk 1 ≤ j ≤ m,1 ≤ i ≤ n, m bilangan bulat positif dan n bilangan ganjil, n ≥ 3. 

Didefinisikan label simpul dan busur dari graf H
�� × ��� sebagai berikut: 
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1. Label simpul 

b�6��I7 = J + 
� − 1�H															,1 ≤ � ≤ �, 1 ≤ J ≤ H      (3.74) 

b�6a�I7 = d	H
2� − 1� + J									, � = 1														H
� + � − 2� + J					,2 ≤ � ≤ �					 	       (3.75) 

 

2. Label busur  

b�6��I�� �I 7 = d	H
5� − � + 1� − J + 1													,1 ≤ � ≤ � − 1			H
3� + 1� − J + 1																				, � = �																				      (3.76) 

b�6��Ia�I7 = d	H
4� + 1� − J + 1																							, � = 1										H
3� − � + 2� − J + 1																,2 ≤ � ≤ �	     (3.77) 

b�6a�Ia� �I 7 = d	H
2� + 1� − J + 1																				, � = 1									H
4� − � + 2� − J + 1													,2 ≤ � ≤ �     (3.78) 

 

Label simpul dan busur pada graf H
�� × ��� terhadap pelabelan b� adalah 

bilangan bulat positif yang berbeda yaitu b�
�� = �1, 2, … , 2H�� dan b�
�� =�2H� + 1, 2H� + 2,… , 5H��. Maka pelabelan b� adalah pemetaan satu-satu dan 

pada dari �6H
�� × ���7 ∪ �6H
�� × ���7 ke himpunan �1, 2,… , 5H��. 
Bobot sembarang busur pada graf H
�� × ��� terhadap pelabelan b� dibagi 

menjadi 3 kasus, yaitu: 

1. ;cU6��I�� �I 7 = b�6��I7 + b�6��I�� �I 7 + b�6�� �I 7.  
2. ;cU6��Ia�I7 = b�6��I7 + b�6��Ia�I7 + b�6a�I7.    

3. ;cU6a�Ia� �I 7 = b�6a�I7 + b�6a�Ia� �I 7 + b�6a� �I 7.  

Untuk 1 ≤ j ≤ m,1 ≤  i ≤ n, m bilangan bulat positif dan n bilangan ganjil, n ≥ 3. 

Indeks i dihitung dengan  modulo n. Berikut akan dihitung bobot busur masing-

masing kasus. 

 

Kasus 1: Bobot busur ��I�� �I  

Berdasarkan pelabelan b� dari persamaan (3.74) dan (3.76), terdapat 2 kasus 

perhitungan bobot busur ��I�� �I , yaitu :  

a. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 1 

;cU6��I�� �I 7 	= b�6��I7 + b�6��I�� �I 7 + b�6�� �I 7 = ZJ + 
� − 1�H[ + ZH
5� − � + 1� − J + 1[ + 
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		eJ + 6
� + 1� − 17Hf = H
5� + �� + J + 1.        (3.79) 

 

b. Untuk  � = � 

;cU6��I�� �I 7 	= b�6��I7 + b�6��I�� �I 7 + b�6�� �I 7 = ZJ + 
� − 1�H[ + ZH
3� + 1� − J + 1[ + ZJ + 
1 − 1�H[ = 4H� + J + 1.         (3.80) 

 

Kasus 2: Bobot busur ��Ia�I 
Berdasarkan pelabelan b� dari persamaan (3.74), (3.75) dan (3.77), terdapat 

2 kasus perhitungan bobot busur ��Ia�I, yaitu :  

a. Untuk  � = 1 

;cU6��Ia�I7 = b�6��I7 + b�6��Ia�I7 + b�6a�I7 = ZJ + 
1 − 1�H[ + ZH
4� + 1� − J + 1[ + ZH
2� − 1� + J[ = 6H� + J + 1.        (3.81) 

 

b. Untuk  2 ≤ � ≤ � 

;cU6��Ia�I7 = b�6��I7 + b�6��Ia�I7 + b�6a�I7 = ZJ + 
� − 1�H[ + ZH
3� − � + 2� − J + 1[ + ZH
� + � − 2� + J[ = H
4� + � − 1� + J + 1.       (3.82) 

 

Kasus 3: Bobot busur a�Ia� �I  

Berdasarkan pelabelan b� dari persamaan (3.75) dan (3.78), terdapat 2 kasus 

perhitungan bobot busur a�Ia� �I , yaitu :  

a. Untuk  � = 1 

;cU6a�Ia� �I 7 = b�6a�I7 + b�6a�Ia� �I 7 + b�6a� �I 7		 	= ZH
2� − 1� + J[ + ZH
2� + 1� − J + 1[ + ZH
� + 2 − 2� + J[ 	= 5H� + J + 1.        (3.83) 
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b. Untuk  2 ≤ � ≤ � 

;cU6a�Ia� �I 7 = b�6a�I7 + b�6a�Ia� �I 7 + b�6a� �I 7 	= ZH
� + � − 2� + J[ + ZH
4� − � + 2� − J + 1[ + ZH
� + 
� + 1� − 2� + J[ 	= H
6� + � − 1� + J + 1.        (3.84) 

 

Maka untuk 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, m bilangan bilangan bulat positif dan n 

bilangan ganjil, n ≥ 3. Himpunan bobot busur masing-masing kasus adalah 

sebagai berikut: 

a. Himpunan bobot busur ��I�� �I  

;cU6��I�� �I 7 = �4H� + 2, 4H� + 3,… , 4H� +H + 1, 5H� +H + 2, 5H� + H + 3,… , 6H� + 1�. 
b. Himpunan bobot busur ��Ia�I ;cU6��Ia�I7 = �6H� + 2, 6H� + 3,…	, 6H� +H + 1, 4H� +H + 2, 4H� +H + 2,…	, 5H� + 1}. 

c. Himpunan bobot busur a�Ia� �I  

;cU6a�Ia� �I 7 = �5H� + 2, 5H� + 3,…	, 5H� + H + 1, 6H� +H + 2, 6H� +H + 3,…	, 7H� + 1	�. 
Diperoleh himpunan semua bobot busur pada graf H
�� × ���  terhadap 

pelabelan b� adalah: 

; =	 �;cU6��I�� �I 7���I�� �I ∈ �� ∪ �;cU6��Ia�I7���Ia�I ∈ �� ∪ 

 �;cU6a�Ia� �I 7�a�Ia� �I ∈ ��. = 	 �4H� + 2, 4H� + 3, … , 4H� +H + 1, 5H� + H + 2,… , 6H� + 1� ∪ �6H� + 2, 6H� + 3,…	, 6H� +H + 1, 4H� + H + 2,…	, 5H� + 1� ∪ �5H� + 2, 5H� + 3,…	, 5H� +H + 1, 6H� + H + 2,…	, 7H� + 1	�. = �4H� + 2, 4H� + 3, … , 4H� +H + 1, 4H� +H + 2,… , 5H� + 1,		 	5H� + 2,… , 5H� +H + 1, 5H� +H + 2,… , 6H� + 1,6H� + 2,…	, 	6H� +H + 1, 6H� +H + 2, … , 7H� + 1�.	 = �4H� + 2, 4H� + 3, … , 5H� + 1, … , 6H� + 1,6H� + 2,… , 7H� + 1� 
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Himpunan bobot busur yang diperoleh membentuk barisan aritmatika 

dengan suku pertama a = 4H� + 2 dan beda d = 1. Bobot busur terkecil a 

diperoleh dari persamaan (3.80) yaitu busur ��I�� �I  untuk i = n dan j = 1. Maka 

terbukti bahwa pelabelan b� adalah 
4H� + 2, 1�-PTBAA pada graf prisma H
�� × ��� untuk setiap m bilangan bulat positif dan n bilangan ganjil, n ≥ 3.     ■ 

 

         Pada Gambar 3.9 diperlihatkan contoh (82, 1)-PTBAA pada graf 4(�# × ���. 
 

 

Gambar 3.9. (82, 1)-PTBAA pada graf 4(�# × ��� 

Pelabelan total..., Murtiningrum, FMIPA UI, 2012



50 

 

  Universitas Indonesia 

 

Pelabelan b� juga merupakan 
4H� + 2, 1�-PTSBAA, karena label simpul 

graf H
�� × ��� terhadap pelabelan b� adalah bilangan positif terkecil 1, 2, 3, … , 2H�. Selanjutnya dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 

2.4, dari Teorema 3.4.1 diperoleh Akibat 3.4.2. 

 

Akibat 3.4.2.  

Graf prisma H
�� × ��� memiliki 
8H� + 2, 1�-PTBAA untuk setiap m bilangan 

bulat positif dan n bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
�� × ��� untuk nilai d = 1 telah 

diberikan pada Teorema 3.4.1. Selanjutnya pada Teorema 3.4.3 berikut akan 

diberikan konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
�� × ��� untuk nilai  d = 2. 

 

Teorema 3.4.3 

Graf prisma H
�� × ��� memiliki $#K� �� + 2, 2'-PTBAA untuk setiap m dan n 

bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Bukti. Misal b" : �6H
�� × ���7 ∪ �6H
�� × ���7 ⟶ �1, 2, … , 5H��. 
Untuk 1 ≤  j ≤ m, 1 ≤  i ≤ n, m dan n bilangan ganjil, n ≥ 3. Didefinisikan label 

simpul dan busur graf H
�� × ��� sebagai berikut: 

1. Label simpul  

 

b"6��I7 =
NO
OP
OO
Q K
�9��� 	+ I �� 																 , �	ganjil	, J	ganjil	, 1	 ≤ �	 ≤ � − 2		�K �� + I� 																								 , �	ganjil, J	genap, 1	 ≤ �	 ≤ � − 2				K
� � ��� − J + 1										, �	genap, 1	 ≤ J	 ≤ m																											K�9�� +	 I �� 																			 , � = �	, J	ganjil																																				K
�9��� +	 I� 																				 , � = �	, J	genap																																			

   (3.85)          
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b"6a�I7 =
NO
OP
OO
QK
"� ��� − J + 1														, �	ganjil, 2 ≤ � ≤ �																					K
�� �9��� +	 I �� 											 , �	genap, J	ganjil, 2 ≤ � ≤ �					K
�� �9�� �� +	 I� 											 , �	genap, J	genap, 2 ≤ � ≤ �				"K�9�� +	 I �� 																		 , � = 1, j	ganjil																														K
"�9��� +	 I� 																			 , � = 1, j	genap																													

           (3.86) 

 

2. Label busur 

b"6��I�� �I 7 =
NOO
P
OOQ
K
:� �� �� "� − $I �� '											 , J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2			H
2� + � + 1� + 1 − $I�'			 , J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 2		
3H� + 1� − $I �� '														 , � = � − 1, J	ganjil												K
R�9�� �� − $I�'																				 , � = � − 1, J	genap											2H� + J																																		, � = �, 1 ≤ J ≤ H													

   (3.87) 

  

b"6��Ia�I7 =
NOO
P
OOQ
3H� + J																															, � = 1, 1 ≤ J ≤ H															K
R� ��9�� "� − $I �� '							 , J	ganjil, 2	 ≤ � ≤ � − 1			H
3� + �� + 1 − $I�'							 , J	genap, 2	 ≤ � ≤ � − 1			4H� + 1 − $I �� '													 , � = �, J	ganjil																					K
S�9�� �� − $I�'															 , � = �, J	genap																				

  (3.88) 

 

b"6a�Ia� �I 7 =
NOO
P
OOQ
4H� + J																														, � = 1, 1 ≤ J ≤ H											K
S� ��9�� "� − $I �� '						 , J	ganjil, 2	 ≤ � ≤ � − 1	H
4� + �� + 1 − $I�'						 , J	genap, 2	 ≤ � ≤ � − 15H� − $I9�� '																					 , � = �, J	ganjil																		K
�T�9�� �� − $I�'													 , � = �, J	genap																	

  (3.89) 

 

Label simpul dan busur pada graf H
�� × ��� terhadap pelabelan b" adalah 

bilangan bulat positif yang berbeda yaitu b"
�� = �1, 2, … , 2H�� dan b"
�� =�2H� + 1, 2H� + 2,… , 5H��. Maka pelabelan b" adalah pemetaan satu-satu dan 

pada dari �6H
�� × ���7 ∪ �6H
�� × ���7 ke himpunan �1, 2,… , 5H��. 
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Bobot sembarang busur pada graf H
�� × ��� terhadap pelabelan b" dibagi 

menjadi 3 kasus, yaitu: 

1. ;cg6��I�� �I 7 = b"6��I7 + b"6��I�� �I 7 + b"6�� �I 7,  
2. ;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7,    

3. ;cg6a�Ia� �I 7 = 	b"6a�I7 + b"6a�Ia� �I 7 + b"6a� �I 7.  

Untuk 1 ≤  j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n, m dan n bilangan ganjil, n ≥ 3. Indeks i dihitung 

dengan  modulo n. Berikut akan dihitung bobot busur masing-masing kasus. 

 

Kasus 1: Bobot busur ��I�� �I  

Berdasarkan pelabelan b" dari persamaan (3.85) dan (3.87), terdapat 6 kasus 

perhitungan bobot busur ��I�� �I , yaitu :  

a. Untuk  1 ≤ � ≤ � − 2, j ganjil 

;cg6��I�� �I 7 		= 	b"6��I7 +	b"6��I�� �I 7 +	b"6�� �I 7
= 	 VH
� − 1�2 	+ J + 12 W 	+ VH
4� + 2� + 1� + 32 − >J + 12 ?W 	+ 

						VH
� + 
� + 1� + 1�2 − J + 1	W							 
= K
#� #� �� �� − J + 2.   (3.90) 

 

b. Untuk 1 ≤ � ≤ � − 2 , j genap 

;cg6��I�� �I 7 		= 	b"6��I7 +	b"6��I�� �I 7 +	b"6�� �I 7
= 	 X�H + 12 + J2Y + XH
2� + � + 1� + 1 − >J2?Y + 

						VH
� + 
� + 1� + 1�2 − J + 1W 
 = 	K
#� :� :� �� − J + 2.   (3.91) 

 

c. Untuk  � = � − 1,  j ganjil 

;cg6��I�� �I 7 		= 	b"6��I7 +	b"6��I�� �I 7 +	b"6�� �I 7 
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= VH
� + 
� − 1� + 1�2 − J + 1W + X
3H� + 1� − >J + 12 ?Y + 

XH� − 12 +	J + 12 Y 
= LK� �� − J + 1.   (3.92) 

 

d. Untuk  � = � − 1,  j genap 

;cg6��I�� �I 7 		= 	b"6��I7 +	b"6��I�� �I 7 +	b"6�� �I 7
= VH
� + 
� − 1� + 1�2 − J + 1W + VH
6� − 1� + 12 − >J2?W + 

	VH
� − 1�2 +	 J2W 
	= K
L�9�� �� − J + 1.                                                            (3.93) 

 

e. Untuk  � = �,  j ganjil 

;cg6��I�� �I 7 		= 	b"6��I7 +	b"6��I�� �I 7 +	b"6�� �I 7
= XH� − 12 +	J + 12 Y + Z2H� + J[ + VH
1 − 1�2 J + 12 W 
= #K� �� + 2J.                                                                      (3.94) 

 

f. Untuk  � = �,  j genap 

;cg6��I�� �I 7 		= 	b"6��I7 +	b"6��I�� �I 7 +	b"6�� �I 7
= VH
� − 1�2 +	 J2W + Z2H� + J[ + V
1�H + 12 + J2W 
= #K� �� + 2J.                                                                      (3.95) 

 

Kasus 2: Bobot busur ��Ia�I 
Berdasarkan pelabelan b" dari persamaan (3.85), (3.86) dan (3.88), terdapat 

8 kasus perhitungan bobot busur ��Ia�I, yaitu : 
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a. Untuk  � = 1,  j ganjil 

;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7 
= VH
1 − 1�2 + J + 12 W + Z3H� + J[ + X3H� − 12 + J + 12 Y 
= LK� �� + 2J.                                                                         (3.96) 

     

b. Untuk  � = 1,  j genap 

;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7 
= V
1�H + 12 + J2W + Z3H� + J[ + VH
3� − 1�2 + J2W 
= LK� �� + 2J.                                                                           (3.97) 

 

c. Untuk  2 ≤ � ≤ � − 1, i ganjil, j ganjil 

;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7 
= VH
� − 1�2 	+ >J + 12 ?W + VH
6� + 2� − 1� + 32 − >J + 12 ?W + 

					VH
3� + ��2 − J + 1W 
=	K
L� :�9�� �� − J + 2.                                                           (3.98) 

 

d. Untuk  2 ≤ � ≤ � − 1, i ganjil, j genap 

;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7 
= X�H + 12 + J2Y + XH
3� + �� + 1 − >J2?Y + 

VH
3� + ��2 − J + 1	W 
= K
L� :�� �� − J + 2.                                                             (3.99) 

 

e. Untuk  2 ≤ � ≤ � − 1, i genap, j ganjil 

;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7 
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= VH
� + � + 1�2 − J + 1		W + VH
6� + 2� − 1� + 32 − >J + 12 ?W + 

VH
2� + � − 2�2 + J + 12 		W 
= K
L� :�9�� �� − J + 2.                                                        (3.100) 

 

f. Untuk  2	≤ � ≤ � − 1, i genap, j genap 

;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7 
= VH
� + � + 1�2 − J + 1	W + XH
3� + �� + 1 − >J2?Y + 

			VH
2� + � − 1� + 12 + J2	W 
= 	K
L� :�� �� − J + 2.                                                            (3.101) 

 

g. Untuk  � = �, j ganjil 

;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7 
= XH� − 12 +	J + 12 Y + X4H� + 1 − >J + 12 ?Y + 

VH
3� + ��2 − J + 1W 
= �"K� �� − J + 1.                                   (3.102) 

 

h. Untuk  � = �, j genap 

;cg6��Ia�I7 = b"6��I7 + b"6��Ia�I7 + b"6a�I7 
= VH
� − 1�2 + J2W + VH
8� − 1� + 12 −	>J2?	W + 

VH
3� + ��2 − J + 1W 
= K
�"�9�� �� − J + 1.             (3.103) 
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Kasus 3: Bobot busur a�Ia� �I  

Berdasarkan pelabelan b" dari persamaan (3.86) dan (3.89), terdapat 6 kasus 

perhitungan bobot busur a�Ia� �I , yaitu : 

a. Untuk  � = 1,  j ganjil 

;cg6a�Ia� �I 7 = b"6a�I7 + b"6a�Ia� �I 7 + b"6a� �I 7 
= X3H� − 12 +	J + 12 	Y + Z4H� + J[ + 

VH
2� + 2 − 2�2 +	J + 12 		W 
= �"K� �� + 2J.                                               (3.104) 

 

b. Untuk  � = 1,  j genap 

;cg6a�Ia� �I 7 		= b"6a�I7 + b"6a�Ia� �I 7 + b"6a� �I 7
= VH
3� − 1�2 +	 J2W + Z4H� + J[ + 

VH
2� + 2 − 1� + 12 + J2		W 
= �"K� �� + 2J.                                 (3.105) 

 

c. Untuk  2 ≤ � ≤ � − 1,  j ganjil 

;cg6a�Ia� �I 7 		= b"6a�I7 + b"6a�Ia� �I 7 + b"6a� �I 7
= VH
3� + ��2 − J + 1W + VH
8� + 2� − 1� + 32 − >J + 12 ?W + 

VH
2� + � − 1�2 + J + 12 W 
= K
�"� :�9�� �� − J + 2.                                   (3.106) 

                     

d. Untuk  2 ≤ � ≤ � − 1,  j genap 

;cg6a�Ia� �I 7 		= b"6a�I7 + b"6a�Ia� �I 7 + b"6a� �I 7 
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= VH
3� + ��2 − J + 1W + XH
4� + �� + 1 − >J2?	Y + 

VH
2� + � − 1� + 12 + J2				W 
=	K
�"� :�9�� �� − J + 2.                                                  (3.107)      

 

e. Untuk  � = �,  j ganjil 

;cg6a�Ia� �I 7 		= b"6a�I7 + b"6a�Ia� �I 7 + b"6a� �I 7
= VH
3� + ��2 − J + 1W + X5H� − >J − 12 ?Y + 

X3H� − 12 + J + 12 	Y 
= �%K� �� − J + 1.                                                             (3.108) 

  

f. Untuk  � = �,  j genap 

;cg6a�Ia� �I 7 	= b"6a�I7 + b"6a�Ia� �I 7 + b"6a� �I 7
= VH
3� + ��2 − J + 1W + VH
10� − 1� + 12 − >J2?	W + 

VH
3� − 1�2 + J2W 
=	K
�%�9�� �� − J + 1.                                                       (3.109)    

                                                         

Dari persamaan (3.90) sampai dengan (3.109), himpunan bobot busur 

masing-masing kasus adalah sebagai berikut:  

a. Himpunan bobot busur ��I�� �I  

;cg6��I�� �I 7 = 8#K� �� + 2, #K� �� + 4, … , #K� �� + 2H, #K� �� + 2H + 2,… ,
LK� �� − 2H, LK� �� − 2H + 2,… , LK� �� 		F.  

b. Himpunan bobot busur ��Ia�I ;cg6��Ia�I7 = 8LK� �� + 2, LK� �� + 4	,… , LK� �� + 2H, LK� �� + 2H + 2	, … ,
�"K� �� − 2H, �"K� �� − 2H + 2	, … , �"K� �� 	F.  
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c. Himpunan bobot busur a�Ia� �I  

;cg6a�Ia� �I 7 = 8�"K� �� + 2, �"K� �� + 4	,… , �"K� �� + 2H, �"K� �� + 2H +
2	, … , �%K� �� − 2H, �%K� �� − 2H + 2	, … , �%K� �� 	F. 

 

Diperoleh himpunan semua bobot busur pada graf H
�� × ��� terhadap 

pelabelan b" adalah: 

; = �;cg6��I�� �I 7���I�� �I ∈ �� ∪ �;cg6��Ia�I7���Ia�I ∈ �� ∪ 

�;cg6a�Ia� �I 7�a�Ia� �I ∈ ��. 
= 	 8#K� �� + 2, #K� �� + 4, … , LK� �� − 2H, LK� �� + 2H + 2, … , LK� �� 		F ∪
8LK� �� + 2, LK� �� + 4	,… , �"K� �� − 2H, �"K� �� − 2H + 2	, … , �"K� �� 	F ∪  

8�"K� �� + 2, �"K� �� + 4	,… , �%K� �� − 2H, �%K� �� − 2H + 2	, … , �%K� �� 	F.  
= 	8#K� �� + 2, #K� �� + 4,… , �"K� �� , �"K� �� + 2	, … , �%K� �� F. 
 

Himpunan bobot busur yang diperoleh membentuk barisan aritmatika 

dengan suku pertama a = 
#K� �� + 2 dan beda d = 2. Bobot busur terkecil a 

diperoleh dari persamaan (3.94) yaitu pada busur ��I�� �I  untuk i = n dan j = 1. 

Jadi pelabelan b" adalah $#K� �� + 2, 2'-PTBAA pada gabungan graf prisma 

�� × �� isomorfik untuk setiap m dan n bilangan ganjil, n ≥ 3.               ■ 

 

Label simpul pada graf H
�� × ��� terhadap pelabelan b" adalah bilangan 

positif terkecil �1, 2, 3, … , 2H��, maka pelabelan b" juga merupakan           

$#K� �� + 2, 2'-PTSBAA. Selanjutnya dengan menggunakan pelabelan dual pada 

subbab 2.4, dari Teorema 3.4.3 diperoleh Akibat 3.4.4. 

 

Akibat 3.4.4.  

Graf prisma H
�� × ��� memiliki $�#K� �� + 2, 2'-PTBAA untuk setiap m dan n 

bilangan ganjil, n ≥ 3. 
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Gambar 3.10. (65, 2)-PTBAA pada graf 5
�# × ��� 
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Pada Gambar 3.10 diperlihatkan contoh (65, 2)-PTBAA pada graf prisma 

5
�# × ��� dengan nilai G = #K� �� + 2 = #
#�
#� �� + 2 = 65. 

Konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
�� × ��� untuk nilai d = 2 telah 

diberikan pada Teorema 3.4.3. Selanjutnya jika label busur pada pelabelan b" 
dikenakan pada graf H
�� × ��� dengan cara yang berbeda, diperoleh Akibat 

3.4.5. 

 

Akibat 3.4.5. 

Graf prisma H
�� × ��� memiliki $��K� �� + 1, 0'-PTBAA untuk setiap m dan n 

bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Bukti. Misal b::	�6H
�� × ���7 ∪ �6H
�� × ���7 ⟶ �1, 2, … , 5H��.         
Untuk 1 ≤  j ≤ m, 1 ≤  i ≤  n, m dan n bilangan ganjil, n ≥ 3. Dengan 

mendefinisikan b:
�� = b"
�� untuk setiap simpul � di H
�� × ��� dan dengan 

mendefinisikan label busur sebagai berikut: 

b:6��I�� �I 7 =
NOO
P
OOQ
K
�T�9��9��9�� + I �� 												 , J	ganjil, 1 ≤ � ≤ � − 2H
5� − � − 1� + I� 													 , J	genap, 1 ≤ � ≤ � − 24H� + I �� 																												 , � = � − 1, J	ganjil									K
S� �� �� + I� 																					 , � = � − 1, J	genap								5H� − J + 1																								, � = �, 1 ≤ J ≤ H												

           (3.110) 

 

b:6��Ia�I7 =
NOO
P
OOQ
4H� + J + 1																						, � = 1, 1 ≤ J ≤ H																				K
:�9�� ��9�� + I �� 											 ,2 ≤ � ≤ � − 1, J	ganjil									H
4� + �� + I� 																			 ,2 ≤ � ≤ � − 1, J	genap									3H� + I �� 																										 , � = �, J	ganjil																									K
R� �� �� + I� 																					 , � = �, J	genap																								

         (3.111) 
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b:6a�Ia� �I 7 =
NOO
P
OOQ
3H� − J + 1																						, � = 1, 1 ≤ J ≤ H																				K
R�9�� ��9�� + I �� 											 ,2 ≤ � ≤ � − 1, J	ganjil										H
3� − �� + I� 																			 ,2 ≤ � ≤ � − 1, J	genap									2H� + I �� 																										 , � = �, J	ganjil																									K
:� �� �� + I� 																					 , � = �, J	genap																								

      (3.110) 

 

Bobot sembarang busur pada graf H
�� × ��� terhadap pelabelan b: 

mempunyai bobot busur yang sama seperti yang ditunjukkan pada Tabel 3.1 

hingga Tabel 3.3 dalam Lampiran 3. Sehingga bobot busurnya sama, yaitu  

��K� �� + 1 untuk setiap busur. Maka pelabelan b: merupakan $��K� �� + 1, 0'-

PTBAA pada graf H
�� × ��� untuk setiap m dan n bilangan ganjil, n ≥ 3.          ■ 

 

Telah diperoleh pelabelan b: merupakan $��K� �� + 1, 0'-PTBAA, karena 

nilai d = 0 maka pelabelan b: juga merupakan PTBA dengan k = G = ��K� �� + 1. 

Pada Gambar 3.11 diperlihatkan contoh (139, 0)-PTBAA pada graf 5
�# × ���. 
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Gambar 3.11. (139, 0)-PTBAA pada graf 5
�# × ��� 
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Selanjutnya dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 2.4, dari 

Akibat 3.4.5 diperoleh Akibat 3.4.6. 

 

Akibat 3.4.6. 

Graf prisma H
�� × ���	memiliki $�LK� �� + 1, 0'-PTBAA untuk setiap m dan n 

bilangan bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
��⊚��� yang dilakukan dalam 

tesis ini adalah konstruksi (a, d)-PTBAA untuk nilai � = 0 dan � = 2. Sementara 

nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA pada graf H
��⊚��� adalah �0, 1, 2, 3, 4, 5�. Dengan demikian masih terdapat konstruksi (a, d)-PTBAA yang 

belum dilakukan yaitu untuk nilai � = 1, 3, 4, 5. 

Demikian pula dengan konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf H
�� × ���. 
Pada tesis ini konstruksi yang dilakukan adalah untuk nilai � = 0, � = 1 dan � = 2. Sementara nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA pada graf H
�� × ��� 
adalah �0, 1, 2, 3, 4�. Dengan demikian masih terdapat konstruksi (a, d)-PTBAA 

yang belum dilakukan yaitu untuk nilai � = 3, 4. Pada bab berikut diberikan 

kesimpulan dari hasil penelitian pada tesis ini. 
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BAB IV 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

Berdasarkan konstruksi (a, d)- PTBAA yang telah dibahas pada Bab III, 

diperoleh kesimpulan, 

1. Graf ����⊚��� yaitu gabungan m graf korona ��⊚�� isomorfik, 

mempunyai: 

a. 	
���
� + 2, 2�-PTBAA dan 	
����
� + 2, 2�-PTBAA untuk setiap m dan 

n bilangan ganjil, n ≥ 3. 

b. 	
����
� + 1, 0�-PTBAA dan 	�
���
� + 1, 0�-PTBAA untuk setiap m dan 

n bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

2. Graf ���� × ��� yaitu gabungan m graf prisma �� × �� isomorfik, 

mempunyai: 

a. �4�� + 2, 1�-PTBAA dan �8�� + 2, 1�-PTBAA untuk setiap m bilangan 

bulat positif dan n  bilangan ganjil, n ≥ 3. 

b. 	����
� + 2, 2�-PTBAA dan 	
����
� + 2, 2�-PTBAA untuk setiap m dan 

n bilangan ganjil, n ≥ 3. 

c. 	

���
� + 1, 0�-PTBAA dan 	
����
� + 1, 0�-PTBAA untuk setiap m dan   

    n bilangan ganjil, n ≥ 3. 

 

Nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA pada graf ����⊚��� adalah  

�0, 1, 2, 3, 4, 5�. Sementara pada tesis ini konstruksi (a, d)-PTBAA yang telah 

dilakukan adalah untuk nilai	� = 0 dan � = 2. Dengan demikian penelitian dapat 

dilanjutkan dengan konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf ����⊚��� untuk nilai d 

yang belum dilakukan yaitu � = 1, 3, 4, 5. 
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Demikian pula dengan konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf ���� × ���. 
Pada tesis ini konstruksi (a, d)-PTBAA yang telah dilakukan adalah untuk 

nilai	� = 0, � = 1 dan � = 2. Sementara nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA 

pada graf ���� × ��� adalah �0, 1, 2, 3, 4�. Dengan demikian penelitian dapat 

dilanjutkan dengan konstruksi (a, d)-PTBAA pada graf ���� × ��� untuk nilai d 

yang belum dilakukan yaitu � = 3, 4.  
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Lampiran 1. Bobot busur graf ���� ⊚��� terhadap pelabelan 	� 

Tabel 1.1. Bobot busur 
��
�
��
 pada graf ���� ⊚��� terhadap pelabelan 	� 

 	��
��� 	��
��
�
�� � 	��
�
�� � ����
��
�
�� � 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i ganjil, j ganjil 

��� − 1�
2 	+ � + 1

2  
��6� + 2� + 1� + 3

2 − �� + 1
2   

��� + �� + 1� + 1�
2 − � + 1 

��7� + 4� + 2� + 1
2 − � + 2 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i genap, j ganjil 

�� + 1
2 + �

2 ��3� + � + 1� + 1 − ��2  
��� + �� + 1� + 1�

2 − � + 1 
��7� + 4� + 4� + 1

2 − � + 2 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i ganjil, j genap 

��� + � + 1�
2 − � + 1 

��6� + 2� + 1� + 3
2 − �� + 1

2   
��� + 1 − 1�

2 	+ � + 1
2  

��7� + 4� + 2� + 1
2 − � + 2 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i genap, j genap 

��� + � + 1�
2 − � + 1 ��3� + � + 1� + 1 − ��2  

��� + 1 − 1�
2 	+ � + 1

2  
��7� + 4� + 4� + 1

2 − � + 2 

� = � − 1,          

j ganjil 

��� + �� − 1� + 1�
2 − � + 1 �4�� + 1� − �� + 1

2   
�� − 1

2 +	� + 1
2  

11�� + 1
2 − � + 1 

� = � − 1,          

j genap 

��� + �� − 1� + 1�
2 − � + 1 

��8� − 1� + 1
2 − ��2  

��� − 1�
2 +	 �2																				 

��11� − 2� + 1
2 − � + 1 

� = �, j ganjil �� − 1
2 +	� + 1

2  
3�� + � � + 1

2  
7�� + 1

2 + 2� 
� = �, j genap ��� − 1�

2 +	 �2 
3�� + � � + 1

2 + �
2 

7�� + 1
2 + 2� 
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Tabel 1.2. Bobot busur 
��
�,��  pada graf ���� ⊚��� terhadap pelabelan 	� 

 	��
��� 	��
��
�,�� 	� 	��
�,�� 	� ����
��
�,�� 	� 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i ganjil, j ganjil 

��� − 1�
2 	+ � + 1

2  
��8� + 2� + 1� + 3

2 − �� + 1
2   

��3� + � + 2�
2 − � + 1 

��11� + 4� + 2� + 1
2 − � + 2 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i ganjil, j genap 

�� + 1
2 + �

2 ��4� + � + 1� + 1 − ��2  
��3� + � + 2�

2 − � + 1 
��11� + 4� + 4� + 1

2 − � + 2 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i genap, j ganjil 

��� + � + 1�
2 − � + 1 

��8� + 2� + 1� + 3
2 − �� + 1

2   
��2� + ��

2 + � + 1
2  

��11� + 4� + 2� + 1
2 − � + 2 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i genap, j genap 

��� + � + 1�
2 − � + 1 ��4� + � + 1� + 1 − ��2  

��2� + � + 1� + 1
2 + �

2 
��11� + 4� + 4� + 1

2 − � + 2 

� = � − 1,         

j ganjil 

��� + �� − 1� + 1�
2 − � + 1 5�� − �� − 1

2   
3�� − 1

2 + � + 1
2  

15�� + 1
2 − � + 1 

� = � − 1,         

j genap 

��� + �� − 1� + 1�
2 − � + 1 

��10� − 1� + 1
2 − ��2  

��3� − 1�
2 + �

2 
��15� − 2� + 1

2 − � + 1 

� = �, j ganjil �� − 1
2 +	� + 1

2  
4�� + � �� + � + 1

2  
11�� + 1

2 + 2� 
� = �, j genap ��� − 1�

2 +	 �2 
4�� + � ��2� + 1� + 1

2 + �
2 

11�� + 1
2 + 2� 
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Tabel 1.3. Bobot busur 
��
�,��  pada graf ���� ⊚��� terhadap pelabelan 	� 

 	��
��� 	��
��
�,�� 	� 	��
�,�� 	� ����
��
�,�� 	� 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i ganjil, j ganjil 

��� − 1�
2 	+ � + 1

2  
��11� − � − 2�

2 + � ��6� − 2� − 1� − 1
2 + � + 1

2  
��17� − 2� − 4� + 1

2 + 2� 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i ganjil, j genap 

�� + 1
2 + �

2 
��11� − � − 2�

2 + � ��3� − � − 1� + �
2 

��17� − 2� − 4� + 1
2 + 2� 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i genap, j ganjil 

��� + � + 1�
2 − � + 1 

��12� − �� + 2
2 − �� + 1

2   
��6� − 2� − 1� − 1

2 + � + 1
2  

��19� − 2�� + 1
2 − � + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i genap, j genap 

��� + � + 1�
2 − � + 1 

��12� − � − 1� + 1
2 − ��2  ��3� − � − 1� + �

2 
��19� − 2� − 2� + 1

2 − � + 1 

� = � − 1,         

j ganjil 

��� + �� − 1� + 1�
2 − � + 1 

11�� + 3
2 −	�� + 1

2   2�� + � + 1
2  

17�� + 1
2 − � + 2 

� = � − 1,         

j genap 

��� + �� − 1� + 1�
2 − � + 1 

��11� + 1� + 2
2 −	��2  

��4� + 1� + 1
2 + �

2 
��17� + 2� + 1

2 − � + 2 

� = �, j ganjil �� − 1
2 +	� + 1

2  6�� −	�� − 1
2   

3�� − � + 1 19�� + 1
2 − � + 1 

� = �, j genap ��� − 1�
2 +	 �2 

��12� − 1� + 1
2 −	��2  

3�� − � + 1 ��19� − 2� + 1
2 − � + 1 
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Tabel 1.4. Bobot busur 
�,�� 
�,��  pada graf ���� ⊚��� terhadap pelabelan 	� 

 	��
�,�� � 	��
�,�� 
�,�� 	� 	��
�,�� 	� ����
�,�� 
�,�� 	� 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i ganjil, j ganjil 

��3� + � + 2�
2 − � + 1 

��14� − � + 1� + 2
2 − �� + 1

2   
��6� − 2� − 1� − 1

2 + � + 1
2  

��23� − 2� + 2� + 1
2 − � + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i ganjil, j genap 

��3� + � + 2�
2 − � + 1 

��14� − �� + 1
2 − ��2  ��3� − � − 1� + �

2 
��23� − 2�� + 1

2 − � + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i genap, j ganjil 

��2� + ��
2 + � + 1

2  
��13� − � − 1�

2 + � ��6� − 2� − 1� − 1
2 + � + 1

2  
��21� − 2� − 2� + 1

2 + 2� 

1 ≤ � ≤ � − 2,  

i genap, j genap 

��2� + � + 1� + 1
2 + �

2 
��13� − � − 1�

2 + � ��3� − � − 1� + �
2 

��21� − 2� − 2� + 1
2 + 2� 

� = � − 1,         

j ganjil 

3�� − 1
2 + � + 1

2  
��13� − �� − 1� − 1�

2 + � 2�� + � + 1
2  

19�� + 1
2 + 2� 

� = � − 1,         

j genap 

��3� − 1�
2 + �

2 
��13� − �� − 1� − 1�

2 + � ��4� + 1� + 1
2 + �

2 
19�� + 1

2 + 2� 

� = �, j ganjil �� + � + 1
2  

13�� + 3
2 − �� + 1

2   
3�� − � + 1 21�� + 1

2 − � + 2 

� = �, j genap ��2� + 1� + 1
2 + �

2 
��13� + 1� + 2

2 − ��2  
3�� − � + 1 ��21� + 2� + 1

2 − � + 2 
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Lampiran 2. Bobot busur graf ���� ⊚��� terhadap pelabelan 	) 

Tabel 2.1. Bobot busur 
��
�
��
 pada graf ���� ⊚��� terhadap pelabelan 	) 

 	)�
��� 	)�
��
�
�� � 	)�
�
�
� � ��*�
��
�
�� � 

1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j ganjil 
��� − 1�

2 	+ � + 1
2  

��14� − 2� − 1� − 1
2 + � + 1

2  
��� + �� + 1� + 1�

2 − � + 1 
15�� + 1

2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j ganjil �� + 1
2 + �

2 ��7� − � − 1� + �
2 

��� + �� + 1� + 1�
2 − � + 1 

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j genap ��� + � + 1�
2 − � + 1 

��14� − 2� − 1� − 1
2 + � + 1

2  
��� + 1 − 1�

2 	+ � + 1
2  

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j genap ��� + � + 1�
2 − � + 1 ��7� − � − 1� + �

2 
��� + 1 − 1�

2 	+ � + 1
2  

15�� + 1
2 + 1 

� = � − 1, j ganjil �� − � + 1 6�� + � + 1
2  

�� − 1
2 +	� + 1

2  
15�� + 1

2 + 1 

� = � − 1, j genap �� − � + 1 ��12� + 1� + 1
2 + �

2 
��� − 1�

2 +	 �2																				 
15�� + 1

2 + 1 

� = �, j ganjil 

 

�� − 1
2 +	� + 1

2  
7�� − � + 1 � + 1

2  
15�� + 1

2 + 1 

� = �, j genap 

 

��� − 1�
2 +	 �2 

7�� − � + 1 �+ 1
2 + �

2 
15�� + 1

2 + 1 
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(Lanjutan) 

Tabel 2.2. Bobot busur 
��
�,��  pada graf ���� ⊚	��� terhadap pelabelan 	) 

 	)�
��� 	)�
��
�,�� 	� 	)�
�,�� 	� ��*�
��
�,�� 	� 
1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j ganjil ��� − 1�

2 	+ � + 1
2  

��12� − 2� − 1� − 1
2 + � + 1

2  
��3� + � + 2�

2 − � + 1 
15�� + 1

2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j genap �� + 1
2 + �

2 ��6� − � − 1� + �
2 

��3� + � + 2�
2 − � + 1 

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j ganjil ��� + � + 1�
2 − � + 1 

��12� − 2� − 1� − 1
2 + � + 1

2  
��2� + ��

2 + � + 1
2  

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j genap ��� + � + 1�
2 − � + 1 ��6� − � − 1� + �

2 
��2� + � + 1� + 1

2 + �
2 

15�� + 1
2 + 1 

� = � − 1, j ganjil �� − � + 1 5�� + � + 1
2  

3�� − 1
2 + � + 1

2  
15�� + 1

2 + 1 

� = � − 1, j genap �� − � + 1 ��10� + 1� + 1
2 + �

2 
��3� − 1�

2 + �
2 

15�� + 1
2 + 1 

� = �, j ganjil �� − 1
2 +	� + 1

2  
6�� − � + 1 �� + � + 1

2  
15�� + 1

2 + 1 

� = �, j genap ��� − 1�
2 +	 �2 

6�� − � + 1 ��2� + 1� + 1
2 + �

2 
15�� + 1

2 + 1 
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(Lanjutan) 

Tabel 2.3. Bobot busur 
��
�,��  pada graf ���� ⊚	��� terhadap pelabelan 	) 

 	)�
��� 	)�
��
�,�� 	� 	)�
�,�� 	� ��*�
��
�,�� 	� 
1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j ganjil ��� − 1�

2 	+ � + 1
2  

��9� + � + 2�
2 − � + 1 

��6� − 2� − 1� − 1
2 + � + 1

2  
15�� + 1

2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j genap �� + 1
2 + �

2 
��9� + � + 2�

2 − � + 1 ��3� − � − 1� + �
2 

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j ganjil ��� + � + 1�
2 − � + 1 

��8� + �� + 2
2 + � + 1

2  
��6� − 2� − 1� − 1

2 + � + 1
2  

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j genap ��� + � + 1�
2 − � + 1 

��8� + � + 1� + 1
2 + �

2 ��3� − � − 1� + �
2 

15�� + 1
2 + 1 

� = � − 1, j ganjil �� − � + 1 9�� − 1
2 + � + 1

2  2�� + � + 1
2  

15�� + 1
2 + 1 

� = � − 1, j genap �� − � + 1 ��9� − 1�
2 + �

2 
��4� + 1� + 1

2 + �
2 

15�� + 1
2 + 1 

� = �, j ganjil �� − 1
2 +	� + 1

2  4�� + � + 1
2  

3�� − � + 1 15�� + 1
2 + 1 

� = �, j genap ��� − 1�
2 +	 �2 

��8� + 1� + 1
2 + �

2 
3�� − � + 1 15�� + 1

2 + 1 
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(Lanjutan) 

Tabel 2.4. Bobot busur 
�,�� 
�,��  pada graf ���� ⊚	��� terhadap pelabelan 	) 

 	)�
�,�� � 	)�
�,�� 
�,�� 	� 	)�
�,�� 	� ��*�
�,�� 
�,�� 	� 

1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j ganjil ��3� + � + 2�
2 − � + 1 

��6� + � − 1�
2 + � + 1

2  
��6� − 2� − 1� − 1

2 + � + 1
2  

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i ganjil, j genap ��3� + � + 2�
2 − � + 1 

��6� + �� + 1
2 + �

2 ��3� − � − 1� + �
2 

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j ganjil ��2� + ��
2 + � + 1

2  
��7� + � + 1�

2 − � + 1 
��6� − 2� − 1� − 1

2 + � + 1
2  

15�� + 1
2 + 1 

1 ≤ � ≤ � − 2, i genap, j genap ��2� + � + 1� + 1
2 + �

2 
��7� + � + 1�

2 − � + 1 ��3� − � − 1� + �
2 

15�� + 1
2 + 1 

� = � − 1, j ganjil 3�� − 1
2 + � + 1

2  
��7� + �� − 1� + 1�

2 − � + 1 2�� + � + 1
2  

15�� + 1
2 + 1 

� = � − 1, j genap ��3� − 1�
2 + �

2 
��7� + �� − 1� + 1�

2 − � + 1 
��4� + 1� + 1

2 + �
2 

15�� + 1
2 + 1 

� = �, j ganjil �� + � + 1
2  

7�� − 1
2 + � + 1

2  
3�� − � + 1 15�� + 1

2 + 1 

� = �, j genap ��2� + 1� + 1
2 + �

2 
��7� − 1�

2 + �
2 

3�� − � + 1 15�� + 1
2 + 1 
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Lampiran 3. Bobot busur graf ���� × ��� terhadap pelabelan ,- 

Tabel 3.1. Bobot busur 
��
�
��
 pada graf ���� × ��� terhadap pelabelan ,- 

 ,-�
��� ,-�
��
�
�� � ,-�
�
�� � �./�
��
�
�� � 

1 ≤ � ≤ � − 2, j ganjil ��� − 1�
2 	+ � + 1

2  
��10� − 2� − 1� − 1

2 + � + 1
2  

��� + �� + 1� + 1�
2 − � + 1 

11�� + 1
2 + 	1 

1 ≤ � ≤ � − 2, j genap �� + 1
2 + �

2 ��5� − � − 1� + �
2 

��� + �� + 1� + 1�
2 − � + 1 

11�� + 1
2 + 	1 

� = � − 1, j ganjil ��� + �� − 1� + 1�
2 − � + 1 4�� + � + 1

2  
�� − 1

2 +	� + 1
2  

11�� + 1
2 + 	1 

� = � − 1, j genap ��� + �� − 1� + 1�
2 − � + 1 

��8� + 1� + 1
2 + �

2 
��� − 1�

2 +	 �2																				 
11�� + 1

2 + 	1 

� = �, j ganjil �� − 1
2 +	� + 1

2  
5�� − � + 1 � + 1

2  
11�� + 1

2 + 	1 

� = �, j genap ��� − 1�
2 +	 �2 

5�� − � + 1 �+ 1
2 + �

2 
11�� + 1

2 + 	1 
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(Lanjutan) 

Tabel 3.2. Bobot busur 
��0�
�
 pada graf ���� × ��� terhadap pelabelan ,- 

 ,-�
��� ,-�
��0��� ,-�0��� �./�
��0��� 

� = 1,	 j ganjil � + 1
2  

4�� + � + 1 3�� − 1
2 +	� + 1

2  
11�� + 1

2 + 	1 

� = 1, j genap �+ 1
2 + �

2 
4�� + � + 1 ��3� − 1�

2 +	 �2 
11�� + 1

2 + 	1 

2 ≤ � ≤ � − 1, i ganjil, j ganjil ��� − 1�
2 	+ � + 1

2  
��4� − 2� + 1� − 1

2 + � + 1
2  

��3� + ��
2 − � + 1 

11�� + 1
2 + 	1 

2 ≤ � ≤ � − 1, i ganjil, j genap �� + 1
2 + �

2 ��4� + �� + �
2 

��3� + ��
2 − � + 1 

11�� + 1
2 + 	1 

2 ≤ � ≤ � − 1, i genap, j ganjil ��� + � + 1�
2 − � + 1 

��4� − 2� + 1� − 1
2 + � + 1

2  
��2� + � − 2�

2 +	� + 1
2  

11�� + 1
2 + 	1 

2 ≤ � ≤ � − 1, i genap, j genap ��� + � + 1�
2 − � + 1 ��4� + �� + �

2 
��2� + � − 1� + 1

2 +	 �2 
11�� + 1

2 + 	1 

� = �, j ganjil �� − 1
2 +	� + 1

2  3�� + � + 1
2  

��3� + ��
2 − � + 1 

11�� + 1
2 + 	1 

� = �, j genap ��� − 1�
2 +	 �2 

��6� + 1� + 1
2 + �

2 
��3� + ��

2 − � + 1 
11�� + 1

2 + 	1 
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(Lanjutan) 

Tabel 3.3. Bobot busur 0�
�0�
�

�
 pada graf ���� × ��� terhadap pelabelan ,- 

 ,-�0�
�� ,-�0�

�0�
�
� 	� ,-�0�
�

� 	� ,-�0�
�0�
�

� 	� 
� = 1,	 j ganjil 3�� − 1

2 +	� + 1
2  

3�� − � + 1 ��2� + 2 − 2�
2 +	� + 1

2  
11�� + 1

2 + 	1 

� = 1, j genap ��3� − 1�
2 +	 �2 

3�� − � + 1 ��2� + 2 − 1� + 1
2 +	 �2 

11�� + 1
2 + 	1 

2 ≤ � ≤ � − 1,	j ganjil ��3� + ��
2 − � + 1 

��6� − 2� + 1� − 1
2 + � + 1

2  
��2� + � − 2�

2 +	� + 1
2  

11�� + 1
2 + 	1 

2 ≤ � ≤ � − 1, j genap ��3� + ��
2 − � + 1 ��3� − �� + �

2 
��2� + � − 1� + 1

2 +	 �2 
11�� + 1

2 + 	1 

� = �, j ganjil ��3� + ��
2 − � + 1 2�� + � + 1

2  
3�� − 1

2 +	� + 1
2  

11�� + 1
2 + 	1 

� = �, j genap ��3� + ��
2 − � + 1 

��4� + 1� + 1
2 + �

2 
��3� − 1�

2 +	 �2 
11�� + 1

2 + 	1 
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