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ABSTRAK

Nama - Nurul Huda
Program Studi . Magister Matematika
Judul Tesis . Ketunggalan Titik Tetap Untuk Pemetaan Pada

Ruang Metrik-G Lengkap

Titik x disebut titik tetap dari pemetaan f jika dan hanya jika f (x) = x, sebagai
contoh jika pemetaan f didefinisikan dengan f(x) = x? — 3x + 4, maka 2 adalah
titik tetap dari f karena f(2) = 2. Ruang Metrik-G adalah pasangan (X, G) dengan
X adalah himpunan tak kosong dan G adalah metrik (jarak) pada X (didefinisikan
padaX x X x X)dengan G:X x X x X — R* sedemikian hingga untuk

setiap x,y, z,a € X, memenuhi syarat berikut:

(G1) G(x,y,z) =0jikax =y =z, (G2) 0 < G(x,x,y) dengan x # y,

(G3) G(x,x,v) < G(x,y,z) dengan z # y,(G4) G(x,y,z) = G(x,z,y) =

Gy, zx)=6(y,x2)=G6(zx7y)=G6(z7yx), (G5 G(x,y,z) < G(x,a,a)+
G(a,y,z). Ruang Metrik—G (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap jika setiap
barisan G-Cauchy di (X, G)adalah G-konvergen di (X, G). Suatu pemetaan T: X —
X pada Ruang Metrik-G lengkap disebut pemetaan kontraktif jika terdapat konstanta
k,0 < k < 1 sedemikian hingga G (T(x),T(y),T(z) < kG(x,y, z). Tidak semua
pemetaan memiliki titik tetap. Dari hasil penelitian diperoleh sifat-sifat dari Ruang
Metrik-G lengkap dan syarat cukup agar diperoleh ketunggalan titik tetap untuk
pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G lengkap.

Kata kunci : Ketunggalan, titik tetap, kontraktif, Ruang Metrik-G lengkap
ix+78 halaman;
Daftar Pustaka: 7 (1999-2011)
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ABSTRACT

Name > Nurul Huda
Study Program . Magister Of Mathematics
Judul Tesis : The Uniqueness of Fixed Point for Mapping

On Complete Metric-G Space

Point x is called a fixed point of the mapping f if and only if f(x) = x, for example
if the mapping f defined by f(x) = x? — 3x + 4, then 2 is a fixed point of f
because f(2) = 2. Metric-G Space is a pair (X, G) where X is a nonempty set and
G is a metric (distance) on X (defined on X < X x X) with G:X x X x X - R*
such that for every x, v, z, a € X, satisfy the following requirement:(G1) G(x,y,z) =
Oifx=y=2(G2)0<G(x,x,y) forx #y, (G3) G(x,x,y) < G(x,y,2)
for z # y,(G4) G(x,v,2z) = G(x,z,y) = G(y,z,x) = G(y,x,2) = G(z,x,y) =
G(z,v,x), (G5) G(x,v,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z). Metric-G Space (X,G) isa
complete Metric-G Space if every G-Cauchy sequence in

(X, G) is G-convergent in (X, G). A mapping T: X — X on a complete Metric-G
Space is called contractive mapping if there are constants k,0 < k < 1, such that
G(T(x), T(y), T(z)) < kG(x,y,z). Not every mapping has a fixed point, from the
research results obtained by the properties of the complete Metric-G Space and
sufficient condition in order to obtain uniqueness of fixed point for contractive
mapping in complete Metric-G Space.

Key words  : Uniqueness, Fixed Point, Contractive, Complete Metric-G Space
IX+78 pages;
Bibliography :7 (1999-2011)
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Seiring dengan perkembangan teknologi dalam era globalisasi saat ini,
konsep-konsep matematika juga mengalami perkembangan. Hal ini dikarenakan
munculnya berbagai masalah dan fenomena baik dunia nyata maupun abstrak
yang semakin komplek, sehingga dibutuhkan pengembangan konsep-konsep
matematis untuk menangani masalah-masalah tersebut. Sebagai contoh adalah
teorema titik tetap. Titik x € X disebut titik tetap dari pemetaan f jika dan hanya
jika f: X — X dengan f(x) = x. Sebagai contoh jika pemetaan f: R — R
didefinisikan dengan f(x) = x? — 3x + 4, maka 2 € R adalah sebuah titik tetap
dari f karena f(2) = 2. Tidak semua pemetaan memiliki titik tetap, sebagai
contoh jika f: R — R dengan f(x) = x + 1, maka f tidak memiliki titik tetap.
Penggunaan teorema titik tetap diantaranya untuk menentukan solusi dari sistem
persamaan linear aljabar dan untuk menentukan solusi khusus persamaan
differensial.

Sejarah teorema titik tetap berawal dari masa kira-kira tahun 1500 SM di
Mesopotamia. Pertama kali muncul adalah masalah bagaimana menentukan
nilai x yang memenuhi persamaan x2 = a, untuk suatu a bilangan asli. Sebagai
contoh jika a = 4 maka x = 2. Setelah itu muncul masalah lain yaitu untuk nilai
a bilangan riil. Untuk memudahkan dalam penyelesaian, persamaan tersebut
diubah dalam bentuk lain yaitu x* — a = 0 yang selanjutnya ditulis menjadi
x% + x — a = x. Masalah terakhir tersebut yang kemudian melatarbelakangi
munculnya masalah yang dikenal dengan Fixed Point Problem (FPP).

Langkah-langkah untuk mendapatkan titik tetap adalah sebagai berikut:
diambil sebarang titik x,, kemudian untuk mendapatkan nilai x digunakan
pendekatan x,,,; = x2 + x,, — a, langkah akan berakhir jika nilai x,, konvergen
ke suatu titik x. Pada perkembangan selanjutnya muncul masalah yang lebih
abstrak yaitu f(x) = x untuk sebarang f (x) pemetaan dalam x, untuk
menyelesaikan masalah tersebut lahirlah teorema titik tetap (fixed point theorem).

Pada abad XIX seorang Matematikawan asal Prancis yang bernama H.

Poincare (1854-1912) menemukan pendekatan titik tetap. Pada perkembangannya,

1 Universitas Indonesia
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L.E.Y. Brouwer (1881-1966) seorang Matematikawan asal Belanda berhasil
membuktikan titik tetap untuk pemetaan dengan domain dan kodomain berupa
interval, persegi, piringan, bola, dan titik tetap dalam dimensi-n. Pada masa
berikutnya Spencer (1906-1980) berhasil membuktikan lemma kombinatorial
pada penguraian segitiga yang sangat berguna dalam teorema titik tetap. Teorema
ini telah banyak dikembangkan dalam analisis fungsional untuk menyelidiki
ketunggalan titik tetap dari pemetaan-pemetaan dengan domain Ruang Metrik,
Ruang hasil kali dalam, Ruang Bernorm, Ruang Hilbert, Ruang Banach serta
perluasan pada masing-masing konsep ruang tersebut. (Suwarno, 2011)

Pada awalnya diperkenalkan Metrik d pada sebuah himpunan tidak
kosong X, dan pasangan (X, d) disebut Ruang Metrik (Metric Space). Pada tahun
enampuluhan Gahler memperkenalkan Metrik baru d* pada sebuah himpunan
tidak kosong X yang disebut Metrik-2 ( 2-Metric) dan pasangan (X, d*) disebut
Ruang Metrik-2 (2-Metric Space) . Pada tahun 1992 Led Baphure Dhage pada
disertasinya memperkenalkan Metrik baru D pada himpunan tidak kosong X yang
disebut Metrik-D (D — Metric) dan pasangan (X, D) disebut Ruang Metrik-
D(D-Metric Space). Pada tahun 2006 Zead Mustafa dan Brailey Sims
memperkenalkan Metrik yang lebih baru lagi pada himpunan tidak kosong X
yang disebut Metrik-G (G — Metric ) dan pasangan (X, G)disebut Ruang
Metrik-G(G- Metric Space).

Dengan adanya pengertian jarak (metrik), maka dalam Ruang Metrik
(X,d), (X,d*),(X,D), maupun (X,G) dapat ditinjau pengertian kekonvergenan
suatu barisan dalam masing-masing Ruang Metrik tersebut. Kemudian akan
diperhatikan Ruang-ruang Metrik yang khusus, yaitu Ruang Metrik yang
memiliki sifat istimewa yaitu Ruang Metrik yang lengkap. Selanjutnya akan
diperhatikan pemetaan dari Ruang Metrik ke dirinya sendiri, maka timbul
masalah keberadaannya titik tetap. Titik tetap adalah sebuah pemetaan dari
Ruang Metrik ke dirinya sendiri, bisa ada atau tidak ada. Bila ada, bisa tunggal

atau lebih dari satu.
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1.2 Perumusan Masalah
Masalah yang akan diteliti dalam penelitian tugas akhir ini adalah sebagai
berikut:
1. Bagaimana sifat-sifat dari Ruang Metrik-G lengkap
2. Apabila diberikan suatu pemetaan T pada Ruang Metrik-G lengkap, syarat
cukup apa yang harus dipenuhi agar pemetaan itu memiliki titik tetap tunggal

pada Ruang Metrik-G lengkap.

1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah :
1. Membahas/ mengkaji sifat-sifat dari dari Ruang Metrik-G lengkap
2. Membahas/ mengkaji syarat cukup agar suatu pemetaan T pada Ruang
Metrik-G lengkap memiliki ketunggalan titik tetap pada Ruang Metrik-G
lengkap.

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi dalam
perkembangan matematika dibidang matematika analisis terutama dalam

penyelesaian masalah ketunggalan titik tetap.

1.5 Batasan Penelitian
Dalam penelitian tugas akhir ini, masalah yang akan diteliti dibatasi hanya

pada konsep titik tetap dan pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G lengkap.

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan mempelajari karya-karya ilmiah yang
disajikan dalam bentuk buku, jurnal, makalah, tesis, disertasi ataupun artikel yang
relevan dengan topik penelitian, kemudian berdasar konsep-konsep yang ada
dilakukan pengembangan dari hasil yang sudah ada untuk pembuktikan teorema

ketunggalan titik tetap pada Ruang Metrik-G lengkap.

Universitas Indonesia
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BAB 2
TINJAUAN PUSTAKA

Dalam bab ini disajikan definisi-definisi tentang Ruang Metrik,
Ruang Metrik-2, Ruang Metrik-D, Ruang Metrik-G, dan Pemetaan
Kontraktif dan Pemetaan Ekspansif pada Ruang Metrik-G, serta definisi
Titik Tetap.

2.1 Ruang Metrik (X, d)
Disini akan diberikan definisi dan contoh dari Ruang Metrik (X, d)
Definisi 2.1 (V.S. Pugachev and I.N. Sinitsyn, 1999)
Ruang Metrik adalah pasangan (X, d) dengan X adalah himpunan yang tidak
kosong dan d: X x X — R* adalah Metrik (jarak) pada X sedemikian
sehingga untuk setiap x,y, z € X, terpenuhi:
(M1) d(x,y) =0 dan d(x,y) =0 < x = y (Sifat Non Negatif)
(M2) d(x,y) =d(y,x) (Sifat Simetri)
(M3) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) (Sifat Ketaksamaan Segitiga).
Contoh:
(1)d:R < R - R* dengan d(x,y) = |x — yl
Maka dapat dibuktikan bahwa (R, d) adalah Ruang Metrik, karena
memenuhi sifat (M1), (M2) dan (M3).
(M1) Jelas d(x,y) =lx—y|l=0,¥Yx,yER
d(x,y) = |x —y| =|0] = 0 & x =y (Sifat non negatif)
(M2) Karena d(x,y) = Ix =yl = |-(y —x)| = ly — x| = d(y,x)
(Berdasarkan sifat Nilai Mutlak)
Maka d(x,y) = d(y,x) (Sifat Simetri)
(M3) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)
dix,z2) = Ix—zl < |lx =yl + |y —zl = d(x,y) + d(y.2)
Maka d(x,y) < d(x,y) +d(y,z) (Sifat Ketaksamaan Segitiga)
(2) d:R™ x R™ - R* dengan

d(x,y) = \](x1 —y1)?+ (xz— 3’2)2 + o+ (x, — }’n)n
Vx € R™ dan Vy € R™dengan x = (xq,%5,..., %)

4 Universitas Indonesia
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dany = (y1,¥2, - ¥n)
Maka (R", d) adalah sebuah Ruang Metrik.
(3) X himpunan tak kosong, d: X x X - R*

O;x=y

dengan d(x,y):{1 X%y

Maka (X, d) adalah sebuah Ruang Metrik yang disebut Ruang Metrik
Diskrit.

Vx,y€eX

2.2 Ruang Metrik-2
Disini akan diberikan definisi dan contoh dari Ruang Metrik-2
Definisi 2.2 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006)
Misal X adalah sebuah himpunan tak kosong, pemetaan d*: X x X < X —
R* yang bersifat bahwa untuk semua x,y, z,a € X berlaku:
(Al) Untuk x,y € X, dengan x # y, terdapat z € X, sedemikian sehingga
d*(x,y,z) # 0
(A2) d*(x,y,z) =0 jikax =yataux = zatauy = z
ORS) d* (il — d Wiz, V=8 (W, Z="0 OV apte— d* (79ewy) =
d*(z,y, x) (Sifat Simetri)
(Ad) d*(x,y,z) <d*(x,y,a) + d*(x,a,z) + d*(a,y,z)
Maka pemetaan d* disebut Metrik-2 pada X, dan pasangan (X, d*) disebut
Ruang Metrik-2.
Contoh:
Ambil X = {x,,x,, x5} dan
d*: X x X x X - R* sebagai berikut:
Bila x € X, y € X dan z € X maka akan terbentuk segitiga xyz, dan
definisikan d*(x, y,z) = luas 4xyz.
Maka dapat dibuktikan bahwa pemetaan d* merupakan sebuah Metrik-2 dan
(X, d") adalah sebuah Ruang Metrik-2 .
Bukti:
Untuk menunjukkan bahwa pemetaan d* adalah sebuah Metrik-2 maka harus
memenuhi 4 sifat yaitu (Al), (A2), (A3) dan (A4) .
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(Al) Untuk x € X, y € X dengan x # y, maka pasti terdapat z € X,
sedemikian sehingga d*(x,y,z) # 0

(A2)Jikax = y ataux = z atau y = z maka d*(x,y,z) =0

(A) d*(x,y,z) =d"(x,z,y) =d"(y,x,z) =d*(y,z,x) =d"(z. x,y) =
d*(z,y, x) (Sifat Simetri)

(A4) d*(x,y,z) <d*(x,y,a) + d*(x,a,z) + d*(a,y,z) untuk sembarang
a €X.

Karena Sifat (Al), (A2), (A3) dan (A4) maka pemetaan d* merupakan

sebuah Metrik-2 dan (X, d*) adalah sebuah Ruang Metrik-2

2.3 Ruang Metrik-D
Disini akan diberikan definisi dan contoh dari Ruang Metrik-D

Definisi 2.3 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006)

Bila X adalah sebuah himpunan tidak kosong, pemetaan D: X <X x X —

R* yang bersifat bahwa untuk semua x,y, z,a € X berlaku:

(D1) D(x,y,z) = 0 jika dan hanya jikax =y =z

(D2) D(x,y,z) = D(x,z,y) = D(y,x,z) = D(y,z,x) = D(z,x,y) =

D(z,y,x) (Sifat Simetri)

(D3) D(x,y,z) < D(x,y,a) + D(x,a,z) + D(a,y, z)

(D4)D(x,y,y) < D(x,z,z) + D(z,y,y).

Maka pemetaan D disebut Metrik-D pada X, dan pasangan (X, D) disebut

Ruang Metrik-D.

Contoh:

(1) Misal (X, d) adalah sebuah Ruang Metrikdan D:R x R < R —» R*
dengan D(x,y,z) = max{d(x,y),d(y,z),d(z,x)} untuk x € R, y € R,
ZER.

Maka dapat dibuktikan bahwa (R, D) adalah Ruang Metrik-D.

Bukti:

Untuk menunjukkan bahwa D adalah sebuah Metrik-D, maka harus

memenuhi 4 sifat yaitu (D1), (D2), (D3) dan (D4).

(D1) D(x,y,z) =0
S d(x,y)=d(y,z)=d(z,x)=0
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& x =y = z (berdasarkan sifat (M1)

(D2) D(x,v,z) = max{d(x,y),d(v,z),d(z, x)}

D(x,z,y) = max{d(y.z),d(z,y).d(y. x)}

D(y,x,z) = max{d(y,x),d(x,z),d(z vy)}

D(y,z x) = max{d(y,z),d(z,x),d(x,y)}

D(z,x,y) = max{d(z,x),d(x y),d(y,2)}

D(z,y,x) = max {d(z,y),d(y,x), d(x,z)}

Maka berdasarkan sifat (M2) D(x,y,z) = D(x,z,y) = D(y,x,z) =
D(y,z,x) = D(z,x,y) = D(z,v,x)

(Sifat Simetri)

(D3) D(x,y,z) = max {d(x,y),d(y,z),d(z,x)}
D(x,y,a) = max{d(x,y),d(y,a), d(a x)}
D(x,a,z) = max{d(x,a) d(a,z),d(z x)}

D(a,y,2) = max{d(a,y),d(y,2) d(z,a)}

Kemungkinan nilai D(x, y, z) adalah

() D(xy.2z) =d(xy)

(i) D(x,y,z) =d(y.2)

(i) D(x,y,z) =d(z,x)

Untuk (i) Berdasarkan sifat (M3)

d(x,y) < 2d(x,y) =d(x,y) + (d(x,a) + d(a,y))

< D(x,y,a) +D(x,a,z) + D(a,y, z)

Dengan cara serupa dapat pula dibuktikan (D3) untuk (ii) dan (iii).
Maka D(x,y,z) < D(x,y,a) + D(x,a,z) + D(a,y, z).
Maka (D3) terbukti.

(D4) Berdasarkan sifat (M1) dan (M2) diperoleh:
D(x,y,y) = max{d(x y),d(y,y),d(y, x)} = d(x,y)
D(x,z,z) =max {d(x,z),d(z, z),d(z,x)} = d(x, 2)
D(z,y,y) = max{d(z,y),d(y,y).d(y, 2)} = d(z,y)
Berdasarkan sifat (M3) diperoleh:

d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)
Maka D(x,y,y) < D(x,z,2) + D(z,y,y).
Maka (D4) terbukti.
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(1)

Karena Sifat (D1), (D2), (D3) dan (D4) terpenuhi, maka D merupakan
Metrik-D, dan (R, D) adalah sebuah Ruang Metrik-D.
(2) X himpunan tak kosong, dengan

0 'x= =
D(x,y,z):{l :iizii untuk x,y,z € X

Maka (X, D) adalah Ruang Metrik-D

2.4 Ruang Metrik-G
Definisi 2.4 (H. Obiedat and Z. Mustafa, 2010)
Bila X adalah himpunan tak kosong, dan G: X x X x X — R* memenuhi
syarat berikut, untuk semua x,y, z,a € X:
(Gl) G(x,y,z)=0jikax=y =2z
(G2) G(x,y.2) = G(x,2,y) = G(y,2,x) = G(y.x,2) = G(z,x,y) =
G(z,y,x) (Sifat Simetri)
(G3) G(x,x,y) >0untuk x =y
(G4) G(x,x,y) < G(x,y,z) untuk z = y
(G5) G(x,y,2z) < G(x,a,a) + G(a,y, z) untuk semua x,y,z,a € X
(Sifat Ketaksamaan Segiempat)
Maka pemetaan G disebut Metrik-G pada X, dan pasangan (X, G) di sebut
Ruang Metrik-G.
Contoh:
Misalkan (R, d) adalah sebuah Ruang Metrik, dan G:R x R X R —» R*
dengan G(x,y,z) = d(x,y) + d(y,z) + d(z, x), untuk x,y,z € X,
maka dapat dibuktikan bahwa (R, G) adalah sebuah Ruang Metrik-G.
Bukti:
Untuk menunjukkan (R, G) adalah sebuah Ruang Metrik-G, maka akan
ditunjukkan bahwa G: R x R x R - R*™ memenuhi lima sifat yaitu (G1),
(G2), (G3), (G4), dan (G5)
(G1) Akan ditunjukkan bahwa G(x,y,z) =0 jikax =y =z
Jikax =y =zmaka G(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) +d(z,x) =0
(Berdasarkan (M1))
Maka G(x,y,z) =0jikax =y = z.
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Maka (G1) terpenuhi.

G2) Akan ditunjukkan bahwa Sifat Simetri berlaku pada (R, G)

G(x,y,z) = d(x,y) +d(y,z) + d(z x)

G(x,z,y) =d(x,z) + d(z,y) +d(y,2)

G(y,x,z) = d(y,x) +d(x,z) +d(zy)

G(y.z,x) =d(y,z) + d(z,x) +d(x,y)

G(z,x,y) = d(z x) +d(x,y) +d(y,2)

G(z,y,x) =d(z,y)+d(y,x) + d(x, 2)

Berdasarkan sifat (M2) d(x,y) = d(y,x), d(y,z) = d(z,x) dan

d(z,x) = d(x, z)

Maka diperoleh G(x,y,z) = G(x,z,y) = G(y,x,2z) = G(y,z,x)
=G(z,x,y) =G(z,y,x) .

Jadi Sifat Simetri berlaku pada(R, G).

Jadi (G2) terpenuhi.

(G3) Akan ditunjukkan G(x, x,y) > 0 untuk x # y
G(x,x,y) =d(x,x) +d(x,y) +d(y,x) = 2d(x, y)

Berdasarkan sifat (M1) dan (M2), maka 2d(x,y) = 0, bilax = y
Maka G (x,x,y) = O, bilax = y
Jadi (G3) terpenuhi.

(G4) Akan ditunjukkan G (x,x,y) < G(x,y,z) untuk z #= y
Berdasarkan sifat (M2) dan (M3) untuk z # y diperoleh:
G(xx,y) = d(x, x) +d(x,y) + d(y, x) =2d(x,y) = d(x,y) +
d(y,x) < d(x,y) + (d(y,z) + d(z,x)) = G(x,y,72).

Maka G (x,x,y) < G(x,y,z) untuk z # y.
Jadi (G4) terpenuhi.

(G5) Akan ditunjukkan bahwa Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku

pada (R, G)

G(x,y,z) = d(x,y) +d(y, z) + d(z x)

G(x,a,a) =d(x,a) +d(a,a) +d(a,x) = 2d(x,a) sifat (M2)
G(a,y,z) = d(a,y) +d(y,z) + d(z,a)

Berdasarkan sifat (M3) d(x,y) < d(x,a) + d(a,y) dan d(z,x) <
d(z,a) +d(a,x)
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(2)
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Maka G(x,y,z) = d(x,y) +d(y,z) + d(z,x) < (d(x,a) +
d(a,y)) +d(y,z) + (d(z,a) + d(a,x) = 2d(x,a) +d(a,y) +
d(y,z) +d(z,a)
<G(x,a,a)+G(a,y,2).
Maka G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z)
Maka Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku pada (R, G)
Maka (G5) terpenuhi.
Karena sifat (G1), (G2), (G3), (G4) dan (G5) terpenuhi, maka G: R < R %
R — R*adalah sebuah Metrik-G dan (R, G) merupakan Ruang Metrik-G.

Misalkan (X, d) ruang sebuah Ruang Metrik, dan G:R X R x R — R*
dengan G(x,y,z) = max {d(x,y),d(y,z),d(x,z)} untuk x,y,z € R.
Maka dapat dibuktikan bahwa (R, G) adalah Ruang Metrik-G.
Bukti:
Untuk menunjukkan (R, G) adalah sebuah Ruang Metrik-G, maka akan
ditunjukkan bahwa G: R < R < R — R*™ memenuhi lima sifat yaitu (G1),
(G2),(G3), (G4), dan (G5)
(G1) Akan ditunjukkan bahwa G(x,y,z) =0 jikax =y =z
Jikax =y = zmaka G(x,y,z) = max{d(x,y),d(y,z),d(z,x)} =0
(Berdasarkan (M1))
Maka G(x,y,z) =0jikax =y =z
Maka (G1) terpenuhi.
(G2) Akan ditunjukkan bahwa Sifat Simetri berlaku pada (R, G)
G(x,y,z) = max{d(x,y),d(y,z),d(z x)}
G(x,z,y) = max{d(x,2),d(zy), d(y.2)}
G(y,x,z) = max{d(y,x),d(x 2),d(z, y)}
G(y, z,x) = max{d(y, z),d(z,x),d(x,y)}
G(z,x,y) = max{d(z,x),d(x,y), d(y,z)}
G(z,y,x) = max{d(z,y), d(y,x),d(x,z)}
Berdasarkan sifat (M2) d(x,y) = d(y,x), d(y,z) = d(z,x) dan
d(z,x) = d(x,z)

Maka diperoleh G(x,y,z) = G(x,z,y) = G(y,x,z) = G(y,z,x)
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=G(z,x,y) =G(z,y,x) .
Jadi Sifat Simetri berlaku pada(R, G).
Jadi (G2) terpenuhi.

(G3) Akan ditunjukkan G(x, x,y) > 0 untuk x # y
G(x,x,y) = max{d(x,x),d(x,y),d(y, x)} = d(x,y)
Berdasarkan sifat (M1) dan (M2), maka d(x,y) > 0, bilax = y
Maka G (x,x,y) >0, bilax # y
Jadi (G3) terpenuhi.

(G4) Akan ditunjukkan G (x,x,y) < G(x,y,z) untuk z # y
Berdasarkan sifat (M2) dan (M3) untuk z # y diperoleh:
G(x,x,y) = max{d(x,x),d(x, y),d(y,x)} = d(x,y)
G(x,y,z) = max{d(x,y),d(y,z),d(z x)}

Untuk z # y kemungkinan nilai G (x,y, z) adalah:
() max{d(x,y) d(y,z),d(z x)} = d(x,y)
(i) max{d(x,y),d(y,z),d(z,x)} = d(y,z)
(iii) max{d (x,y),d(y,z),d(z, x)} = d(z, x)
Untuk (i) G(x, x,y) = d(x,y)

G(x,y,2z) = d(x,y)

Maka d(x,y) < d(x,y)

Maka G (x,x,y) < G(x,y,z)
Untuk (ii) Karena z # y maka d(y,z) # 0

G(x,x,y) = d(x,y)

G(x,y,2z) = d(y,2)

Maka d(x,y) < d(y,z)

Maka G (x,x,y) < G(x,y,2)
Untuk (iii) G (x,x,y) = d(x,y)

G(x,y,z) =d(zx)

Maka d(x,y) < d(z,x)

Maka G (x,x,y) < G(x,y, z).
Maka (G4) terpenuhi.

(G5) Akan ditunjukkan bahwa Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku
pada (R, G)
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G(x,y,z) = max{d(x,y),d(y,2) d(z x)}
G(x,a,a) = max{d(x,a),d(a,a),d(a,x)} = d(x,a) sifat (M2)
G(a,y,z) = max{d(a,y), d(y,z),d(z a)}
Kemungkinan nilai G(x, y, z) adalah:
(i) max{d(x,y),d(y,2),d(z,x)} = d(x,y)
(i) max{d(x,y),d(y,z),d(z x)} = d(y, z)
(ii)) max{d (x,y),d(y,z),d(z, x)} = d(z,x)
Kemungkinan nilai G (a, y, z) adalah:
(iv) max{d(a,y), d(y,2),d(z,a)} = d(a,y)
(v) max{d(a,y),d(y z),d(z a)} = d(y,z)
(vi) max{d (a,y),d(y,z),d(z,a)} = d(z, a)
Untuk (i) dan (iv) Berdasarkan sifat (M3)
d(x,y) <d(x,a) +d(a,y)
Diperoleh G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y,2)
Untuk (i) dan (v) Berdasarkan sifat (M3)
d(x,y) < d(x,a) +d(a,y)
Maka d(x,y) < d(x,a) +d(y,z) , karenad(a,y) < d(y,z)
Diperoleh G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z)
Untuk (i) dan (vi) Berdasarkan sifat (M3)
d(x,y) <d(x,a) +d(a,y)
Maka d(x,y) < d(x,a) + d(z,a) , karena d(a,y) < d(z,a)
Diperoleh G(x,y,2) < G(x,a,a) + G(a,y, z).
Untuk (ii) dan (iv) Berdasarkan sifat (M3)
d(x,y) <d(x,a) +d(a,y)
Maka d(y,z) < d(x,a) + d(a,y) , karena d(x,y) < d(y, 2)
Diperoleh G(x,y,2) < G(x,a,a) + G(a,y, z)
Untuk (ii) dan (v) Berdasarkan sifat (M3)
d(x,y) <d(x,a) +d(a,y)
Maka d(y,z) < d(x,a) +d(y,z) , karena d(x,y) < d(y,z)
dand(a,y) <d(y,z)
Diperoleh G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z)
Untuk (ii) dan (vi) Berdasarkan sifat (M3)
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d(x,y) <d(x,a) +d(a,y)
Maka d(y, z) < d(x,a) + d(a, z), karena d(x,y) < d(y, z)
dand(a,y) < d(a,z)
Diperoleh G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z).
Untuk (iii) dan (iv) Berdasarkan sifat (M3)
d(x,z) <d(x,a) +d(a,z)
Maka d(x,z) < d(x,a) +d(a,y) , karena d(a,z) < d(a,y)
Diperoleh G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, 2)
Untuk (iii) dan (v) Berdasarkan sifat (M3)
d(x,z) < d(x,a) +d(a,z)
Maka d(x,z) < d(x,a) + d(y,z) , karena d(a,z) < d(y,z)
Diperoleh G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z)
Untuk (iii) dan (vi) Berdasarkan sifat (M3)
d(x,2z) <d(x,a) +d(a,z)
Diperoleh G(x,y,2) < G(x,a,a) + G(a,y, z).
Maka (G5) terpenuhi.
Karena sifat (G1), (G2), (G3), (G4) dan (G5) terpenuhi, maka G: R < R %
R — R*adalah sebuah Metrik-G dan (R, G) merupakan Ruang Metrik-G.
(3) Misal X ={a,b,c}
G:X*xXxX—>R*
dengan G(x,y,z) =0 jikax =y =z
G(a,b,b) =G(b,a,b) =G(b,b,a) = G(b,a,a)
=G(a,b,a) = (a,a,b) =22,
G(a,c,c) =G(c,a,c) =G(c,c,a) =G(c,a,a)
= G(a, c,a)iN0G @) =218
G(b,c,c) = G(c,b,c) =G(c,c,b) =G(c,b,b)
=G(b,c,b) =G(b,b,c) = 30,
G(a,b,c) =G(a,c,b) =G(b,a,c) =G(b,c,a)
=G(c,a,b) = G(c,b,a) = 35,
Maka dapat dibuktikan bahwa (X, G) adalah sebuah Ruang Metrik-G.
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Bukti:
Untuk menunjukkan (X, G) adalah sebuah Ruang Metrik-G, maka akan
ditunjukkan bahwa G: X x X x X — R* memenuhi lima sifat yaitu (G1),
(G2), (G3), (G4), dan (G5)
(G1) Akan ditunjukkan jika x =y = z maka G(x,y,z) =0
Jikax =y =z, maka G(x,y, z) = 0 jika (diketahui)
Maka (G1) terpenuhi.
(G2) Akan ditunjukkan bahwa Sifat Simetri berlaku pada (X, G)
G(a,b,c¢) =G(a,c,b) = G(b,a,c) =G(b,c,a) = G(c,a,b)

= G(c,b,a) =35
Maka G(x,y,z) = G(x,z,y) = G(y,z,x) = G(y,x,2) =G(z,x,y)
=G(z,,%)

Maka Sifat Simetri berlaku pada (X, G)
Jadi (G2) terpenuhi.
(G3) Akan ditunjukkan G(x,x,y) > 0 untuk x # y.
Untuk x # y, diperoleh:
G(a,a,b) =22>0
G(a,a,c)=27>0
G(b,b,a) =22>0
G(b,b,c)=30>0
G(c,c,a)=27>0
G(c,c,b) =30>0
Maka G(x,x,y) >0, untukx # y
Maka (G3) terpenuhi.
(G4) Akan ditunjukkan G (x,x,y) < G(x,y,z) untuk z # y
Untuk z # y, diperoleh:
G(a,a,b) =22 <G(a,b,c) =35
G(a,a,b) =22<G(a,b,a) =22
G(a,a,c) =27<G(a,c,a) =27
G(a,a,c) =27 <G(a,c,b) =35
G(b,b,a) =22<G(b,a,c) =35
G(b,b,a) =22<G(b,a,b) =22
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G(b,b,c) =30<G(b,c,a) =35
G(b,b,c) =30 < G(b,c,b) =30
G(c,c,a) =27 < G(c,a,b) =35
G(c,c,a) =27 <G(c,a,c) =27
G(c,c,b) =30 <G(c,b,a) =35
G(c,c,b) =30<G(c,b,c) =30
Maka G (x,x,y) < G(x,y,z) untuk z # y
Maka (G4) terpenuhi.
(G5) Akan ditunjukkan Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku pada (X, G)
G(a,b,c) =35<G(a,a,a)+ G(a,b,c) =35
G(a,b,c) =35<G(a,b,b) +G(b,b,c) =22+ 30 =52
G(a,b,c) =35 <G(a,c,c)+G(c,b,c) =27+30=57
G(a,c,b) =35<G(a,a,a)+G(a,c,b) =35
G(a,c,b) =35 < G(a,b, b) + G(b,c,b) = 22 + 30 = 52
G(a,c,b) =35<G(a,cc)+G(cc,b) =27+30=57
G(b,a,c)=35<G(b,a,a)+G(a,a,c)=22+27 =49
G(b,a,c) =35<G(b,b,b) +G(b,a,c) =35
G(b,a,c) =35<G(b,c,c)+G(c,a,c) =30+27=57
G(b,c,a) =35<G(b,a,a) +G(a,c,a) =22+ 27 =49
G(b,c,a) =35<G(b,b,b) +G(b,c,a) =35
G(b,c,a)=35<G(b,c,c)+G(c,c,a) =30+ 27 =57
G(c,a,b) =35 < G(c,a,a) +G(a,a,b) =27 +22 =49
G(c,a,b) =35 <G(c,b,b) +G(b,a,b) =30+ 22 =52
G(c,a,b) =35 < G(c,c,c) +G(c,a,b) =35
G(c,b,a) =35<G(c,a,a) +G(a,b,a) =27+ 22 =49
G(c,b,a) =35 < G(c,b,b) + G(b,b,a) =30+ 22 =52
G(c,b,a) =35 <G(c,c,c)+G(c,b,a) =35
Maka G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z) untuk semua x,y,z,a € X
Maka Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku pada (X, G)
Jadi (G5) terpenuhi.
Karena sifat (G1), (G2), (G3), (G4) dan (G5) terpenuhi, maka G: X x X %
X — R*adalah sebuah Metrik-G dan (X, G) merupakan Ruang Metrik-G.

Universitas Indonesia

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA Ul, 2012



16

Definisi 2.5 (Z. Mustafa, H. Obiedat and F. Awawdeh, 2008)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G, maka (X, G) disebut Simetri jika
G(x,y,y) = G(x,x,y) untuk setiap x,y € X.

2.5 Pemetaan Kontraktif dan Pemetaan Ekspansif

2.5.1 Pemetaan Kontraktif

Definisi 2.6 (Suwarno, 2011)

Bila(X, ¢) adalah Ruang Metrik-G dan T: X — X adalah pemetaan. Maka T
disebut Pemetaan Kontraktif jika terdapat konstanta k,0 < k < 1 sehingga
G(T(x), T(y).T(2)) < kG(x.y,2) .

Secara geometri, hal ini berarti bahwa jarak antara peta dari x, y dan z,
jaraknya lebih dekat dari jarak antara x, y dan z itu sendiri.

Contoh:

Misal pada Ruang Metrik-G (X, G), didefinisikan

pemetaan G (x,y,z) = max{|x —yl|, |y — z|, [x — z|}

danT:(X,G) - (X,G)

dengan T(x) =

untuk X = [0,1]
Maka T adalah Pemetaan Kontraktif pada Ruang Metrik-G (X,G).

2.5.1 Pemetaan Ekspansif

Definisi 2.7 (Z. Mustafa, F. Awawdeh and W. Shatanawi, 2010)

Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G dan T: R — R adalah pemetaan. Maka T
disebut Pemetaan Ekspansif jika terdapat konstanta a, a > 1 sedemikian
hingga G(T(x),T(y),T(2z)) = aG(x,y, z).

Contoh:

Misal pada Ruang Metrik-G (R, G), didefinisikan

Pemetaan G(x,y,z) = max{|x — y|,ly — z|, |x — z|}

danT:(R,G) — (R,G)
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5x x <3

dengan T(x) = {Sx +2x>3

Maka T adalah Pemetaan Ekspansif pada Ruang Metrik-G (R, G).

2.6 Titik Tetap

Definisi 2.8 (Suwarno, 2011)

Pemetaan T: X — X disebut mempunyai Titik Tetap x jika T(x) = x.
Contoh:

T(x)=x?—-3x+4,

Maka 2 adalah Titik Tetap dari T (x) karena T(2) = 2.
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BAB 3
PEMBAHASAN

3.1 Sifat-Sifat Ruang Metrik-G Lengkap

Berikut akan dijabarkan sifat-sifat dari Ruang Metrik-G lengkap

Proposisi 3.1.1 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G, maka untuk semua x, y, z,a € X berlaku:

(1)
(2)
@)
(4)
()
(6)
(7)
(8)
(9)

JikaG(x,y,z) =0makax =y =z

G(x,y,2) < G(x,x,y) + G(x,x, 2)

G(x,y,y) < 2G(y, x,x)

G(x,v,z) <G(x,a,2)+ G(a,y,z)

G(x,y,z) < %(G(x,y, a) +G(x,a,z) +G(a,y,z))
G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(y,a,a) + G(z,a,a)
|G(x,y,2z) — G(x,y,a)| <max {G(a,z z),G(z,a,a)}
|G(x,y.2) — G(x,y,a)| < G(x,a,z)

|G(x,y,2) — G(y,2,2)| <max {G(x,z,2),G(z,x,x)}

(10) 1G(x,y,¥) — G(y, x,x)| < max {G(y,x,x),G(x,y,y)} .
Bukti:

(1)

Akan dibuktikan jika G(x,y,z) =0 makax =y = z.
Bukti:

Misalkan x = y = z tidak benar.

Maka kemungkinan yang ada adalah:

0] X#Fy x=z dany # z

(i) X#Fy, x#*2z dany =2z

(i) x#y x+#*z dany*z

(v x=y, x#z dany #z

Jika (i) atau (iii) yang terjadi, maka

berdasarkan sifat (G3) x # y - G(x,x,y) >0
berdasarkan sifat (G4) y # z = G(x,x,y) < G(x,y,z)
Jadi G(x,y,z) >0

Ini bertentangan dengan G(x,y,z) =0

Maka (i) dan (iii) tidak mungkin terjadi.
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Jika (i) yang terjadi, maka
berdasarkan sifat (G3) x #y —» G(y,y,x) >0
berdasarkan sifat (G4) x # z - G(y,y,x) < G(y,x,z)
berdasarkan sifat (G2) G(y, x,z) = G(x,y, z)
Maka G (x,y,z) >0
Ini bertentangan dengan G(x,y,z) =0
Maka (ii) tidak mungkin terjadi.
Jika (iv) yang terjadi, maka
berdasarkan sifat (G3) x # z —» G(x,x,z) >0
berdasarkan sifat (G4) y # z - G(x,x,z) < G(x,z,y)
berdasarkan sifat (G2) G(x, z,y) = G(x,y, z)
Maka G(x,y,z) >0
Ini bertentangan dengan G(x,y,z) =0
Maka (iv) tidak mungkin terjadi.
Jadi terbukti bahwa yang mungkin terjadi adalah x = y = z.
Terbukti.
(2) Akandibuktikan G(x,y,2) < G(x,x,vy) + G(x,x,2)
Bukti:
Berdasarkan sifat (G5) untuk sembarang x,y,z dan a di X
berlaku G(x,v,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z)
Maka dengan mengambil x sebagai a dan y, y sebagai x, dan z tetap,
diperoleh: G(y,x,z) < G(y,x,x) + G(x,x, 2)
Dan berdasarkan sifat (G2) diperoleh: G(x,y,z) < G(x,x,y) + G(x, x, z).
Terbukti.
(3) Akandibuktikan G(x,y,y) =2G(y,x,x)
Bukti:
Berdasarkan sifat (G5) untuk sembarang x, y, z dan a di X berlaku
G(x,y,z) <G(x,a,a)+ G(a,y,z)
Maka dengan mengambil y sebagai z dan x, dan x sebagai y dan a,
diperoleh: G(y,x,y) < G(y,x,x) + G(x,x,y)
Dan berdasarkan sifat (G2) diperoleh: G(x,y,y) < 2G(y, x, x).
Terbukti.
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(4) Akandibuktikan G(x,y,z) < G(x,a,z) + G(a,y, z)
Bukti:
Berdasarkan sifat (G5) untuk sembarang x,y,z dan a di X
berlaku G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z)
Sedangkan dari (G2) G(x,a,a) = G(a,a, x)
Dan berdasarkan sifat (G4) diperoleh: G(a,a,x) < G(a,x,z) untuk z # x
Maka G(x,y,z) < G(x,a,z) +G(a,y,z) untuk z # x .
Bilaz =x, G(x,y,2) < G(x,a,x) + G(a,y, x).
Terbukti.
(5) Akan dibuktikan G(x,y,2) <2(G(x.y,a) + G(x,a,2) + G(a,y,2))
Bukti:
Berdasarkan sifat (4) diperoleh:
G(x,y,z) < G(a,y,z) + G(x,a,z)
G(y zx)<G(azx)+G(y ax)
G(z,x,y) <G(a,x,y) +G(z,a,y)
Berdasarkan sifat (G2) diperoleh:
Gy, a,x)=G(a,x,y) =G(x,y,a)
G(a,z,x) = G(x, a,z)dan G(a,y, z)
Maka 3G (x,v,z) < 2(G(x,y,a) + G(x,a,2z) + G(a,y,z))
Jadi G(x,y,z) < %(G(x,y,a) +G(x,a,z) +G(a,y, Z)).
Terbukti.
(6) Akandibuktikan G(x,v,2) < G(x,a,a) + G(y,a,a) + G(z,a,a)
Bukti:
Berdasarkan sifat (G5) untuk sembarang x,y, zdan a di X
berlaku G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z)
Berdasarkan sifat (G2) diperoleh: G(a,y,z) = G(y,a, 2)
Berdasarkan sifat (G5) diperoleh: G(y,a,z) < G(y,a,a) + G(a,a,z)
Berdasarkan sifat (G2) diperoleh: G(a,a,z) = G(z,a,a)
Maka G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(y,a,a) + G(z,a,a)
Terbukti.
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(7) Akandibuktikan |G(x,y,z) — G(x,v,a)| < max{G(a, z z),G(z,a,a)}
Bukti:
Berdasarkan sifat nilai mutlak yang akan dibuktikan akan terbukti bila dapat
dibuktikan:
—max {G(a,z,2),G(z,a,a)} < G(x,y,2) — G(x,y,a)
<max{G(a,zz),G(z,a a)}
Atau G(x,y,a) — max {G(a,zz),G(z,a,a)} < G(x,y,z)
< G(x,y,a) + max{G(a,z 2),G(z a,a)}
Sedangkan disini terdapat 2 kasus:
(i) max{G(a,zz),G(z a a)} = G(a,zz)
(i) max{G(a,z 2),G(z,a,a)} = G(z,a,a)
Untuk kasus (i) harus dibuktikan:
(ia) G(x,y,z) < G(x,y,a) + G(a,z z) dan
(ib) G(x,y,a) < G(x,y,2) + G(a,z,z)
Untuk (ia) harus dibuktikan G(x,y,z) < G(x,y,a) + G(z,a, a)
Berdasarkan sifat (G5) G(z,x,y) < G(z,a,a) + G(a,x,y)
Berdasarkan sifat (G2) dapat diperoleh: G(x,y,z) < G(z,a,a) + G(x,y,a)
Sedangkan untuk kasus (i) G(z, a,a) < G(a, z, z)
Jadi G(x,v,z) < G(a,z,z) + G(x,y,a) atau
(x,v,2) <G(x,y,a) + G(a,z z)
Jadi (ia) terbukti.
Untuk (ib) gunakan sifat (G5) G(a,x,y) < G(a,z,z) + G(z,x,y)
Maka berdasarkan sifat (G2) diperoleh: G(x,y,a) < G(a,z,z) + G(x,y,2)
atau G(x,y,a) < G(x,y,z) + G(a,y,z)
Jadi (ib) terbukti.
Dengan demikian kasus (i) telah terbukti.
Untuk kasus (ii) harus dibuktikan:
(ila) G(x,v,2) < G(x,y,a) + G(z,a,a) dan
(iib) G(x,y,a) < G(x,y,2) + G(z,a,a)
Untuk (iia) gunakan sifat (G5) pula G(z,x,y) < G(z,a,a) + G(a,x,y)
Maka berdasarkan sifat (G2) diperoleh: G(x,y,z) < G(x,y,a) + G(z,a,a)
Jadi (iia) terbukti.
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Untuk (iib), gunakan sifat (G5) pula, G(a,x,y) < G(a,z,z) + G(z,x,y)
Maka berdasarkan sifat (G2) diperoleh: G(x,y,a) < G(x,y,z) + G(a, z, 2)
Sedangkan pada kasus (ii), berlaku G(a, z,z) < G(z,a,a)

Maka G (x,y,a) < G(x,y,z) + G(z,a,a)

Maka (iib) terbukti.

Dengan demikian kasus (ii) juga telah terbukti.

Akan dibuktikan |G (x,y,z) — G(x,y,a)| < G(x,a,z)

Bukti:

Berdasarkan (7) |G(x,y,2) — G(x,y,a)| < max {G(a,z z),G(z,a,a)}
Berdasarkan sifat (G4) diperoleh:

G(a,z,z) =G(z,z,a) < G(z,a,x) untuk x # a

G(z,a,a) =G(a,a,z) < G(a,z x)untuk z # x

Maka max {G(a,z,z),G(z,a,a)} < G(x,a,z)

Maka |G (x,y,2z) — G(x,v,a)| < G(x,a,z2)

Terbukti.

Akan dibuktikan |G (x,y,2) — G(y, z,z)| < max {G(x,z,2),G(z,x,x)}
Bukti:

Berdasarkan (7) |G(x,y,z) — G(x,y,a)| < max {G(a,z z),G(z,a,a)}
Dengan mengganti x dengan y, y dengan z, z dengan x, dan a dengan z,
maka diperoleh: |G(y, z,x) — G(y, z,2)| < max {G(z,x,x),G(x,z,2)}
Jadi |G (x,y,2) — G(y,2,2)| < max {G(x,z,2),G(z, x,x)}

Terbukti.

Akan dibuktikan |G (x,y,y) — G(y, x,x)| < max {G(y,x,x),G(x,y,y)}
Bukti:

Berdasarkan (7) |G (x,y,z) — G(x,y,a)| < max {G(a,z z),G(z,a,a)}
Dengan mengganti z dengan y, dan a dengan x,

maka diperoleh: |G(x,y,y) — G(x,y, x)| < max {G(x,y,y),G(v,x,x)}
atau |G (x,y,y) — G(y, x,x)| < max {G(y,x,x),G(x,,¥)}

Terbukti.
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Definisi 3.1.2 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G, maka barisan (x,) < X disebut G-Cauchy
jika untuk setiap € > 0, terdapat n, € N sedemikian hingga G (x,,, X, x;) < €,

untuk setiap n, m, [ = n jika lim, . 1y-00G (X, Xom, %) = 0.

Definisi 3.1.3 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)

Misal (X, G) adalah Ruang Metrik—G, misal (x,,) adalah barisan dari titik-titik
pada X, (x,) dikatakan G-konvergen ke x jika lim,, ;0 G (x, xp, x,) = 0
artinya untuk setiap € > 0, terdapat n, € N sedemikian hingga G (x, x,,, x,,,) < €
untuk setiap n,m = n,. Selanjutnya x disebut titik limit dari barisan (x,,) ditulis

Xn (i) b

Proposisi 3.1.4 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006)

Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G, maka pernyataan berikut equivalen;
(1) (x,,) adalah G-konvergen ke x

(2) limy,, 00 G (X, X0, x) = 0

(3) limy00G(xp, x,x) =0

Bukti:

(1) — (2) Dari definisi 3.1.2 karena (x,,) adalah G-konvergen ke x maka
limpy oo G (X, X5, X)) = 0 maka limy e G (%, X, x) = 0

(2) — (3) dengan menggunakan sifat (G4) maka lim,,_, .G (x,, x,x) =0
(3) — (1) karena lim,_, G (x5, x, x) = 0 maka (x,,) adalah G-konvergen ke x.
Terbukti.

Proposisi 3.1.5 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)

Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G, maka pernyataan berikut equivalen;

(1) Barisan(x,) adalah G-Cauchy.

(2) Untuk setiap € > 0, terdapat n, € N sedemikian hingga G (x,,, X, Xm) < €

untuk setiap n,m > N.
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Bukti:
(1) - (2)Barisan (x,) adalah G-Cauchy, jika untuk setiap € > O terdapat n, € N
sedemikian hingga G (x,, X, x;) < € untuk setiap n,m,l > n, jika

LM m 1) 0 G (X, X, ) = 0. Menurut (G3) G (xy, X, X)) < G (X, Xy, X)) < €

Definisi 3.1.6 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)

Misal (X, G) dan (X', G') adalah Ruang Metrik-G dan misal f: (X,G) —

(X', G") suatu pemetaan, maka f dikatakan G-kontinu pada titik a € X jika
diberikan sebarang &€ > O terdapat § > 0 sedemikian sehingga G(a,x,y) <&
Vx,y € X, mengakibatkan G'(f(a), f(x), f (y)) < e.

Pemetaan f dikatakan G-kontinu pada X jika dan hanya jika G-kontinu pada
setiap a € X.

Teorema 3.1.7

Suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G adalah pemetaan kontinu.
Bukti:

Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G

Misal T: X — X adalah suatu pemetaan kontraktif.

Maka untuk setiap x, y, z € X berlaku:

G(T(x),T(y), T(z)) < kG(x,y,z) untuk0 <k <1

Ambil sembarang € > 0

Pilih § = % >0

Jika G(x,y,z) < % =4 mak G(T(x),T(y), T(Z)) <kG(x,y,z) = k.% <cg¢

Jadi jika G(x,y,z) < § maka G(T(x),T(y), T(Z)) <e.
Maka T kontinu.
Terbukti.

Proposisi 3.1.8 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)

Misal (X, G) dan (X', G") adalah Ruang Metrik-G dan misal f: X — X' adalah
G-kontinu pada titik x € X jika dan hanya jika kapanpun (x,,) adalah G-
konvergen ke x, maka (f(x,)) adalah G-konvergen ke f (x).

Universitas Indonesia

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA Ul, 2012



25

Proposisi 3.1.9 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006)

Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G, maka pemetaan G (x, y, z) adalah kontinu
bersama (Joinly continuous) di semua 3 variabel.

Bukti:

Misal (xi), (ym), (z,,) adalah G-konvergen ke x, y dan z secara bersamaan
(respectively)

Berdasarkan sifat (G5) diperoleh:

G(x,y,2) < GOV Ym Ym) + GV X, 2)

G(z,%, ym) < G(x, Xy, X)) + G (X, Vin, Z)

dan G(z, xx, Ym) < G(2, 2y, 2,) + G(Zn, Y, Xk),

Jadi G(x,y,2) = G(Xk,Ym: Zn) < GV, Vi, Yin) + G(x, X5, i) + G(2, 2, 2,)
Dan G(xy, Y, 2n) = G(x,¥,2) < G(xy, x,x) + GV, ¥, Y) + G (21, 2, 2)
Dengan mengkombinasi (3) dari Proposisi 3.1.5 , diperoleh

|G Ceres Ymi2n) — G (x, v, 2)| < 2(G (x, 2k, X1) + GV, Y, Vi) + G(2, 2, 2,,))
Jadi G (xg, Y, Z,) = G(x,y,z)sepanjang k,m,n — oo (proposisi 3.1.8)
Terbukti.

Definisi 3.1.10 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)
Sebuah Ruang Metrik-G (X, G) dikatakan Ruang Metrik-G lengkap jika setiap
barisan G-Cauchy di (X, G) adalah G-konvergen di (X, G).

3.2 Ketunggalan Titik Tetap Untuk Pemetaan Pada Ruang Metrik-G
Lengkap

Teorema 3.2.1 (Z. Mustafa,F. Awawdeh and W. Shatanawi, 2010)

Misal(X, G) adalah Ruang Metrik—@G lengkap dan misal T: X — X adalah suatu

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk setiap x,y,z € X berlaku:

G(T(x), T(y), T(z)) < kG(x,y,2) (3.2.1)

dengan k € [0, 1), maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu

pada u .
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Bukti:
Misal T memenuhi syarat (3.2.1) dan misal x, € X adalah sebarang titik,untuk

n = 1,2, ... didefinisikan barisan (x,,) dengan
x; = T(xp)
x, = T(x1) = T?(x0)

Xn = T(xn—l) = Tn(xo)'
Maka untuk x = x,_,, T(x) =x,

y=xn , T(¥) = Xpi1

Z=%n , T(2) = Xp4q
Maka menurut (3.2.1)
G, ., ) SO ) (3.2.2)

Berartiuntuk n = 1,23,...,n

G (o1, %n, %) < k G(Xp_3, Xp_1, Xn_1)

atau G (X, Xpi1, Xng1) S k2 G(Xn_2) Xn_1,Xn_1)
G(Xp-2, Xn=1,%n-1) < k G(Xn=3,Xp_2,%n_2)

atau G (X, Xpi1, Xn41) < k3 G(Xp_3, Xnop, Xn2)

dst

G (o, ol x, =TS W S

atau G (Xp, Xn41, Xns1) S k G(xn—n:xn—(n—l)r xn—(n—l))

Jadi G (xp,, Xp41, Xne1) < k"G (xg, X1, %71) (3.2.3)
Maka, untuk semua n,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan
segiempat dan (3.2.3) maka diperoleh

G (tn Xy Xm) < G (X, X1, Xa1) + G (Xpiq, Xn, )

dan G (xn41, Xms Xm) < G(Xng1, Xng2: Xna2) + G(Xniz, X, Xm)

G(Xn Xmi Xm) < Gy Xng1, Xng1) + G(Xns1, Xng2 Xna2) + G(Xngz, Xm, Xm)
dan G (xXps2 Xmi Xm) < G(Xnp2: Xnt3: Xne3) + G(Xpez Xon, X))

G (ny Xy Xm) < G (X, Xpg1, Xng1) + G (X1, Xnaz, Xni2) + G(Xny2, Xnas) Xnas)

+ G(xn+31xm1xm)
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dan G(xn+37 xmyxm) < G(xn+37xn+47xn+4) + G(xn+37xm7xm)

dst
G (X, X X)) < G, Xna1s Xna1) + G (ngr, gz Xna2) + G(Xnizs Xnsss Xnes)
+ oo+ G(Xm—2, Xy Xm)
dan G(xXm—2, Xm, Xm) < G(Xm—2, Xm-1, Xm—-1) + G(Xm—1, Xm, Xm)
Maka G (X, X, Xm) < G(ny Xni1, Xng1) + G(Xny1) Xni2) Xns2)
+G (Xn42: Xng3: Xne3) + 0+ G (X1, X, X))
Maka G (xXp, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xne1) + G(Xni1s Xni2:Xn42)
+G (Xn42, Xnt3: Xne3) + o+ G(Xp_q, Xim, Xom)
< k" (xg, 200, 20) + kg, xq, x0) + o+ KT (g, 20, %)
Jadi G (Xp, Xom: Xm) < G (X, Xni1, Xne1) + G(Xni1, Xnt2) Xna2)
+G (Y42 Xnr3: Xne3) + 000+ GO0y, Xmy X)
< (™ + k™ oo+ KM YG (%, %4, X4)
< iG(xo,xl,xl).
1-k

Karena lim,_,, k™ =0untuk 0 < k <1

n

Maka lim,, e, - — = 0

Maka lim, )0 G (X, X, %) = 0

Untuk n,m, [ € N berdasarkan (G5) diperoleh:

Gy X x1) < G(Xmy Xy X)) + G (X, Xy X1)

Karena lim, my—eo G (X, Xom, %) = 0 dan imy, )0 G (X, Xom, X;) = 0
Maka 1im, m 1y—c0 G (X, Xom, 27) = 0

Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (X, G), maka terdapat u € X sedemikian
hingga (x,,) merupakan G-konvergen ke u.

Misalkan T(u) # u maka:

G(xn, T(u),T(u)) < kG(xp_q1,u,u)

dengan mengambil limit sepanjang n — oo dan kenyataan bahwa pemetaan G
kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh: G(u, T(u), T(u)) <
kG(u,u,u).

Ini kontradiksi jika 0 < k < 1. Makau = T (u).
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Jadi u adalah titik tetap untuk pemetaan T.

Untuk membuktikan ketunggalan, Andaikan terdapat v dengan v # u sedemikian
hingga T(v) = v maka menurut (3.2.1) mengakibatkan G (u, v,v) < kG(u, v, v)
Jadi G(u,v,v) < kG(u,v,v)mengakibatkan u = v jika0 < k < 1.

Jadi u tunggal.

Untuk melihat bahwa T adalah G-kontinu pada u,

Misal (y,,) € X barisan, sedemikian hingga lim (y,,) = u, maka:

G(T(n), TW), T(n)) < k G, Uy V)

Dengan mengganti T(uw) = u , diperoleh

G(T(n). . T()) < k G, 11, V) (3.2.4)
diperoleh lim,,_,.. G(T (v,), u, T(y,)) =0

Sesuai proposisi(3.1.4 ) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T'(u).
Sesuai proposisi (3.1.8 ) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.

Teorema Akibat 3.2.2 (Penelitian)
Misal(X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat:

Untuk suatu m € N dan untuk setiap x, y, z € X berlaku:

G(T™(x), T™(y), T™(2)) < kG(x,y,2) (3.2.5)
dengan k € [0, 1), maka T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T™
G-kontinu pada u .

Bukti:

Dari teorema 3.2.1, diperoleh T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga T™ (u) = u. Tetapi T(w) = T(T™(wW)) = T™'(u) =
T™(T(w)). Jadi T(w) adalah titik tetap yang lain untuk 7™ dan karena
ketunggalan T(u) = u.

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.
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Teorema 3.2.3 (Z. Mustafa,F. Awawdeh and W. Shatanawi, 2010)

Misal(X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah suatu
pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk setiap x,y,z € X berlaku:

G(T(x), T(y), T(y) < kG(x,y,y) (3.2.6)
dengan k € [0, 1), maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu
pada u .

Bukti:

Misal T memenubhi syarat (3.2.6) dan misal x, € X adalah sebarang titik, untuk
n = 1,2, ... didefinisikan barisan (x,) dengan

x1 = T(x,)

xy = T(xy) = T?(x0)

Xn = T(xn—l) = Tn(xo)-
Maka untuk x = x,,_, , T(x) = x,

y=%xn + T(y) = Xpia

Z=Xn T(Z) = Xn+1
Maka menurut (3.2.6)
G Xpy1 Xne1) < kG(xp_q, Xy X,) (3.2.7)

Berarti untuk n =1,2,3,...,n

G (Xpz13%n, Xn) Sk G(xn 2 %n_1,%n_1)

atau G(xp, Xn+1:%ne1) < k GOz, Xnq,Xn-1)
G (X Xno1,Xn_1) S k G(oxn_3, %05, Xn_3)

atau G (X, Xp41,Xns1) < k2 G(Xn3, X2, Xp_2)

dst

G (%n—(n-1ys Xn-n:Xn-n) < k G(Xn-n, Xn—(n-1y, Xn-(n-1))

atau G(xp, Xn41,Xne1) < k™ G(xn—m xn—(n—1)1xn—(n—1))

Jadi G (xp, Xpy1s Xng1) < k™G (xg, %4, %1) (3.2.8)
Maka, untuk semua n,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.8) maka diperoleh
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GO, X, Xm) < G(on, Xnt1, Xne1) + G (X1, X, Xm)

dan G (xn41, Xms Xm) < G(Xng1, Xng2s Xna2) + G(Xniz, X, Xm)

G(Xn X Xm) < G, Xpp1, Xng1) + G (Xny1s Xngz Xna2) + G(Xngzs Xm, X)

dan G(xn42, X Xm) < G (X0 Xng3, Xne3) + G(npz, Xm, Xim)

G (ny Xy Xm) < G (X, Xpg1, Xng1) + G (X1, Xnaz, Xni2) + G(Xni2, Xnas) Xnas)
+ G (Xne3 Xm Xm)

dan G(xn+37 xm7xm) =< G(xn+37xn+41xn+4) + G(xn+37xm7xm)

dst
G (ny Xy Xm) < G (X, Xpgq, Xng1) + G (X 1y Xnaz, Xni2) + G(Xni2, Xnys) Xnys)
+ o+ G(X 2 Xy Xm)
dan G2, X, Xm) < G2, Xm—1, Xm—1) + G(Xm—1, Xm, Xm)
R ., P . T - e .l
+G (X142 Xnt3s Xne3) + o+ G(Xpeg, Xms X))
Maka G (X, Xm, Xpm) < G(Xp, Xps1, Xna1) + G (Xni1, Xniz, Xns2)
GO0 12 W+ 300 1 8 + - @, X1, Xog)
< k™ (x0,x1,21) + — (g, x1, x1) + o+ K (g, X9, %1)
Jadi G (xp, X, Xm) < G(Xny X1, Xnp1) + G(Xpgq, Xnt2, Xny2)
+G (Xnt2, Xnaz Xnt3) + o F G(Xmo1, X, Xom)
< (k™ + k™ + -+ k™) G (%, x4, 1)
< ﬂG(xo,xl,xl).
1-k

Karena lim,, k™ =0untuk 0 < k <1

Maka lim,,_, % =0

Maka 1im, ;)0 G (X, X, %) = 0

Untuk n,m, [ € N berdasarkan (G5) diperoleh:

G(xp, X, x1) < G(Xy, Xy X)) + G (X, X, X1)

Karena lim, ;)00 G (X, Xm, Xm) = 0 dan lim, my e G (X, Xom, X)) = 0

Maka lim, 1 1y G (X, Xom, ) = 0

Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (X, G), maka terdapat u € X sedemikian

hingga (x,) merupakan G-konvergen ke u.
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Misalkan T(u) # u maka:

G(xn T(W), T(W)) < k G(xp_1, u,u)

dengan mengambil limit sepanjang n — oo dan kenyataan bahwa pemetaan G
kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh: G(u, T (u), T(u)) <
kG(u,u,u).

Ini kontradiksi jika 0 < k < 1. Makau = T (u).

Jadi u adalah titik tetap untuk pemetaan T.

Untuk membuktikan ketunggalan, Andaikan terdapat v dengan v # u sedemikian
hingga T(v) = v maka menurut (3.2.6) mengakibatkan G (u, v,v) < kG(u, v,v)
Jadi G(u, v,v) < kG(u,v,v) mengakibatkan u = v jika0 < k < 1.

Jadi u tunggal.

Untuk melihat bahwa T adalah G-kontinu pada u,

Misal (y,,) € X barisan, sedemikian hingga lim (y,,) = u, maka:
G(T(n), TW), T(¥)) < k GOn, 1Y)

Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh:

G(T(Gm). w, T()) < k G, . ) (3.2.9)
diperoleh lim,,_, ., G(T(v,),u, T(y,)) =0

Sesuai proposisi(3.1.4 ) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T'(u).
Sesuai proposisi (3.1.8 ) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.

Teorema Akibat 3.2.4 (Penelitian)
Misal(X, G¢) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk suatu m € N dan untuk setiap x, y € X berlaku:

G(T™(x), T™(¥). T™(¥)) < kG (x,y.¥) (3.2.10)
dengan k € [0, 1), maka T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T™ adalah
G-kontinu pada u .

Bukti:

Dari teorema 3.2.3, diperoleh T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga T™ (u) = u. Tetapi T(w) = T(T™(w)) = T™(u) =
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T™(T(w)). Jadi T(w) adalah titik tetap yang lain untuk 7™ dan karena
ketunggalan T(u) = u.
Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.

Teorema 3.2.5 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)

Misal(X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah suatu
pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk setiap x,y,z € X berlaku:

( G(x,y,2),6(x,T(x),T(x)),
Gy, T, T()),
6(2.T(2).T(2)),6(x. T(»). (),
G(y, T(2), T(Z)), G(z, T (x), T(x))

dengan k € [O%) maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu

G(T(x),T(¥),T(2)) < k max (3.2.11)

pada u .

Bukti:

Misal T memenuhi syarat (3.2.11) dan misal x, € X adalah sebarang titik, untuk
n = 1,2, ... didefinisikan barisan (x,,) dengan

x1 = T(x,)

X, =T (%) = T?(xo)

Xpn = T (¥n—q) =T2(X5).

Maka untuk x = x,,_, , T(x) =x,
y=x, , T(y)=xp41
z=x, , T(2) = Xp4y

Maka menurut (3.2.11)

G(xnyxn+17xn+1)y
G(xru Xn+1s xn+1)7 G(xn—l! Xn+1» xn+1)7
G(xnyxn+17xn+1)7G(xnyxnyxn) }

G(xn—17xn7xn)7G(xn—17xn7xn)7 l

G(xnyxn+17xn+1) < k max
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Maka

G(Xp, Xng1, Xng1) <

k max{G (xy—1, X, %), G (Xn-1, Xn41, Xns1), G (X, X1, X g1}

Maka G (xp, Xp41, Xne1) < k Max{G (xp_1, Xps1, X 1), G (Xn_q, Xp, ,)3(3.2.12)
Berdasarkan sifat (G5), (xp—1, Xn41, Xn+1) < G(Xp_1, Xn Xp) + G (X, Xpg1s Xng1)

Maka (3.2.12) menjadi

G(xn7xn+17xn+1)
< k max {G(x,_1, Xpr %) + G (X, X101, X1 ), G(Xp_q, X, X))}
Sedangkan G(xn—ll xnlxn) < G(xn—llxn! xn) + G(xru xn+11xn+1)

Maka G(xna Xn+1 xn+1) < k {G (xn—ll Xn xn) + G(xnl Xn+1 xn+1)}

Ini mengakibatkan G (%, Xp41, Xnt1) < ﬁG(xn_l,xn,xn) (3.2.13)
! . 7 1
Misal g = “p karena k € [0,5),
O<k<-:
2
1—§<1—kg1—0
§<1—kS1
KarenaOSk<%dan%<1—ks1

o_ k _1
Maka - < — < lﬁ
i 1-k /2

Maka 0 < —— < 1
1-k
maka 0 < g < 1.
Dan pertaksamaan (3.2.14) menjadi

G(xm Xn+1 xn+1) < q G(xn—11 X xn)

Berartiuntuk n =1,2,3,...,n

G(xn-1,%n, xn) < q GOtn_2 Xp_1,%n-1)

atau G (xp, Xnt1, Xnt1) < q% G(Xpo2, Xpo1,Xn_1)
G(Xn_2,Xn-1,Xn_1) < q G(Xn_3,Xp_3 Xn_2)

atau G(xnyxn+17xn+1) < q3 G(xn—Syxn—Zyxn—Z)

dst
G(xn—(n—l)yxn—nyxn—n) =q G(xn—mxn—(n—l)yxn—(n—l))
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atau G(xp, Xn41,Xn41) < q° G(xn—mxn—(n—l)! xn—(n—l))

Jadi G (X, Xps1, Xne1) < q"G(xg, %1, X1) (3.2.15)

Maka, untuk semua n,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.15) maka diperoleh

G (X X, Xm) < G(Xn, Xy, Xnaa) + G (Xpan, X, X))

dan G (Xp41, Xim: Xm) < G(Xpe1, Xna2, Xna2) + G(Xni2, Xony Xom)

G (ny X, Xm) < G (X Xyt Xng1) + G (a1, Xngz, Xna2) + G (Xng, Xomy Xm)

dan G (Xp+2, Xim: Xm) < G (Xpe2, X3 Xne3) + G (Xnis, Xom,y Xom)

G (X, X X)) < G (s X1, Xp1) + G (X1, Xpi2, Xns2) + G (Xpi Xpi3, Xny3)
+ G (Xn43: Xims Xom)

dan G(xn+3! xmrxm) < G(xn+3,xn+4,xn+4) + G(xn+3rxmrxm)

dst
G (X, X, Xm) < G (Xn, Xng1, Xn1) + G(Xni1, Xnaz, Xn2) + G(Xny2, Xniz, Xnys)
+ oo+ G(X—2s X, Xm)
GRS . ¢ ombiERC( W BN A )+ Gl .. ]
Maka G (xp, X, X)) < G Xpg1, Xne1) +G(Xni1, Xnios Xng2)
FC0G X onta) + PGy, X, o)
Maka G (x, Xm, Xm) < G, Xns1, Xns1) + G(Xng1, X2, Xns2)
+G (Xn42: Xnt3: Xne3) + o F G (X1, X, Xn)
< q™(xg, x1,%1) + " (g, x4, %) + -+ + @ (o, X1, %1)
Jadi G (et PIIRGRELL. 0 I (. it )
+G(Xn42 Xnizi Xnez) + oo+ G(my, Xmy X)
BT g™ - ' V)

qn
< EG(xo,xL?h)-

Karena lim,_,q" = 0untuk0 <g<1

Maka lim,,_, o < —
1-q

Maka 1im, ;)00 G (Xn, X, X)) = 0

Untuk n,m, [ € N berdasarkan (G5) diperoleh:

G(xm Xm, xl) < G(Xn, Xm» xm) + G(Xm, X xl)

Karena limy, ) co G (X, Xom, X)) = 0 dan Mg, 1y c0 G (X, Xim, X)) = 0
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Maka lim, 1 1y G (X, Xom, ) = 0
Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.
Dengan menggunakan sifat lengkap dari (X, G), maka terdapat u € X sedemikian
hingga (x,) merupakan G-konvergen ke u.
Misalkan T(u) # u maka:
G (xn-1, 1), G (1, X, %), G (0, T(w), T(w))
G(xn, T(u), T(u)) < k max G(u, T (w), T(u)), G(xn_l, T(u), T(u)),
G(u, T (w), T(u)), G(U, Xp, Xp)
Maka
G (g, ), G(tnm1, X, %), G(w, T(w), T(u))}
G(xn_l, T(u), T(u)), G(u, x,, x5)

dengan mengambil limit sepanjang n — oo dan kenyataan bahwa pemetaan G

G(xn, T (u), T(u)) <k max{

kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh:

G (w,u,u), G(u, v, u),G(w, T(w), T W)
G(u, T(u),T(u)), G(u,u,u) }

Maka G(u, T(u),T(u)) < kG(u, T(uw), T(w)).

G(u, T(w), T(w)) < kmax {

Ini kontradiksi jika 0 < k <. Makau = T ().
Jadi u adalah titik tetap untuk pemetaan T.

Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat v dengan v # u sedemikian

hingga T(v) = v maka menurut (3.2.11) mengakibatkan G (u, v,v) <

G(u,v,v),6(u,u,u),c(v,v,v),
k max G(v,v,v),6(u,v,v),
G(v,v,v),G(v,u,u),

Maka G (u, v, v) < k max{G(u, v,v), G(v,u, )}

maka G(u, v,v) < kG(v, u,u).

dengan cara yang sama diperoleh G(v,u,u) < kG(u, v, v)

Jadi G (u, v, v) < k?G(u, v, v)mengakibatkan u = v jika 0 < k < §
Jadi u tunggal.

Untuk melihat bahwa T adalah G-kontinu pada u,

Misal (y,,) € X barisan, sedemikian hingga lim (y,,) = u, maka:
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( GOnwyn) GO TOn). TOm)),

J 6 (u, T, 7)), 6 (v TG). TGR)) !
G(T(v), T(w), T(y,)) < k max 6 (3 T, T(W)), |

G (TG, TG)), G TOR). TG)))
Maka
GV ), GOy T (), T(v)),
G(T(yn),T(u),T(yn)) < k max G(u, T(u),T(u)), G(yn,T(u),T(u)),
G(u, T(yn), T(yn))
Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh
G W Yn), G s T (), T (),
G(T(v) u, T(y,)) < k max G(u,u, w), GOy, u,u),
G(w, T(m), T(rn))

G Vs, V), G (¥, T(v), T(yn)),}
G u,u), G, T(v), T(y))

Menurut sifat (G2) G(T (y,), ., T()) = G(w, T(n), T(7))

GV, Wy Yn), G (v, T (), T(yn)),}
Gy u,u)
Berdasarkan (G5) G (v, T(r), T(r)) < G (vyu,w) + G(w, T(v,), T(7,))

G(anuayn),
Maka G (T (y,), u, T (7)) < k max § G, u, u) + G(u, T (), T (7))
Gy, u,u)

Sedangkan G (v, u, u) < Gy, u,u) + G(u, T(y,), T(y,,))

Maka G (T (y,), u, T (7)) < k max {

Maka G(T(v,), u, T (y,)) < k max {

Maka G (T (y,),1t, T(y)) < k max { b u)(;iy g'&'%’&n)’ T(yn))} (3.2.16)

Dan (3.2.16) mengakibatkan beberapa kasus:

(D) G(T () w, T(Wn)) < kG (v, w, yn),

(2) G(T(n) w. T(vn) < kG, u, 1),

() G(T() w. T(¥n)) < qG(Yn, u, )

Untuk masing-masing kasus diperoleh lim,,_, ., G(T(3,), v, T(y,)) =0

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T(u).
Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.

Teorema Akibat 3.2.6 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)
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Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah
pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk suatu m € N dan untuk setiap x, y,z € X berlaku:
G(T™(x), T™ (), T™(2)) <

( G(x,y,2),G(x, T™(x), T™(x)) )
G(y. T™(y). T™()),
kmax § G(z,7™(2),T™(2)),G(x, T™(¥), T™()), (3.2.17)

| 6(y, T™(2),T™(2)),6(2. T™(x),T™(x)) |

\ )

dengan k € [O%) maka T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T™ G-
kontinu pada u.

Dari teorema 3.2.5, diperolen 7™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga T™ (w) = u. Tetapi T(w) = T(T™(w)) = T™ () =
T™(T(w)). Jadi T(w)adalah titik tetap yang lain untuk 7™ dan karena
ketunggalan T (u) = u.

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.

Teorema 3.2.7 (Penelitian)
Misal(X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah
pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk setiap x,y, z € X berlaku:
( G(,¥2),6(x,T(x),T(x)),

(. TM.T)),
G(T(x).T(). T(2)) < kmaxll 6(z.T(@).7(2).6(x. T(2).T(@), |

L6y, T(). T(x)),6(2.TH). TH))J

dengan k € [O%) maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu

(3.2.18)

pada u .
Bukti:
Misal T memenuhi kondisi (3.2.18) dan misal x, € X adalah sebarang titik, dan

didefinisikan barisan (x,)dengan
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x1 = T(xo)
Xy = T(x1) = T?(xo)

Xn = T(xn—l) = Tn(xo)'

Maka untuk x = x,_,, T(x) =x,
Y = Xn ' T(y) = Xn+1
Z=Xn T(Z) = Xn+1

Maka menurut (3.2.18)

G(xn—lrxn:xn):G(xn—luxnyxn)y \
G(xnrxn+1rxn+1)r }
G (X s X 1s X421 00 G Xy 15 X1y Xy 0 ),

G(xpy X1, Xne1) < k maxi
G (s X X ), G O Xg1 Xan),

Maka
G(xn, Xn41, Xnse) <
k max{G (xn_1, Xn, %n), G (Xn_1, Xn41, Xns1), G (s Xng1, Xnp1)}
Maka G (xy, Xn41, Xn4+1) < kMax{G(xp_1, Xpns1, X4 1), G (n_1, X5, %,)}(3.2.19)
Menurut (G5), G (Xp_1, X1, Xns1) < G(Xn_q, Xns X5) + GO, Xppqy Xpg1)
Maka (3.2.19) menjadi
G (Xn, Xn+1, Xns1)
< k max{G (xn-1, Xn, Xn) + G (Xn, Xni1, Xns1), G (Xnoq, Xn, X))}
Sedangkan G (x,,_1, Xn, Xn) < G(Xp_q,Xn, Xn) + G (X, Xpi1, Xni1)

Maka G(xny Xn+1: xn+1) <k {G(xn—lr Xns xn) o35 G(xn, Xn+1, xn+1)}

Ini mengakibatkan G (%, Xp41, Xnt1) < ﬁG(xn_l,xn,xn) (3.2.20)

Misal g = % karena k € [O%)

0

IA

k <

N | =

=

<

=

-k<1-0

N |-

1-k<1

N IR
A

Karenaosk<%dan%<1—ks1

1

0 k
Maka - < — < L2
1 1-k

1/2
Maka 0 < % <1
1-k
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maka 0 < q < 1.

Dan pertaksamaan (3.2.20) menjadi

G(Xn Xns1 Xne1) < q G(Xp_1, Xp, X7)
Berartiuntukn =1,2,3,...,n

G(Xn-1,%n, Xn) < q G(Xn_z, Xn_1,Xn-1)

atau G (xXp, Xnt1,Xns1) < g% G(Xpo2, Xp_1,Xn_1)
G (X2 Xno1,Xn-1) < q G(xp_3,Xp_2, Xp_3)

atau G (X, Xp41, Xns+1) < q° G(Xn—3,Xp-2, Xn-2)

dst

G (xR, WS S S

atau G(%y Xne1: Xne1) <.9™ G(Xnns Xn—n=1y: Xn<(n-1))

Jadi G (%, X1 Xne1) < Q"G (x5, X1, %1) (3.2.21)

Maka, untuk semuan,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.21) maka diperoleh

G (e, Xm, Xm) < G(on, Xnga, Xnr1) + G (Xns1, Xiny Xm)

dan G (Xns1, Xm: Xm) < G(Xnt1iXns2: Xns2) + G (Xpez, X, Xm)

GO, X, Xm) < G (o, Xngas Xnga) + G (X1, Xngo, Xnsa) + G (X2, X, Xm)

dan G(xn42, Xm, Xm) < G(Xng2, Xng3: Xne3) + G(Xpiz, X, Xm)

G (ny Xims Xm) < G (X, Xpats Xng1) + G (a1, Xnaz, Xni2) + G(Xng2, Xnss) Xnyis)
A Lt Xl

dan G (Xpez Xm: Xm) < G(Xnpgi Xnsar Xnsa) + G(nez X, Xm)

dst
G (X, X, X)) < G (X Xnggy Xnp1) + G0, Xni2, Xni2) + G (Xpi Xpi3, Xny3)
+oo+ Gz, Xy Xm)
dan G(xXm—2, Xm, Xm) < G(Xm—2, Xm-1, Xm—-1) + G(Xm—1, Xm, Xm)
Maka G (xXp, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xnt1) + G(Xnp1, Xni2, Xny2)
+G (Xpi2) Xpa3: Xns3) + o+ G(Xpoq, Xy, Xn)
Maka G (xXp, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xn41) + G(Xnp1, Xni2, Xns2)

+G(xn+27 xn+37xn+3) +oeeet G(xm—lyxmyxm)
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< q"™ (g, %1, %1) + " (g, 21, %1) + -+ ¢ (X0, x4, X4)
‘]adl G(xnyxmyxm) < G(xnyxn+17xn+1) + G(xn+17xn+27xn+2)
+G(xn+27xn+37xn+3) +oeeet G(xm—17 xm7xm)
S (@t + g™+ e+ @G (x, x4, 1)
< 1q__qG(xo,X1,X1)-

Karena lim,_,q" =0untuk0 <g<1

- qTL
Maka lim,,_, — =0

Maka 1imp, )00 G (X, X, %) = 0
Untuk n,m, I € N berdasarkan (G5) diperoleh:
G, Xm, x1) < G(xn, X, X)) + G (X, Xy X1)
Karena lim, ) co G (X, Xim, Xm) = 0 dan Mgy, )00 G (X, Xo, %) = 0
Maka lim e, m 1y—c0 G (X, X, 21) = 0
Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.
Dengan menggunakan sifat lengkap dari (X, G), maka terdapat u € X sedemikian
hingga (x,,) merupakan G-konvergen ke u.
Misalkan T(u) # u maka:
G (Xn— 1,1, 1), G (o1, X, %), G (, T(w), T ()
G(xn, T(u), T(u)) < k max G(u, T(w), T(u)), G(xn_l, T (u), T(u)),
G (W, % %), G (u, T(w), T (w))
Maka
G (xpeg, ), G (p_q, Xn %), G, T (W), T(u))}
G(2p-1, T(W), T(W)), G(u, Xy, X,)

dengan mengambil limit sepanjang n — co dan kenyataan bahwa pemetaan G

G(xn, T(u), T(u)) <k max{

kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh:

G(u,u,u), G(u,u,u), G(u, T (u), T(u))
G(u, T(u),T(u)), G(u,u,u) }

Maka G (u, T(w), T(w)) < kG (u, T(u), T(w)).

G(u, T (u), T(u)) <k max{

Ini kontradiksi jika 0 < k < ; Maka u = T'(u).

Jadi u adalah titik tetap untuk pemetaan T.
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Untuk membuktikan ketunggalan, Andaikan terdapat v dengan v # u sedemikian

hingga T(v) = v maka menurut (3.2.18) diperoleh:

G(u,v,v),6(u,u,u),G(v,v,v),
G(u,v,v) < k max G, v,v),6(u,v,v),
G(v,u,u),G(v,v,v)

Maka G (u, v, v) < k max{G(u, v,v), G(v,u,u)}

Maka G (u,v,v) < kG(v,u,u).

dengan cara yang sama diperoleh G (v, u,u) < kG(u,v,v)

Jadi G (u, v,v) < k?G(u, v, v)mengakibatkan u = v jika0 < k < %
Jadi u tunggal.

Untuk melihat bahwa T adalah G-kontinu pada u,

Misal (y,,) € X barisan, sedemikian hingga lim (y,,) = u, maka:

( GO Y) G T(), T()),

! G, T(), T()). G (Yn. TG, T(r))
G(T(y), T(w), T(yn)) < k max | G (Y T(1). T (7)), }

G (&, TG). TO)), G (v, T(w), T(w)))
Maka
G, Y1), G0, T (V) T (7)),
G(T (). T(w), T(3,)) < k max {G(u, T(u), T(w)), G (uw, T(yn). T(yn)),}
G(}’n: T(w), T(u))!

Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh
Gn 1, Y0), G, T (). T (),
G(T(m), uw, T(yw)) < ke max { G, u,u), 6w, T (), T(n))
G (Yo, 1, 1)
G, ), G (Y TOr), T(yn)),}
G(w, T(n), T(7n)), G (i, 1, w)

Menurut sifat (G2) G(T (7)), w, T()) = G(w, T(7), T(1))
G(yn,u,yn),G(yn,T(yn),T(yn)),}

G (Y u, u)
Berdasarkan (G5) G (v, T(v), T(7)) < Gy, u, w) + G (w, T(3), T(¥))

G (Vs Uy Y),
Maka G (T (7), u, T (7)) < kmax { G (v, w, u) + G(w, T(r), T (1))
G(yruu!u)

Sedangkan G (v, u, u) < G(yp, w,u) + G(u, T(y), T(yn))
Universitas Indonesia
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Maka G(T (y), 1, T(y,)) < k max { - )G iyg(%;:yTn()y,n)’ T(yn))} (3.2.22)

Dan (3.2.22) mengakibatkan beberapa kasus:

(D) G(T (), w, T(n)) < kG (yn, w, yn),

(2) G(T (). u, T(yn) < kG (yn,u,w),

() G(T() w. T(Vn)) < qG(Yn, u,w)

Untuk masing-masing kasus diperoleh lim,,_, ., G(T(y,), w, T (y,)) = 0

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T(u).
Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.

Teorema Akibat 3.2.8 (Penelitian)
Misal (X, ¢) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk suatu m € N dan untuk setiap x, y,z € X berlaku:
G(T™ (), T™(¥).T™(2)) <

G(x,y,z), G(x, T™(x), Tm(x))
G T™(). T™(),6(2,T™(2), T™(2)),
G(x, T™(2),T™(2)),G(y, T™(x),T™(x)),
G(z,T™ (), T™())

dengan k € [O%) maka T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X danT™ G-

kmax (3.2.23)

kontinu pada u.

Bukti:

Dari teorema 3.2.7, diperoleh T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga T™ (w) = u. Tetapi T(w) = T(T™@W)) = T™"'(u) =
T™(T(w)). Jadi T(w)adalah titik tetap yang lain untuk T™ dan karena
ketunggalan T'(u) = u.

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.

Teorema 3.2.9 (Penelitian)
Misal(X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:
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Untuk setiap x,y,z € X berlaku:
G(T(x),T(Y).T(2)) <

( G(x,y,2),G(x,T(x),T(x)),G(y. T(»), T(®)), )
kmaxz G(Z,T(Z),T(Z)),G(x,T(y),T(y)), ¥
G(y, T(2), T(Z)), G(z, T(x), T(x)), [
la(x,r(z),r(z),G(y,T(x),r(x),G(z,T(y),T(y»J

dengan k € [O%) maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu

(3.2.24)

pada u .

Bukti:

Misal T memenuhi kondisi (3.2.24) dan misal x, € X adalah sebarang titik, dan
didefinisikan barisan (x,) dengan

x1 = T(xo)

xz = T(x1) = T?(xo)

Xn =T(xn-1) = T"(x0).
Maka untuk x = x,_;, T(x) =x,

Y = Xn ! T(Y) = Xn+1
Z = x,, W) S
Maka menurut (3.2.24)

(G, Xp, X0), G (X1, Xy X)),
G (X Xng1, Xni1),
G(xru Xn+1: xn+1)r G(xn—ln Xn+1s xn+1)a
G(xnl Xn+1s xn+1)1 G(xnr Xns xn)
G (Xn-1: Xn41: Xn41), G(n, X, x1)
L G(xruxn+1axn+1)

G(xn1xn+1rxn+1) <k max{

—~

Maka
G (Xn, Xpy1,Xng1) <
k max{G (xn-1,%n, Xn), G (Xn—1, Xns1, Xn+1): G (Xn, Xpg1, Xng1)}
Maka G (xXp, Xn41, Xns1) < kMax{G (Xp_1, Xps1, Xns1), G(Xn_1, Xn, X))} (3.2.25)
Menurut (G5), G (Xp—1, Xn+1, Xns1) < {G(Xn_1, Xn, Xn) + G(Xn, Xpi1, Xns1)}
Maka (3.2.25) menjadi

G (xXn, Xn41, Xnt1)

< k max {G(xn—ly Xn xn) + G(xnyxn+17 Xn+1), G(xn—17 Xns xn)}
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Sedangkan

G(xn—lyxnyxn) < G(xn—lyxnyxn) + G(xnyxn+17xn+1)

Maka G(xm Xn+1: xn+1) S k {G (xn—17 Xn, xn) + G(xm Xn+1: xn+1)}
Ini mengakibatkan G (x,, Xp41, Xnt1) < ﬁG(Xn-uxn,xn)

. kK 1
Misal g = P karena k € [0,5),

O<k<2
2

KarenaO£k<%dan%<l—k£1

Yo

1,

Maka 0 < < <1
1-k

0 k
Maka - < — <
1 1-k

maka0 < q < 1.

Dan pertaksamaan (3.2.26) menjadi

oo Aride. . B
Berartiuntuk n = 1,23,...,n

G(Xn-1,%n, %n) < q G(xn—2 Xp-1,%n—1)

atau G (X, Xpi1, Xns1) < G2 G(Xpozi Xpo1, Xn—1)
G(xn-2,Xn-1,%n-1) < q G(Xn=3, Xn—2 Xn2)

atau G (X, Xps1:Xn+1) < q° G(Xn_3,Xp-2, Xn_2)

dst
G(xn—(n—l)yxn—nyxn—n) = q G(xn—nrxn—(n—l)rxn—(n—l))

atau G(xna xn+1axn+1) < qn G(xn—nyxn—(n—l)a xn—(n—l))

Jadi G (xp, Xn 41, Xni1) < q"G(xg, X1, X1)

Maka, untuk semua n,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.27) maka diperoleh
G(xmxm!xm) < G(xnyxn+17xn+1) + G(xn+17xm7xm)

dan G(xn+17xm7xm) < G(xn+17xn+27xn+2) + G(xn+27xm7xm)

44

(3.2.26)

(3.2.27)

G(xnyxmyxm) < G(xnyxn+17 xn+1) + G(xn+17xn+27 xn+2) + G(xn+27xm7xm)
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dan G(xn+27xm7xm) < G(xn+27xn+37xn+3) + G(xn+37xm7xm)
G(xm xmyxm) < G(xnyxn+17 xn+1) + G(xn+17 Xn+2, xn+2) + G(xn+27xn+37 xn+3)
+ G(xn+37xm7xm)

dan G(xn+37 xm7xm) < G(xn+37xn+47xn+4) + G(xn+37xm7xm)

dst
G (p Xy Xm) < Gy Xpgq, Xng1) + G (X1 Xngz Xng2) + G(Xng2) Xnyszi Xnys)
+ o+ G(X a2y X Xm)
dan G(x 2, Xmadm) <G (Xm—2, Xme1: % <1) + G 00% 1, X 1,)
Maka G (xXp, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xne1) + G(Xni1, Xni2, Xn42)
+G (Xp12, Xnt3: Xna3) + o0+ G(Xppeq, Xomy Xim)
Maka G (xp,, Xm, Xm) < G (Xn, Xns1, Xne1) + G(Xni1, Xni2, Xny2)
G, s, Xt ARG o)
< q" (%0, %1, %1) + " (s X4, 1) + o0+ @ N, 1, X1)
Jadi G (xp, X, Xm) < G (X, X1, Xng1) + G(Xnp1, Xny2) Xng2)
+G(Xn42 Xny3 Xne3) + o+ Gy, Xm, X))
< (@ + g+ e+ @G (x, xq, %)

qn
S EG(.Xo,xl, xl).

Karena lim,_,g" =0untuk0<g<1

. qm™
Maka lim,,_, — =0

Maka lim;, ;)0 G (X, X1, X7) =0

Untuk n,m,l € N berdasarkan (G5) diperoleh:

G(xp, xm, x1) < Gy Xy X)) + G (X1, X X1)

Karena lim, ;)00 G (X, Xm, Xm) = 0 dan liMe, myoe0 G (X, Xom, X)) = 0

Maka lim, m 1y G (X, Xom, ) = 0

Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (X, G), maka terdapat u € X sedemikian
hingga (x,) merupakan G-konvergen ke u.

Misalkan T(u) # u maka:
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G(xn—17 u, U), G(xn—17 Xn xn)1 G(uy T(U), T(U)),
G(u, T (u), T(u)), G(xn_l, T(u), T(u)),

G(xn, T(u), T(u)) < k max-< G(u, T (u), T(u)), G(u, xp,x,), 3
G (xn-1, T(w), T(w)), G (u, X, Xy,),
. G(w, T(w), T(uw))
Maka

G(xn—11 u, u)1 G(xn—b Xns xn)’ G(u’ T(u)’ T(u))}
G(xn—1! T(U), T(u))! G(u! Xns xn)

dengan mengambil limit sepanjang n — oo dan kenyataan bahwa pemetaan G

G(xn, T(u), T(u)) <k max{

kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh:

G(u,u,u), G(u,u,u),G(u, T(w), T(u))}
G(w, T(w), TwW)), G(u,u,u)

Maka G (u, T(w), T(w)) < kG (u, T(u), T(w)).

G(u, T(w), T(u)) <k max{

Ini kontradiksi jika 0 < k < % Maka u = T'(u).

Jadi u adalah titik tetap untuk pemetaan T.

Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat v dengan v # u sedemikian
hingga T(v) = v maka menurut (3.2.24) mengakibatkan G(u, v,v) <

G(u,v,v),¢(u,u,u),cG(v,v,v),
G(v,v,v),6(u,v,v),
G, v,v),G(v,u,u),
G(u,v,v),G(v,u,u),G(v,v,v)

Maka G (u, v, v) <k max{G(u, v,v), G(v,u, u)}

maka G(u, v,v) < kG(v, u,u).

k max

dengan cara yang sama diperoleh G (v, u,u) < kG(u, v, v)
Jadi G (u, v,v) < k?G(u, v, v)mengakibatkan u = v jika0 < k < %

Jadi u tunggal.
Untuk melihat bahwa T adalah G-kontinu pada u,

Misal (y,,) € X barisan, sedemikian hingga lim (y,,) = u, maka:
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G, V), GO T (), T (V).
G(u, T(w), TW)), G(yn, Tn). T(O)),
G (Y, T(w), T(W)),
G(w, TR, TO)), G (s TG, TG)), [
G (Y, TG) TOM)), G (w, T(v), T (),
\ G(yn, T(W), T(W))

G(T(vn), T(w), T(yn)) < k max {

Maka

G(Yns w, Yn), GO, T (), T (7)),
G(T(yn),T(u),T(yn)) < k max G(u, T(u),T(u)), G(yn, T(u),T(u)),
G(u, T(yn), T(yn))
Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh
G (Vi )y G (s T (V) T(Yn))}

G(T(n) w, T(9)) < k max { G, u,u), G (v, u,w),
G, T(yu) T (7))

G (s 1, V), G (v, T(O), T(yn)),}
G(Omou, ), G(w, T(yn), T(y))

Menurut sifat (G2) G(T (yn), w, T(vn)) = G(u, T(7n), T(7))

G (Y w, Y1), G (70 T (), T(yn)),}
Gy, u,u)
Berdasarkan (G5) G (v, T(r), T()) < G (v, u, ) + G (w, T(v,), T (7))

G(ns wy yn),
Maka G(T (y), u, T (7)) < kmax § G, w,u) + G(u, T (), T ()
Gy, u, )

Sedangkan G (v, u, u) < G(y,, u,w) + G(u, T(y,), T(,)

Maka G (T (), w, T (¥)) < k max {

Maka G (T (y), u, T (7)) < k max {

Maka G (T (), 1, T(¥)) < k max { o )G iyg'(%n()y'n)’ T(yn»} (3.2.28)

Dan (3.2.28) mengakibatkan beberapa kasus:

(D) G(T () w, T()) < kG (n, U, V),

(2) G(T (). u, T(yn) < kG (yn,u,w),

() G(T(n) w. T(¥n)) < qG(Yn, u,w)

Untuk masing-masing kasus diperoleh lim,,_, ., G(T(y,), w,T(y,)) = 0

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T(u).
Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.
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Teorema Akibat 3.2.10 (Penelitian)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:
Untuk suatu m € N dan untuk setiap x, y,z € X berlaku:
G(T™(x), T™(y), T™(2)) <

G(x,y,2), G(x, Tm(x),Tm(x))
G ™). T™ (1)), G(2,T™(2),T™(2)),

kmax { G(x, T™(), T™(¥)),6(y, T™(2), T™(2)),
G(z. T™ (%), T™(x)), G (x. T™(2), T™(2)).

G, T™ (), T™ (%)), 6(z,T(») T(»))

dengank € [O%) maka T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X dan 7™ G-

—~

(3.2.29)

kontinu pada u.

Dari teorema 3.2.9, diperoleh T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga 7™ (u) = u. Tetapi T (w) = T(T™(w)) = T™(u) =
T™(T(w)). Jadi T(w)adalah titik tetap yang lain untuk T™ dan karena
ketunggalan T'(u) = u.

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.

Teorema 3.2.11 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)
Misal(X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap, dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk setiap x,y, z € X berlaku:

[G(x, T(). TG)) + G(y, T(x), T(x))],
G(T(x),T(y), T(Z)) < k max [G(y, T(2), T(z)) + G(z, T(y), T(y))],
[G(z, T(x),T(x)) + G(x,T(z), T(Z))]

(3.2.30)

dengan k € [O%) maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X, dan T G-kontinu

pada u.
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Bukti:

Misalkan T memenuhi kondisi (3.2.30) dan misal x, € X sebarang titik, dan

didefinisikan (x,,) dengan
x; = T(x0)
xy = T(x1) = T?(xo)

Xn = T(xn—l) = Tn(xo)'

Maka untuk x = x,_;, T(x) = x,
y=xn  T(Y)=%xns1
z=x, , T(2) =2xn41

Maka menurut (3.2.30)

[G(xn—ll Xn+11 xn+1) + G(xnl Xn xn)]v
G(on, Xpa1,Xn 1) < kmax  [G O, Xpgq Xpaa) + G, X1 Xs1)],
[G (xnr X xn) + G(xn—b Xn+1s xn+1)]

=k max{G (xn_1, Xn+1, Xns1), 26 (Xp, Xps1, Xns1)}

Maka G (X, Xn 41, Xne1) < k Max{G (n_1, Xn41, Xn41), 26 (X, X1, Xns1)}
Jika0 <k < % maka ini jadi kasus khusus bahwa

G (X, Xna1: Xns1) < KG(Xpo1, Xngp1) Xnt1) (3.2.31)
Menurut (G5), G (Xp—1, Xp41, Xn41) < G(Xp_1, Xp, %) + G (X, Xeqs Xpgq)

Jadi (3.2.31) menjadi

G (X Xnt1: Xne1) S K AG (en=1, %0, X)) + G(Xn, Xns1, Xn41)}

Ini mengakibatkan G (x;,, Xp41, Xnse1) < %G(Xn-n o ) (3.2.32)

Misal g = % karena k € [O%)

O<k<2

2
1—§<1—kg1—o
1

Karenaosk<%dan%<1—ks1

o_ k _

Maka;<§<%

Maka 0 < % <1
1-k
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maka 0 < q < 1.

Dan pertaksamaan (3.2.32) menjadi

G(Xn Xns1 Xne1) < q G(Xp_1, Xp, X7)
Berartiuntukn =1,2,3,...,n

G(Xn-1,%n, Xn) < q G(Xn_z, Xn_1,Xn-1)

atau G (xXp, Xnt1,Xns1) < g% G(Xpo2, Xp_1,Xn_1)
G (X2 Xno1,Xn-1) < q G(xp_3,Xp_2, Xp_3)

atau G (X, Xp41, Xns+1) < q° G(Xn—3,Xp-2, Xn-2)

dst

G (xR, WS S S

atau G(%y Xne1: Xne1) <.9™ G(Xnns Xn—n=1y: Xn<(n-1))

Jadi G (%, X1 Xne1) < Q"G (x5, X1, %1) (3.2.33)

Maka, untuk semuan,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.33) maka diperoleh

G (e, Xm, Xm) < G(on, Xnga, Xnr1) + G (Xns1, Xiny Xm)

dan G (Xns1, Xm: Xm) < G(Xnt1iXns2: Xns2) + G (Xpez, X, Xm)

GO, X, Xm) < G (o, Xngas Xnga) + G (X1, Xngo, Xnsa) + G (X2, X, Xm)

dan G(xn42, Xm, Xm) < G(Xng2, Xng3: Xne3) + G(Xpiz, X, Xm)

G (ny Xims Xm) < G (X, Xpats Xng1) + G (a1, Xnaz, Xni2) + G(Xng2, Xnss) Xnyis)
A Lt Xl

dan G (Xpez Xm: Xm) < G(Xnpgi Xnsar Xnsa) + G(nez X, Xm)

dst
G (X, X, X)) < G (X Xnggy Xnp1) + G0, Xni2, Xni2) + G (Xpi Xpi3, Xny3)
+oo+ Gz, Xy Xm)
dan G(xXm—2, Xm, Xm) < G(Xm—2, Xm-1, Xm—-1) + G(Xm—1, Xm, Xm)
Maka G (xXp, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xnt1) + G(Xnp1, Xni2, Xny2)
+G (Xpi2) Xpa3: Xns3) + o+ G(Xpoq, Xy, Xn)
Maka G (xXp, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xn41) + G(Xnp1, Xni2, Xns2)

+G(xn+27 xn+37xn+3) +oeeet G(xm—lyxmyxm)
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< q"™ (g, %1, %1) + " (g, 21, %1) + -+ ¢ (X0, x4, X4)
‘]adl G(xnyxmyxm) < G(xnyxn+17xn+1) + G(xn+17xn+27xn+2)
+G(xn+27xn+37xn+3) +oeeet G(xm—17 xm7xm)
S (@t + g™+ e+ @G (x, x4, 1)
< 1q__qG(xo,X1,X1)-

Karena lim,_,q" =0untuk0 <g<1

- qTL
Maka lim,,_, — =0

Maka 1imp, )00 G (X, X, %) = 0

Untuk n,m, I € N berdasarkan (G5) diperoleh:

G, Xm, x1) < G(xn, X, X)) + G (X, Xy X1)

Karena lim, ) co G (X, Xim, Xm) = 0 dan Mgy, )00 G (X, Xo, %) = 0

Maka lim e, m 1y—c0 G (X, X, 21) = 0

Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (X, G), maka terdapat u € X sedemikian
hingga (x,,) adalah G-konvergen ke u.

Misal T'(u) # u, maka:

[G (xn-1, T(w), T (u)) + G (u, X, xn)],
G (s, T(w), T(w)) < k max 3 [G(u, T(w), T(w)) + G(u,T(w), T(w))],

[G(u, B ) G(xn_l, T (w), T(u))]
Ambil limit sepanjang n — oo, dengan menggunakan fakta bahwa G kontinu di
semua variabelnya, diperoleh:

[G(u, T(w), T(W)) + G(u,u,u)],
G (u, T(w), T(w)) < k max {[6(u, T(w),T@W)) + G(u, T(w), T(w))],
[6www) +G(u, T(w), T(w))]

G(u, T (u), T(u)) <k maX{ZG(u, T(u), T(u)), G(u, T(u), T(u))}
Maka G(u, T(u), T(u)) <2k G(u, T(u), T(u))
Ini kontradiksi jika 0 < k < % Maka u = T'(u)

Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat titik tetap yang lain, misal v ,

dengan v # u sedemikian hingga T(v) = v.
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[c(uv,v) +Gv,uu)],
Maka G (u,v,v) < k max | [G(v,v,v) + G(v, v, V)],
[6(v,u,u) + G(u,v,v)]

Maka diperoleh G (u, v, v) < k[G(u, v,v) + G (v, u, w)].

Ini mengakibatkan G (u, v, v) < (ﬁ) G(v,u,u)
Dan dengan argumen yang sama diperoleh G (v, u, u) < (ﬁ) G(u,v,v).

k 2 = k
Maka G (u, v, v) < (E) G(v,u,u)jika0 < — <1,

Ini kontradiksi , mengakibatkan u = v
Untuk menunjukkan bahwa T adalah G-kontinu pada u, misal (y,) < X adalah
barisan sedemikian hingga lim (yv,,) = udi (X, G)
Maka
[6 (7 Tw), T)) + G (w, T (), ()]
G(T(yn), T (u), T(u)) < k max [G(u,T(u),T(u)), G(u, T(u),T(u))],
(6w, TG) TGR)) + GO, T(W), T(W)]

(3.2.34)
Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh
{[G(Yn: u,u) + G (u, T(yn),T(yn))],}
G(T(y,), u,u) < k max [G(u,u,u), G(u,u,u)l,
[6(w. TG, T()) + GO u, W)
Maka G (T (), u, u) < k[G(yn,u,w) + G(w, T(yn), T (yn))]
(3.2.35)

Berdasarkan sifat (G5) G (w, T (7)., T(1)) < G (w, T(y,), u) + G(w,u, T ()

Maka G (u, T(¥n), T(¥)) < 2G(T (yn) v, u)

Maka pertaksamaan (3.2.35) menjadi

G(T(vn), ww) < k[G(yn, u u) + 2G(T (), w v)]

G(T(y), u,u) < kG(y,, u,u) + 2kG(T(y,,), u, u)

Maka G (T (yn), U, u) < —=— G (¥, 2, ) (3.2.36)
Maka diperoleh lim,,_,, G(T(y,),u,u) =0

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T(u).

Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.
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Teorema Akibat 3.2.12 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap, dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk suatu m € N dan untuk semua x, y, z € X berlaku:
G(T™(x), T™ (), T™(2)) <

[G(x, T™(), T™(y)) + G(y, T™(x), T™(x))],
k max [G(y, T™(2), Tm(z)) + G(Z, T™(y), Tm(y))], (3.2.37)
[G (z, T™(x), Tm(x)) + G(x, T™(2), Tm(z))]

dimana k € [O,%), maka T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X, danT™ G-
kontinu pada u.

Dari teorema 3.2.11, diperoleh T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga 7™ (w) = w. Tetapi T(w) = T(T™(w)) = T™(u) =
T™(T(w)). Jadi T(w)adalah titik tetap yang lain untuk T™ dan karena
ketunggalan T(u) = u.

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.

Teorema 3.2.13 (Penelitian)
Misal(X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap, dan misal 7: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:
Untuk setiap x,y,z € X berlaku:
[G(x, T(y), T(y)) + G(z, T(x), T(x))],
G(T(x),T(y), T(Z)) < k max [G(y, T(z),T(z)) + G(x,T(y), T(y))],
[6(2,T(x). T(x)) + G(y.T(2), T(2))]
(3.2.38)

dimana k € [O%) maka T mempunyai titik tetap tunggal v € X,danT G-

kontinu pada u.
Bukti:
Misalkan T memenuhi kondisi (3.2.38) dan misal x, € X sebarang titik, dan

didefinisikan (x,,) dengan
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x1 = T(xo)
Xy = T(x1) = T?(xo)

Xn = T(xn—l) = Tn(xo)

Maka untuk x = x,_,, T(x) =x,
Y = Xn ' T(y) = Xn+1
Z=Xn T(Z) = Xn+1

Maka menurut (3.2.38)

[G(xn—ll Xn+1 xn+1) + G(xn! Xns xn)]!
G(xn! Xn+1, xn+1) < k max [G(xnrxn+1a xn+1) + G(xn—llxn+1! xn+1)]!
[G(xnlxn!xn) + G(Xn,xn+1, xn+1)]

G(xn_l,xn+1,xn+1),
Maka G (xp,, X1, Xn+1) < kmax § [G(xn, Xni1, Xne1) + G 1, Xni1, Xni1)],

G(xn, Xnt1, Xns1)
Sedangkan G (xp_1, Xn4+1,Xn41) < G(Xn Xni1, Xns1) + G(no1, Xnp 1) Xng1)
dan G (xp, Xnt1, Xns1) < G(niXngq, Xpi1) + G(Xpo 1, Xny1s Xnp1)
Maka (X, Xp+1, Xns1) S K {(n Xnp1, Xns1) + G(Xpoq, Xns1, Xne)} (3.2.39)
Berdasarkan sifat (G5),

G(Xp—1:Xn+1 Xn+1) S G(Xp_1, X, X)) + G, X1, Xi1).

Maka (3.2.39) menjadi

(xnr Xn+1, xn+1) < k{G(xnl xn+1:xn+1) + G(xn—lv xn!xn) + G(xn,xn+1,xn+1)}

Jadi G(xnlxn+17 xn+1) < k{G(xn—l!xruxn) + ZG(xnlxn+1l xn+1)}
Jadi G s X 1. ) S g5 G o X ) (3.2.40)
. __ 1

Misal g = PTL karena k € [0,5),
O<k<:

3

2

0<2k< 3
1—§<1—2k51—o
§ <1-2k<1
Karenaosk<§dan§< 1-2k<1

1
0 k

Maka® < £ < 2
1 1-2k /3
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Maka0 < —— <1
1-2k

maka 0 < q < 1.

Dan pertaksamaan (3.2.40) menjadi

G(Xn Xns1 Xne1) < q G(Xpo1, Xp, Xn)
Berartiuntukn =1,2,3,...,n

G(Xp-1,%n, Xn) < q G(Xn_2, Xn_1,%n_1)

atau G (xXp, Xnt1,Xns1) < % G(Xpn_ziXp_1,Xn—1)
G(Xn-2,Xn—1,%n_1) < q G(Xp_3,%n_3,Xn_3)

atau G (xXp, Xps1, Xns1) < q° G(Xp3, X3, Xn_3)

dst

i . ., g T

A COMEEITY,.. ) < q O R RS, . )

Jadi G(xp, Xps1, Xnt1) < q"G(xg, X1, %1) (3.2.41)

Maka, untuk semua n,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.41) maka diperoleh

GUCONETE Y] < G (yiiiie,, . SIRGIE S5, b

dan G (Xp41, Xim: Xm) < G(Xni1, Xna2, Xna2) + G(Xni2, Xomy Xom)

GO, X, X)) < G (o, Xnga, Xnga) + G (X1, X Xnsa) + G (42, X, Xm)

dan G(Xp12, Xim, Xm) < G(Xpi2, X043 Xnt3) + G(Xnis, Xom, Xom)

G (ny Xy Xm) < G, Xpg1i Xna1) + G (Xng1s Xngz, Xni2) + G (Xnt2, Xnas) Xnas)
+ G (Xpe3 Xm, Xm)

dan G(xn+37 xm7xm) = G(xn+37xn+47xn+4) b G(xn+37xm7xm)

dst
G (X, Xy Xm) < G(Xny Xnsts Xna1) + G(Xng1s Xna2, Xni2) + G(Xny2 Xni3s Xnas)
+oo+ G(Xp_n, Xy X))
dan G(xXm—2, Xm, Xm) < G(Xm—2, Xm-1, Xm—1) + G(Xm—1, Xm, Xm)
Maka G (xXp, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xn41) + G(Xnp1, Xni2, Xns2)
+G (Xn42: Xng3: Xne3) + o+ G(Xpo1, X, Xon)

Maka G(xmxm!xm) < G(xnyxn+17xn+1) + G(xn+17xn+27xn+2)
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+G (Xpi2 Xnt3: Xne3) + o+ G(Xmo1, Xony Xom)
< q™(x0, 21, %1) + " (0, X1, 1) + -+ + @ (x, X1, X1)
Jadi G (xp, X, Xm) < G (X, Xpg1, Xngp1) + G (Xpgq, Xng2, Xng2)
+G (Xn42 Xne3, Xne3) + o+ G(mog, Xm, X))

< (@™ + g™+ e+ g™ )G (%, X1, X1)

S i_qG(xo,xl,xl).
Karena lim,_,q" =0untuk0 <g<1
Maka Iimnqm% =0

Maka lim;; my—c0 G (X, X, X)) = 0

Untuk n,m,l € N berdasarkan (G5) diperoleh:

G (X X, x1) < G(Xp, X, X)) + G (X, Xy X1)

Karena limg, )00 G (X, Xm, %) = 0.dan lime, my—co G (X, Xom, %) = 0

Maka lim;; m 1y—00 G (X, X, x;) = 0

Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (X, G), maka terdapat u € X sedemikian
hingga (x,) adalah G-konvergen ke u.

Misal T'(u) # u, maka:

[G(pr, T(W), T()) + G (u, xp, x3)],
G(x,, T(u), T(u) < k max {[G(u, T(w), T(uw)) + G(xp—q1, T (u), T(u))],}
[G (u, %, %) + G(u, T (u), T(w))]

Ambil limit sepanjang n — oo, dengan menggunakan fakta bahwa G kontinu di

semua variabelnya, diperoleh:

[G(u, T(w), T(w)) + G (u,u,w)l,
G(u, T(u), T(u) < k max {[G(u,T(u),T(u)) + G(u, T(w), T(u))],}
[G(u,u,u) + G(u, T(w), T(u))]

G(u, T(w), T (u)),
Maka G (u, T(u), T(u) < k max < 2(G(u, T(u), T(u))),
G(u, T(w), T(u))

Maka G(u, T (w), T(u)) < k max {ZG(u, T (u), T(u)), G(u,T(u), T(u))}
Sedangkan G (u, T(u), T(u)) < 2G(u, T(u),T(w))

Maka G (u, T(w), T(w)) < 2kG(u, T (), T (w))

Ini kontradiksi jika 0 < k < . Maka u = T (u).
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Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat titik tetap yang lain, misal v ,

dengan v # u sedemikian hingga T(v) = v.

[c(u,v,v) +Gv,u )],
Maka G (u,v,v) < k max | [G(v,v,v) + G(u,v,v)],
[6(v,u,u) + G(v,v,v)]

[c(u,v,v) +Gv,uu)],
G(v,u,u)

Maka G (u, v, v) < k max { G(u,v,v),

Sedangkan G (u, v,v) < G(uw,v,v) + G(v, u,u)
dan G(v,u,u) < G(u,v,v) + G(v,u,u)

Maka diperoleh G(u, v, v) < k[G(u, v,v) + G(v,u,u)].

Ini mengakibatkan G (u, v,v) < (ﬁ) G(v,u,u)

Dan dengan argumen yang sama diperoleh G (v, u, u) < (ﬁ) G(u,v,v).

k 2 A k
Maka G (u, v, v) < (E) G(v,uu)jikal < — <1,

Ini kontradiksi , mengakibatkan u = v
Untuk menunjukkan bahwa T adalah G-kontinu pada u, misal (yv,) € X adalah
barisan sedemikian hingga lim (y,) = udi (X, G)
Maka
[6 (9 T() T@)) + G (w, T ()],
G(T(yn),T(u), T(u)) < k max [G(u, T(u),T(u)) + G(yn, T(u),T(u))],
[6(w.T(n). T(m)) + G (u, T (), T(w))]
(3.2.42)

Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh:

[G(ynr u,u) + G(u, T(Yn):T(Yn))]y
G(T(y,),u,u) <k max [G(u,u,u) + G(yp,u,u)l,
[G(w, TGR). T(n)) + G(w,u )]

[6 O, ww) + G (u, T(), TO))],
G(T(y,),u,u) <k max Gy, u,u),
G(u, T(vn). T(yn))

Sedangkan G (v, u,u) < Gy, u,w) + G(w, T(), T(¥y))
dan G (u, T(vn). T()) < G (o, 1) + G (w0, T(v), T(vn))
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Maka diperoleh G(T (v,,), u,u) < k[G(y,, u,u) + G(u, T(y,), T(y )]

(3.2.43)
Berdasarkan sifat (G5) G (u, T (7)., T(3,)) < 6w, T(y,), w) + G(u, u, T(,))
Maka G (u, T(y,), T(vn)) < 2G(T(yn), u, u) (3.2.44)
Maka pertaksamaan (3.2.43) menjadi
G(T (), wu) < kG (v u,w) +26(T (), uw, w)]
G(T(y), u,u) < kG(yy, u,u) + 2kG(T(y,,), u, u)
Maka G (T (), 11, 1) < —==G (¥, u, 1) (3.2.45)

Maka diperoleh lim,,_,., G(T(3,), u,u) =0
Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T'(u).
Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada .

Teorema Akibat 3.2.14 (Penelitian)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap, dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:
Untuk suatu m € N dan untuk semua x, y, z € X berlaku:
G(Tm(x),Tm(y), Tm(z)) <
[G(x, T™(y), Tm(y)) + G(z, T™(x), Tm(x))],
k max [G(y, T™(z2), Tm(z)) + G(x, Tm(y),Tm(y))], (3.2.46)
[G (z, T™(x), Tm(x)) ;9 G(y, T™(z), Tm(z))]
dengan k € [O,é), maka 7™ mempunyai titik tetap tunggal u € X, dan T™ G-
kontinu pada u.
Dari teorema 3.2.13, diperoleh 7™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga T™ (u) = u. Tetapi T(w) = T(T™(w)) = T™(u) =
T™(T(w)). Jadi T(w)adalah titik tetap yang lain untuk T™ dan karena
ketunggalan T(u) = u.
Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.
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Teorema 3.2.15 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap, dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk semua x,y € X berlaku:

[6(y. TG).T()) + G(x, T().T())].
2G(y, T(x), T (x))

dengan k € [O%) maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu

G(T(x), T(),T(y)) < k max { }(3.2.47)

pada u.

Bukti:

Misal T memenuhi kondisi (3.2.47 ) dan misal x, € X sebarang titik, dan
didefinisikan barisan (x,,) dengan

x1 = T(xo)

xz = T(x1) = T?(xo)

Xn = T(xn—l) = Tn(xO)'

Maka untuk x =x,_;, T(x) =x,
Y =% T (¥) = Xnia
z =%, T(2) = Xy

Maka menurut (3.2.47)

[G Ceny Xnt1, Xn41) + G (xpoq, X1, Xn+1)],}
ZG(le' xn' xn)

Maka G (X, Xps1: Xn41) < K{G Ot Xng, Xni1) + G (g, Xni1, Xni1)}

Berdasarkan sifat (G5) (-1, Xn+1, Xn+1)< G (Xp—1, X5, Xp) + G (X0, Xps1, Xrg1)

G(xm Xn+1 xn+1)£ k max{

G(xny Xn+1, xn+1) + G(xn—ll Xns xn)}
+G(Xn, Xn+1, xn+1)

Maka G(xna Xn+1 xn+1) <k {G (xn—ll Xn, xn) + ZG(xn! Xn+1 xn+1)}

Maka G(Xn, Xn+1s xn+1) <k {

k
Maka G(xnyxn+17 xn+1) = EG(xn—lyxn+1yxn+1) (3248)

Misal g = 1_—"2’( karena k € [O%)

1—§<1—2k51—o
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§<1—2kSl
Karenaosk<§dan§<1—2ks1

1
0 k

Maka® < £ < 2
1 1-2k /3

Maka 0 < —— <1
1-2k
maka 0 < g < 1.
Dan pertaksamaan (3.2.48) menjadi
G(xm xn+11 xn+1) —<— q G(xn—lr xnr xn)
Berartiuntuk n =123, ...,n
G(Xn—1, %0, %0) < q G(Xp—2, X—1, Xp—1)
atau G(xXp, Xn+1,Xn41) < q% G(Xp2, Xp—1,Xn—1)
G(Xpoz, Xno1, Xn—1) < q G(xy_3, %5, Xy _3)

atau G (xp, Xpt1, Xn41) < C13 OO s > )

dst

(U1 Gty ) e G (O, T

atau G (xp, Xn41, Xne1) < q7 G(xn—nrxn—(n—l)y xn—(n—l))

Jadi G (xp X sty Xne1) < @G (%, X1, X1) (3.2.49)

Maka, untuk semuan,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.49) maka diperoleh

G O, X, Xm) < G, X1, Xne1) + G(Xne1, Xm, Xm)

dan G (xny1, Xmi Xm) < G(Xng1, Xng2s Xng2) + G(Xngz, X, Xm)

G (Xn, Xm, Xm) = G (X Xng1, Xng1) + G(Xni1 Xngzs Xnt2) + G (Xng2, Xm, Xm)

dan G (xn42, Xm: Xm) < G (Xng2, Xnt3:Xns3) + G (Xniz, X, Xm)

G (ny Xy Xm) < G (X, Xpg1, Xngp1) F G (X1, Xnaz, Xni2) + G(Xnt2, Xnas) Xnas)
+ G (Xn43, X, Xim)

dan G(xn+31 xm1xm) < G(xn+31xn+41xn+4) + G(xn+31xm1xm)

dst

G(xru xm1xm) < G(xn1xn+11 xn+1) + G(xn+11 Xn+2 xn+2) + G(xn+21xn+31 xn+3)

+oeee+ G(xm—21 xm1xm)
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dan G(xpm—2, X, Xm) < G(Xm—2, Xm—1, Xm—1) + G(Xm_1, Xm,) Xm)
Maka G (xn, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xns1) + G(Xnp1, X2, Xns2)
+G (Xpi2 Xnt3: Xng3) + oo+ G(Xpog, Xomy Xom)
Maka G (xp, X, %) < G (o, Xpg1, Xpg1) + G(Xni1s Xng2s Xng2)
+G (Xpi2 Xnt3: Xn43) + o+ G(Xmo1, Xomy Xom)
< q"(x0, %1, %1) + " (0, X1, 1) + -+ + @ (x, X1, X1)
Jadi G (xp, X, Xm) < G(Xn, Xy 1) Xng1) + G(Xng1, Xns2) Xng2)
+G (Xn42 Xnez) Xne3) + o+ GOtn_1, Xm, X))
<(@"+ g™ + -+ @™ )G (x0, 21, %1)

qn
S EG(_X(), xl, xl).

Karena lim,,q" = Ountuk0 <g<1

. qm™
Maka lim,,_,, o o 0

Maka lim ;.m0 G (X0, X, X)) = 0

Untuk n,m,l € N berdasarkan (G5) diperoleh:

G, X, x1) < G(xpy X, X)) + G (X, X2 X1)

Karena limg, my—o0 G (X, Xm, Xm) = 0 dan lime, 1y 00 G (X, Xim, x;) = 0

Maka lim;, ., 1y—c0 G (X, X, ;) = 0

Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.

Dengan menggunakan sifat lengkap pada (X, G), maka terdapat u € X sedemikian
hingga (x,,) adalah G-konvergen ke w .

Misalkan T (u) # u, maka

G (2t T(W), T(W)) < k max {[G(u' T(w), T () + G (xn-1, T(W). T(u>)],}

2G(u, xp, xp)
Dengan mengambil limit sepanjang n — oo dan dengan menggunakan fakta

bahwa G kontinu di setiap variabelnya, diperoleh:

[6(w, T(w), T(W)) + G(u, T (), T(u))],}
2G(u,u,u)

Maka G(u, T(u),T(u)) < ZkG(u, T(u),T(u)).

G(u,T(u), T(w)) < k max {

Ini kontradiksi jika 0 < k < i .Maka u = T(u).
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Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat v, v # u sedemikian hingga
T(v) = v maka menurut (3.2.47)

[c(v,v,v) +G(u,v,v)],
2G(v,u,u) }

G(u,v,v),
2G(v,u, u)}

Maka G (u, v, v) < k max {G(u,v,v),2G(v,u,u)}
Maka G (u, v, v) < 2kG(v,u, u)

Dengan argumen yang sama diperoleh:

G, u,u) < 2kG(u,v,v)

Sehingga G(u, v,v) < 4k?G(u,v,v).

Gu,v,v) <k max{

Maka G (u,v,v) < k max{

Ini kontradiksi jika 0 < k < % =>0<4k’<1

Maka u = v.
Untuk menunjukkan bahwa T adalah G-kontinu ke u, misal (y,) € X adalah

barisan sedemikian hingga lim y,, = u, maka:

[G (Y TG). TO)) + G (u, T (), T(yn))],}

G(T(W), T(v) T(ya)) < k max { 26 (yn, T@W), T (w))

(3.2.50)

Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh:

G(w, T (). T(7)) < k max {[G(J’n' T (), T(gg)&:fg T(Yn), T(yn))],}

Berdasarkan sifat (G5) G (yn, T(7n), T(%)) < G (yn, u,w) + G (w, T(3), T())
Maka G(u, T(y). T (7)) <

k max {[G(yn’ u'u) 2 G(u’ T(y”)’ T(yn)) il G(“! T(yn)yT(yn))]y}
2G (yn,u,u)

[GQm wu) +2G (w, T(yn), T(yn))],}

Maka G (w, T(3,), T (7)) < k max { 2G (Y, u, 1)

Maka ini mengakibatkan 2 kasus:
(kasus 1) G (u, T, T () < 2kG (v, u, u)

(Kasus 2) G (u, T(3). T()) < (+25) 611, 1) = 6 (v, 1,)
Maka untuk masing-masing kasus diperoleh lim,,_,, G (u,T(y,), T(3,,)) = 0
Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T (u).
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Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.

Teorema Akibat 3.2.16 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)
Misal(X, ¢) adalah Ruang Metrik-G lengkap, dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat:
Untuk suatu m € N dan untuk semua x,y € X berlaku:
G(T™(x), T™(y), T™(y) <

k max {[G . T"O). T () + 6(x. T"O), T’”(y))],}
2G(y, T™(x), T™(x))

(3.2.51)
dengan k € [O%) maka T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X, dan T™ G-
kontinu pada u.

Bukti:

Dari teorema 3.2.15, diperoleh 7™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga T™ (w) = u. Tetapi T(w) = T(T™(w)) = T™(u) =
T™(T(w)). Jadi T(w)adalah titik tetap yang lain untuk T™ dan karena
ketunggalan T (u) = u.

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.

Teorema 3.2.17 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X suatu

pemetaan. Jika T memenuhi syarat:

Untuk semua x,y,z € X berlaku:

[6(x, T(). T(G)) + 62 T»). TO)],
G(T(x),T(y), T(Z)) < k max [G(y,T(z), T(z)) + G(x, T(z), T(Z))],
[6(2 T(), T(x)) + G(y, T(x), T(x))]

(3.2.52)

dimana k € [Og) maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu

pada u.
Bukti:
Ambil z = y dari pertaksamaan (3.2.52)
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Maka pertaksamaan (3.2.52) menjadi

[6(x., TG TM)) + G, TW). T()]
G(TC). TG, T(W) < kmax < [6(y.TG). TW) + 6(x, T(). TM)],

[6(y. T(x), T(x)) + G(y,T(x), T(x))]

(3.2.53)
Maka (3.2.53) menjadi
[6(r. TG, TM)) + G(x, T, TM)],
ZG(y, T(x), T(x))

Maka (3.2.54) sama dengan pertaksamaan (3.2.47)

G(T(), TW).T(») <k max{ }(3.2.54)

Misal T memenuhi kondisi (3.2.54 ) dan misal x, € X sebarang titik, dan
didefinisikan barisan (x,) dengan

x1 = T(xo)

xz = T(x1) = T?(xo)

Xn = T(Xp_1) = T"(xo).

Maka untuk x = x,_,, T(x) =x,
y=xn , T(Y)=%ns
z=xy , T(2) =2xn4s

Maka menurut (3.2.54)

[G (X Xng1s Xng1) + G (X1, X1, xn+1)]a}
260 %, Xp)

Maka G (. Xpg1, 1) < kLG, X511 Xea) + G (=1, X1, Xnv1)}

Berdasarkan sifat (G5) (-1, Xns1, Xn+1)< G(Xn—1, X5, Xn) + G(Xp, X1, Xn1)

G(Xpi Xng1, Xni1)< k max{

G(xnl Xn+1, xn+1) + G(xn—17 Xns xn)}
+G(Xn, Xn+1, xn+1)

Maka G(Xn, Xn+1, xn+1) e k {G (xn—la X, xn) + 2G(Xna Xn+1, xn+1)}

Maka G(Xn, Xn+1s xn+1) <k {

k
Maka G(Xn, Xn+1s xn+1) =< 12k G(xn—la Xn+1, xn+1) (3255)

Misal g = 1_—"2,( karena k € [Og)

1—§<1—2k51—o
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§<1—2kSl
Karenaosk<§dan§<1—2ks1

1
0 k

Maka® < £ < 2
1 1-2k /3

Maka 0 < —— <1
1-2k
maka 0 < g < 1.
Dan pertaksamaan (3.2.55) menjadi
G(xm Xn+1 xn+1) < q G(xn—lr Xn xn)
Berartiuntukn =123, ...,n
G(xn—llxnl xn) < q G(xn—Zl Xn—1» xn—l)
atau G (X, Xp41,Xn+1) < q° G(Xn2,Xp—1, Xn_1)
Gillx S NG VR )

atau G (xp, Xpt1, Xn41) < C13 OO s > )

dst

(U1 Gty ) e G (O, T

atau G (xp, Xn41, Xne1) < q7 G(xn—nrxn—(n—l)y xn—(n—l))

Jadi G (xp X sty Xne1) < @G (%, X1, X1) (3.2.56)

Maka, untuk semuan,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.56) maka diperoleh:

G O, X, Xm) < G(on, X1, Xne1) + G(Xne1, X, Xm)

dan G (xny1, Xmi Xm) < G(Xng1, Xng2s Xng2) + G(Xngz, X, Xm)

G (Xn, Xm, Xm) = G (X Xng1, Xng1) + G(Xni1 Xngz Xnt2) + G (Xng2, Xm, Xm)

dan G (xn42, Xm: Xm) < G (Xng2, Xnt3:Xns3) + G(Xniz, X, Xm)

G (ny Xy Xm) < G (X, Xpg1, Xnp1) F G (X1, Xnaz, Xni2) + G(Xny2, Xnas) Xnss)
+ G (Xn43, X, Xim)

dan G(xn+31 xm1xm) < G(xn+31xn+41xn+4) + G(xn+31xm1xm)

dst

G(xru xm1xm) < G(xn1xn+11 xn+1) + G(xn+11 Xn+2 xn+2) + G(xn+21xn+31 xn+3)

+oeee+ G(xm—21 xm1xm)
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dan G(xpm—2, X, Xm) < G(Xm—2, Xm—1, Xm—1) + G(Xm_1, Xm,) Xm)
Maka G (xn, Xm, Xm) < G(Xn, Xns1, Xns1) + G(Xnp1, X2, Xns2)
+G (Xpi2 Xnt3: Xng3) + oo+ G(Xpog, Xomy Xom)
Maka G (xp, X, X)) < G (o, Xpg1, Xpg1) + G(Xni1s Xng2s Xng2)
+G (Xpi2 Xnt3: Xn43) + o+ G(Xmo1, Xomy Xom)
< q"(x0, 1, %1) + " (0, X1, 1) + -+ + @ (X, X1, X1)
Jadi G (xp, X, Xm) < G (X, Xy 1) Xng1) + G(Xnp1, Xns2) Xng2)
+G (Xn42 Xnez  Xne3) + o+ G(m_1, Xom, X))
<(@"+ g™ + -+ @™ )G (x0, 21, %1)

qn
S EG(_X(), xl, xl).

Karena lim,,q" = Ountuk0 <g<1

. qm™
Maka lim,,_,, o o 0

Maka lim ;.m0 G (X0, X, X)) = 0

Untuk n,m,l € N berdasarkan (G5) diperoleh:

G, X, x1) < G(xpy X, X)) + G (X, X2 X1)

Karena limg, my—o0 G (X, Xm, Xm) = 0 dan lime, 1y 00 G (X, Xim, x;) = 0

Maka lim;, ., 1y—c0 G (X, X, ;) = 0

Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.

Dengan menggunakan sifat lengkap pada (X, G), maka terdapat u € X sedemikian
hingga (x,,) adalah G-konvergen ke w .

Misalkan T (u) # u, maka

G (2t T(W), T(W)) < k max {[G(u' T(w), T () + G (xn-1, T(W). T(u>)],}

2G(u, xp, xp)
Dengan mengambil limit sepanjang n — oo dan dengan menggunakan fakta

bahwa G kontinu di setiap variabelnya, diperoleh:

[6(w, T(w), T(W)) + G(u, T (), T(u))],}
2G(u,u,u)

Maka G(u, T(u),T(u)) < ZkG(u, T(u),T(u)).

G(u,T(u), T(w)) < k max {

Ini kontradiksi jika 0 < k < i .Maka u = T(u).
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Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat v, v # u sedemikian hingga
T(v) = v maka menurut (3.2.54)

[c(v,v,v) +G(u,v,v)],
2G(v,u,u) }

G(u,v,v),
2G(v,u, u)}

Maka G (u, v, v) < k max {G(u,v,v),2G(v,u,u)}
Maka G (u, v, v) < 2kG(v,u, u)

Dengan argumen yang sama diperoleh:

G, u,u) < 2kG(u,v,v)

Sehingga G(u, v,v) < 4k?G(u,v,v).

Gu,v,v) <k max{

Maka G (u,v,v) < k max{

Ini kontradiksi jika 0 < k < % =>0<4k’<1

Maka u = v.
Untuk menunjukkan bahwa T adalah G-kontinu ke u, misal (y,) € X adalah

barisan sedemikian hingga lim y,, = u, maka:

[G (Y TG). TO)) + G (u, T (), T(yn))],}

G(T(W), T(v) T(ya)) < k max { 26 (yn, T@W), T (w))

(3.2.57)

Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh:

G(w, T (). T()) < k max {[G(J’n' T (), T(g?;)(g,:f% T(Yn), T(yn))],}

Berdasarkan sifat (G5) G (yn, T(7n), T(%)) < G (yn, u,w) + G (w, T(3), T())
Maka G(u, T(y). T (7)) <

k max {[G(yn’ u'u) 2 G(u’ T(y”)’ T(yn)) il G(“! T(yn)yT(yn))]y}
2G (Y, u,u)

[GQm wu) + 26 (w, T(yn), T(yn))],}

Maka G (u, T(3,), T (7)) < k max { 2G (Y, u, 1)

Maka ini mengakibatkan 2 kasus:
(kasus 1) G(u, T(y,), T(yn)) < 2kG(y,, u,u)

(Kasus 2) G (u, T(3). () < (+25) 611, 1) = 6 (v, 10,)
Maka untuk masing-masing kasus diperoleh lim,,_,, G (u,T(y,), T(3,,)) = 0
Sesuai proposisi (3.1.4) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T'(u).
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Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.

Teorema Akibat 3.2.18 (Penelitian)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap dan misal T: X — X suatu

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk suatum € N dan semua x,y, z € X berlaku:

G(T™(x), T™(y), T™(2)) <
[G(x. T (). T™ () + G2 T™ (), T (»))].

kmax < [6(y, T™(2),T™(2)) + G(x, T™(2),T™(2))], (3.2.58)
[6(z, T™(x), T™(x)) + G(y, T™(x), T™(x))]

dengan k € [Og) maka T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X dan 7™ G-

kontinu pada u.

Bukti:

Ambil z = y dari pertaksamaan (3.2.58)

Maka pertaksamaan (3.2.58) menjadi

G(T™(x), T™ (), T™(¥))

[G(x. T W), T () + GO, T™ (). T™ ()],

< k max [G(y, T™(y), Tm(y)) + G(x, Tm(y),Tm(y))], (3.2.59)
[G(y, T™ (), T™ (%)) + G (. T™ (), T™(x))]

Maka (3.2.59) menjadi

G(T™(), T (), T™(y) <

[6(y. ™). T™(»)) + G(x, T™(y), Tm(y))],}
‘ max{ [26 (y, T™ (x), T™ (x))] (3.:2.60)

Maka (3.2.60) sama dengan pertaksamaan (3.2.51) pada teorema akibat 3.2.16
Dari teorema akibat 3.2.16, diperoleh T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,

sedemikian hingga T™ (u) = u. Tetapi T(w) = T(T™(w)) = T™(u) =
T™(T(w)). Jadi T(w) adalah titik tetap yang lain untuk 7™ dan karena
ketunggalan T(u) = u.

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.

Universitas Indonesia

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA Ul, 2012



69

Teorema 3.2.19 (Penelitian)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap, dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk semua x,y € X berlaku:

[6(». T(x), T(x)) + G(x, T(»). TM)],
2G(y, T(x), T(x))

dengan k € [O%) maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu

G@@)uwj@»skmw{ }@2&)

pada u.

Bukti:

Misal T memenuhi kondisi (3.2.61 ) dan misal x, € X sebarang titik, dan
didefinisikan barisan (x,,) dengan

x1 = T(xo)

xz = T(x1) = T?(xo)

Xn = T(xn—l) = Tn(xO)'

Maka untuk x =x,_;, T(x) =x,
y=xn  T(Y)= Xnss
Z = x, ) S

Maka menurut (3.2.61)

[G(xnl X xn) + G(xn—l! Xn+1» xn+1)]a}
2G (X, X, Xn)

Maka G (X, Xpg1s Xnt1) < KG(Onog, Xpe1, Xnt1)

Maka G (x;, Xp11, Xn41)< k max {

Berdasarkan (G5) G (Xn—1, Xn+1: Xn+ 1)< G(Xno1, Xn, Xn) + G (X, Xnp1, Xny1)
Maka G (X, X 41, Xne1) < K{G (X1, X, X)) + G (Xns X1, Xni1)}

Maka G (X, X1, Xne1) < 7o Gt X X)

Misal g = ﬁ karena k € [O%)

0<k<:

1--<1-k<1-0

~<1-k<1

Karena 0 < k <-dan-<1-k<1
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o_ k _1
Maka - < — < lﬁ
1 1-k /2

Maka 0 < - <1
1-k
maka 0 < q < 1.
Dan pertaksamaan (3.2.61) menjadi
G(xnyxn+17xn+1) =< q G(xn—17xn7xn)
Berarti untuk n =1,2,3,...,n
G(Xn-1,%n %) < q G(Xp_2,Xn_1,Xn_1)
atau G (X, Xp41,%n41) < q° G(Xn_2, X1, Xn_1)
G(Xn—2,Xn-1,%n-1) = q G(Xp_3,Xn_2, Xp_)

atau G (X, Xp41:Xn+1) < q° G(xn_3,Xp—2, Xn_2)

dst

O e o G (OERNR ),  ommme)

atau G(xp, Xn1, Xpe1) < q7 G(xn—nrxn—(n—l)y xn—(n—l))

Jadi G(x,,, X1, Xpe1) < q"G(xg, %1, %) (3.2.62)

Maka, untuk semua n,m € N,n < m, dengan menggunakan ketaksamaan

segiempat dan (3.2.62) maka diperoleh

G (tn X Xm) < G (X, Xpaq, Xs1) + G (g X, )

dan G(xXps1, X Xm) < G(Xng1s Xng2: Xng2) + G(Xpin Xon, Xn)

G (Xn, Xmi Xm) < G Qo Xnt1, Xns1) + 6 (Xns 1, Xns2 Xng2) + G (Xngz, Xm, Xm)

dan G (Xn42, Xim: Xm) < G (Xnt2: Xnt3: Xnaz) + G (Xngzi Xm, Xm)

G (X, Xy Xm) < G (X Xpi1, Xna1) + G (X1, Xnaz Xna2) + G(Xni2, Xni3) Xngs)
RGOS i o)

dan G(xn+37 xm!xm) = G(xn+37xn+4uxn+4) F G(xn+3!xm!xm)

dst

G (X, Xm Xm) < GO, Xng1s Y1) + G(Xnt1, Xntz Xni2) + G(Xny2, Xnis, Xnes)
+ o+ Gz, Xy X))

dan G(X;m—2, Xm  Xm) < G(Xpm—2, Xm-1: Xm—1) + G(Xpp—1, X Xm)

Maka G (X, Xm, Xm) < G(Xp, Xps1, Xna1) + G(Xni1s Xnaz, Xns2)

+G(xn+27 xn+37xn+3) + e+ G(xm—lyxmyxm)
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Maka G (xp, Xm, Xm) < G(Xn, Xni1, Xne1) + G(Xny1, Xni2, Xne2)
+G (Xn42: Xn43,Xne3) + o+ G (X1, X, Xm)
< q" (%, X1, ) + @™ (xg, 24, %) o+ g (X0, 24, %1)
Jadi G (xp, X, Xm) < G(Xn, Xpy1) Xng1) + G(Xnp1, Xns2) Xng2)
+G (Xnt2, Xnt3, Xne3) + 0+ G(mo1, Xm, Xm)
S (@t + g™+ e+ @G (x, x4, 1)
< %G(xo,xl,xl).
Karena lim,_,q" =0untuk0 <g<1

. q™
Maka lim,,_, o e 0

Maka lim ;, my—c0 G (Xn, X, %) = 0

Untuk n,m, [ € N berdasarkan (G5) diperoleh:

GO, Xm, %) < G(xtp, X, X)) + G (X, X, X1)

Karena lim, ;)00 G (X, Xm, Xm) = 0 dan lim, myse0 G (X, Xomy ) = 0
Maka lim, 1 1) -0 G (X, Xom, %) = 0

Jadi (x,,) adalah barisan G-Cauchy.

Dengan menggunakan sifat lengkap pada (X, G), maka terdapat u €

X sedemikian hingga (x,,) adalah G-konvergen ke u .

Misalkan T (u) # u, maka

G (2, T(w), T(u)) < k max {[G(u' X, Xn) + G (-1, T(w), T(u>)],}

2G(u, xp, X))
Dengan mengambil limit sepanjang n — co dan dengan menggunakan fakta

bahwa G kontinu di setiap variabelnya, diperoleh:

[6 (w,u,uw) + G(u, T(w), T(u))],}
2G(u,u,u)

G(u, Tw), T(w)) < k max {
G(u, T (u), T(u)) < kG(u, T (u), T(u)).

Ini kontradiksi jika 0 < k < % .Maka u = T(u).

Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat v, v # u sedemikian hingga
T(v) = v maka

[6(v,u,u) + G(u,v,v)],
2G(v,u,u) }

Maka ini mengakibatkan 2 kasus:

Gu,v,v) <k max{
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(kasus 1) G(u,v,v) < k{G(v,u,u) + G(u,v,v)}

(kasus 2) G(u,v,v) < 2G(u,v,v)

Karena0 < k < ; , maka (kasus 2) terpenuhi

Untuk ( kasus 1) G (u,v,v) < k{G(v,u,u) + G(u,v,v)}
Dengan argumen yang sama, diperoleh:

G, u,u) < k{G(u,v,v) + G(v,u,u)}

Maka G (u, v,v) < k{k(G(u, v,v) +G(v, u, u)) +G(u,v, v)}
Atau G(u,v,v) < kG(v,u,u) + kG(u,v,v) + k*G(u,v,v)

Maka G (u,v,v) < kG(v,u,u) + %G(u,v, V)

Ini kontradiksi jika 0 < k <>= 0 < ——<1. Makau = v.

Untuk menunjukkan bahwa T adalah G-kontinu ke u, misal (y,,) € X adalah

barisan sedemikian hingga lim y,, = u, maka:

[6 (Y T(W), T@W)) + G (w, T, T(m)],}

G(T@), T(n). T()) < k max { 2G (v, T(w), T(w))

(3.2.63)

Dengan mengganti T(u) = u, diperoleh:

[6 Gy w,w) + G(w, T(r), TOr))],
G(w,TOR), T(y,)) < k max { 5

Maka ini mengakibatkan 2 kasus:
(kasus 1) G (u, T(u)s T (7)) < 2kG(yp,u, )

(kasus 2) G (11, TOn). T ) < (35) 6Ot w) = 46 Gt )

Maka untuk masing-masing kasus diperoleh lim,,, ., G(w,T(3,). T(y,,)) = 0
Sesuai proposisi (3.1.4) maka barisan (T(yn)) adalah G-konvergen ke u = T'(u).
Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan T adalah G-kontinu pada u.

Teorema Akibat 3.2.20 (Penelitian)
Misal (X, G) adalah Ruang Metrik-G lengkap, dan misal T: X — X adalah

pemetaan. Jika T memenuhi syarat berikut:

Untuk suatu m € N dan untuk semua x, y € X berlaku:
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G(T™(x), T™(y), T™(y)) <

[6 (v, T™(x), T™(x)) + G(x, Tm(y),Tm(y))],}
k max { 26(y. T™(x). T™(x)) (3.2.64)

dengan k € [O%) maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X dan T G-kontinu
pada u.

Dari teorema 3.2.19, diperoleh T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X,
sedemikian hingga T™ (w) = u. Tetapi T(w) = T(T™(w)) = T™(u) =
T™(T(w)). Jadi T(w) adalah titik tetap yang lain untuk 7™ dan karena
ketunggalan T(u) = u.

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-G

adalah pemetaan kontinu, maka T™ G-kontinu pada u.
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BAB 4
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan
Dari hasil pembahasan di Bab 3 diperoleh beberapa kesimpulan, yaitu:
1. Sifat- sifat dari Ruang Metrik-G lengkap antara lain:
a. JikaG(x,y,z)=0makax =y =z
b. G(x,v,2) < G(x,x,y) + G(x,x,2)
c. G(x,y,y)<2G(y, x,x)
d G(x,y,2z) <G(x,a,z)+G(ay z)
e. G(x,y,2) s%(G(x,y, a)+G(x a,z) +G(a,y z)
f. G(x,y,z) < (G(x,a,a) +G(y,a,a) +G(z,a,a)
g 1G(x,y,2) — G(x,y,a)| < max{G(a,z z),G(z a,a)}
h. 16(x,y,z) — G(x,y,a)| < G(x,a,z)
i |G(x,y,2) — G(y,z,z)| < max{G(x,z,z),G(z, x,x)}
jo 16y, y) — Gy x.x)| < max{G (y,x,x),G(x,y,¥)}

2. Syarat cukup agar diperoleh ketunggalan titik tetap untuk pemetaan
kontraktif pada Ruang Metrik-G lengkap adalah suatu pemetaan T atau
pemetaan T™ mempunyai titik tetap tunggal u € X pada Ruang Metrik-G
lengkap (X, G) untuk T: X — X jika salah satu dipenuhi;

a. G(T(x),T(y),T(z)) < kG(x,y,2)
dengan k € [0, 1), untuk setiap x,y, z € X.

b. G(T™(x), T™(y), T™(z)) < kG(x,y,z)
dengan k € [0, 1), untuk suatu m € N dan untuk setiap x,y,z € X.

c. G(T),T(Y),T()) <kG(x,y,y)
dengan k € [0, 1), untuk setiap x,y € X.

d. G(T™(x), T™(¥). T™(¥)) < kG(x,y,y)
dengan k € [0, 1), untuk suatu m € N dan untuk setiap x,y € X.
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. (T(), TH), T(2) <

G(x,y,2),G(x, T(x), T(x)),6(y, T(»), T(»)),
k max G(2,T(2),T(2),6(x,T(),TH»)),
G(y,T(2),T(2)),6(z,T(x),T(x)).

dengan k € [O%) dan untuk setiap x,y,z € X.

. G(T™(x), T™(y), T™(2)) <

( G(x,y,2),G(x,T™(x), T™(x)) )
e max J G(y, ™), T™(¥)),G(z, T™(2), T™(2)), g

G(x, T™(),T™()),G(y, T™(2), T™(2)),

l G(z, T™(x), T™(x))
dengan k € [O%) untuk suatu m € N dan untuk setiap x,y,z € X.
. G(T).T(),T(2)) <

G(x,y,2), 6(x,T(x), T(x)),G(y, TG, T()),
k max

G(z,T(2),T(2)) G(x,T(2), T(2)),
G TG).T()),G(2.T(»).T)).

dengank € [O%) untuk setiap x,y, z € X.

. G(T™(), T™(),T™(2)) <

( G(x,y,2),G(x, T™(x), T™(x)) \
6(y, T T 3)),6(2, T (), T™(2)), L

| G (g ouiaiiilesal i (") MO el (1) ), |
G(z.T™3).T™®)), J

dengan k € [O%) untuk suatu m € N dan setiap x,y,z € X.

k max

i G(T().T(y).T(2)) <

( Gk 2),6(x, T(x),T(x)),G(y, T(»),T(»)), )
kmaxz G(z, T(Z),T(z)), G(x, T(y),T(y)), E
l G(y,T(2),T(2)),6(z T(x),T(x)), [
G(x.T(2), T(2), 6, T() T(x)), 6(z, TG, T»)))

dengan k € [Oi) dan untuk setiap x,y, z € X.
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i G(T™(x), T™(),T™(2)) <

G(x,y,2),G(x, T™(x), T™(x))
G(y, T™(¥), T™()),6 (2, T™(2), T™(2)),
kmax { G(x, T™(),T™()),G(y, T™(2), T™(2)),
G(z, T™(x), T™(x)), G(x, T™(2), T™(2)),
L G(y, T™(x), T™(x)), G(z, T(y), T(y))

~~

dengan k € [O%) untuk suatu m € N dan untuk setiap x,y, z € X.

[6(x, 70N, T()) + G(y, T(x), T(2))],
k. G(T(x),T(»),T(2)) < kmaxs [¢(y,T(2),T(2))+ G(z,T(), T()],
[6(2,T(x),T(x)) + G(x,T(2),T(2))]

dengan k € [0%) untuk setiap x,y,z € X.
L. G(T™(), T™(¥),T™(2)) <

[6(x. T (). T (@) + 6 (. T™ (). T™ ()],
kmax { [6(»,T™(2), T™(2)) + G(z, T™(¥), T™ ()],
[G(z, T™(x), T™(x)) + G (%, T™(2), T™(2))]

dengan k € [O,%), untuk suatu m € N dan untuk semua x,y,z € X.

[6(x. TG).T®)) + G(z. T(x), T(x))],
m. G(T(x), T(¥),T(2)) < kmaxs [6(y,T(2),T(2)) + G(x, T(»).TG))],
[6(2.T(x), T(x)) + (v, T(2), T(2))]

dengan k € [O,é), untuk semua x,y,z € X.
n. G(T™(x), T™(y), T™(2)) <

[G(x, T™ (), T™ () + G(z. T™(x), T™(x))],
k max 4 [G(y, T™(2), T™(2)) + G (x, T™(), T ()],
[6(2,T™(x), T™(x)) + G(y,T™(2), T™(2))]

dengan k € [O%) untuk suatum € N dan setiap x,y, z € X.

[6(». T, T(»)) + G(x, T(y),r(y))],}
2G(y, T(x),T(x))

dengan k € [Oi) dan untuk semua x,y € X.

0. G(T(x),T(y), T(y)) <k max {
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p. G(T™(),T™(y), T™(y) <

[6(y. T™(). T™(») + G(x, T™(y), Tm(y))],}

: max{ 260, T (x),T™(x))

dengan k € [Oi) untuk suatu m € N dan untuk semua x,y € X.

[6(x. T, T(G)) + 62, TG). TO))],
9. G(T(),T(y), T(2)) <kmax < [6(y,T(2),T(2))+ G(x,T(2),T(2))],
[6(2, T(x), T(x)) + G(y, T(x), T(x))]

dengan k € [O, é) untuk semua x,y,z € X.

G(T™(x), T"(y), T™(2)) <
[6(x. T™). T™(¥)) + G(z., T™ (), T™()].
k max [G(y, T™(z), Tm(z)) + G(x, T™(z), Tm(z))],
[6(z, T (x), T™(x)) + G(y, T™(x), T™(x))]

-

dengan k € [Oé) untuk suatu m € N dan untuk semua x,y, z € X.

[6 (3. T(x), T(x)) +G(x, T, T(»)].
2G(y, T(x),T(x))

——

s. G(T(),T(y), T(y)) <k max {

dengan k € [O%) untuk semua x,y € X.

t. G(T™(x0), T™(),T™(y)) <
[G(y. T™ (), T™(x)) + G (x., T™ (), T™ ()],
o> { 26(y, T™(x), T™(x)) }

dengan k € [O%) untuk suatu m € N dan untuk semua x,y € X.

4.2. Saran

Dari beberapa kesimpulan diatas, perlu adanya penelitian untuk
menyelidiki ketunggalan titik tetap pada tipe pemetaan yang lain yaitu pemetaan
ekspansif ataupun pada ruang yang lain seperti Ruang Quazy Metrik, Ruang
Fuzzy Metrik, dll.

Universitas Indonesia

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA Ul, 2012



78

DAFTAR REFERENSI

H. Obiedat and Z. Mustafa. (2010). Fixed Point Result On A Nonsymmetric G-
Metric Spaces. Jordan Journal of Mathematics and Statistics (JJMS)
(vol.3, no.2, pp. 65-79).

Suwarno. (2011). “Teorema Titik Tetap Bersama Dari Pemetaan-Pemetaan Pada
Ruang Seragam”. Tesis. Universitas Gajah Mada Yogyakarta.

V.S. Pugachev and I.N. Sinitsyn. (1999). Lectures on Functional Analysis and
Applications. World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd. Singapore.

Z. Mustafa and B. Sims. (2006). A New Approach to Generalized Metric Space.
Journal of Non Linier and Convex Analysis (vol.7, no. 2,pp.289-297).

Z. Mustafa, H. Obiedat and F. Awawdeh. (2008). Some fixed Point Theorem for
Mapping on Complete G-Metric Space. Research Article: Fixed Point
Theory and Applications (vol. 2008). Hindawi Publishing Corporation.

Z. Mustafa and B. Sims. (2009). Fixed Point Theorem for Contractive Mappings
in Complete G-Metric Spaces. Research Article: Fixed Point Theory and
Applications (vol.2009). Hindawi Publishing Corporation.

Z. Mustafa, F. Awawdeh and W. Shatanawi.(2010). Fixed Point Theorem for
Expansive Mappings in G-Metric Spaces. Math. Sciences (vol. 5, no. 50,
pp.2463 — 2472). Int. J. Contemp.

Universitas Indonesia

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA Ul, 2012



	Halaman Judul
	Abstrak
	Daftar Isi
	Bab I
	Bab II
	Bab III
	Bab IV
	Daftar Pustaka



