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ABSTRAK 

 

Nama   :  Nurul Huda 
Program Studi  :  Magister Matematika 
Judul Tesis  :  Ketunggalan Titik Tetap Untuk Pemetaan Pada  

 Ruang Metrik-푮 Lengkap 

Titik 푥 disebut titik tetap dari pemetaan 푓 jika dan hanya jika 푓(푥) = 푥, sebagai 
contoh jika pemetaan 푓 didefinisikan dengan 푓(푥) = 푥 − 3푥 + 4, maka 2 adalah 
titik tetap dari 푓 karena 푓(2) = 2. Ruang Metrik-푮 adalah pasangan (푋,퐺) dengan 
푋 adalah himpunan tak kosong dan 퐺 adalah metrik (jarak) pada 푋 (didefinisikan 
pada 푋 × 푋 ×  푋) dengan   퐺:푋 ×  푋 ×  푋 → 푅  sedemikian hingga untuk 
setiap 푥,푦, 푧,푎 ∈ 푋, memenuhi syarat berikut: 
(G1) 퐺(푥, 푦, 푧) = 0 jika 푥 = 푦 = 푧, (G2) 0 < 퐺(푥,푥, 푦) dengan 푥 ≠ 푦,               
(G3) 퐺(푥, 푥, 푦) ≤ 퐺(푥, 푦, 푧) dengan 푧 ≠ 푦,(G4) 퐺(푥, 푦, 푧) = 퐺(푥, 푧, 푦) =
퐺(푦, 푧,푥) = 퐺(푦,푥, 푧) = 퐺(푧, 푥, 푦) = 퐺(푧, 푦, 푥), (G5) 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎,푎) +
퐺(푎,푦, 푧). Ruang Metrik−푮 (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap jika setiap 
barisan  퐺-Cauchy di (푋,퐺)adalah 퐺-konvergen di (푋,퐺). Suatu pemetaan 푇:푋 →
푋 pada Ruang Metrik-푮 lengkap disebut pemetaan kontraktif jika terdapat konstanta 
푘, 0 ≤ 푘 < 1 sedemikian hingga 퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푧). Tidak semua 
pemetaan memiliki titik tetap. Dari hasil penelitian diperoleh sifat-sifat dari Ruang 
Metrik-푮 lengkap dan syarat cukup agar diperoleh ketunggalan titik tetap untuk 
pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-푮 lengkap. 
 
Kata kunci  :  Ketunggalan, titik tetap, kontraktif, Ruang Metrik-푮 lengkap 
ix+78 halaman;  
Daftar Pustaka : 7 (1999-2011) 
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ABSTRACT 

Name   :  Nurul Huda 
Study Program :  Magister Of Mathematics 
Judul Tesis  :  The Uniqueness of Fixed Point for Mapping 

   On Complete Metric-푮 Space 
 

Point 푥 is called a fixed point of the mapping 푓 if and only if  푓(푥) = 푥, for example 
if the mapping 푓 defined by 푓(푥) = 푥 − 3푥 + 4, then 2 is a fixed point of  푓 
because  푓(2) = 2. Metric-푮 Space is a pair (푋,퐺) where 푋 is a nonempty set and 
퐺 is a metric (distance) on 푋 (defined on 푋 × 푋 ×  푋) with  퐺:푋 ×  푋 ×  푋 → 푅  
such that for every 푥, 푦, 푧, 푎 ∈ 푋, satisfy the following requirement:(G1) 퐺(푥,푦, 푧) =
0 if 푥 = 푦 = 푧, (G2) 0 < 퐺(푥,푥,푦) for 푥 ≠ 푦,               (G3) 퐺(푥,푥, 푦) ≤ 퐺(푥, 푦, 푧) 
for 푧 ≠ 푦,(G4) 퐺(푥,푦, 푧) = 퐺(푥, 푧,푦) = 퐺(푦, 푧,푥) = 퐺(푦,푥, 푧) = 퐺(푧, 푥, 푦) =
퐺(푧, 푦,푥), (G5) 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧). Metric-푮 Space (푋,퐺) is a 
complete Metric-푮 Space if every 퐺-Cauchy sequence in  
(푋,퐺) is 퐺-convergent in (푋,퐺). A mapping 푇:푋 → 푋 on a complete Metric-푮 
Space is called contractive mapping if there are constants 푘, 0 ≤ 푘 < 1, such that 
퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푧)) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푧). Not every mapping has a fixed point, from the 
research results obtained by the properties of the complete Metric-푮 Space and 
sufficient condition in order to obtain uniqueness of fixed point for contractive 
mapping in complete Metric-푮 Space. 
  

 
Key words : Uniqueness, Fixed Point, Contractive, Complete Metric-푮 Space  
ix+78 pages;  
Bibliography : 7 (1999-2011) 
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BAB 1 
PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Seiring dengan perkembangan teknologi dalam era globalisasi saat ini, 

konsep-konsep matematika juga mengalami perkembangan. Hal ini dikarenakan 

munculnya berbagai masalah dan fenomena baik dunia nyata maupun abstrak 

yang semakin komplek, sehingga dibutuhkan pengembangan konsep-konsep 

matematis untuk menangani masalah-masalah tersebut. Sebagai contoh adalah 

teorema titik tetap. Titik 푥 ∈ 푋 disebut titik tetap dari pemetaan 푓 jika dan hanya 

jika 푓:푋 → 푋  dengan 푓(푥) = 푥. Sebagai contoh jika pemetaan 푓:푅 → 푅 

didefinisikan dengan 푓(푥) = 푥 − 3푥 + 4, maka 2 ∈ 푅 adalah sebuah titik tetap 

dari 푓 karena 푓(2) = 2. Tidak semua pemetaan memiliki titik tetap, sebagai 

contoh jika 푓:푅 → 푅  dengan 푓(푥) = 푥 + 1, maka 푓 tidak memiliki titik tetap. 

Penggunaan teorema titik tetap diantaranya untuk menentukan solusi dari sistem 

persamaan linear aljabar dan untuk menentukan solusi khusus persamaan 

differensial. 

Sejarah teorema titik tetap berawal dari masa kira-kira tahun 1500 SM di 

Mesopotamia. Pertama kali muncul adalah masalah bagaimana menentukan 

nilai 푥 yang memenuhi persamaan 푥 = 푎, untuk suatu 푎 bilangan asli. Sebagai 

contoh jika 푎 = 4 maka 푥 = 2.  Setelah itu muncul masalah lain yaitu untuk nilai 

푎 bilangan riil. Untuk memudahkan dalam penyelesaian, persamaan tersebut 

diubah dalam bentuk lain yaitu 푥 − 푎 = 0 yang selanjutnya ditulis menjadi 

푥 + 푥 − 푎 = 푥. Masalah terakhir tersebut yang kemudian melatarbelakangi 

munculnya masalah yang dikenal dengan Fixed Point Problem (FPP).  

Langkah-langkah untuk mendapatkan titik tetap adalah sebagai berikut: 

diambil sebarang titik 푥 , kemudian untuk mendapatkan nilai 푥 digunakan 

pendekatan 푥 = 푥 + 푥 − 푎, langkah akan berakhir jika nilai 푥   konvergen 

ke suatu titik 푥. Pada perkembangan selanjutnya muncul masalah yang lebih 

abstrak yaitu 푓(푥) = 푥 untuk sebarang 푓(푥) pemetaan dalam 푥, untuk 

menyelesaikan masalah tersebut lahirlah teorema titik tetap (fixed point theorem). 

Pada abad XIX seorang Matematikawan asal Prancis yang bernama H. 

Poincare (1854-1912) menemukan pendekatan titik tetap. Pada perkembangannya, 
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L.E.Y. Brouwer (1881-1966) seorang Matematikawan asal Belanda berhasil 

membuktikan titik tetap untuk pemetaan dengan domain dan kodomain berupa 

interval, persegi, piringan,  bola, dan titik tetap dalam dimensi-n. Pada masa 

berikutnya Spencer (1906-1980) berhasil membuktikan lemma kombinatorial 

pada penguraian segitiga yang sangat berguna dalam teorema titik tetap. Teorema 

ini telah banyak dikembangkan dalam analisis fungsional untuk menyelidiki 

ketunggalan titik tetap dari pemetaan-pemetaan dengan domain Ruang Metrik, 

Ruang hasil kali dalam, Ruang Bernorm, Ruang Hilbert, Ruang Banach serta 

perluasan pada masing-masing konsep ruang tersebut. (Suwarno, 2011) 

Pada awalnya diperkenalkan Metrik 푑 pada sebuah himpunan tidak 

kosong 푋, dan pasangan (푋,푑) disebut Ruang Metrik (Metric Space). Pada tahun 

enampuluhan Gahler memperkenalkan Metrik baru 푑∗ pada sebuah himpunan 

tidak kosong 푋 yang disebut Metrik-2 ( 2-Metric) dan pasangan (푋,푑∗) disebut 

Ruang Metrik-2 (2-Metric Space) . Pada tahun 1992 Led Baphure Dhage pada 

disertasinya memperkenalkan Metrik baru 퐷 pada himpunan tidak kosong 푋 yang 

disebut Metrik-푫 (퐷 − Metric) dan pasangan (푋,퐷) disebut Ruang Metrik-

푫(퐷-Metric Space). Pada tahun 2006 Zead Mustafa dan Brailey Sims 

memperkenalkan Metrik yang lebih baru lagi pada himpunan tidak kosong 푋 

yang disebut Metrik-푮 (퐺 − Metric ) dan pasangan (푋,퐺)disebut Ruang 

Metrik-푮(퐺- Metric Space). 

 Dengan adanya pengertian jarak (metrik), maka dalam Ruang Metrik 

(푋, 푑), (푋,푑∗), (푋,퐷), maupun (푋,퐺)  dapat ditinjau pengertian kekonvergenan 

suatu barisan dalam masing-masing Ruang Metrik tersebut.  Kemudian akan 

diperhatikan Ruang-ruang Metrik yang khusus, yaitu Ruang Metrik yang 

memiliki sifat istimewa yaitu Ruang Metrik yang lengkap. Selanjutnya akan 

diperhatikan pemetaan dari Ruang Metrik ke dirinya sendiri, maka timbul 

masalah keberadaannya titik tetap. Titik tetap adalah sebuah pemetaan dari 

Ruang Metrik ke dirinya sendiri, bisa ada atau tidak ada. Bila ada, bisa tunggal 

atau lebih dari satu. 
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1.2  Perumusan Masalah 

Masalah yang akan diteliti dalam penelitian tugas akhir ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Bagaimana sifat-sifat dari Ruang Metrik-푮 lengkap 

2. Apabila diberikan suatu pemetaan 푇 pada Ruang Metrik-푮 lengkap, syarat 

cukup apa yang harus dipenuhi agar pemetaan itu memiliki titik tetap tunggal 

pada Ruang Metrik-푮 lengkap. 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah : 

1. Membahas/ mengkaji sifat-sifat dari dari Ruang Metrik-푮 lengkap 

2. Membahas/ mengkaji  syarat cukup agar suatu pemetaan 푇 pada Ruang 

Metrik-푮 lengkap memiliki ketunggalan titik tetap pada Ruang Metrik-푮 

lengkap. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi dalam 

perkembangan matematika dibidang  matematika analisis terutama dalam 

penyelesaian masalah ketunggalan titik tetap. 

 

1.5 Batasan Penelitian 

Dalam penelitian tugas akhir ini, masalah yang akan diteliti dibatasi hanya 

pada konsep titik tetap dan pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-푮 lengkap. 

 

1.6  Metode Penelitian 

Penelitian ini dilakukan dengan mempelajari karya-karya ilmiah yang 

disajikan dalam bentuk buku, jurnal, makalah, tesis, disertasi ataupun artikel yang 

relevan dengan topik penelitian, kemudian berdasar konsep-konsep yang ada 

dilakukan pengembangan dari hasil yang sudah ada untuk pembuktikan teorema 

ketunggalan titik tetap pada Ruang Metrik-푮 lengkap. 
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BAB 2 
TINJAUAN PUSTAKA 

 
 

Dalam bab ini disajikan definisi-definisi tentang Ruang Metrik, 

Ruang Metrik-2, Ruang Metrik-푫, Ruang Metrik-푮, dan Pemetaan 

Kontraktif dan Pemetaan Ekspansif pada Ruang Metrik-푮, serta definisi 

Titik Tetap. 

2.1 Ruang Metrik (푿,풅) 

Disini akan diberikan definisi dan contoh dari Ruang Metrik (푋,푑) 

Definisi 2.1 (V.S. Pugachev and I.N. Sinitsyn, 1999)  

Ruang Metrik adalah pasangan (푋,푑) dengan 푋 adalah himpunan yang tidak 

kosong dan  푑:푋 × 푋 → 푅  adalah Metrik (jarak) pada 푋 sedemikian 

sehingga untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋, terpenuhi: 

(M1) 푑(푥, 푦) ≥ 0   dan  푑(푥, 푦) = 0 ⟺ 푥 = 푦 (Sifat Non Negatif) 

(M2) 푑(푥,푦) = 푑(푦, 푥) (Sifat Simetri)  

(M3) 푑(푥, 푧) ≤ 푑(푥,푦) + 푑(푦, 푧)  (Sifat Ketaksamaan Segitiga). 

Contoh: 

(1) 푑:푅 × 푅 → 푅  dengan 푑(푥, 푦) = |푥 − 푦| 

Maka dapat dibuktikan bahwa (푅, 푑) adalah Ruang Metrik, karena 

memenuhi sifat (M1), (M2) dan (M3). 

(M1) Jelas  푑(푥,푦) = |푥 − 푦| ≥ 0 ,∀ 푥,푦 ∈ 푅 

                    푑(푥, 푦) = |푥 − 푦| = |0| = 0 ⟺ 푥 = 푦  (Sifat non negatif) 

(M2) Karena 푑(푥, 푦) = |푥 − 푦| = |−(푦 − 푥)| = |푦 − 푥| = 푑(푦,푥) 

(Berdasarkan  sifat Nilai Mutlak) 

         Maka 푑(푥, 푦) = 푑(푦, 푥)  (Sifat Simetri) 

(M3) 푑(푥, 푧) ≤ 푑(푥, 푦) + 푑(푦, 푧) 

푑(푥, 푧) = |푥 − 푧| ≤ |푥 − 푦| + |푦 − 푧| = 푑(푥,푦) + 푑(푦,푧)  

Maka 푑(푥,푦) ≤ 푑(푥,푦) + 푑(푦, 푧)   (Sifat Ketaksamaan Segitiga) 

 (2) 푑:푅 × 푅 → 푅   dengan  

푑(푥, 푦) = (푥 − 푦 ) + (푥 − 푦 ) + ⋯+ (푥 − 푦 )   

 ∀푥 ∈ 푅  dan ∀푦 ∈ 푅  dengan 푥 =  (푥 ,푥 , … , 푥 )  

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA UI, 2012



5 
 

Universitas Indonesia 

                                                   dan 푦 = (푦 , 푦 , … , 푦 ) 

Maka (푅 ,푑) adalah sebuah Ruang Metrik. 

(3) 푋 himpunan tak kosong, 푑:푋 × 푋 → 푅  

dengan   푑(푥, 푦) = 0  ; 푥 = 푦 
1  ; 푥 ≠ 푦    ∀푥, 푦 ∈ 푋 

Maka (푋, 푑) adalah sebuah Ruang Metrik yang disebut Ruang Metrik 

Diskrit. 

 

2.2 Ruang Metrik-2  

Disini akan diberikan definisi dan contoh dari Ruang Metrik-2 

Definisi 2.2 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006) 

Misal 푋 adalah sebuah himpunan tak kosong, pemetaan 푑∗:푋 × 푋 ×  푋 →

푅  yang bersifat bahwa untuk semua 푥,푦, 푧,푎 ∈ 푋 berlaku: 

(A1) Untuk  푥, 푦 ∈ 푋, dengan 푥 ≠ 푦, terdapat 푧 ∈ 푋, sedemikian sehingga 

푑∗(푥,푦, 푧) ≠ 0 

(A2) 푑∗(푥,푦, 푧) = 0  jika 푥 = 푦 atau 푥 = 푧 atau 푦 = 푧 

(A3) 푑∗(푥, 푦, 푧) = 푑∗(푥,푧, 푦) = 푑∗(푦,푥, 푧) = 푑∗(푦, 푧, 푥) = 푑∗(푧, 푥,푦) =

푑∗(푧,푦, 푥) (Sifat Simetri) 

(A4) 푑∗(푥,푦, 푧) ≤ 푑∗(푥,푦,푎) + 푑∗(푥, 푎, 푧) + 푑∗(푎, 푦, 푧)  

Maka pemetaan 푑∗ disebut Metrik-2 pada 푋, dan pasangan (푋, 푑∗) disebut 

Ruang Metrik-2. 

Contoh:   

Ambil 푋 = {푥 ,푥 , 푥 } dan 

푑∗:푋 × 푋 × 푋 → 푅  sebagai berikut: 

Bila 푥 ∈ 푋, 푦 ∈ 푋 dan 푧 ∈ 푋 maka akan terbentuk segitiga 푥푦푧, dan 

definisikan 푑∗(푥, 푦,푧) = luas ⊿푥푦푧. 

Maka dapat dibuktikan bahwa pemetaan  푑∗ merupakan sebuah Metrik-2 dan 

(푋, 푑∗) adalah sebuah Ruang Metrik-2 . 

Bukti: 

Untuk menunjukkan bahwa pemetaan 푑∗ adalah sebuah Metrik-2 maka harus 

memenuhi 4 sifat yaitu (A1), (A2), (A3) dan (A4) . 
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(A1) Untuk  푥 ∈ 푋, 푦 ∈ 푋 dengan 푥 ≠ 푦, maka pasti terdapat 푧 ∈ 푋, 

sedemikian sehingga 푑∗(푥,푦, 푧) ≠ 0 

(A2)Jika 푥 = 푦 atau 푥 = 푧 atau 푦 = 푧 maka 푑∗(푥, 푦, 푧) = 0 

(A3) 푑∗(푥, 푦, 푧) = 푑∗(푥,푧, 푦) = 푑∗(푦,푥, 푧) = 푑∗(푦, 푧, 푥) = 푑∗(푧, 푥,푦) =

푑∗(푧,푦, 푥) (Sifat Simetri) 

(A4) 푑∗(푥,푦, 푧) ≤ 푑∗(푥,푦,푎) + 푑∗(푥, 푎, 푧) + 푑∗(푎, 푦, 푧)  untuk sembarang 

푎 ∈ 푋. 

Karena Sifat (A1), (A2), (A3) dan (A4) maka pemetaan  푑∗ merupakan 

sebuah Metrik-2 dan (푋, 푑∗) adalah sebuah Ruang Metrik-2 

 

2.3 Ruang Metrik-푫 

Disini akan diberikan definisi dan contoh dari Ruang Metrik-푫 

Definisi 2.3 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006) 

Bila 푋 adalah sebuah himpunan tidak kosong, pemetaan 퐷:푋 × 푋 ×  푋 →

푅   yang bersifat bahwa untuk semua 푥 ,푦, 푧,푎 ∈ 푋 berlaku:  

(D1) 퐷(푥,푦, 푧) = 0 jika dan hanya jika 푥 = 푦 = 푧 

(D2) 퐷(푥, 푦, 푧) = 퐷(푥, 푧,푦) = 퐷(푦,푥 , 푧) = 퐷(푦, 푧, 푥) = 퐷(푧,푥,푦) =

퐷(푧, 푦,푥) (Sifat Simetri) 

(D3) 퐷(푥,푦, 푧) ≤ 퐷(푥,푦, 푎) + 퐷(푥,푎, 푧) + 퐷(푎,푦, 푧)  

(D4) 퐷(푥, 푦,푦) ≤ 퐷(푥, 푧, 푧) + 퐷(푧,푦, 푦).  

Maka pemetaan 퐷 disebut Metrik-푫 pada 푋, dan pasangan (푋,퐷) disebut 

Ruang Metrik-푫. 

Contoh: 

(1) Misal (푋, 푑) adalah sebuah Ruang Metrik dan 퐷:푅 ×  푅 ×  푅 → 푅  

      dengan 퐷(푥,푦, 푧) = max{푑(푥,푦), 푑(푦, 푧),푑(푧, 푥)} untuk 푥 ∈ 푅, 푦 ∈ 푅,  

      푧 ∈ 푅 . 

      Maka dapat dibuktikan bahwa (푅,퐷) adalah Ruang Metrik-푫. 

Bukti:   

Untuk menunjukkan bahwa 퐷 adalah sebuah Metrik-푫, maka harus 

memenuhi 4 sifat yaitu (D1), (D2), (D3) dan (D4). 

(D1) 퐷(푥,푦, 푧) = 0  

⟺ 푑(푥,푦) = 푑(푦, 푧) = 푑(푧, 푥) = 0 
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⟺ 푥 = 푦 = 푧  (berdasarkan sifat (M1) 

(D2) 퐷(푥, 푦, 푧) = max {푑(푥,푦),푑(푦, 푧),푑(푧, 푥)} 

퐷(푥, 푧, 푦) = max {푑(푦, 푧),푑(푧,푦),푑(푦,푥)} 

퐷(푦, 푥, 푧) = max {푑(푦,푥),푑(푥, 푧), 푑(푧, 푦)} 

퐷(푦, 푧, 푥) = max {푑(푦, 푧),푑(푧,푥),푑(푥, 푦)} 

퐷(푧,푥, 푦) = max {푑(푧,푥),푑(푥, 푦),푑(푦, 푧)} 

퐷(푧,푦, 푥) = max {푑(푧, 푦),푑(푦,푥),푑(푥, 푧)}  

Maka berdasarkan sifat (M2) 퐷(푥, 푦, 푧) = 퐷(푥, 푧, 푦) = 퐷(푦,푥, 푧) =

퐷(푦, 푧, 푥) = 퐷(푧, 푥,푦) = 퐷(푧, 푦,푥) 

(Sifat Simetri) 

(D3) 퐷(푥,푦, 푧) = max {푑(푥,푦), 푑(푦, 푧),푑(푧, 푥)} 

퐷(푥,푦, 푎) = max {푑(푥,푦),푑(푦,푎), 푑(푎, 푥)} 

퐷(푥,푎, 푧) = max {푑(푥,푎), 푑(푎, 푧),푑(푧,푥)} 

퐷(푎,푦, 푧) = max {푑(푎,푦),푑(푦, 푧),푑(푧,푎)} 

Kemungkinan nilai 퐷(푥,푦, 푧) adalah  

(i) 퐷(푥,푦, 푧) = 푑(푥,푦) 

(ii) 퐷(푥,푦, 푧) = 푑(푦, 푧) 

(iii) 퐷(푥,푦, 푧) = 푑(푧,푥) 

Untuk (i) Berdasarkan sifat (M3)  

      푑(푥, 푦) ≤ 2푑(푥, 푦) = 푑(푥,푦) + (푑(푥,푎) + 푑(푎, 푦))  

                   ≤ 퐷(푥,푦, 푎) + 퐷(푥, 푎,푧) + 퐷(푎,푦, 푧)  

Dengan cara serupa dapat pula dibuktikan (D3) untuk (ii) dan (iii). 

Maka 퐷(푥, 푦, 푧) ≤ 퐷(푥, 푦, 푎) + 퐷(푥, 푎, 푧) + 퐷(푎,푦, 푧). 

Maka (D3) terbukti. 

(D4) Berdasarkan sifat (M1) dan (M2) diperoleh: 

퐷(푥,푦, 푦) = max {푑(푥, 푦),푑(푦, 푦),푑(푦, 푥)} = 푑(푥,푦) 

퐷(푥, 푧, 푧) = max {푑(푥, 푧), 푑(푧, 푧),푑(푧, 푥)} = 푑(푥, 푧) 

퐷(푧,푦, 푦) = max {푑(푧, 푦),푑(푦, 푦),푑(푦, 푧)} = 푑(푧, 푦) 

Berdasarkan sifat (M3) diperoleh: 

푑(푥, 푦) ≤ 푑(푥, 푧) + 푑(푧,푦)  

Maka 퐷(푥, 푦,푦) ≤ 퐷(푥, 푧, 푧) + 퐷(푧, 푦,푦).  

Maka (D4) terbukti. 
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Karena Sifat (D1), (D2), (D3) dan (D4) terpenuhi, maka 퐷 merupakan 

Metrik-푫, dan (푅,퐷) adalah sebuah Ruang Metrik-푫. 

(2) 푋 himpunan tak kosong, dengan 

퐷(푥,푦, 푧) = 0   ;푥 = 푦 = 푧
1   ;푥 ≠ 푦 ≠ 푧  untuk  푥, 푦, 푧 ∈ 푋  

Maka (푋,퐷) adalah Ruang Metrik-푫 

 

2.4  Ruang Metrik-푮  

Definisi 2.4 (H. Obiedat and Z. Mustafa, 2010) 

Bila 푋 adalah himpunan tak kosong, dan  퐺:푋 × 푋 ×  푋 → 푅  memenuhi 

syarat berikut, untuk semua 푥, 푦, 푧, 푎 ∈ 푋: 

(G1) 퐺(푥, 푦, 푧) = 0 jika 푥 = 푦 = 푧 

(G2) 퐺(푥, 푦, 푧) = 퐺(푥, 푧,푦) = 퐺(푦, 푧,푥) = 퐺(푦,푥, 푧) = 퐺(푧, 푥, 푦) =

퐺(푧,푦,푥)  (Sifat Simetri) 

(G3) 퐺(푥, 푥, 푦) > 0 untuk 푥 ≠ 푦 

(G4) 퐺(푥, 푥, 푦) ≤ 퐺(푥, 푦, 푧) untuk 푧 ≠ 푦 

 (G5) 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) untuk semua 푥,푦, 푧,푎 ∈ 푋  

 (Sifat Ketaksamaan Segiempat) 

Maka pemetaan 퐺 disebut Metrik-푮 pada 푋, dan pasangan (푋,퐺) di sebut 

Ruang Metrik-푮. 

Contoh: 

(1) Misalkan (푅,푑) adalah sebuah Ruang Metrik, dan 퐺:푅 × 푅 × 푅 → 푅  

dengan 퐺(푥, 푦, 푧) = 푑(푥,푦) + 푑(푦, 푧) + 푑(푧, 푥), untuk 푥,푦, 푧 ∈ 푋,  

maka dapat dibuktikan bahwa (푅,퐺) adalah sebuah Ruang Metrik-푮. 

Bukti: 

Untuk menunjukkan (푅,퐺) adalah sebuah Ruang Metrik-푮, maka akan 

ditunjukkan bahwa 퐺:푅 × 푅 × 푅 → 푅  memenuhi lima sifat yaitu (G1), 

(G2), (G3), (G4), dan (G5) 

(G1) Akan ditunjukkan bahwa 퐺(푥,푦, 푧) = 0 jika 푥 = 푦 = 푧 

Jika 푥 = 푦 = 푧 maka 퐺(푥, 푦, 푧) = 푑(푥,푦) + 푑(푦, 푧) + 푑(푧,푥) = 0  

(Berdasarkan (M1)) 

Maka   퐺(푥, 푦, 푧) = 0 jika 푥 = 푦 = 푧. 
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Maka (G1) terpenuhi. 

G2)  Akan ditunjukkan bahwa Sifat Simetri berlaku pada (푅,퐺) 

퐺(푥,푦, 푧) = 푑(푥, 푦) + 푑(푦, 푧) + 푑(푧, 푥)    

퐺(푥, 푧, 푦) = 푑(푥, 푧) + 푑(푧, 푦) + 푑(푦, 푧)   

퐺(푦, 푥, 푧) = 푑(푦,푥) + 푑(푥, 푧) + 푑(푧,푦)  

퐺(푦, 푧, 푥) = 푑(푦, 푧) + 푑(푧, 푥) + 푑(푥,푦)  

퐺(푧,푥, 푦) = 푑(푧, 푥) + 푑(푥, 푦) + 푑(푦, 푧)  

퐺(푧,푦, 푥) = 푑(푧, 푦) + 푑(푦,푥) + 푑(푥, 푧)   

Berdasarkan sifat (M2) 푑(푥,푦) = 푑(푦, 푥), 푑(푦, 푧) = 푑(푧,푥) dan 

 푑(푧, 푥) = 푑(푥, 푧) 

Maka diperoleh  퐺(푥, 푦, 푧) = 퐺(푥, 푧, 푦) = 퐺(푦, 푥, 푧) = 퐺(푦, 푧, 푥) 

                                            = 퐺(푧,푥 ,푦) = 퐺(푧, 푦,푥) . 

Jadi Sifat Simetri berlaku pada(푅,퐺). 

Jadi (G2) terpenuhi. 

(G3) Akan ditunjukkan 퐺(푥, 푥,푦) > 0 untuk 푥 ≠ 푦 

퐺(푥,푥,푦) = 푑(푥, 푥) + 푑(푥,푦) + 푑(푦,푥) = 2푑(푥,푦) 

Berdasarkan sifat (M1) dan (M2), maka 2푑(푥,푦) > 0, bila 푥 ≠ 푦 

Maka 퐺(푥, 푥,푦) > 0, bila 푥 ≠ 푦 

Jadi (G3) terpenuhi. 

(G4)  Akan ditunjukkan 퐺(푥,푥, 푦) ≤ 퐺(푥, 푦,푧) untuk 푧 ≠ 푦 

Berdasarkan sifat (M2) dan (M3) untuk 푧 ≠ 푦 diperoleh: 

퐺(푥,푥,푦) = 푑(푥, 푥) + 푑(푥,푦) + 푑(푦,푥) = 2 푑(푥, 푦) = 푑(푥,푦) +

푑(푦, 푥) ≤ 푑(푥, 푦) + 푑(푦, 푧) + 푑(푧,푥)  = 퐺(푥,푦, 푧). 

Maka 퐺(푥, 푥,푦) ≤ 퐺(푥,푦, 푧) untuk 푧 ≠ 푦. 

Jadi (G4) terpenuhi. 

(G5)  Akan ditunjukkan bahwa Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku  

pada (푅,퐺) 

퐺(푥,푦, 푧) = 푑(푥, 푦) + 푑(푦, 푧) + 푑(푧, 푥)   

퐺(푥,푎, 푎) = 푑(푥, 푎) + 푑(푎,푎) + 푑(푎, 푥) = 2푑(푥,푎)  sifat (M2) 

퐺(푎,푦, 푧) = 푑(푎, 푦) + 푑(푦, 푧) + 푑(푧, 푎)  

Berdasarkan sifat (M3) 푑(푥,푦) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푎, 푦) dan 푑(푧,푥) ≤

푑(푧, 푎) + 푑(푎,푥) 
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Maka 퐺(푥,푦, 푧) = 푑(푥,푦) + 푑(푦, 푧) + 푑(푧, 푥) ≤ 푑(푥,푎) +

푑(푎,푦) + 푑(푦, 푧) + (푑(푧, 푎) + 푑(푎, 푥) = 2푑(푥, 푎) + 푑(푎, 푦) +

푑(푦, 푧) + 푑(푧,푎) 

≤ 퐺(푥, 푎,푎) + 퐺(푎, 푦, 푧) . 

Maka 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) 

Maka Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku pada (푅,퐺) 

Maka (G5) terpenuhi. 

Karena sifat (G1), (G2), (G3), (G4) dan (G5) terpenuhi, maka 퐺:푅 × 푅 ×

푅 → 푅 adalah sebuah Metrik-푮 dan (푅,퐺) merupakan Ruang Metrik-푮. 

 

(2) Misalkan (푋,푑) ruang sebuah Ruang Metrik, dan 퐺:푅 × 푅 × 푅 → 푅  

       dengan 퐺(푥, 푦, 푧) = max {푑(푥, 푦),푑(푦, 푧),푑(푥, 푧)}  untuk 푥, 푦, 푧 ∈ 푅. 

       Maka dapat dibuktikan bahwa (푅,퐺) adalah Ruang Metrik-푮. 

       Bukti: 

Untuk menunjukkan (푅,퐺) adalah sebuah Ruang Metrik-푮, maka akan 

ditunjukkan bahwa 퐺:푅 × 푅 × 푅 → 푅  memenuhi lima sifat yaitu (G1), 

(G2), (G3), (G4), dan (G5) 

(G1) Akan ditunjukkan bahwa 퐺(푥,푦, 푧) = 0 jika 푥 = 푦 = 푧 

Jika 푥 = 푦 = 푧 maka 퐺(푥, 푦, 푧) = max{푑(푥, 푦),푑(푦, 푧),푑(푧,푥)} = 0  

(Berdasarkan (M1)) 

Maka   퐺(푥, 푦, 푧) = 0 jika 푥 = 푦 = 푧. 

Maka (G1) terpenuhi. 

(G2) Akan ditunjukkan bahwa Sifat Simetri berlaku pada (푅,퐺) 

퐺(푥,푦, 푧) = max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧),푑(푧,푥)}   

퐺(푥, 푧, 푦) = max{푑(푥, 푧),푑(푧,푦), 푑(푦, 푧)}  

퐺(푦, 푥, 푧) = max{푑(푦, 푥),푑(푥, 푧),푑(푧, 푦)}  

퐺(푦, 푧, 푥) = max{푑(푦, 푧),푑(푧,푥),푑(푥, 푦)}  

퐺(푧,푥, 푦) = max{푑(푧,푥),푑(푥,푦),푑(푦, 푧)}  

퐺(푧,푦, 푥) = max{푑(푧,푦),푑(푦,푥),푑(푥, 푧)}   

Berdasarkan sifat (M2) 푑(푥,푦) = 푑(푦, 푥), 푑(푦, 푧) = 푑(푧,푥) dan 

                             푑(푧, 푥) = 푑(푥, 푧) 

Maka diperoleh  퐺(푥, 푦, 푧) = 퐺(푥, 푧, 푦) = 퐺(푦, 푥, 푧) = 퐺(푦, 푧, 푥) 
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                                            = 퐺(푧,푥 ,푦) = 퐺(푧, 푦,푥) . 

Jadi Sifat Simetri berlaku pada(푅,퐺). 

Jadi (G2) terpenuhi. 

(G3) Akan ditunjukkan 퐺(푥, 푥,푦) > 0 untuk 푥 ≠ 푦 

퐺(푥,푥,푦) = max{푑(푥,푥),푑(푥, 푦),푑(푦, 푥)} = 푑(푥,푦) 

Berdasarkan sifat (M1) dan (M2), maka 푑(푥, 푦) > 0, bila 푥 ≠ 푦 

Maka 퐺(푥, 푥,푦) > 0, bila 푥 ≠ 푦 

Jadi (G3) terpenuhi. 

(G4)  Akan ditunjukkan 퐺(푥,푥, 푦) ≤ 퐺(푥, 푦,푧) untuk 푧 ≠ 푦 

Berdasarkan sifat (M2) dan (M3) untuk 푧 ≠ 푦 diperoleh: 

퐺(푥,푥,푦) = max{푑(푥,푥),푑(푥, 푦),푑(푦, 푥)} = 푑(푥,푦)  

퐺(푥,푦, 푧) = max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧),푑(푧,푥)}       

Untuk 푧 ≠ 푦 kemungkinan nilai 퐺(푥,푦, 푧) adalah: 

(i) max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧), 푑(푧, 푥)} = 푑(푥, 푦) 

(ii) max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧), 푑(푧, 푥)} = 푑(푦, 푧) 

(iii) max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧), 푑(푧, 푥)} = 푑(푧, 푥) 

Untuk (i) 퐺(푥,푥 ,푦) = 푑(푥, 푦) 

퐺(푥,푦, 푧) = 푑(푥,푦)  

Maka 푑(푥,푦) ≤ 푑(푥,푦) 

Maka 퐺(푥,푥 ,푦) ≤ 퐺(푥,푦, 푧) 

Untuk (ii) Karena 푧 ≠ 푦 maka 푑(푦, 푧) ≠ 0 

퐺(푥,푥, 푦) = 푑(푥, 푦)  

퐺(푥,푦, 푧) = 푑(푦, 푧)  

Maka 푑(푥,푦) ≤ 푑(푦, 푧) 

Maka 퐺(푥,푥 ,푦) ≤ 퐺(푥,푦, 푧) 

Untuk (iii) 퐺(푥,푥, 푦) = 푑(푥, 푦)  

퐺(푥,푦, 푧) = 푑(푧,푥)  

Maka 푑(푥,푦) ≤ 푑(푧,푥) 

Maka 퐺(푥,푥 ,푦) ≤ 퐺(푥,푦, 푧). 

Maka (G4) terpenuhi. 

(G5)  Akan ditunjukkan bahwa Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku  

pada (푅,퐺) 
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퐺(푥,푦, 푧) = max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧),푑(푧,푥)}   

퐺(푥,푎, 푎) = max{푑(푥,푎), 푑(푎, 푎),푑(푎,푥)} = 푑(푥, 푎)  sifat (M2) 

퐺(푎,푦, 푧) = max{푑(푎,푦),푑(푦, 푧),푑(푧,푎)}  

Kemungkinan nilai 퐺(푥,푦, 푧) adalah: 

(i) max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧), 푑(푧, 푥)} = 푑(푥, 푦) 

(ii) max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧), 푑(푧, 푥)} = 푑(푦, 푧) 

(iii) max{푑(푥,푦),푑(푦, 푧), 푑(푧, 푥)} = 푑(푧, 푥) 

Kemungkinan nilai 퐺(푎,푦, 푧) adalah: 

(iv) max{푑(푎,푦), 푑(푦,푧), 푑(푧, 푎)} = 푑(푎, 푦) 

(v) max{푑(푎,푦), 푑(푦,푧), 푑(푧, 푎)} = 푑(푦, 푧) 

(vi) max{푑(푎,푦), 푑(푦,푧), 푑(푧, 푎)} = 푑(푧, 푎) 

Untuk (i) dan (iv) Berdasarkan sifat (M3) 

푑(푥, 푦) ≤ 푑(푥, 푎) + 푑(푎,푦)  

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) 

Untuk (i) dan (v) Berdasarkan sifat (M3) 

푑(푥, 푦) ≤ 푑(푥, 푎) + 푑(푎,푦)  

Maka 푑(푥,푦) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푦, 푧) , karena 푑(푎,푦) ≤ 푑(푦, 푧) 

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) 

Untuk (i) dan (vi) Berdasarkan sifat (M3) 

푑(푥, 푦) ≤ 푑(푥, 푎) + 푑(푎,푦)  

Maka 푑(푥,푦) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푧, 푎) , karena 푑(푎,푦) ≤ 푑(푧,푎) 

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧). 

Untuk (ii) dan (iv) Berdasarkan sifat (M3) 

푑(푥, 푦) ≤ 푑(푥, 푎) + 푑(푎,푦)  

Maka 푑(푦, 푧) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푎, 푦) , karena 푑(푥,푦) ≤ 푑(푦, 푧) 

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) 

Untuk (ii) dan (v) Berdasarkan sifat (M3) 

푑(푥, 푦) ≤ 푑(푥, 푎) + 푑(푎,푦)  

Maka 푑(푦, 푧) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푦, 푧) , karena 푑(푥,푦) ≤ 푑(푦, 푧)  

                                                               dan 푑(푎,푦) ≤ 푑(푦, 푧) 

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) 

Untuk (ii) dan (vi) Berdasarkan sifat (M3) 
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푑(푥, 푦) ≤ 푑(푥, 푎) + 푑(푎,푦)  

Maka 푑(푦, 푧) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푎, 푧), karena 푑(푥,푦) ≤ 푑(푦, 푧)  

                                                               dan 푑(푎,푦) ≤ 푑(푎, 푧) 

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧). 

Untuk (iii) dan (iv) Berdasarkan sifat (M3) 

푑(푥, 푧) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푎, 푧)  

Maka 푑(푥,푧) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푎, 푦) , karena 푑(푎, 푧) ≤ 푑(푎, 푦) 

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) 

Untuk (iii) dan (v) Berdasarkan sifat (M3) 

푑(푥, 푧) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푎, 푧)  

Maka 푑(푥,푧) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푦, 푧) , karena 푑(푎, 푧) ≤ 푑(푦, 푧) 

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) 

Untuk (iii) dan (vi) Berdasarkan sifat (M3) 

푑(푥, 푧) ≤ 푑(푥,푎) + 푑(푎, 푧)  

Diperoleh 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧). 

Maka (G5) terpenuhi. 

Karena sifat (G1), (G2), (G3), (G4) dan (G5) terpenuhi, maka 퐺:푅 × 푅 ×

푅 → 푅 adalah sebuah Metrik-푮 dan (푅,퐺) merupakan Ruang Metrik-푮. 

(3) Misal 푋 = {푎, 푏, 푐} 

퐺:푋 × 푋 × 푋 → 푅   

dengan 퐺(푥, 푦, 푧) = 0 jika 푥 = 푦 = 푧 

퐺(푎,푏,푏) = 퐺(푏, 푎,푏) = 퐺(푏,푏, 푎) = 퐺(푏,푎, 푎)  

= 퐺(푎, 푏,푎) = (푎, 푎, 푏) = 22,   

퐺(푎, 푐, 푐) = 퐺(푐,푎, 푐) = 퐺(푐, 푐,푎) = 퐺(푐,푎, 푎)  

= 퐺(푎, 푐,푎) = 퐺(푎,푎, 푐) = 27,   

퐺(푏, 푐, 푐) = 퐺(푐,푏, 푐) = 퐺(푐, 푐,푏) = 퐺(푐, 푏,푏)  

= 퐺(푏, 푐,푏) = 퐺(푏,푏, 푐) = 30,   

퐺(푎,푏, 푐) = 퐺(푎, 푐,푏) = 퐺(푏, 푎, 푐) = 퐺(푏, 푐, 푎)  

= 퐺(푐, 푎,푏) = 퐺(푐,푏, 푎) = 35,  

Maka dapat dibuktikan bahwa (푋,퐺) adalah sebuah Ruang Metrik-푮. 
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Bukti: 

Untuk menunjukkan (푋,퐺) adalah sebuah Ruang Metrik-푮, maka akan 

ditunjukkan bahwa 퐺:푋 × 푋 × 푋 → 푅  memenuhi lima sifat yaitu (G1), 

(G2), (G3), (G4), dan (G5) 

(G1)  Akan ditunjukkan jika 푥 = 푦 = 푧 maka 퐺(푥, 푦, 푧) = 0 

Jika 푥 = 푦 = 푧 , maka 퐺(푥,푦, 푧) = 0 jika (diketahui) 

Maka (G1) terpenuhi. 

(G2) Akan ditunjukkan bahwa Sifat Simetri berlaku pada (푋,퐺)   

퐺(푎,푏, 푐) = 퐺(푎, 푐, 푏) = 퐺(푏, 푎, 푐) = 퐺(푏, 푐, 푎) = 퐺(푐, 푎,푏)  

                  = 퐺(푐,푏, 푎) = 35  

Maka 퐺(푥, 푦, 푧) = 퐺(푥, 푧,푦) = 퐺(푦,푧, 푥) = 퐺(푦, 푥, 푧) = 퐺(푧,푥,푦) 

                              = 퐺(푧,푦,푥)   

Maka Sifat Simetri berlaku pada (푋,퐺)  

Jadi (G2) terpenuhi. 

(G3) Akan ditunjukkan 퐺(푥,푥, 푦) > 0 untuk 푥 ≠ 푦. 

Untuk 푥 ≠ 푦, diperoleh: 

퐺(푎,푎, 푏) = 22 > 0  

퐺(푎,푎, 푐) = 27 > 0   

퐺(푏,푏,푎) = 22 > 0  

퐺(푏,푏, 푐) = 30 > 0  

퐺(푐, 푐, 푎) = 27 > 0  

퐺(푐, 푐, 푏) = 30 > 0  

Maka 퐺(푥, 푥,푦) > 0 , untuk 푥 ≠ 푦 

Maka (G3) terpenuhi. 

(G4) Akan ditunjukkan 퐺(푥,푥, 푦) ≤ 퐺(푥, 푦, 푧) untuk 푧 ≠ 푦 

Untuk 푧 ≠ 푦, diperoleh: 

퐺(푎,푎, 푏) = 22 ≤ 퐺(푎, 푏, 푐) = 35  

퐺(푎,푎, 푏) = 22 ≤ 퐺(푎, 푏,푎) = 22  

퐺(푎,푎, 푐) = 27 ≤ 퐺(푎, 푐,푎) = 27  

퐺(푎,푎, 푐) = 27 ≤ 퐺(푎, 푐,푏) = 35  

퐺(푏,푏,푎) = 22 ≤ 퐺(푏,푎, 푐) = 35  

퐺(푏,푏,푎) = 22 ≤ 퐺(푏,푎,푏) = 22  
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퐺(푏,푏, 푐) = 30 ≤ 퐺(푏, 푐,푎) = 35  

퐺(푏,푏, 푐) = 30 ≤ 퐺(푏, 푐,푏) = 30  

퐺(푐, 푐, 푎) = 27 ≤ 퐺(푐,푎, 푏) = 35  

퐺(푐, 푐, 푎) = 27 ≤ 퐺(푐,푎, 푐) = 27  

퐺(푐, 푐, 푏) = 30 ≤ 퐺(푐, 푏, 푎) = 35  

퐺(푐, 푐, 푏) = 30 ≤ 퐺(푐, 푏, 푐) = 30  

Maka 퐺(푥, 푥,푦) ≤ 퐺(푥,푦, 푧) untuk 푧 ≠ 푦 

Maka (G4) terpenuhi. 

 (G5) Akan ditunjukkan Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku pada (푋,퐺) 

퐺(푎,푏, 푐) = 35 ≤ 퐺(푎,푎,푎) + 퐺(푎,푏, 푐) = 35  

퐺(푎,푏, 푐) = 35 ≤ 퐺(푎,푏, 푏) + 퐺(푏,푏, 푐) = 22 + 30 = 52  

퐺(푎,푏, 푐) = 35 ≤ 퐺(푎, 푐, 푐) + 퐺(푐, 푏, 푐) = 27 + 30 = 57  

퐺(푎, 푐,푏) = 35 ≤ 퐺(푎,푎,푎) + 퐺(푎, 푐,푏) = 35  

퐺(푎, 푐,푏) = 35 ≤ 퐺(푎,푏, 푏) + 퐺(푏, 푐,푏) = 22 + 30 = 52  

퐺(푎, 푐,푏) = 35 ≤ 퐺(푎, 푐, 푐) + 퐺(푐, 푐, 푏) = 27 + 30 = 57  

퐺(푏,푎, 푐) = 35 ≤ 퐺(푏,푎, 푎) + 퐺(푎,푎, 푐) = 22 + 27 = 49  

퐺(푏,푎, 푐) = 35 ≤ 퐺(푏,푏, 푏) + 퐺(푏,푎, 푐) = 35  

퐺(푏,푎, 푐) = 35 ≤ 퐺(푏, 푐, 푐) + 퐺(푐, 푎, 푐) = 30 + 27 = 57  

퐺(푏, 푐,푎) = 35 ≤ 퐺(푏,푎, 푎) + 퐺(푎, 푐,푎) = 22 + 27 = 49  

퐺(푏, 푐,푎) = 35 ≤ 퐺(푏,푏, 푏) + 퐺(푏, 푐,푎) = 35  

퐺(푏, 푐,푎) = 35 ≤ 퐺(푏, 푐, 푐) + 퐺(푐, 푐, 푎) = 30 + 27 = 57  

퐺(푐,푎,푏) = 35 ≤ 퐺(푐, 푎,푎) + 퐺(푎, 푎,푏) = 27 + 22 = 49  

퐺(푐,푎,푏) = 35 ≤ 퐺(푐, 푏,푏) + 퐺(푏, 푎,푏) = 30 + 22 = 52  

퐺(푐,푎,푏) = 35 ≤ 퐺(푐, 푐, 푐) + 퐺(푐,푎, 푏) = 35  

퐺(푐,푏,푎) = 35 ≤ 퐺(푐, 푎,푎) + 퐺(푎, 푏,푎) = 27 + 22 = 49  

퐺(푐,푏,푎) = 35 ≤ 퐺(푐, 푏,푏) + 퐺(푏, 푏,푎) = 30 + 22 = 52  

퐺(푐,푏,푎) = 35 ≤ 퐺(푐, 푐, 푐) + 퐺(푐,푏, 푎) = 35  

Maka 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧) untuk semua 푥,푦, 푧,푎 ∈ 푋  

Maka Sifat Ketaksamaan Segiempat berlaku pada (푋,퐺) 

Jadi (G5) terpenuhi. 

Karena sifat (G1), (G2), (G3), (G4) dan (G5) terpenuhi, maka 퐺:푋 × 푋 ×

푋 → 푅 adalah sebuah Metrik-푮 dan (푋,퐺) merupakan Ruang Metrik-푮. 
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Definisi 2.5 (Z. Mustafa, H. Obiedat and F. Awawdeh, 2008) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮, maka (푋,퐺) disebut Simetri jika 

퐺(푥,푦,푦) = 퐺(푥,푥,푦) untuk setiap 푥,푦 ∈ 푋. 

 

2.5 Pemetaan Kontraktif dan Pemetaan Ekspansif 

2.5.1 Pemetaan Kontraktif 

Definisi 2.6 (Suwarno, 2011) 

Bila(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 dan 푇:푋 → 푋 adalah pemetaan. Maka 푇 

disebut Pemetaan Kontraktif jika terdapat konstanta 푘, 0 ≤ 푘 < 1 sehingga 

퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푧)) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푧) .  

Secara geometri, hal ini berarti bahwa jarak antara peta dari 푥, 푦 dan 푧,  

jaraknya lebih dekat dari jarak antara 푥, 푦 dan 푧 itu sendiri. 

Contoh:  

Misal pada Ruang Metrik-푮 (푋,퐺), didefinisikan  

pemetaan 퐺(푥,푦, 푧) =  max{|푥 − 푦|, |푦 − 푧|, |푥 − 푧|}   

dan 푇: (푋,퐺) → (푋,퐺) 

dengan  푇(푥) =
푥          ; 0 ≤ 푥 <

푥       ; ≤ 푥 ≤ 1
 

untuk  푋 = [0,1] 

Maka  푇 adalah Pemetaan Kontraktif pada Ruang Metrik-푮 (푋,퐺). 

 

2.5.1 Pemetaan Ekspansif 

Definisi 2.7 (Z. Mustafa, F. Awawdeh and W. Shatanawi, 2010) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 dan 푇:푅 → 푅 adalah pemetaan. Maka 푇 

disebut Pemetaan Ekspansif jika terdapat konstanta 푎, 푎 ≥ 1 sedemikian 

hingga 퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푧)) ≥ 푎퐺(푥,푦, 푧).  

Contoh: 

Misal pada Ruang Metrik-푮 (푅,퐺), didefinisikan  

Pemetaan 퐺(푥, 푦, 푧) =  max{|푥 − 푦|, |푦 − 푧|, |푥 − 푧|}   

dan 푇: (푅,퐺) → (푅,퐺) 
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dengan  푇(푥) = 5푥         ; 푥 ≤ 3
5푥 + 2 ; 푥 > 3 

Maka  푇 adalah Pemetaan Ekspansif pada Ruang Metrik-푮 (푅,퐺). 

 

2.6 Titik Tetap 

Definisi 2.8 (Suwarno, 2011) 

Pemetaan 푇:푋 → 푋 disebut mempunyai Titik Tetap 푥 jika 푇(푥) = 푥. 

Contoh: 

푇(푥) = 푥 − 3푥 + 4,  

Maka 2 adalah Titik Tetap dari 푇(푥) karena 푇(2) = 2.  
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BAB 3 
PEMBAHASAN 

 
3.1 Sifat-Sifat Ruang Metrik-푮 Lengkap 

Berikut akan dijabarkan sifat-sifat dari Ruang Metrik-푮 lengkap 

Proposisi 3.1.1  (Z. Mustafa and B. Sims, 2006) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮, maka untuk semua 푥, 푦, 푧, 푎 ∈ 푋 berlaku: 

(1) Jika 퐺(푥,푦, 푧) = 0 maka 푥 = 푦 = 푧 

(2) 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푥, 푦) + 퐺(푥, 푥, 푧) 

(3) 퐺(푥,푦, 푦) ≤ 2퐺(푦, 푥, 푥) 

(4) 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푎, 푧) + 퐺(푎, 푦, 푧) 

(5) 퐺(푥,푦, 푧) ≤ (퐺(푥,푦, 푎) + 퐺(푥,푎, 푧) + 퐺(푎, 푦, 푧)) 

(6) 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푎, 푎) + 퐺(푦,푎,푎) + 퐺(푧, 푎, 푎) 

(7) |퐺(푥,푦, 푧)− 퐺(푥,푦,푎)| ≤ max  {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧,푎, 푎)} 

(8) |퐺(푥,푦, 푧)− 퐺(푥,푦,푎)| ≤ 퐺(푥,푎, 푧) 

(9) |퐺(푥,푦, 푧)− 퐺(푦, 푧, 푧)| ≤ max  {퐺(푥, 푧, 푧),퐺(푧,푥, 푥)} 

(10) |퐺(푥,푦, 푦)− 퐺(푦, 푥,푥)| ≤ max  {퐺(푦, 푥, 푥),퐺(푥,푦, 푦)}  .                                                       

Bukti: 

(1) Akan dibuktikan jika 퐺(푥,푦, 푧) = 0  maka 푥 = 푦 = 푧. 

Bukti: 

Misalkan 푥 = 푦 = 푧  tidak benar. 

Maka kemungkinan yang ada adalah: 

(i) 푥 ≠ 푦, 푥 = 푧,  dan 푦 ≠ 푧 

(ii) 푥 ≠ 푦, 푥 ≠ 푧,  dan 푦 = 푧 

(iii) 푥 ≠ 푦, 푥 ≠ 푧,  dan 푦 ≠ 푧 

(iv) 푥 = 푦, 푥 ≠ 푧,  dan 푦 ≠ 푧 

Jika (i) atau (iii) yang terjadi, maka 

berdasarkan sifat (G3)  푥 ≠ 푦 → 퐺(푥, 푥, 푦) > 0   

berdasarkan sifat (G4) 푦 ≠ 푧 → 퐺(푥,푥,푦) ≤ 퐺(푥,푦, 푧)   

Jadi 퐺(푥,푦, 푧) > 0 

Ini bertentangan dengan 퐺(푥, 푦, 푧) = 0 

Maka (i) dan (iii) tidak mungkin terjadi. 
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Jika (ii) yang terjadi, maka 

berdasarkan sifat (G3) 푥 ≠ 푦 → 퐺(푦,푦, 푥) > 0     

berdasarkan sifat (G4) 푥 ≠ 푧 → 퐺(푦,푦, 푥) ≤ 퐺(푦, 푥, 푧)   

berdasarkan sifat (G2) 퐺(푦, 푥, 푧) = 퐺(푥,푦, 푧)  

Maka 퐺(푥, 푦, 푧) > 0 

Ini bertentangan dengan 퐺(푥, 푦, 푧) = 0 

Maka (ii) tidak mungkin terjadi. 

Jika (iv) yang terjadi, maka 

berdasarkan sifat (G3) 푥 ≠ 푧 → 퐺(푥, 푥, 푧) > 0     

berdasarkan sifat (G4) 푦 ≠ 푧 → 퐺(푥,푥, 푧) ≤ 퐺(푥, 푧, 푦)   

berdasarkan sifat (G2) 퐺(푥, 푧,푦) = 퐺(푥,푦, 푧)  

Maka 퐺(푥, 푦, 푧) > 0 

Ini bertentangan dengan 퐺(푥, 푦, 푧) = 0 

Maka (iv) tidak mungkin terjadi. 

Jadi terbukti bahwa yang mungkin terjadi adalah 푥 = 푦 = 푧. 

Terbukti. 

(2) Akan dibuktikan 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푥, 푦) + 퐺(푥, 푥, 푧) 

Bukti: 

Berdasarkan sifat (G5) untuk sembarang 푥 ,푦, 푧 dan 푎 di 푋 

berlaku 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎,푎) + 퐺(푎,푦, 푧) 

Maka dengan mengambil 푥 sebagai 푎 dan 푦, 푦 sebagai 푥, dan 푧 tetap, 

diperoleh: 퐺(푦,푥, 푧) ≤ 퐺(푦, 푥,푥) + 퐺(푥,푥, 푧) 

Dan berdasarkan sifat (G2) diperoleh: 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푥,푦) + 퐺(푥,푥 , 푧). 

Terbukti. 

(3) Akan dibuktikan  퐺(푥, 푦,푦) = 2퐺(푦,푥,푥) 

Bukti: 

Berdasarkan sifat (G5) untuk sembarang 푥 ,푦, 푧 dan 푎 di 푋 berlaku 

퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푎, 푎) + 퐺(푎,푦, 푧)  

Maka dengan mengambil 푦 sebagai 푧 dan 푥, dan 푥 sebagai 푦 dan 푎,  

diperoleh:  퐺(푦, 푥,푦) ≤ 퐺(푦,푥, 푥) + 퐺(푥,푥,푦)    

Dan berdasarkan sifat (G2) diperoleh:  퐺(푥,푦, 푦) ≤ 2퐺(푦,푥, 푥). 

Terbukti. 
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(4) Akan dibuktikan  퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푧) + 퐺(푎, 푦, 푧) 

Bukti: 

Berdasarkan sifat (G5) untuk sembarang 푥 ,푦, 푧 dan 푎 di 푋 

berlaku 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎,푎) + 퐺(푎,푦, 푧)          

Sedangkan dari (G2) 퐺(푥,푎, 푎) = 퐺(푎, 푎, 푥) 

Dan berdasarkan sifat (G4) diperoleh:  퐺(푎,푎, 푥) ≤ 퐺(푎,푥, 푧) untuk 푧 ≠ 푥 

Maka 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푧) + 퐺(푎,푦, 푧)  untuk 푧 ≠ 푥 . 

Bila 푧 = 푥, 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푎, 푥) + 퐺(푎,푦, 푥). 

Terbukti. 

(5) Akan dibuktikan  퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푦,푎) + 퐺(푥, 푎, 푧) + 퐺(푎, 푦, 푧)  

Bukti: 

Berdasarkan sifat (4) diperoleh:     

퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푎, 푦, 푧) + 퐺(푥, 푎, 푧)    

퐺(푦, 푧, 푥) ≤ 퐺(푎, 푧,푥) + 퐺(푦, 푎,푥)  

퐺(푧,푥, 푦) ≤ 퐺(푎, 푥, 푦) + 퐺(푧, 푎,푦)  

Berdasarkan sifat (G2) diperoleh: 

퐺(푦, 푎, 푥) = 퐺(푎, 푥,푦) = 퐺(푥,푦, 푎)  

퐺(푎, 푧, 푥) = 퐺(푥, 푎, 푧) dan 퐺(푎,푦, 푧) 

Maka 3퐺(푥,푦, 푧) ≤ 2(퐺(푥, 푦, 푎) + 퐺(푥,푎, 푧) + 퐺(푎, 푦, 푧)) 

Jadi 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푦,푎) + 퐺(푥,푎, 푧) + 퐺(푎,푦, 푧) . 

Terbukti. 

(6) Akan dibuktikan  퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎,푎) + 퐺(푦,푎,푎) + 퐺(푧, 푎,푎) 

Bukti: 

Berdasarkan sifat (G5) untuk sembarang 푥 ,푦, 푧 dan 푎 di 푋 

berlaku 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푎,푎) + 퐺(푎, 푦, 푧)   

Berdasarkan sifat (G2) diperoleh: 퐺(푎,푦, 푧) = 퐺(푦, 푎, 푧)    

Berdasarkan sifat (G5) diperoleh:  퐺(푦, 푎, 푧) ≤ 퐺(푦,푎, 푎) + 퐺(푎,푎, 푧)  

Berdasarkan sifat (G2) diperoleh:  퐺(푎, 푎, 푧) = 퐺(푧,푎,푎) 

Maka 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푎, 푎) + 퐺(푦,푎, 푎) + 퐺(푧,푎, 푎) 

Terbukti. 
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(7) Akan dibuktikan  |퐺(푥, 푦, 푧) − 퐺(푥, 푦,푎)| ≤ max {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧, 푎,푎)} 

Bukti: 

Berdasarkan sifat nilai mutlak yang akan dibuktikan akan terbukti bila dapat 

dibuktikan: 

−max  {퐺(푎, 푧,푧),퐺(푧, 푎, 푎)} ≤  퐺(푥,푦, 푧)− 퐺(푥, 푦,푎)  

≤ max {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧,푎, 푎)}  

Atau 퐺(푥, 푦,푎) − max  {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧, 푎,푎)} ≤ 퐺(푥, 푦, 푧)  

≤ 퐺(푥,푦, 푎) +  max {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧, 푎, 푎)}  

Sedangkan disini terdapat 2 kasus: 

(i) max {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧, 푎,푎)} = 퐺(푎, 푧, 푧) 

(ii) max {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧, 푎,푎)} = 퐺(푧, 푎,푎)  

Untuk kasus (i) harus dibuktikan: 

(ia) 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푦,푎) + 퐺(푎, 푧, 푧) dan 

(ib) 퐺(푥,푦,푎) ≤ 퐺(푥, 푦, 푧) + 퐺(푎, 푧, 푧) 

Untuk (ia) harus dibuktikan 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푦, 푎) + 퐺(푧,푎, 푎)  

Berdasarkan sifat (G5) 퐺(푧, 푥, 푦) ≤ 퐺(푧, 푎,푎) + 퐺(푎, 푥, 푦) 

Berdasarkan sifat (G2) dapat diperoleh: 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푧, 푎,푎) + 퐺(푥,푦,푎)  

Sedangkan untuk kasus (i) 퐺(푧, 푎,푎) ≤ 퐺(푎, 푧, 푧) 

Jadi 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푎, 푧, 푧) + 퐺(푥, 푦,푎)  atau 

(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥,푦, 푎) + 퐺(푎,푧, 푧)  

Jadi (ia) terbukti. 

Untuk (ib) gunakan sifat (G5) 퐺(푎, 푥, 푦) ≤ 퐺(푎, 푧, 푧) + 퐺(푧,푥 ,푦)  

Maka berdasarkan sifat (G2) diperoleh: 퐺(푥,푦, 푎) ≤ 퐺(푎, 푧, 푧) + 퐺(푥, 푦, 푧)  

atau 퐺(푥, 푦,푎) ≤ 퐺(푥, 푦, 푧) + 퐺(푎, 푦, 푧) 

Jadi (ib) terbukti. 

Dengan demikian kasus (i) telah terbukti. 

Untuk kasus (ii) harus dibuktikan: 

(iia) 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푦,푎) + 퐺(푧, 푎,푎) dan 

(iib) 퐺(푥, 푦,푎) ≤ 퐺(푥,푦, 푧) + 퐺(푧,푎, 푎) 

Untuk (iia) gunakan sifat (G5) pula 퐺(푧,푥,푦) ≤ 퐺(푧, 푎, 푎) + 퐺(푎,푥, 푦)   

Maka berdasarkan sifat (G2) diperoleh: 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푦,푎) + 퐺(푧, 푎,푎)  

Jadi (iia) terbukti. 
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Untuk (iib), gunakan sifat (G5) pula, 퐺(푎,푥, 푦) ≤ 퐺(푎, 푧, 푧) + 퐺(푧, 푥, 푦)  

Maka berdasarkan sifat (G2) diperoleh: 퐺(푥,푦, 푎) ≤ 퐺(푥, 푦, 푧) + 퐺(푎, 푧, 푧)  

Sedangkan pada kasus (ii), berlaku 퐺(푎, 푧, 푧) ≤ 퐺(푧, 푎,푎) 

Maka 퐺(푥, 푦, 푎) ≤ 퐺(푥,푦, 푧) + 퐺(푧, 푎, 푎) 

Maka (iib) terbukti. 

Dengan demikian kasus (ii) juga telah terbukti. 

(8) Akan dibuktikan |퐺(푥,푦, 푧) − 퐺(푥,푦, 푎)| ≤ 퐺(푥, 푎, 푧) 

Bukti: 

Berdasarkan (7) |퐺(푥,푦, 푧) − 퐺(푥,푦, 푎)| ≤ max  {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧,푎,푎)}  

Berdasarkan sifat (G4) diperoleh: 

퐺(푎, 푧, 푧) = 퐺(푧, 푧,푎) ≤ 퐺(푧, 푎,푥) untuk 푥 ≠ 푎 

퐺(푧,푎, 푎) = 퐺(푎, 푎, 푧) ≤ 퐺(푎, 푧,푥) untuk 푧 ≠ 푥 

Maka max {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧,푎,푎)} ≤ 퐺(푥,푎, 푧) 

Maka |퐺(푥,푦, 푧) − 퐺(푥,푦, 푎)| ≤ 퐺(푥, 푎, 푧) 

Terbukti. 

(9) Akan dibuktikan |퐺(푥,푦, 푧) − 퐺(푦, 푧, 푧)| ≤ max  {퐺(푥,푧, 푧),퐺(푧,푥,푥)} 

Bukti: 

Berdasarkan (7) |퐺(푥,푦, 푧) − 퐺(푥,푦, 푎)| ≤ max  {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧,푎,푎)} 

Dengan mengganti 푥 dengan 푦, 푦 dengan 푧, 푧 dengan 푥, dan 푎 dengan 푧, 

maka diperoleh: |퐺(푦, 푧,푥)− 퐺(푦, 푧, 푧)| ≤ max  {퐺(푧,푥, 푥),퐺(푥,푧, 푧)} 

Jadi |퐺(푥,푦, 푧)− 퐺(푦, 푧, 푧)| ≤ max  {퐺(푥, 푧, 푧),퐺(푧,푥, 푥)} 

Terbukti. 

(10) Akan dibuktikan |퐺(푥,푦, 푦)− 퐺(푦, 푥,푥)| ≤ max  {퐺(푦,푥, 푥),퐺(푥,푦, 푦)} 

Bukti: 

Berdasarkan (7) |퐺(푥,푦, 푧) − 퐺(푥,푦, 푎)| ≤ max  {퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧,푎,푎)} 

Dengan mengganti 푧 dengan 푦, dan 푎 dengan 푥,  

maka diperoleh: |퐺(푥, 푦, 푦) − 퐺(푥,푦, 푥)| ≤ max  {퐺(푥, 푦,푦),퐺(푦,푥, 푥)}   

atau |퐺(푥, 푦,푦) − 퐺(푦,푥, 푥)| ≤ max  {퐺(푦, 푥,푥),퐺(푥, 푦,푦)} 

Terbukti. 
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Definisi 3.1.2 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮, maka barisan (푥 ) ⊆ 푋 disebut G-Cauchy 

jika untuk setiap 휀 > 0, terdapat 푛 ∈ 푁 sedemikian hingga 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) < 휀, 

untuk setiap 푛,푚, 푙 ≥ 푛  jika 푙푖푚( , , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0. 

 

Definisi 3.1.3 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik−푮, misal (푥 ) adalah barisan dari titik-titik 

pada 푋, (푥 ) dikatakan G-konvergen ke 푥 jika 푙푖푚 , → 퐺(푥,푥 , 푥 ) = 0 

artinya untuk setiap 휀 > 0, terdapat 푛 ∈ 푁 sedemikian hingga 퐺(푥,푥 ,푥 ) < 휀 

untuk setiap 푛,푚 ≥ 푛 . Selanjutnya 푥  disebut titik limit dari barisan (푥 ) ditulis 

푥 ( )
→ 푥. 

 

Proposisi 3.1.4 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮, maka pernyataan berikut equivalen; 

(1) (푥 ) adalah G-konvergen ke 푥  

(2) 푙푖푚 → 퐺(푥 ,푥 , 푥) = 0  

(3) 푙푖푚 → 퐺(푥 ,푥,푥) = 0  

Bukti: 

(1) ⟶ (2) Dari definisi 3.1.2 karena (푥 ) adalah G-konvergen ke 푥 maka 

푙푖푚 , → 퐺(푥,푥 ,푥 ) = 0  maka 푙푖푚 → 퐺(푥 ,푥 ,푥) = 0 

(2) ⟶ (3) dengan menggunakan sifat (G4) maka 푙푖푚 → 퐺(푥 ,푥, 푥) = 0  

(3) ⟶ (1) karena 푙푖푚 → 퐺(푥 ,푥, 푥) = 0 maka (푥 ) adalah G-konvergen ke 푥.  

Terbukti. 

 

Proposisi 3.1.5 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮, maka pernyataan berikut equivalen; 

(1) Barisan(푥 ) adalah G-Cauchy. 

(2) Untuk setiap 휀 > 0, terdapat 푛 ∈ 푁 sedemikian hingga 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) < 휀 

untuk setiap 푛,푚 ≥ 푁.  
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Bukti: 

(1) → (2)Barisan (푥 ) adalah G-Cauchy, jika untuk setiap 휀 > 0 terdapat 푛 ∈ 푁 

sedemikian hingga 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) < 휀  untuk setiap 푛,푚, 푙 ≥ 푛  jika 

푙푖푚( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0.  Menurut (G3) 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) < 휀  

 

Definisi 3.1.6 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal (푋,퐺) dan (푋 ,퐺 ) adalah Ruang Metrik-푮 dan misal 푓: (푋,퐺) →

(푋 ,퐺 ) suatu pemetaan, maka 푓 dikatakan G-kontinu pada titik 푎 ∈ 푋 jika 

diberikan sebarang 휀 > 0 terdapat 훿 > 0  sedemikian sehingga 퐺(푎, 푥,푦) < 훿 

∀푥,푦 ∈ 푋,  mengakibatkan 퐺 (푓(푎),푓(푥),푓(푦)) < 휀.  

Pemetaan 푓 dikatakan G-kontinu pada 푋 jika dan hanya jika G-kontinu pada 

setiap 푎 ∈ 푋. 

 

Teorema 3.1.7 

Suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-푮 adalah pemetaan kontinu. 

Bukti: 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮  

Misal 푇:푋 → 푋 adalah suatu pemetaan kontraktif.  

Maka untuk setiap 푥, 푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푧)) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푧) untuk 0 ≤ 푘 < 1 

Ambil sembarang 휀 > 0 

Pilih 훿 = > 0 

Jika 퐺(푥,푦, 푧) < = 훿  mak 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘퐺(푥, 푦, 푧) = 푘. ≤ 휀   

Jadi jika 퐺(푥, 푦, 푧) < 훿 maka 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 휀. 

Maka 푇 kontinu. 

Terbukti. 

 

Proposisi 3.1.8 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal (푋,퐺) dan (푋 ,퐺 ) adalah Ruang Metrik-푮 dan misal 푓:푋 → 푋    adalah 

G-kontinu pada titik 푥 ∈ 푋 jika dan hanya jika kapanpun (푥 ) adalah G-

konvergen ke 푥, maka  푓(푥 )  adalah G-konvergen ke 푓(푥).  
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Proposisi 3.1.9 (Z. Mustafa and B. Sims, 2006) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮, maka pemetaan 퐺(푥, 푦, 푧) adalah  kontinu 

bersama (Joinly continuous)  di semua 3 variabel.  

Bukti: 

Misal (푥 ), (푦 ), (푧 ) adalah G-konvergen ke 푥, 푦 dan 푧 secara bersamaan 

(respectively) 

Berdasarkan sifat (G5) diperoleh: 

퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푦,푦 ,푦 ) + 퐺(푦 ,푥, 푧)  

퐺(푧, 푥, 푦 ) ≤ 퐺(푥,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푦 , 푧)  

dan 퐺(푧, 푥 ,푦 ) ≤ 퐺(푧, 푧 , 푧 ) + 퐺(푧 ,푦 ,푥 ), 

Jadi 퐺(푥,푦, 푧) − 퐺(푥 ,푦 , 푧 ) ≤ 퐺(푦,푦 ,푦 ) + 퐺(푥,푥 ,푥 ) + 퐺(푧, 푧 , 푧 ) 

Dan 퐺(푥 ,푦 , 푧 ) − 퐺(푥, 푦, 푧) ≤ 퐺(푥 ,푥,푥) + 퐺(푦 ,푦, 푦) + 퐺(푧 , 푧, 푧) 

Dengan mengkombinasi (3) dari Proposisi 3.1.5 , diperoleh 

|퐺(푥 , 푦 ,푧 ) − 퐺(푥, 푦, 푧)| ≤ 2(퐺(푥,푥 , 푥 ) + 퐺(푦, 푦 ,푦 ) + 퐺(푧, 푧 , 푧 ))  

Jadi 퐺(푥 ,푦 , 푧 ) → 퐺(푥, 푦, 푧)sepanjang 푘,푚, 푛 → ∞ (proposisi 3.1.8) 

Terbukti. 

 

Definisi 3.1.10 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Sebuah Ruang Metrik-푮 (푋,퐺) dikatakan Ruang Metrik-푮 lengkap jika setiap  

barisan G-Cauchy di (푋,퐺) adalah G-konvergen di (푋,퐺). 

 

3.2 Ketunggalan Titik Tetap Untuk Pemetaan Pada Ruang Metrik-푮  

Lengkap 

Teorema 3.2.1  (Z. Mustafa,F. Awawdeh and W. Shatanawi, 2010) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik−푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah suatu 

pemetaan. Jika 푇  memenuhi syarat berikut: 

Untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푧)) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푧)       (3.2.1) 

dengan 푘 ∈ [0, 1), maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇 G-kontinu 

pada 푢 . 
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Bukti: 

Misal 푇 memenuhi syarat (3.2.1) dan misal 푥 ∈ 푋 adalah sebarang titik,untuk 

푛 = 1,2, … didefinisikan barisan (푥 ) dengan 

푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.1)  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘퐺(푥 ,푥 , 푥 )      (3.2.2) 

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘  퐺(푥 , 푥 , 푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 퐺(푥 , 푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘  퐺(푥 , 푥 , 푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푘 퐺 푥 ,푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 퐺(푥 ,푥 ,푥 )               (3.2.3) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.3) maka diperoleh 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 
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dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

≤ 푘 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푘 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푘 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푘 + 푘 + ⋯+ 푘 )퐺(푥 , 푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ). 

Karena lim → 푘 = 0 untuk 0 < 푘 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy.  

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga  (푥 ) merupakan G-konvergen ke 푢.  

Misalkan 푇(푢) ≠ 푢 maka: 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘퐺(푥 ,푢, 푢)  

dengan mengambil limit sepanjang  푛 → ∞  dan kenyataan bahwa pemetaan G 

kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh: 퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤

푘퐺(푢, 푢,푢).  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < 1. Maka 푢 = 푇(푢). 
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Jadi 푢 adalah titik tetap untuk pemetaan 푇. 

Untuk membuktikan ketunggalan, Andaikan terdapat 푣 dengan 푣 ≠ 푢  sedemikian 

hingga 푇(푣) = 푣  maka menurut (3.2.1) mengakibatkan 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘퐺(푢, 푣,푣) 

Jadi 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘퐺(푢,푣, 푣)mengakibatkan 푢 = 푣 jika 0 ≤ 푘 < 1.  

Jadi 푢 tunggal. 

Untuk melihat bahwa 푇 adalah G-kontinu pada 푢, 

Misal (푦 ) ⊆ 푋 barisan, sedemikian hingga lim (푦 ) = 푢, maka: 

퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푦 ) ≤ 푘 퐺(푦 ,푢,푦 )  

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢 , diperoleh 

퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 퐺(푦 , 푢,푦 )                               (3.2.4) 

diperoleh lim → 퐺(푇(푦 ),푢, 푇(푦 )) = 0   

Sesuai proposisi(3.1.4 ) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  

Sesuai proposisi (3.1.8 ) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema Akibat 3.2.2 (Penelitian) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat: 

Untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥, 푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺(푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧)) ≤ 푘퐺(푥, 푦, 푧)                (3.2.5) 

dengan 푘 ∈ [0, 1), maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇   

G-kontinu pada 푢 . 

Bukti: 

Dari teorema 3.2.1, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢) adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 
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Teorema 3.2.3 (Z. Mustafa,F. Awawdeh and W. Shatanawi, 2010) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah suatu 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푦) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푦)      (3.2.6) 

dengan 푘 ∈ [0, 1), maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇 G-kontinu 

pada 푢 . 

Bukti: 

Misal 푇 memenuhi syarat (3.2.6) dan misal 푥 ∈ 푋 adalah sebarang titik, untuk 

푛 = 1,2, … didefinisikan barisan (푥 ) dengan 

푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.6)  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘퐺(푥 ,푥 , 푥 )      (3.2.7) 

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 퐺(푥 , 푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘  퐺(푥 , 푥 , 푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푘 퐺 푥 ,푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘  퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 퐺(푥 ,푥 ,푥 )               (3.2.8) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.8) maka diperoleh 

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA UI, 2012



30 
 

Universitas Indonesia 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

≤ 푘 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푘 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푘 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푘 + 푘 + ⋯+ 푘 )퐺(푥 , 푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ). 

Karena lim → 푘 = 0 untuk 0 < 푘 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy.  

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga  (푥 ) merupakan G-konvergen ke 푢.  
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Misalkan 푇(푢) ≠ 푢 maka: 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 G(푥 , 푢,푢)    

dengan mengambil limit sepanjang  푛 → ∞  dan kenyataan bahwa pemetaan G 

kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh: 퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤

푘퐺(푢, 푢,푢).  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < 1. Maka 푢 = 푇(푢). 

Jadi 푢 adalah titik tetap untuk pemetaan 푇. 

Untuk membuktikan ketunggalan, Andaikan terdapat 푣 dengan 푣 ≠ 푢  sedemikian 

hingga 푇(푣) = 푣  maka menurut (3.2.6) mengakibatkan 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘퐺(푢, 푣,푣) 

Jadi 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘퐺(푢,푣, 푣) mengakibatkan 푢 = 푣 jika 0 ≤ 푘 < 1.  

Jadi 푢 tunggal. 

Untuk melihat bahwa 푇 adalah G-kontinu pada 푢, 

Misal (푦 ) ⊆ 푋 barisan, sedemikian hingga lim (푦 ) = 푢, maka: 

퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푦 ) ≤ 푘 퐺(푦 ,푢,푦 )  

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh: 

퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 퐺(푦 , 푢,푦 )       (3.2.9)  

diperoleh lim → 퐺(푇(푦 ),푢, 푇(푦 )) = 0   

Sesuai proposisi(3.1.4 ) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  

Sesuai proposisi (3.1.8 ) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema Akibat 3.2.4 (Penelitian) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥, 푦 ∈ 푋 berlaku: 

퐺(푇 (푥),푇 (푦),푇 (푦)) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푦)                (3.2.10) 

dengan 푘 ∈ [0, 1), maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇  adalah 

G-kontinu pada 푢 .  

Bukti: 

Dari teorema 3.2.3, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =
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푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢) adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema 3.2.5 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah suatu 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘max

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푥, 푦, 푧),퐺 푥 ,푇(푥),푇(푥) ,

퐺 푦, 푇(푦),푇(푦) ,
퐺 푧, 푇(푧),푇(푧) ,퐺 푥,푇(푦),푇(푦) ,
 퐺 푦, 푇(푧),푇(푧) ,퐺 푧, 푇(푥),푇(푥) ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

        (3.2.11) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇 G-kontinu 

pada 푢 . 

Bukti: 

Misal 푇 memenuhi syarat (3.2.11) dan misal 푥 ∈ 푋 adalah sebarang titik, untuk 

푛 = 1,2, … didefinisikan barisan (푥 ) dengan 

푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.11)  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 max

⎩
⎨

⎧
퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 ),

퐺(푥 , 푥 ,푥 ),
퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 ),

퐺(푥 , 푥 ,푥 ),퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ⎭
⎬

⎫
   

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA UI, 2012



33 
 

Universitas Indonesia 

Maka 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤

푘 푚푎푥{퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺(푥 , 푥 , 푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )}  

Maka 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 푘 max{퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )}(3.2.12) 

Berdasarkan sifat (G5), (푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

Maka (3.2.12) menjadi  

퐺(푥 , 푥 ,푥 )

≤ 푘 max {퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )} 

Sedangkan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 {퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )} 

Ini mengakibatkan 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )            (3.2.13) 

Misal 푞 = , karena 푘 ∈ 0, ,    

0 ≤ 푘 <   

1 − < 1 − 푘 ≤ 1 − 0  

< 1 − 푘 ≤ 1  

Karena 0 ≤ 푘 <  dan < 1 − 푘 ≤ 1 

Maka < <  

Maka 0 < < 1 

maka 0 < 푞 < 1. 

Dan pertaksamaan (3.2.14) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푞 퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )   
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atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.15) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.15) maka diperoleh 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

≤ 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푞 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푞 + 푞 + ⋯+ 푞 )퐺(푥 ,푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ). 

Karena lim → 푞 = 0 untuk 0 < 푞 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 
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Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy.  

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga  (푥 ) merupakan G-konvergen ke 푢.  

Misalkan 푇(푢) ≠ 푢 maka: 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max
퐺(푥 , 푢,푢),퐺(푥 , 푥 ,푥 ),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢)

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,
퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢,푥 , 푥 )

   

Maka 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max
퐺(푥 ,푢, 푢),퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢)

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢, 푥 ,푥 )
 

dengan mengambil limit sepanjang  푛 → ∞  dan kenyataan bahwa pemetaan G 

kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh: 

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘max
퐺(푢,푢, 푢),퐺(푢,푢, 푢),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢)

퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢, 푢,푢)
  

Maka 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘퐺(푢, 푇(푢),푇(푢)).  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < . Maka 푢 = 푇(푢). 

Jadi 푢 adalah titik tetap untuk pemetaan 푇. 

Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat 푣 dengan 푣 ≠ 푢  sedemikian 

hingga 푇(푣) = 푣  maka menurut (3.2.11) mengakibatkan 퐺(푢, 푣,푣) ≤

푘 max 
퐺(푢,푣, 푣),퐺(푢, 푢,푢),퐺(푣, 푣,푣),

퐺(푣,푣,푣),퐺(푢, 푣, 푣),
퐺(푣, 푣,푣),퐺(푣, 푢,푢),

 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max{퐺(푢, 푣, 푣),퐺(푣, 푢,푢)} 

maka 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘퐺(푣, 푢,푢). 

dengan cara yang sama diperoleh 퐺(푣, 푢,푢) ≤ 푘퐺(푢, 푣, 푣)   

Jadi 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘 퐺(푢, 푣, 푣)mengakibatkan 푢 = 푣 jika 0 ≤ 푘 < .  

Jadi 푢 tunggal. 

Untuk melihat bahwa 푇 adalah G-kontinu pada 푢, 

Misal (푦 ) ⊆ 푋 barisan, sedemikian hingga lim (푦 ) = 푢, maka: 
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퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푦 ) ≤ 푘 max 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푦 ,푢, 푦 ),퐺(푦 , 푇(푦 ),푇(푦 )),
퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 )

퐺 푦 ,푇(푢),푇(푢) ,
퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ,퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 ) ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

  

Maka 

퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 ,푢, 푦 ),퐺(푦 , 푇(푦 ),푇(푦 )),

퐺 푢, 푇(푢), 푇(푢) ,퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) ,
퐺(푢, 푇(푦 ), 푇(푦 ))

   

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh 

퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 , 푢,푦 ),퐺(푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 )),

퐺(푢, 푢, 푢),퐺(푦 ,푢,푢),
퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 ))

 

Maka 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 ,푢, 푦 ),퐺 푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 ) ,
퐺(푦 ,푢, 푢),퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 ))

 

Menurut sifat (G2) 퐺 푇(푦 ),푢,푇(푦 ) =  퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 )) 

Maka 퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 , 푢,푦 ),퐺 푦 ,푇(푦 ),푇(푦 ) ,
퐺(푦 ,푢, 푢)

   

Berdasarkan (G5) 퐺 푦 ,푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 )) 

Maka 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 , 푢,푦 ),

퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 ))
퐺(푦 ,푢,푢)

  

Sedangkan 퐺(푦 ,푢, 푢) ≤ 퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 ))  

Maka 퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 ,푢, 푦 ),
퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢,푇(푦 ),푇(푦 ))     (3.2.16) 

Dan (3.2.16) mengakibatkan beberapa kasus: 

(1) 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘퐺(푦 ,푢,푦 ), 

(2) 퐺(푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘퐺(푦 ,푢, 푢),   

(3) 퐺(푇(푦 ),푢, 푇(푦 )) ≤ 푞퐺(푦 ,푢,푢)  

Untuk masing-masing kasus diperoleh lim → 퐺(푇(푦 ), 푢,푇(푦 )) = 0   

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  

Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema Akibat 3.2.6 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 
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Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥, 푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘푚푎푥 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푥, 푦, 푧),퐺 푥, 푇 (푥),푇 (푥)

퐺 푦, 푇 (푦),푇 (푦) ,
 퐺 푧, 푇 (푧),푇 (푧) ,퐺 푥, 푇 (푦),푇 (푦) ,
퐺 푦, 푇 (푧),푇 (푧) ,퐺 푧, 푇 (푥),푇 (푥)

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

             (3.2.17)  

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal  푢 ∈ 푋 dan 푇  G-

kontinu pada 푢. 

Bukti: 

Dari teorema 3.2.5, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢)adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema 3.2.7 (Penelitian) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘max

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푥, 푦, 푧),퐺 푥,푇(푥),푇(푥) ,

퐺 푦,푇(푦),푇(푦) ,
퐺 푧, 푇(푧),푇(푧) ,퐺 푥, 푇(푧),푇(푧) ,

 퐺 푦, 푇(푥),푇(푥) ,퐺 푧,푇(푦),푇(푦) .⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 (3.2.18) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇 G-kontinu 

pada 푢 .  

Bukti: 

Misal 푇 memenuhi kondisi (3.2.18) dan misal 푥 ∈ 푋 adalah sebarang titik, dan 

didefinisikan barisan (푥 )dengan 
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푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.18)  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 max

⎩
⎨

⎧
퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 ),

퐺(푥 , 푥 ,푥 ),
퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 ),

퐺(푥 , 푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 ), ⎭
⎬

⎫
   

Maka 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤

푘 푚푎푥{퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺(푥 , 푥 , 푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )}  

Maka 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 푘 max{퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )}(3.2.19) 

Menurut (G5), 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

Maka (3.2.19) menjadi  

퐺(푥 , 푥 ,푥 )

≤ 푘 max {퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )} 

Sedangkan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 {퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )} 

Ini mengakibatkan 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )            (3.2.20) 

Misal 푞 = , karena 푘 ∈ 0, ,    

0 ≤ 푘 <   

1 − < 1 − 푘 ≤ 1 − 0  

< 1 − 푘 ≤ 1  

Karena 0 ≤ 푘 <  dan < 1 − 푘 ≤ 1 

Maka < <  

Maka 0 < < 1 
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maka 0 < 푞 < 1. 

Dan pertaksamaan (3.2.20) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푞 퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.21) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.21) maka diperoleh 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  
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≤ 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푞 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푞 + 푞 + ⋯+ 푞 )퐺(푥 ,푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ). 

Karena lim → 푞 = 0 untuk 0 < 푞 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy.  

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga  (푥 ) merupakan G-konvergen ke 푢.  

Misalkan 푇(푢) ≠ 푢 maka: 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max
퐺(푥 , 푢,푢),퐺(푥 , 푥 ,푥 ),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢)

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,
퐺(푢,푥 , 푥 ),퐺 푢 ,푇(푢),푇(푢)

   

Maka 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max
퐺(푥 ,푢, 푢),퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢)

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢, 푥 ,푥 )
  

dengan mengambil limit sepanjang  푛 → ∞  dan kenyataan bahwa pemetaan G 

kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh: 

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘max
퐺(푢,푢, 푢),퐺(푢,푢, 푢),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢)

퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢, 푢,푢)
  

Maka 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘퐺(푢, 푇(푢),푇(푢)).   

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < . Maka 푢 = 푇(푢). 

Jadi 푢 adalah titik tetap untuk pemetaan 푇. 
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Untuk membuktikan ketunggalan, Andaikan terdapat 푣 dengan 푣 ≠ 푢  sedemikian 

hingga 푇(푣) = 푣  maka menurut (3.2.18) diperoleh: 

 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max 
퐺(푢, 푣, 푣),퐺(푢, 푢,푢),퐺(푣,푣, 푣),

퐺(푣, 푣, 푣),퐺(푢, 푣,푣),
퐺(푣,푢,푢),퐺(푣, 푣,푣)

 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max{퐺(푢, 푣, 푣),퐺(푣, 푢,푢)} 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘퐺(푣,푢, 푢). 

dengan cara yang sama diperoleh 퐺(푣, 푢,푢) ≤ 푘퐺(푢, 푣, 푣)   

Jadi 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘 퐺(푢, 푣, 푣)mengakibatkan 푢 = 푣 jika 0 ≤ 푘 < .  

Jadi 푢 tunggal. 

Untuk melihat bahwa 푇 adalah G-kontinu pada 푢, 

Misal (푦 ) ⊆ 푋 barisan, sedemikian hingga lim (푦 ) = 푢, maka: 

퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푦 ) ≤ 푘 max 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푦 , 푢, 푦 ),퐺(푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 )),
퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,퐺 푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 )

퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 ) ,
퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ,퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

  

Maka 

퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 , 푢, 푦 ),퐺(푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 )),

퐺 푢, 푇(푢), 푇(푢) ,퐺 푢, 푇(푦 ), 푇(푦 ) ,
퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) ,

  

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh 

퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 , 푢,푦 ),퐺(푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 )),
퐺(푢,푢,푢),퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 ))

퐺(푦 ,푢, 푢)
 

Maka 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 ,푢, 푦 ),퐺 푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 ) ,
퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ,퐺(푦 ,푢, 푢)

 

Menurut sifat (G2) 퐺 푇(푦 ),푢,푇(푦 ) =  퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 )) 

Maka 퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 , 푢,푦 ),퐺 푦 ,푇(푦 ),푇(푦 ) ,
퐺(푦 ,푢, 푢)

   

Berdasarkan (G5) 퐺 푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 ) ≤ 퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 )) 

Maka 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 , 푢,푦 ),

퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 ))
퐺(푦 ,푢,푢)

  

Sedangkan 퐺(푦 ,푢, 푢) ≤ 퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 ))  
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Maka 퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 ,푢, 푦 ),
퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢,푇(푦 ),푇(푦 ))     (3.2.22) 

Dan (3.2.22) mengakibatkan beberapa kasus: 

(1) 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘퐺(푦 ,푢,푦 ), 

(2) 퐺(푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘퐺(푦 ,푢, 푢),   

(3) 퐺(푇(푦 ),푢, 푇(푦 )) ≤ 푞퐺(푦 ,푢,푢)  

Untuk masing-masing kasus diperoleh lim → 퐺(푇(푦 ), 푢,푇(푦 )) = 0   

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  

Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema Akibat 3.2.8 (Penelitian) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥, 푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘푚푎푥 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푥,푦, 푧),퐺 푥 ,푇 (푥),푇 (푥)
퐺 푦, 푇 (푦),푇 (푦) ,퐺 푧,푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푥, 푇 (푧),푇 (푧) ,퐺 푦,푇 (푥),푇 (푥) ,

퐺 푧, 푇 (푦),푇 (푦) ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

          (3.2.23)  

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇   G-

kontinu pada 푢.  

Bukti: 

Dari teorema 3.2.7, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢)adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema 3.2.9 (Penelitian) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 
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Untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤

푘max

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푥, 푦, 푧),퐺 푥, 푇(푥),푇(푥) ,퐺 푦, 푇(푦),푇(푦) ,

퐺 푧,푇(푧),푇(푧) ,퐺 푥,푇(푦),푇(푦) ,
 퐺 푦, 푇(푧),푇(푧) ,퐺 푧, 푇(푥),푇(푥) ,

퐺(푥,푇(푧),푇(푧),퐺(푦,푇(푥),푇(푥),퐺(푧,푇(푦),푇(푦))⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

             (3.2.24) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇  G-kontinu 

pada 푢 .  

Bukti: 

Misal 푇 memenuhi kondisi (3.2.24) dan misal 푥 ∈ 푋 adalah sebarang titik, dan 

didefinisikan barisan (푥 ) dengan 

푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.24)  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 max

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 , 푥 ,푥 ),
퐺(푥 ,푥 , 푥 ),

퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 , 푥 , 푥 ),
퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )
퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

 

Maka 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤

푘 max{퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )}  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 max {퐺(푥 , 푥 ,푥 ),퐺(푥 , 푥 ,푥 )}  (3.2.25) 

Menurut (G5), 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ {퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )} 

Maka (3.2.25) menjadi  

퐺(푥 , 푥 ,푥 )

≤ 푘 max {퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ),퐺(푥 ,푥 , 푥 )} 
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Sedangkan  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )   

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 {퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )} 

Ini mengakibatkan 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )            (3.2.26) 

Misal 푞 = , karena 푘 ∈ 0, ,    

0 ≤ 푘 <   

1 − < 1 − 푘 ≤ 1 − 0  

< 1 − 푘 ≤ 1  

Karena 0 ≤ 푘 <  dan < 1 − 푘 ≤ 1 

Maka < <  

Maka 0 < < 1 

maka 0 < 푞 < 1. 

Dan pertaksamaan (3.2.26) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푞 퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.27) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.27) maka diperoleh 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA UI, 2012



45 
 

Universitas Indonesia 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

≤ 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푞 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푞 + 푞 + ⋯+ 푞 )퐺(푥 ,푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ). 

Karena lim → 푞 = 0 untuk 0 < 푞 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy.  

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga  (푥 ) merupakan G-konvergen ke 푢.  

Misalkan 푇(푢) ≠ 푢 maka: 
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퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧퐺(푥 , 푢,푢),퐺(푥 , 푥 ,푥 ),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,퐺 푥 , 푇(푢), 푇(푢) ,
퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢, 푥 ,푥 ),

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢,푥 , 푥 ),
퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

   

Maka 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max
퐺(푥 ,푢, 푢),퐺(푥 ,푥 , 푥 ),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢)

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢, 푥 ,푥 )
 

dengan mengambil limit sepanjang  푛 → ∞  dan kenyataan bahwa pemetaan G 

kontinu pada semua variabelnya, maka diperoleh: 

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘max
퐺(푢,푢, 푢),퐺(푢,푢, 푢),퐺 푢, 푇(푢),푇(푢)

퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢, 푢,푢)
  

Maka 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘퐺(푢, 푇(푢),푇(푢)).  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < . Maka 푢 = 푇(푢). 

Jadi 푢 adalah titik tetap untuk pemetaan 푇. 

Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat 푣 dengan 푣 ≠ 푢  sedemikian 

hingga 푇(푣) = 푣  maka menurut (3.2.24) mengakibatkan 퐺(푢, 푣,푣) ≤

푘 max 

퐺(푢, 푣,푣),퐺(푢,푢, 푢),퐺(푣, 푣, 푣),
퐺(푣, 푣,푣),퐺(푢,푣,푣),
퐺(푣,푣, 푣),퐺(푣,푢, 푢),

퐺(푢, 푣,푣),퐺(푣, 푢,푢),퐺(푣,푣,푣)

 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max{퐺(푢, 푣, 푣),퐺(푣, 푢,푢)} 

maka 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘퐺(푣, 푢,푢). 

dengan cara yang sama diperoleh 퐺(푣, 푢,푢) ≤ 푘퐺(푢, 푣, 푣)   

Jadi 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘 퐺(푢, 푣, 푣)mengakibatkan 푢 = 푣 jika 0 ≤ 푘 < .  

Jadi 푢 tunggal. 

Untuk melihat bahwa 푇 adalah G-kontinu pada 푢, 

Misal (푦 ) ⊆ 푋 barisan, sedemikian hingga lim (푦 ) = 푢, maka: 
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퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푦 ) ≤ 푘 max 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

퐺(푦 ,푢, 푦 ),퐺(푦 , 푇(푦 ),푇(푦 )),
퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 ) ,

퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) ,
퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ,퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 ) ,
퐺 푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 ) ,퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ,

퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) ⎭
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎫

  

Maka 

퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 ,푢, 푦 ),퐺(푦 , 푇(푦 ),푇(푦 )),

퐺 푢, 푇(푢), 푇(푢) ,퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) ,
퐺(푢, 푇(푦 ), 푇(푦 ))

   

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh 

퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 , 푢,푦 ),퐺(푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 )),

퐺(푢, 푢, 푢),퐺(푦 ,푢,푢),
퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 ))

 

Maka 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 ,푢, 푦 ),퐺 푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 ) ,
퐺(푦 ,푢, 푢),퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 ))

 

Menurut sifat (G2) 퐺 푇(푦 ),푢,푇(푦 ) =  퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 )) 

Maka 퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 , 푢,푦 ),퐺 푦 ,푇(푦 ),푇(푦 ) ,
퐺(푦 ,푢, 푢)

   

Berdasarkan (G5) 퐺 푦 ,푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 )) 

Maka 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘 max 
퐺(푦 , 푢,푦 ),

퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 ))
퐺(푦 ,푢,푢)

  

Sedangkan 퐺(푦 ,푢, 푢) ≤ 퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 ))  

Maka 퐺 푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 ,푢, 푦 ),
퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢,푇(푦 ),푇(푦 ))     (3.2.28) 

Dan (3.2.28) mengakibatkan beberapa kasus: 

(1) 퐺 푇(푦 ), 푢,푇(푦 ) ≤ 푘퐺(푦 ,푢,푦 ), 

(2) 퐺(푇(푦 ),푢, 푇(푦 ) ≤ 푘퐺(푦 ,푢, 푢),   

(3) 퐺(푇(푦 ),푢, 푇(푦 )) ≤ 푞퐺(푦 ,푢,푢)  

Untuk masing-masing kasus diperoleh lim → 퐺(푇(푦 ), 푢,푇(푦 )) = 0   

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  

Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 
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Teorema Akibat 3.2.10 (Penelitian) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥, 푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 퐺(푥, 푦, 푧),퐺 푥, 푇 (푥),푇 (푥)
퐺 푦,푇 (푦),푇 (푦) ,퐺 푧, 푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푥, 푇 (푦),푇 (푦) ,퐺 푦, 푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푧, 푇 (푥),푇 (푥) ,퐺 푥, 푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푦,푇 (푥),푇 (푥) ,퐺(푧,푇(푦),푇(푦)) ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

             (3.2.29)  

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇  G-

kontinu pada 푢.  

Bukti: 

Dari teorema 3.2.9, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢)adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema 3.2.11 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap, dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku:  

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘 max
퐺 푥 ,푇(푦),푇(푦) + 퐺 푦,푇(푥),푇(푥) ,
퐺 푦, 푇(푧),푇(푧) + 퐺 푧,푇(푦),푇(푦) ,
퐺 푧, 푇(푥),푇(푥) + 퐺(푥, 푇(푧),푇(푧))

   

                           (3.2.30) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal  푢 ∈ 푋, dan 푇 G-kontinu 

pada 푢.   
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Bukti: 

Misalkan 푇 memenuhi kondisi (3.2.30) dan misal 푥 ∈ 푋 sebarang titik, dan 

didefinisikan (푥 ) dengan  

푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.30)  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 max 
[퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )],

[퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )],
[퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 )]

   

        = 푘 max{퐺(푥 , 푥 , 푥 ), 2퐺(푥 ,푥 ,푥 )}   

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 max{퐺(푥 , 푥 ,푥 ), 2퐺(푥 ,푥 , 푥 )} 

Jika 0 ≤ 푘 < , maka ini jadi kasus khusus bahwa 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.31) 

Menurut (G5), 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

Jadi (3.2.31) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 {퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )} 

Ini mengakibatkan 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )            (3.2.32) 

Misal 푞 = , karena 푘 ∈ 0, ,    

0 ≤ 푘 <   

1 − < 1 − 푘 ≤ 1 − 0  

< 1 − 푘 ≤ 1  

Karena 0 ≤ 푘 <  dan < 1 − 푘 ≤ 1 

Maka < <  

Maka 0 < < 1 
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maka 0 < 푞 < 1. 

Dan pertaksamaan (3.2.32) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푞 퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.33) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.33) maka diperoleh 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  
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≤ 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푞 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푞 + 푞 + ⋯+ 푞 )퐺(푥 ,푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ). 

Karena lim → 푞 = 0 untuk 0 < 푞 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy. 

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga (푥 ) adalah G-konvergen ke 푢. 

Misal 푇(푢) ≠ 푢, maka: 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘  max 
[퐺(푥 , 푇(푢),푇(푢)) + 퐺(푢,푥 ,푥 )],
퐺 푢,푇(푢),푇(푢) + 퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,
퐺(푢, 푥 ,푥 ) + 퐺 푥 ,푇(푢),푇(푢)

   

Ambil limit sepanjang 푛 → ∞, dengan menggunakan fakta bahwa G kontinu di 

semua variabelnya, diperoleh: 

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 
[퐺(푢, 푇(푢),푇(푢)) + 퐺(푢, 푢, 푢)],

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) + 퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,
퐺(푢, 푢,푢) + 퐺 푢,푇(푢),푇(푢)

  

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 2퐺 푢, 푇(푢), 푇(푢) ,퐺(푢, 푇(푢),푇(푢))   

Maka 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 2푘 퐺 푢,푇(푢),푇(푢)  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < . Maka 푢 = 푇(푢) 

Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat titik tetap yang lain, misal 푣 , 

dengan 푣 ≠ 푢 sedemikian hingga 푇(푣) = 푣. 
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Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max 
[퐺(푢, 푣,푣) + 퐺(푣, 푢, 푢)],
[퐺(푣, 푣,푣) + 퐺(푣, 푣, 푣)],
[퐺(푣, 푢,푢) + 퐺(푢, 푣,푣)]

   

Maka diperoleh 퐺(푢, 푣, 푣) ≤ 푘[퐺(푢, 푣,푣) + 퐺(푣, 푢, 푢)]. 

Ini mengakibatkan 퐺(푢,푣,푣) ≤ 퐺(푣, 푢,푢)  

Dan dengan argumen yang sama diperoleh 퐺(푣, 푢, 푢) ≤ 퐺(푢, 푣, 푣). 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 퐺(푣, 푢,푢) jika 0 ≤ < 1,  

Ini kontradiksi , mengakibatkan 푢 = 푣   

Untuk menunjukkan bahwa 푇 adalah G-kontinu pada 푢, misal (푦 ) ⊆ 푋 adalah 

barisan sedemikian hingga lim (푦 ) = 푢 di (푋,퐺) 

Maka 

퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max
퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) + 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ,
퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,

퐺 푢,푇(푦 ), 푇(푦 ) + 퐺(푦 , 푇(푢),푇(푢))
 

                    (3.2.34) 

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh 

퐺(푇(푦 ), 푢,푢) ≤ 푘 max
퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ,

[퐺(푢,푢,푢),퐺(푢, 푢,푢)],
퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) + 퐺(푦 ,푢, 푢)

  

Maka 퐺(푇(푦 ),푢, 푢) ≤ 푘[퐺(푦 ,푢, 푢) + 퐺(푢,푇(푦 ),푇(푦 ))]       

                                                                                                                       (3.2.35) 

Berdasarkan sifat (G5) 퐺 푢, 푇(푦 ), 푇(푦 ) ≤ 퐺(푢, 푇(푦 ),푢) + 퐺(푢, 푢,푇(푦 )) 

Maka  퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 )) ≤ 2퐺(푇(푦 ),푢, 푢)   

Maka pertaksamaan (3.2.35) menjadi 

퐺(푇(푦 ), 푢,푢) ≤ 푘[퐺(푦 , 푢, 푢) + 2퐺(푇(푦 ),푢, 푢)]  

퐺(푇(푦 ), 푢,푢) ≤ 푘퐺(푦 , 푢, 푢) + 2푘퐺(푇(푦 ), 푢,푢)  

Maka 퐺(푇(푦 ),푢, 푢) ≤ 퐺(푦 ,푢,푢)                          (3.2.36)  

Maka diperoleh lim → 퐺(푇(푦 ),푢,푢) = 0   

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  

Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 
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Teorema Akibat 3.2.12 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap, dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika  푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk suatu  푚 ∈ 푁 dan untuk semua 푥, 푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 
퐺 푥 , 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺 푦, 푇 (푥),푇 (푥) ,
퐺 푦, 푇 (푧),푇 (푧) + 퐺 푧, 푇 (푦),푇 (푦) ,
퐺 푧,푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푥, 푇 (푧),푇 (푧)

             (3.2.37) 

dimana 푘 ∈ 0, ), maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal  푢 ∈ 푋, dan 푇  G-

kontinu pada 푢.  

Bukti: 

Dari teorema 3.2.11, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢)adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema 3.2.13 (Penelitian) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap, dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘 max
퐺 푥 ,푇(푦),푇(푦) + 퐺 푧,푇(푥),푇(푥) ,
퐺 푦, 푇(푧),푇(푧) + 퐺 푥,푇(푦),푇(푦) ,
퐺 푧, 푇(푥),푇(푥) + 퐺(푦,푇(푧),푇(푧))

   

                    (3.2.38) 

dimana 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal  푢 ∈ 푋, dan 푇  G-

kontinu pada 푢.  

Bukti: 

Misalkan 푇 memenuhi kondisi (3.2.38) dan misal 푥 ∈ 푋 sebarang titik, dan 

didefinisikan (푥 ) dengan  
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푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 )  

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.38)  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푘 max 
[퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )],

[퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )],
[퐺(푥 ,푥 ,푥  ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )]

  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 max 
퐺(푥 , 푥 ,푥 ),

[퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )],
퐺(푥 , 푥 ,푥 )

    

Sedangkan 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤  퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

Maka (푥 ,푥 ,푥 ) ≤  푘 {(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 )}       (3.2.39) 

Berdasarkan sifat (G5), 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ). 

Maka (3.2.39) menjadi  

 (푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 푘{퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )} 

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘{퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 2퐺(푥 ,푥 , 푥 )}   

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 )              (3.2.40) 

Misal 푞 = , karena 푘 ∈ 0, ,    

0 ≤ 푘 <   

0 ≤ 2푘 <   

1 − < 1 − 2푘 ≤ 1 − 0  

< 1 − 2푘 ≤ 1  

Karena 0 ≤ 푘 <  dan < 1 − 2푘 ≤ 1 

Maka < <  
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Maka 0 < < 1 

maka 0 < 푞 < 1. 

Dan pertaksamaan (3.2.40) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푞 퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.41) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.41) maka diperoleh 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 
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+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

≤ 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푞 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푞 + 푞 + ⋯+ 푞 )퐺(푥 ,푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ). 

Karena lim → 푞 = 0 untuk 0 < 푞 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy. 

Dengan menggunakan sifat lengkap dari (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga (푥 ) adalah G-konvergen ke 푢. 

Misal 푇(푢) ≠ 푢, maka: 

퐺(푥 ,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 
[퐺(푥 , 푇(푢),푇(푢)) + 퐺(푢,푥 , 푥 )],

[퐺(푢,푇(푢),푇(푢)) + 퐺(푥 ,푇(푢),푇(푢))],
[퐺(푢, 푥 ,푥 ) + 퐺(푢,푇(푢),푇(푢))]

  

Ambil limit sepanjang 푛 → ∞, dengan menggunakan fakta bahwa G kontinu di 

semua variabelnya, diperoleh: 

퐺(푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 
[퐺(푢, 푇(푢), 푇(푢)) + 퐺(푢,푢, 푢)],

[퐺(푢,푇(푢),푇(푢)) + 퐺(푢, 푇(푢),푇(푢))],
[퐺(푢, 푢,푢) + 퐺(푢, 푇(푢),푇(푢))]

  

Maka 퐺(푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 
퐺(푢, 푇(푢),푇(푢)),

2(퐺(푢, 푇(푢),푇(푢))),
퐺(푢, 푇(푢),푇(푢))

 

Maka 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 2퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,퐺(푢,푇(푢),푇(푢))   

Sedangkan 퐺(푢, 푇(푢),푇(푢)) ≤ 2퐺(푢, 푇(푢),푇(푢)) 

Maka 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 2푘퐺(푢,푇(푢),푇(푢))  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < . Maka 푢 = 푇(푢). 
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Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat titik tetap yang lain, misal 푣 , 

dengan 푣 ≠ 푢 sedemikian hingga 푇(푣) = 푣. 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max 
[퐺(푢, 푣,푣) + 퐺(푣, 푢, 푢)],
[퐺(푣, 푣,푣) + 퐺(푢,푣, 푣)],
[퐺(푣, 푢, 푢) + 퐺(푣, 푣,푣)]

  

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max 
[퐺(푢, 푣,푣) + 퐺(푣, 푢, 푢)],

퐺(푢,푣, 푣),
퐺(푣,푢, 푢)

  

Sedangkan 퐺(푢, 푣,푣) ≤ 퐺(푢, 푣, 푣) + 퐺(푣, 푢,푢)  

dan 퐺(푣,푢, 푢) ≤ 퐺(푢,푣,푣) + 퐺(푣, 푢,푢) 

Maka diperoleh 퐺(푢, 푣, 푣) ≤ 푘[퐺(푢, 푣,푣) + 퐺(푣, 푢, 푢)]. 

Ini mengakibatkan 퐺(푢,푣,푣) ≤ 퐺(푣, 푢,푢)  

Dan dengan argumen yang sama diperoleh 퐺(푣, 푢, 푢) ≤ 퐺(푢, 푣, 푣). 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 퐺(푣, 푢,푢) jika 0 ≤ < 1,  

Ini kontradiksi , mengakibatkan 푢 = 푣   

Untuk menunjukkan bahwa 푇 adalah G-kontinu pada 푢, misal (푦 ) ⊆ 푋 adalah 

barisan sedemikian hingga lim (푦 ) = 푢 di (푋,퐺) 

Maka 

퐺 푇(푦 ),푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max
퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) + 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ,
퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) + 퐺 푦 ,푇(푢),푇(푢) ,
퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) + 퐺(푢, 푇(푢),푇(푢))

 

                    (3.2.42) 

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh: 

퐺(푇(푦 ), 푢,푢) ≤ 푘 max
퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ,

[퐺(푢, 푢,푢) + 퐺(푦 , 푢,푢)],
퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) + 퐺(푢, 푢,푢)

  

퐺(푇(푦 ), 푢,푢) ≤ 푘 max
퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ,

퐺(푦 , 푢,푢),
퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 )

  

Sedangkan 퐺(푦 ,푢, 푢) ≤  퐺(푦 , 푢, 푢) + 퐺 푢,푇(푦 ), 푇(푦 )  

dan 퐺 푢,푇(푦 ), 푇(푦 ) ≤  퐺(푦 ,푢,푢) + 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 )  
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Maka diperoleh 퐺(푇(푦 ),푢,푢) ≤ 푘[퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 ))]  

                               (3.2.43) 

Berdasarkan sifat (G5) 퐺 푢, 푇(푦 ), 푇(푦 ) ≤ 퐺(푢, 푇(푦 ),푢) + 퐺(푢, 푢,푇(푦 )) 

Maka 퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 )) ≤ 2퐺(푇(푦 ),푢, 푢)                         (3.2.44) 

Maka pertaksamaan (3.2.43) menjadi 

퐺(푇(푦 ), 푢,푢) ≤ 푘[퐺(푦 , 푢, 푢) + 2퐺(푇(푦 ),푢, 푢)]  

퐺(푇(푦 ), 푢,푢) ≤ 푘퐺(푦 , 푢, 푢) + 2푘퐺(푇(푦 ), 푢,푢)  

Maka 퐺(푇(푦 ),푢, 푢) ≤ 퐺(푦 ,푢,푢)                          (3.2.45)  

Maka diperoleh lim → 퐺(푇(푦 ),푢,푢) = 0   

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  

Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema Akibat 3.2.14 (Penelitian) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap, dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk suatu  푚 ∈ 푁 dan untuk semua 푥, 푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 푚푎푥 
퐺 푥,푇 (푦),푇 (푦) + 퐺 푧,푇 (푥),푇 (푥) ,
퐺 푦,푇 (푧),푇 (푧) + 퐺 푥 ,푇 (푦),푇 (푦) ,
퐺 푧, 푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푦, 푇 (푧),푇 (푧)

             (3.2.46) 

dengan 푘 ∈ 0, ), maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, dan 푇  G-

kontinu pada 푢.  

Bukti: 

Dari teorema 3.2.13, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢)adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 
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Teorema 3.2.15 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap, dan misal 푇:푋 → 푋  adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk semua 푥,푦 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푦) ≤ 푘 max 퐺 푦, 푇(푦),푇(푦) + 퐺 푥 , 푇(푦),푇(푦) ,
2퐺(푦,푇(푥),푇(푥))

(3.2.47 ) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇 G-kontinu 

pada 푢.  

Bukti: 

Misal 푇 memenuhi kondisi (3.2.47 ) dan misal 푥 ∈ 푋 sebarang titik, dan 

didefinisikan barisan (푥 ) dengan 

푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.47) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 )≤ 푘 max
[퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 )],

2퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 {퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )}   

Berdasarkan sifat (G5) (푥 ,푥 ,푥 )≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 퐺
(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )

+퐺(푥 ,푥 , 푥 )   

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 {퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 2퐺(푥 ,푥 ,푥 )} 

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )             (3.2.48) 

Misal 푞 = , karena 푘 ∈ 0, ,    

0 ≤ 푘 <   

0 ≤ 2푘 <   

1 − < 1 − 2푘 ≤ 1 − 0  
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< 1 − 2푘 ≤ 1  

Karena 0 ≤ 푘 <  dan < 1 − 2푘 ≤ 1 

Maka < <  

Maka 0 < < 1 

maka 0 < 푞 < 1. 

Dan pertaksamaan (3.2.48) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푞 퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.49) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.49) maka diperoleh 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  
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dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

≤ 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푞 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푞 + 푞 + ⋯+ 푞 )퐺(푥 ,푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ). 

Karena lim → 푞 = 0 untuk 0 < 푞 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy. 

Dengan menggunakan sifat lengkap pada (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga (푥 ) adalah G-konvergen ke 푢 . 

Misalkan 푇(푢) ≠ 푢, maka 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘  max 퐺 푢,푇(푢),푇(푢) + 퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,
2퐺(푢, 푥 ,푥 )

  

Dengan mengambil limit sepanjang 푛 → ∞ dan dengan menggunakan fakta 

bahwa G kontinu di setiap variabelnya, diperoleh: 

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 퐺 푢, 푇(푢), 푇(푢) + 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,
2퐺(푢, 푢,푢)

  

Maka 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 2푘퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) .  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 <  . Maka 푢 = 푇(푢). 
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Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat 푣,  푣 ≠ 푢 sedemikian hingga 

푇(푣) = 푣 maka menurut (3.2.47) 

퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘 max
[퐺(푣, 푣,푣) + 퐺(푢,푣,푣)],

2퐺(푣,푢,푢)   

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max 퐺(푢, 푣, 푣),
2퐺(푣, 푢, 푢)  

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max {퐺(푢,푣, 푣), 2퐺(푣,푢, 푢)} 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 2푘퐺(푣,푢, 푢) 

Dengan argumen yang sama diperoleh: 

퐺(푣, 푢,푢) ≤ 2푘퐺(푢,푣,푣)  

Sehingga 퐺(푢, 푣, 푣) ≤ 4푘 퐺(푢, 푣, 푣) . 

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < ⇒ 0 ≤ 4푘 < 1 

Maka 푢 = 푣. 

Untuk menunjukkan bahwa T adalah G-kontinu ke  푢, misal (푦 ) ⊆ 푋 adalah 

barisan sedemikian hingga lim 푦 = 푢, maka: 

퐺 푇(푢),푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 ) + 퐺 푢,푇(푦 ), 푇(푦 ) ,
2퐺(푦 ,푇(푢),푇(푢))

 

                    (3.2.50) 

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh: 

퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺 푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 ) + 퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ,
2퐺(푦 ,푢,푢)

  

Berdasarkan sifat (G5) 퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺(푢, 푇(푦 ), 푇(푦 )) 

Maka 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 

푘 max 퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 )) + 퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ,
2퐺(푦 ,푢,푢)

  

Maka 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 푘 max 
[퐺(푦 ,푢,푢) + 2퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 ))],

2퐺(푦 , 푢,푢)   

Maka ini mengakibatkan 2 kasus: 

(kasus 1) 퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 2푘퐺(푦 ,푢, 푢) 

(kasus 2) 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 퐺(푦 , 푢, 푢) = 푞퐺(푦 , 푢,푢) 

Maka untuk masing-masing kasus diperoleh lim → 퐺(푢,푇(푦 ), T(푦 )) = 0  

Sesuai proposisi(3.1.4) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  
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Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema Akibat 3.2.16 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal(푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap, dan misal 푇:푋 → 푋 adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat: 

Untuk suatu  푚 ∈ 푁 dan untuk semua 푥, 푦 ∈ 푋 berlaku: 

퐺(푇 (푥),푇 (푦),푇 (푦) ≤

푘 max 퐺 푦, 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺 푥, 푇 (푦),푇 (푦) ,
2퐺(푦, 푇 (푥),푇 (푥))

             (3.2.51) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, dan 푇   G-

kontinu pada 푢.  

Bukti: 

Dari teorema 3.2.15, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢)adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema 3.2.17 (Z. Mustafa and B. Sims, 2009) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 suatu 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat: 

Untuk semua 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘 max 
퐺 푥, 푇(푦),푇(푦) + 퐺(푧, 푇(푦),푇(푦)) ,
퐺 푦,푇(푧),푇(푧) + 퐺 푥 , 푇(푧), 푇(푧) ,
퐺 푧, 푇(푥),푇(푥) + 퐺 푦,푇(푥),푇(푥)

  

           (3.2.52) 

dimana 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇 G-kontinu 

pada  푢.  

Bukti: 

Ambil 푧 = 푦 dari pertaksamaan (3.2.52) 
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Maka pertaksamaan  (3.2.52) menjadi 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푦) ≤ 푘 max 
퐺 푥 ,푇(푦),푇(푦) + 퐺(푦, 푇(푦),푇(푦)) ,
퐺 푦,푇(푦),푇(푦) + 퐺 푥, 푇(푦),푇(푦) ,
퐺 푦,푇(푥),푇(푥) + 퐺 푦,푇(푥),푇(푥)

               

           (3.2.53) 

Maka (3.2.53) menjadi 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푦) ≤ 푘 max
퐺 푦, 푇(푦),푇(푦) + 퐺 푥, 푇(푦),푇(푦) ,

2퐺 푦,푇(푥),푇(푥)
(3.2.54) 

Maka (3.2.54) sama dengan pertaksamaan (3.2.47) 

Misal 푇 memenuhi kondisi (3.2.54 ) dan misal 푥 ∈ 푋 sebarang titik, dan 

didefinisikan barisan (푥 ) dengan 

푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.54) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 )≤ 푘 max
[퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 )],

2퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 {퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )}   

Berdasarkan sifat (G5) (푥 ,푥 ,푥 )≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 퐺
(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )

+퐺(푥 ,푥 , 푥 )   

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘 {퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 2퐺(푥 ,푥 ,푥 )} 

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )             (3.2.55) 

Misal 푞 = , karena 푘 ∈ 0, ,    

0 ≤ 푘 <   

0 ≤ 2푘 <   

1 − < 1 − 2푘 ≤ 1 − 0  
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< 1 − 2푘 ≤ 1  

Karena 0 ≤ 푘 <  dan < 1 − 2푘 ≤ 1 

Maka < <  

Maka 0 < < 1 

maka 0 < 푞 < 1. 

Dan pertaksamaan (3.2.55) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푞 퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.56) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.56) maka diperoleh: 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  
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dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

≤ 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푞 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푞 + 푞 + ⋯+ 푞 )퐺(푥 ,푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ). 

Karena lim → 푞 = 0 untuk 0 < 푞 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy. 

Dengan menggunakan sifat lengkap pada (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈ 푋 sedemikian 

hingga (푥 ) adalah G-konvergen ke 푢 . 

Misalkan 푇(푢) ≠ 푢, maka 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘  max 퐺 푢,푇(푢),푇(푢) + 퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,
2퐺(푢, 푥 ,푥 )

  

Dengan mengambil limit sepanjang 푛 → ∞ dan dengan menggunakan fakta 

bahwa G kontinu di setiap variabelnya, diperoleh: 

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 퐺 푢, 푇(푢), 푇(푢) + 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ,
2퐺(푢, 푢,푢)

  

Maka 퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) ≤ 2푘퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) .  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 <  . Maka 푢 = 푇(푢). 
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Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat 푣,  푣 ≠ 푢 sedemikian hingga 

푇(푣) = 푣 maka menurut (3.2.54) 

퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘 max
[퐺(푣, 푣,푣) + 퐺(푢,푣,푣)],

2퐺(푣,푢,푢)   

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max 퐺(푢, 푣, 푣),
2퐺(푣, 푢, 푢)  

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 max {퐺(푢,푣, 푣), 2퐺(푣,푢, 푢)} 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 2푘퐺(푣,푢, 푢) 

Dengan argumen yang sama diperoleh: 

퐺(푣, 푢,푢) ≤ 2푘퐺(푢,푣,푣)  

Sehingga 퐺(푢, 푣, 푣) ≤ 4푘 퐺(푢, 푣, 푣) . 

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < ⇒ 0 ≤ 4푘 < 1 

Maka 푢 = 푣. 

Untuk menunjukkan bahwa T adalah G-kontinu ke  푢, misal (푦 ) ⊆ 푋 adalah 

barisan sedemikian hingga lim 푦 = 푢, maka: 

퐺 푇(푢),푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 ) + 퐺 푢,푇(푦 ), 푇(푦 ) ,
2퐺(푦 ,푇(푢),푇(푢))

 

                    (3.2.57) 

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh: 

퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺 푦 ,푇(푦 ), 푇(푦 ) + 퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ,
2퐺(푦 ,푢,푢)

  

Berdasarkan sifat (G5) 퐺 푦 , 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺(푢, 푇(푦 ), 푇(푦 )) 

Maka 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 

푘 max 퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺(푢,푇(푦 ), 푇(푦 )) + 퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ,
2퐺(푦 ,푢,푢)

  

Maka 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 푘 max 
[퐺(푦 ,푢,푢) + 2퐺(푢, 푇(푦 ),푇(푦 ))],

2퐺(푦 , 푢,푢)   

Maka ini mengakibatkan 2 kasus: 

(kasus 1) 퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 2푘퐺(푦 ,푢, 푢) 

(kasus 2) 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 퐺(푦 , 푢, 푢) = 푞퐺(푦 , 푢,푢) 

Maka untuk masing-masing kasus diperoleh lim → 퐺(푢,푇(푦 ), T(푦 )) = 0  

Sesuai proposisi (3.1.4) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  
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Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema Akibat 3.2.18 (Penelitian) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap dan misal 푇:푋 → 푋 suatu 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk suatu 푚 ∈ 푁  dan semua 푥,푦, 푧 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 
퐺 푥 , 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺(푧,푇 (푦),푇 (푦)) ,
퐺 푦,푇 (푧),푇 (푧) + 퐺 푥,푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푧,푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푦, 푇 (푥),푇 (푥)

                           (3.2.58) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇  G-

kontinu pada 푢.  

Bukti: 

Ambil 푧 = 푦 dari pertaksamaan (3.2.58)  

Maka pertaksamaan  (3.2.58) menjadi 

퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푦)   

≤ 푘 max 
퐺 푥, 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺(푦,푇 (푦),푇 (푦)) ,
퐺 푦,푇 (푦),푇 (푦) + 퐺 푥 ,푇 (푦),푇 (푦) ,
퐺 푦, 푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푦, 푇 (푥),푇 (푥)

                      (3.2.59) 

Maka (3.2.59) menjadi 

퐺(푇 (푥),푇 (푦),푇 (푦) ≤

푘 max 퐺 푦, 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺 푥, 푇 (푦),푇 (푦) ,
[2퐺(푦, 푇 (푥),푇 (푥))]

             (3.2.60) 

Maka (3.2.60) sama dengan pertaksamaan (3.2.51) pada teorema akibat 3.2.16 

Dari teorema akibat 3.2.16, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢) adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 
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Teorema 3.2.19 (Penelitian) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap, dan misal 푇:푋 → 푋  adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk semua 푥,푦 ∈ 푋 berlaku: 

퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푦) ≤ 푘 max 퐺 푦, 푇(푥),푇(푥) + 퐺 푥 ,푇(푦),푇(푦) ,
2퐺(푦, 푇(푥),푇(푥))

 (3.2.61) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇  G-kontinu 

pada 푢. 

Bukti: 

Misal 푇 memenuhi kondisi (3.2.61 ) dan misal 푥 ∈ 푋 sebarang titik, dan 

didefinisikan barisan (푥 ) dengan 

푥 = 푇(푥 )  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ) 

⋮  

푥 = 푇(푥 ) = 푇 (푥 ). 

Maka untuk  푥 = 푥  ,  푇(푥) = 푥  

푦 = 푥     ,  푇(푦) = 푥  

푧 = 푥     ,   푇(푧) = 푥  

Maka menurut (3.2.61)  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 )≤ 푘 푚푎푥
[퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )],

2퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘퐺(푥 , 푥 ,푥 ) 

Berdasarkan (G5) 퐺(푥 ,푥 , 푥 )≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푘{퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 ,푥 )} 

Maka 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) 

Misal 푞 = , karena 푘 ∈ 0, ,    

0 ≤ 푘 <   

1 − < 1 − 푘 ≤ 1 − 0  

< 1 − 푘 ≤ 1  

Karena 0 ≤ 푘 <  dan < 1 − 푘 ≤ 1 

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA UI, 2012



70 
 

Universitas Indonesia 

Maka < <  

Maka 0 < < 1 

maka 0 < 푞 < 1. 

Dan pertaksamaan (3.2.61) menjadi 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

Berarti untuk 푛 = 1,2,3, … , 푛 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )  

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺 푥 ( ), 푥 ,푥 ≤ 푞 퐺 푥 , 푥 ( ),푥 ( )   

atau 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 푞  퐺 푥 ,푥 ( ), 푥 ( )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) ≤ 푞 퐺(푥 ,푥 , 푥 )               (3.2.62) 

Maka, untuk semua 푛,푚 ∈ 푁, 푛 < 푚, dengan menggunakan ketaksamaan 

segiempat dan (3.2.62) maka diperoleh 

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 )

+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

⋮  

dst 

퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) + 퐺(푥 , 푥 , 푥 ) + 퐺(푥 ,푥 , 푥 ) 

+⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

dan 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA UI, 2012



71 
 

Universitas Indonesia 

Maka 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

≤ 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + 푞 (푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 푞 (푥 ,푥 ,푥 )  

Jadi 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) 

+퐺(푥 ,푥 ,푥 ) + ⋯+ 퐺(푥 , 푥 ,푥 )  

≤ (푞 + 푞 + ⋯+ 푞 )퐺(푥 ,푥 ,푥 )    

≤ 퐺(푥 ,푥 , 푥 ). 

Karena lim → 푞 = 0 untuk 0 < 푞 < 1 

Maka lim → = 0 

Maka lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Untuk 푛,푚, 푙 ∈ 푁 berdasarkan (G5) diperoleh: 

 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) ≤ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) + 퐺(푥 ,푥 ,푥 )  

Karena lim( , )→ 퐺(푥 , 푥 ,푥 ) = 0 dan lim( , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Maka lim( , , )→ 퐺(푥 ,푥 ,푥 ) = 0 

Jadi (푥 ) adalah barisan G-Cauchy. 

Dengan menggunakan sifat  lengkap pada (푋,퐺), maka terdapat 푢 ∈

푋 sedemikian hingga (푥 ) adalah G-konvergen ke 푢 . 

Misalkan 푇(푢) ≠ 푢, maka 

퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ≤ 푘  max 퐺(푢, 푥 ,푥 ) + 퐺 푥 , 푇(푢),푇(푢) ,
2퐺(푢,푥 , 푥 ))

  

Dengan mengambil limit sepanjang 푛 → ∞ dan dengan menggunakan fakta 

bahwa 퐺 kontinu di setiap variabelnya, diperoleh: 

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘 max 퐺(푢, 푢,푢) + 퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ,
2퐺(푢, 푢,푢)

  

퐺 푢,푇(푢),푇(푢) ≤ 푘퐺 푢, 푇(푢),푇(푢) .  

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 <  . Maka 푢 = 푇(푢). 

Untuk membuktikan ketunggalan, andaikan terdapat 푣,  푣 ≠ 푢 sedemikian hingga 

푇(푣) = 푣 maka  

퐺(푢, 푣,푣) ≤ 푘 max
[퐺(푣, 푢, 푢) + 퐺(푢,푣, 푣)],

2퐺(푣, 푢,푢)   

Maka ini mengakibatkan  2 kasus: 
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(kasus 1) 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘{퐺(푣,푢, 푢) + 퐺(푢,푣,푣)} 

(kasus 2) 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 2퐺(푢, 푣,푣) 

Karena 0 ≤ 푘 <  , maka (kasus 2) terpenuhi 

Untuk ( kasus 1) 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘{퐺(푣,푢, 푢) + 퐺(푢,푣,푣)} 

Dengan argumen yang sama, diperoleh: 

퐺(푣, 푢,푢) ≤ 푘{퐺(푢, 푣, 푣) + 퐺(푣, 푢, 푢)}  

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘 푘 퐺(푢,푣,푣) + 퐺(푣, 푢, 푢) + 퐺(푢,푣, 푣)   

Atau 퐺(푢, 푣, 푣) ≤ 푘퐺(푣,푢,푢) + 푘퐺(푢,푣, 푣) + 푘 퐺(푢,푣,푣) 

Maka 퐺(푢,푣, 푣) ≤ 푘퐺(푣,푢, 푢) + 퐺(푢,푣, 푣) 

Ini kontradiksi jika 0 ≤ 푘 < ⇒ 0 ≤ < 1. Maka 푢 = 푣. 

Untuk menunjukkan bahwa 푇 adalah G-kontinu ke  푢, misal (푦 ) ⊆ 푋 adalah 

barisan sedemikian hingga lim 푦 = 푢, maka: 

퐺 푇(푢),푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺 푦 , 푇(푢),푇(푢) + 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ,
2퐺(푦 ,푇(푢),푇(푢))

 

                    (3.2.63) 

Dengan mengganti 푇(푢) = 푢, diperoleh: 

퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 푘 max 퐺(푦 , 푢,푢) + 퐺 푢,푇(푦 ), 푇(푦 ) ,
2퐺(푦 , 푢, 푢)

  

Maka ini mengakibatkan 2 kasus: 

(kasus 1) 퐺 푢,푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 2푘퐺(푦 ,푢, 푢) 

(kasus 2) 퐺 푢, 푇(푦 ),푇(푦 ) ≤ 퐺(푦 , 푢, 푢) = 푞퐺(푦 ,푢, 푢) 

Maka untuk masing-masing kasus diperoleh lim → 퐺(푢,푇(푦 ), T(푦 )) = 0  

Sesuai proposisi (3.1.4) maka barisan 푇(푦 )  adalah G-konvergen ke 푢 = 푇(푢).  

Sesuai proposisi (3.1.8) mengakibatkan 푇 adalah G-kontinu pada 푢. 

 

Teorema Akibat 3.2.20 (Penelitian) 

Misal (푋,퐺) adalah Ruang Metrik-푮 lengkap, dan misal 푇:푋 → 푋  adalah 

pemetaan. Jika 푇 memenuhi syarat berikut: 

Untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk semua 푥, 푦 ∈ 푋 berlaku: 
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퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푦) ≤

푘 max 퐺 푦, 푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푥,푇 (푦),푇 (푦) ,
2퐺(푦,푇 (푥),푇 (푥))

             (3.2.64) 

dengan 푘 ∈ 0, , maka 푇 mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 dan 푇 G-kontinu 

pada 푢. 

Bukti: 

Dari teorema 3.2.19, diperoleh 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋, 

sedemikian hingga 푇 (푢) = 푢. Tetapi 푇(푢) = 푇 푇 (푢) = 푇 (푢) =

푇 푇(푢) .  Jadi 푇(푢) adalah titik tetap yang lain untuk 푇  dan karena 

ketunggalan 푇(푢) = 푢. 

Dari teorema 3.1.7, bahwa suatu pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik-퐺 

adalah pemetaan kontinu, maka 푇  G-kontinu pada 푢. 

 

Ketunggalan titik, Nurul Huda, FMIPA UI, 2012



 

 74  Universitas Indonesia 

BAB 4 
KESIMPULAN DAN SARAN 

 
4.1. Kesimpulan 

 Dari hasil pembahasan di Bab 3 diperoleh beberapa kesimpulan, yaitu: 

1. Sifat- sifat dari Ruang Metrik-푮 lengkap antara lain: 

a. Jika 퐺(푥,푦, 푧) = 0 maka 푥 = 푦 = 푧 

b. 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푥,푦) + 퐺(푥, 푥, 푧) 

c. 퐺(푥,푦, 푦) ≤ 2퐺(푦, 푥, 푥) 

d. 퐺(푥,푦, 푧) ≤ 퐺(푥, 푎, 푧) + 퐺(푎, 푦,푧) 

e. 퐺(푥,푦, 푧) ≤ (퐺(푥,푦, 푎) + 퐺(푥,푎, 푧) + 퐺(푎,푦, 푧) 

f. 퐺(푥,푦, 푧) ≤ (퐺(푥,푎,푎) + 퐺(푦,푎, 푎) + 퐺(푧,푎,푎) 

g. |퐺(푥, 푦, 푧) − 퐺(푥, 푦,푎)| ≤ max{퐺(푎, 푧, 푧),퐺(푧, 푎, 푎)} 

h. |퐺(푥, 푦, 푧) − 퐺(푥, 푦,푎)| ≤ 퐺(푥,푎, 푧) 

i. |퐺(푥, 푦, 푧) − 퐺(푦, 푧, 푧)| ≤ max{퐺(푥, 푧,푧),퐺(푧, 푥,푥)} 

j. |퐺(푥, 푦,푦) − 퐺(푦,푥,푥)| ≤ max{퐺(푦,푥 ,푥),퐺(푥,푦,푦)}                                                          

 

2. Syarat cukup agar diperoleh ketunggalan titik tetap untuk pemetaan 

kontraktif pada Ruang Metrik-푮 lengkap adalah suatu pemetaan 푇 atau 

pemetaan 푇  mempunyai titik tetap tunggal 푢 ∈ 푋 pada Ruang Metrik-푮 

lengkap (푋,퐺) untuk 푇:푋 → 푋  jika salah satu dipenuhi; 

a. 퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푧)) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푧) 

dengan 푘 ∈ [0, 1), untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋. 

b. 퐺(푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧)) ≤ 푘퐺(푥, 푦, 푧) 

dengan 푘 ∈ [0, 1), untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋. 

c. 퐺(푇(푥),푇(푦),푇(푦)) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푦) 

     dengan 푘 ∈ [0, 1), untuk setiap 푥, 푦 ∈ 푋. 

d. 퐺(푇 (푥),푇 (푦),푇 (푦)) ≤ 푘퐺(푥,푦, 푦) 

dengan 푘 ∈ [0, 1), untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥,푦 ∈ 푋. 
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e. 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤

푘max
퐺(푥,푦, 푧),퐺 푥, 푇(푥),푇(푥) ,퐺 푦,푇(푦),푇(푦) ,

퐺 푧,푇(푧),푇(푧) ,퐺 푥,푇(푦),푇(푦) ,
 퐺 푦,푇(푧),푇(푧) ,퐺 푧,푇(푥),푇(푥) .

  

dengan 푘 ∈ 0, , dan untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋. 

f. 퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푥, 푦, 푧),퐺 푥, 푇 (푥),푇 (푥)
퐺 푦,푇 (푦),푇 (푦) ,퐺 푧, 푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푥, 푇 (푦),푇 (푦) ,퐺 푦, 푇 (푧),푇 (푧) ,

퐺 푧, 푇 (푥),푇 (푥) ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

  

dengan 푘 ∈ 0, , untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋. 

g. 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 

푘max
퐺(푥, 푦,푧),퐺 푥 ,푇(푥),푇(푥) ,퐺 푦, 푇(푦),푇(푦) ,

퐺 푧,푇(푧),푇(푧) ,퐺 푥, 푇(푧),푇(푧) ,
 퐺 푦, 푇(푥),푇(푥) ,퐺 푧,푇(푦),푇(푦) .

  

dengan 푘 ∈ 0, , untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋. 

h. 퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푥,푦, 푧),퐺 푥, 푇 (푥),푇 (푥)
퐺 푦, 푇 (푦),푇 (푦) ,퐺 푧,푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푥, 푇 (푧),푇 (푧) ,퐺 푦,푇 (푥),푇 (푥) ,

퐺 푧,푇 (푦),푇 (푦) , ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

 

dengan 푘 ∈ 0, , untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋.  

i. 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤

푘max

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 퐺(푥, 푦, 푧),퐺 푥,푇(푥),푇(푥) ,퐺 푦,푇(푦),푇(푦) ,

퐺 푧, 푇(푧),푇(푧) ,퐺 푥, 푇(푦),푇(푦) ,
 퐺 푦,푇(푧),푇(푧) ,퐺 푧, 푇(푥),푇(푥) ,

퐺(푥,푇(푧),푇(푧)),퐺(푦, 푇(푥),푇(푥)),퐺(푧, 푇(푦),푇(푦))⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

  

     dengan 푘 ∈ 0, , dan untuk setiap 푥, 푦, 푧 ∈ 푋. 
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j. 퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 퐺(푥, 푦, 푧),퐺 푥, 푇 (푥),푇 (푥)
퐺 푦,푇 (푦),푇 (푦) ,퐺 푧, 푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푥, 푇 (푦),푇 (푦) ,퐺 푦, 푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푧, 푇 (푥),푇 (푥) ,퐺 푥, 푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푦,푇 (푥),푇 (푥) ,퐺(푧,푇(푦),푇(푦)) ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

 

            dengan 푘 ∈ 0, , untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋. 

k. 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘 max
퐺 푥 ,푇(푦),푇(푦) + 퐺 푦,푇(푥),푇(푥) ,
퐺 푦, 푇(푧),푇(푧) + 퐺 푧,푇(푦),푇(푦) ,
퐺 푧,푇(푥),푇(푥) + 퐺 푥, 푇(푧),푇(푧)

  

            dengan 푘 ∈ 0, , untuk setiap 푥, 푦, 푧 ∈ 푋.  

l. 퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 
퐺 푥 , 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺 푦, 푇 (푥),푇 (푥) ,
퐺 푦, 푇 (푧),푇 (푧) + 퐺 푧, 푇 (푦),푇 (푦) ,
퐺 푧,푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푥, 푇 (푧),푇 (푧)

   

dengan 푘 ∈ 0, ), untuk suatu  푚 ∈ 푁 dan untuk semua 푥, 푦, 푧 ∈ 푋. 

m. 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘 max
퐺 푥 ,푇(푦),푇(푦) + 퐺 푧,푇(푥),푇(푥) ,
퐺 푦, 푇(푧),푇(푧) + 퐺 푥,푇(푦),푇(푦) ,
퐺 푧,푇(푥),푇(푥) + 퐺 푦,푇(푧),푇(푧)

  

dengan 푘 ∈ 0, ),  untuk semua 푥,푦, 푧 ∈ 푋.  

n. 퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 
퐺 푥 , 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺 푧, 푇 (푥),푇 (푥) ,
퐺 푦,푇 (푧),푇 (푧) + 퐺 푥,푇 (푦),푇 (푦) ,
퐺 푧, 푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푦,푇 (푧),푇 (푧)

 

dengan 푘 ∈ 0, , untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan setiap 푥,푦, 푧 ∈ 푋.  

o. 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푦) ≤ 푘 max 퐺 푦, 푇(푦),푇(푦) + 퐺 푥 , 푇(푦),푇(푦) ,
2퐺(푦,푇(푥),푇(푥))

           

dengan 푘 ∈ 0, , dan untuk semua 푥,푦 ∈ 푋.  
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p. 퐺(푇 (푥),푇 (푦),푇 (푦) ≤

푘 max 퐺 푦, 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺 푥, 푇 (푦),푇 (푦) ,
2퐺(푦, 푇 (푥),푇 (푥))

 

dengan 푘 ∈ 0, , untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk semua 푥,푦 ∈ 푋. 

q. 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푧) ≤ 푘 max 
퐺 푥, 푇(푦),푇(푦) + 퐺(푧, 푇(푦),푇(푦)) ,
퐺 푦,푇(푧),푇(푧) + 퐺 푥 , 푇(푧), 푇(푧) ,
퐺 푧, 푇(푥),푇(푥) + 퐺 푦,푇(푥),푇(푥)

 

           dengan 푘 ∈ 0, , untuk semua 푥,푦, 푧 ∈ 푋.  

r. 퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푧) ≤

푘 max 
퐺 푥 , 푇 (푦),푇 (푦) + 퐺(푧,푇 (푦),푇 (푦)) ,
퐺 푦,푇 (푧),푇 (푧) + 퐺 푥,푇 (푧),푇 (푧) ,
퐺 푧,푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푦, 푇 (푥),푇 (푥)

 

dengan 푘 ∈ 0, , untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk semua 푥,푦, 푧 ∈ 푋. 

s. 퐺 푇(푥),푇(푦),푇(푦) ≤ 푘 max 
퐺 푦, 푇(푥),푇(푥) + 퐺 푥 ,푇(푦),푇(푦) ,

2퐺 푦, 푇(푥),푇(푥)
 

dengan 푘 ∈ 0, , untuk semua 푥, 푦 ∈ 푋. 

t. 퐺 푇 (푥),푇 (푦),푇 (푦) ≤

푘 max 
퐺 푦, 푇 (푥),푇 (푥) + 퐺 푥,푇 (푦),푇 (푦) ,

2퐺 푦,푇 (푥),푇 (푥)
 

dengan 푘 ∈ 0, , untuk suatu 푚 ∈ 푁 dan untuk semua 푥,푦 ∈ 푋. 

 

4.2. Saran 

 Dari beberapa kesimpulan diatas, perlu adanya penelitian untuk 

menyelidiki ketunggalan titik tetap pada tipe pemetaan yang lain yaitu pemetaan 

ekspansif ataupun pada ruang yang lain seperti Ruang Quazy Metrik, Ruang 

Fuzzy Metrik, dll. 
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