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ABSTRAK

Nama : Dessy
Program Studi : Magister Matematika
Judul :  Menentukan Lintasan Terpendek Dengan Menggunakan

Aljabar Max-Plus

Dalam tesis ini dibahas cara menentukan lintasan terpendek dengan menggunakan
Aljabar Max-Plus. Dengan menjumlahkan sebanyak hingga perkalian matriks bo-
bot busur, diperoleh matriks bobot lintasan terpendek dari suatu simpul ke simpul
lainnya. Untuk memudahkan operasi perkalian dan penjumlahan matriks dalam

Aljabar Max-Plus, dibuat suatu fungsi dalam Matlab.

Kata Kunci:

Lintasan terpendek, Aljabar Max-Plus, matriks bobot busur, Matlab.
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ABSTRACT

Name : Dessy
Study Program : Magister of Mathematics
Title :  Determining Shortest Path in Max-Plus Algebra

In this thesis it is discussed how to determine the shortest-path by using Max-
plus algebra. By adding a finite number of power matrix of a weight matrix, a
shortest-path weight matrix is obtained. For addition and multipication of matrix in

Max-plus algebra, some functions in Matlab are constructed.
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Shortest path, Max-Plus Algebra, weight-matrix, Matlab.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Permasalahan optimasi merupakan permasalahan yang sering kita temui dalam
kehidupan. Dalam kehidupan sehari-hari dikenal bermacam-macam jaringan, mi-
salnya jaringan jalan, jaringan transportasi, jaringan listrik, jaringan pipa air dan se-
bagainya. Suatu jaringan G(/, E) terdiri dari (a) himpunan simpul yang dinyatakan
dengan 7/, (b) himpunan busur yang dinyatakan dengan E, yang menghubungkan
simpul-simpul anggota ¥/, dan (c) setiap busur pada jaringan G mempunyai suatu
nilai yang disebut bobot busur [7].

Dalam masalah jaringan transportasi misalnya, kita memilih lintasan terpendek
dari suatu tempat ke tempat lain yang berbeda. Hubungan antara dua tempat yang
berbeda merupakan konsep dasar dalam graf. Graf merupakan salah satu cabang
ilmu di matematika. Dengan melihat ketiga unsur yang dimiliki suatu jaringan,
dapat dikatakan bahwa suatu jaringan merupakan suatu graf yang setiap busur di
dalamnya mempunyai bobot.

Masalah lintasan terpendek merupakan masalah bagaimana mencari suatu lin-
tasan dari jaringan yang telah kita peroleh. Dari jaringan yang diperoleh itu, de-
ngan terlebih dahulu kita tentukan semua kemungkinan lintasan dari suatu simpul
ke simpul lainnya. Kemudian kita menjumlahkan bobot busur-busur yang mungkin
dilewati lintasan tersebut, sehingga akhirnya kita pilih lintasan dengan jumlah bobot
busur yang dilalui adalah minimal [7].

Dalam menentukan lintasan terpendek dikenal beberapa metode, di antaranya
metode Djikstra, Belmann, Floyd, Spira serta Johnson. Metode ini semua dalam
aljabar biasa (konvensional).

Selanjutnya pada tesis ini dibahas juga dasar-dasar Aljabar Max-Plus, dengan
operasi dasarnya adalah maksimum dan penjumlahan. Misalnya, untuk a,b € R,
maka untuk penjumlahan a @ b = max(a,b) sedangkan perkalian a ® b = a + b.

Dengan Aljabar Max-Plus diselesaikan masalah lintasan terpendek di atas.

1.2 Permasalahan

Berdasarkan latar belakang di atas maka permasalahan dalam penelitian ini :
“Bagaimana menentukan lintasan terpendek dengan menggunakan Aljabar Max-
Plus”.

1 Universitas Indonesia

Menentukan lintasan..., Dessy, FMIPA Ul, 2011



1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah :

“Mencari lintasan terpendek dengan menggunakan Aljabar Max-Plus*.

1.4 Metode Penelitian

Metode penelitian yang dilakukan adalah :
1. Mencari literatur-literatur yang terkait masalah lintasan terpendek.

2. Memahami lintasan terpendek dalam aljabar biasa melalui literatur-literatur

yang ada.
3. Menggunakan beberapa contoh graf berarah sederhana untuk menentukan lin-

tasan terpendek menggunakan aljabar biasa dan Aljabar Max-Plus.

1.5 Sistematika Penulisan

Tesis ini terdiri dari lima bab :

bab I : mengemukakan latar belakang, permasalahan, tujuan, metode penelitian

dan sistematika penulisan.
bab 1I : membahas lintasan terpendek dalam aljabar biasa beserta contoh.

bab III : membahas tentang Aljabar Max-Plus, yaitu definisi dan operasi Aljabar
Max-Plus, matriks persegi dan graf dalam Aljabar Max-Plus.

bab IV : langkah menentukan lintasan terpendek dengan menggunakan Aljabar
Max-Plus, contoh lintasan yang diselesaikan dengan aljabar biasa dan Aljabar
Max-Plus, contoh kasus khusus yang dapat diselesaikan dengan Aljabar Max-
Plus.

bab V : kesimpulan pembahasan penelitian yang telah dilakukan dan saran.

Universitas Indonesia
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BAB 2
LINTASAN TERPENDEK DALAM ALJABAR BIASA

Lintasan dalam kehidupan sehari-hari sering kali ditemui pada bidang transpor-
tasi dan telekomunikasi, seperti pada pencarian lintasan terpendek untuk menempuh
perjalanan antar dua kota. Pada contoh lain : proses pengiriman paket data komu-
nikasi dalam suatu jaringan komunikasi agar dihasilkan suatu proses yang paling
cepat.

Untuk mencari lintasan terpendek biasanya dilakukan antara dua buah simpul
pada graf berbobot dan berarah. Lalu di antara lintasan-lintasan graf yang ada di-

tentukan manakah yang jumlah bobot lintasannya minimum.

2.1 Lintasan Terpendek

Berikut dibahas tentang lintasan, lintasan terpendek beserta bobotnya [3],[7].

Definisi 2.1 (Lintasan). Lintasan dengan panjang n dari simpul awal vy ke simpul
tujuan vy, di dalam sebuah graf G(V,E) adalah barisan berselang-seling simpul-
simpul dan busur-busur yang berbentuk vy,e1,vi,e2,...,Vy_1,€n,Vy, Sedemikian se-

hingga e; = (vo,v1),e2 = (Vi,V2) ;- .-,€n = (Vn_1,Vs) adalah busur dari graf G.

Lintasan bisa juga ditulis sebagai barisan simpul [7]. Bilangan riil yang menya-
takan busur (v;,v;) disebut juga bobot busur, yang dilambangkan dengan w(v;,v;).
Bobot dari lintasan p (dengan p =v; — v2 — ... — V) adalah jumlah dari bobot

busur-busur yang dilalui, yang dilambangkan dengan w(p).

Definisi 2.2 (Lintasan Terpendek). Lintasan terpendek dari simpul u ke simpul v
didefinisikan sebagai lintasan dari u ke v dengan total bobot lintasannya adalah
Jjumlah bobot minimum dari busur - busur pada sebarang lintasan berasal dari

simpul u ke simpul v. Jika tidak ada lintasan dari u ke v dikatakan o .

Didefinisikan total bobot lintasan terpendek dari u ke v dengan

min{w(p) : u~>Pv} ,jika terdapat lintasan dari u ke v
o(u,v) =

o , lainnya.

catatan : u ~P v adalah lintasan p yang terdiri atas beberapa busur dari u ke v.
Penyelesaian masalah mencari lintasan terpendek dapat dilakukan dengan
menggunakan perhitungan matematis. Metode Dijkstra menyelesaikan masalah lin-

tasan terpendek dengan sebuah simpul asal (single source shortest-path problem)
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4

pada graf berarah dan berbobot G(7/,E). Pada penggunaan metode ini, dianggap
bahwa bobot busur w(i, j) > 0, untuk setiap (i, j) € E, di samping itu G tidak me-
ngandung putaran (cycle) [7].

Pada setiap langkah akan memilih sisi yang berbobot minimum yang menghu-
bungkan sebuah simpul yang sudah terpilih dengan sebuah simpul lainnya yang be-
lum terpilih dan memasukkannya ke dalam himpunan solusi. Lintasan dari simpul

asal ke simpul yang baru haruslah merupakan lintasan yang terpendek.

Contoh 2.3. Graf dengan 6 simpul.

Gambar 2.1. Graf dengan 6 simpul.

Dengan prosedur Djikstra kita cari lintasan terpendek dari simpul-simpul sesuai

arah busurnya, sehingga diperoleh lintasan dengan bobot minimum adalah :

Gambar 2.2. Lintasan dengan bobot minimal.
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5

Catatan : /N menyatakan bahwa angka di dalamnya adalah bobot minimum lintas-
an dari simpul 1 ke simpul j. Misal, dari simpul 1 ke 2 terdapat segitiga dengan
angka 11 di dalamnya , berarti bobot minimum lintasan dari simpul 1 ke simpul 2
adalah 11.

Lintasan terpendek dari simpul 1 ke simpul j adalah seperti yang diungkapkan da-

lam tabel berikut :

Tabel 2.1. Lintasan terpendek suatu graf dengan aljabar biasa.

Dari simpul Bobot _ Panjang
. o Lintasan .

1 ke simpul j Minimum Lintasan
(1,2) 11 I8 2
(1,3) 9 1—3 1
(1,4) 7 1—4 1
(1,5) 20 1—-3—5 2
(1,6) 20 1-3—22-6 3

2.2 Lintasan Terpendek dan Matriks Bobot Busur suatu Graf.

Masalah lintasan terpendek lain adalah dari seluruh pasangan simpul (all-pairs
shortest-paths problem), untuk penyelesaiannya dapat dilakukan iterasi terhadap
matriks bobot busur [3].

Matriks bobot busur graf G dengan n simpul adalah matriks W = (w,- j) , dengan

0 Cjikai=j
wij = qw(i,j) ,jikai# jdan(i,j) €E
oo , jikai # j dan (i,j) ¢ E.

Contoh 2.4. Misalkan G(V,E) graf pada gambar 2.1, maka matriks bobot busur
grafnya adalah :

8
S
o
8

11 oo
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Lema 2.5. Sublintasan dari lintasan terpendek adalah lintasan terpendek [3]
Diberikan sebuah graf berarah dan berbobot G(V,E). Misalkan p = v —
vy — ... = v lintasan terpendek dari simpul vy ke simpul vy. Dan untuk sembarang
i dan j sedemikian sehingga 1 <i < j <k. Misalkan p;j = vi = viy1 — ... = V;
sublintasan dari p berasal dari simpul v; ke simpul v;. Maka p;; adalah lintasan

terpendek dari vi ke v; .

Akibat 2.6. [3]
Misalkan G(V,E) graf berarah dan berbobot. Misalkan lintasan terpendek p
berasal dari s ke v, dapat dikomposisikan sebagai : s ~P u — v untuk suatu simpul

u dan lintasan p/. Maka bobot lintasan minimum dari simpul s ke v adalah

o(s,v) = O(s,u)+w(u,v)

Bukti. dari lemma 2.5, diperoleh sublintasan p’ adalah lintasan terpendek dari sim-
pul s ke u. Sehingga lintasan : p = p/ + (u,v), maka bobot lintasan terpendek p
adalah :

&(s,v) = w(p)

Lema 2.7. [3]
Misalkan G(V,E) adalah graf berarah dan berbobot dengan simpul awal s.

Maka untuk semua busur (u,v) € E, mempunyai
d(s,v) < O(s,u)+w(u,v).
Langkah menentukan lintasan terpendek dengan matriks bobot busur [3]:
1. Menentukan struktur dari lintasan terpendek

e Lintasan terpendek p dari simpul i ke simpul j, memuat k busur, (k

adalah bilangan berhingga).

e Jika i = j, maka p mempunyai bobot nol dan tidak terdapat busur.

Universitas Indonesia
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e Jika simpul i # j, maka lintasan p: i P k — j, dengan lintasan p’
memuat k — 1 busur, sehingga p/ adalah lintasan terpendek dari i ke k.
Akibatnya 8(i, j) = 8(i, k) +w(k, j).

2. Solusi rekursif untuk masalah lintasan terpendek seluruh pasangan simpul

e Misalkan dl.(]l.{) adalah bobot minimum dari sembarang lintasan yang ber-

asal dari simpul i ke simpul j yang terdiri dari k busur.

e Untuk k£ = O lintasan terpendek dari i ke j tidak mempunyai busur jika

0 ,jikai=j

dan hanya jika i = j, sehingga di(](-)) = ! /

oo jikai# j.

(k—
ij
dek dari i ke j yang mempunyai k — 1 busur).

e Didefinisikan : d = mindd} ", " {d,.(’.“”+w1<,} =
1<k<n UY

min (k=1) :
d;; k .
1§k§l’l { ] +W( 7])}

e Untuk £ > 1, di(;-() sebagai minimum dari d D (bobot lintasan terpen-

3. Menghitung bobot Lintasan Terpendek

e Input matriks W = (w;;), lalu tentukan matriks D), D)., D=1),
dimana untuk k = 1,2,...,n — 1 (menunjukkan perulangan/iterasi).

o DK — (d-(l-()). Karena di(jl) = w;;, untuk setiap simpul i, j € V, sehingga

o Matriks final : D'"~!yang memuat bobot lintasan terpendek aktual.

Berikut matriks W secara iterasi :

D(l’l—]) — D(nfz) W — Wn—l .

Sebuah lintasan dari simpul i ke simpul j dengan n — 1 busur mempunyai bobot
tidak lebih besar dari lintasan terpendek dari i ke j [3]. Bobot lintasan terpendek
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dilambangkan dengan 8(1, ]),
.. —1 n—+
8, ) =dy " = df =dif' =..

Di dalam matriks D""—1), terkandung bobot lintasan terpendek.

Contoh 2.8. Berikut diberikan graf dengan 4 simpul, dan penyelesaian lintasan

/Cf
LN
N

terpendeknya.

h

15
/

Gambar 2.3. Graf dengan 4 simpul.

Matriks bobot busur graf di atas adalah :

5 10 oo
3 0 4 15

1 g3
o oo 0 2

Iterasi ke k = 1,2, 3. D) =w

0 5 10 o 5 9 11
Ho_ |30 46 D _ 30 4 6

Dari iterasi ke-3, yaitu matriks D®), diketahui bahwa lintasan terpendek dari
simpul 1 ke simpul 4 adalah 11, yang terdiri atas 3 buah busur.
Dalam bentuk gambar:
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Gambar 2.4. Lintasan terpendek terdiri atas 3 busur .

Contoh 2.9. Berikut diberikan contoh graf dan penyelesaian lintasan terpendek de-

ngan matriks :

Gambar 2.5. Graf dengan 5 simpul.

0 3 8 o —4
o 0 1 7
Matriks bobot busur graf adalah: W = | o« 4 (0 o oo
2 o =5 0 o
w0 oo o 6 0
Iterasi ke k = 1,2,3,4. ; D) = W.
0 3 8 o —4 0 3 8 2 —4
o 0 oo 1 7 3 -4 1 7
D=1 4 0 o o [, D= 4 0 5 11 |,
2 o =5 0 o 2 -1 =5 0 =2
© oo o 6 0 8 =« 1 6 0
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0 3 -3 2 —4 0 1 -32 —4
30 -4 1 —1 30 —4 1 —1
D=7 4 o 5 11 [,LDW=|7 4 0 5 3
2 -1 -5 0 =2 2 -1 -5 0 =2
8 5 1 6 0 8 5 1 6 0

Jadi matriks yang memuat bobot lintasan-terpendek adalah DWW,

Berikut dapat kita lihat lintasan terpendek dari simpul 1 ke simpul 3 adalah :
(—3), diperoleh dari 3 buah busur pada iterasi DB,

@

Gambar 2.6. Lintasan terpendek.
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BAB 3
ALJABAR MAX-PLUS

Pada bab ini dibahas beberapa konsep dasar yang digunakan dalam menyele-
saikan lintasan terpendek dengan menggunakan Aljabar Max-Plus. Pembahasan
meliputi semilapangan atas Aljabar Max-Plus R,,,,, matriks dan teori graf dalam
Aljabar Max-Plus.

3.1 Definisi dan Operasi Aljabar Max-plus

Berikut dibahas beberapa definisi yang berkaitan dengan sifat-sifat dan operasi
dasar Aljabar Max-Plus [1],[2],(4] dan [5].

Definisi 3.1 (Sistem Matematika). Operasi biner pada himpunan S yang tak ko-
song adalah pemetaan dari S < S ke dalam S. Himpunan S yang tak kosong yang

dilengkapi dengan suatu operasi biner disebut sistem matematika .

Definisi 3.2 (Semilapangan). Suatu semilapangan X adalah suatu himpunan tak

kosong K bersama dua operasi biner & dan X, serta memenuhi sifat-sifat berikut:

1. Sistem matematika (%, ©) memenuhi:

(a) Sifat asosiatif, yaitw: a® (b®c) = (a® b) @ ¢, untuk setiap a,b,c € X.
(b) Sifat komutatif, yaitu: a® b = b & a, untuk setiap a,b € K.

(c) Terdapat unsur nol, yaitu € € X, sedemikian sehinggaa®e=a=¢€®a,
untuk setiap a € K.

d
2. Sistem matematika (%X,,®), dengan %} :e:f K — {€}, membentuk suatu grup,
sehingga memenubhi:
(a) Sifat asosiatif, yaitu: a® (b®c) = (a®b) ® ¢, untuk setiap a,b,c € X;.

(b) Terdapat unsur identitas, yaitu: ¢ € X, sedemikian sehingga: a®e =

a = e¢®a, untuk setiap a € X,.

(c) Untuk setiap a € &;, terdapat ! € &, sedemikian sehingga: a®@a ! =
~1
e=a Qa.

3. Sistem matematika (X, ®,®) memenuhi:
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(a) Sifat distributif kanan, yaitu: a® (b @ ¢) = (a®b) @ (a ® ¢), untuk seti-
apa,b,c € X.

(b) Sifat distributif kiri, yaitu: (a®b) @ c = (a®c) @ (b®c), untuk setiap
a,b,c e K.

Definisi 3.3 (Semilapangan yang Komutatif). Himpunan X bersama dua operasi

biner @ dan ® pada K dikatakan semilapangan yang komutatif jika:

1. Sistem matematika (X, ®,®) membentuk semilapangan.

2. Sifat komutatif terhadap operasi ®, yaitu: a® b = b®a, untuk setiap a,b € XK.
Definisi 3.4 (Semilapangan yang idempoten). Himpunan K bersama dua operasi
biner & dan ® pada K dikatakan semilapangan yang idempoten jika:

1. Sistem matematika (X, &, ®) membentuk semilapangan.

2. Sifat idempoten terhadap operasi &, yaitu: a & a = a, untuk setiap a € XK.
Teorema 3.5. [2]

Unsur nol € pada semilapangan yang idempoten K untuk operasi & memenuhi

sifat penyerapan: EeRa=a®¢=¢€,Va € X .

Bukti. Pada semilapangan yang idempoten X, € memenubhi :

€ = EQe
= EQ(edDe)
= (eRe)D(eRe)
®2
= &“ e

2

Akibatnya untuk setiap a € K — {¢},

Universitas Indonesia

Menentukan lintasan..., Dessy, FMIPA Ul, 2011



13

€ = ERe
= e®(a '®a)
= e®(a 'oe)®a
= (e®a'®a)®(evewa)
- (e@e)@(e®2®a)

- (72

= ERa=¢
Jadi terbukti bahwa: ERa =a® € = €.

O

Himpunan R, adalah himpunan RU {e}, dengan R adalah himpunan bilangan
riil .

Didefinisikan operasi biner @ dan ®, dimana @ (baca o-plus) berarti maksimum
dan ® (baca o-kali) berarti jumlahan [5]. Untuk setiap bilangan a,b € R, operasi-
nya sebagai berikut: a &b “ max (a,b), maksudnya adalah kita akan tentukan nilai
yang maksimum di antara bilangan a dan b, sedangkan a® b 2 a + b, maksudnya

adalah hasil jumlahan dari bilangan a dan b .

Teorema 3.6. Unsur nol dari Re untuk operasi & adalah € = —oo, dan unsur satuan

Re untuk operasi © adalah ¢ = 0. Untuk setiap a € Re, maka berlaku:
l. ade=a=eDa.
2. ePe=e=c¢PDe:
3.aRQe=a=¢eQ®a.
4. eQe=€e=¢€Qe.

Bukti. (untuk sifat 2 dan 3), akan ditunjukkan untuk € = —eo dan ¢ = 0, untuk setiap
a € R berlaku:

l. ede=ce¢=rc¢dE¢, yaitu: € @ ¢ =max (€,e) =max (—,0) =0 =r¢, dan
¢ ® € =max(e, €) =max(0,—o0) =c.

2.aRQe=a=¢®a, yaitu: a ® e=a+e¢e=a+0=ag,dane ® a=¢+a=
O+a=a.

]
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Definisi 3.7 (Struktur Aljabar). Himpunan R¢ bersama dengan operasi & dan &
disebut Aljabar Max-Plus dan dinotasikan dengan R,,,x = (Re, ®,®).

Struktur R,y ini dikatakan Aljabar Max-Plus [2]. Untuk a,b € R,,,, didefini-
sikan operasi ¢, maka a < b jikaa & b = b. Elemen-elemen R,,,, disebut juga

dengan skalar.

Teorema 3.8. [2]
Struktur aljabar R, adalah sebuah semilapangan yang komutatif dan idem-

poten.

Bukti. akan ditunjukkan bahwa R,,,, memenuhi sifat-sifat berikut:
1. Sistem matematika R, suatu semilapangan.
2. Sifat komutatif R,,,, terhadap operasi ®.

3. Sifat idempoten R,,,, terhadap operasi .

Ambil sebarang a,b, c € Rg, akan ditunjukkan:

l. (Ry,@,®) membentuk suatu semilapangan;

(a) Sistem matematika (R¢, @) memenuhi:
i. Sifat asosiatif, a ® (b@&c) = (a®b) & ¢, untuk setiap a,b,c €
Re. Yaitu: a @ (b&c) = max(a,max(b,c) ) = max(a,b,c) =
max(max(a,b) ,c) = (a®b) Bec.
ii. Sifat komutatif, ad® b = b P a, untuk setiap a,b € Re. Yaitu: adb =
max(a,b) = max(b,a) =b®a.
iii. Terdapat unsur nol, yaitu € = —oo, sedemikian sehingga a ® € =
a = € a, untuk setiap a € Re.  Yaitu: a ® € = max(a,e) =

max(a,—o) =a
€Pa=max(g,a) =max(—oo,a) =a.
(b) Sistem matematika (Re — {€},®) membentuk suatu grup, sehingga me-

menuhi:
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i. Sifat Asosiatif, ¢ ® (b ®c¢) = (a® b) ® c, untuk setiap a,b,c €
Re —{e}. Yaitu: a ® (b ®c)=a+(b+c)=a+b+c=(a+b)+
c=(a® b) ® c.

ii. Terdapat unsur Satuan, yaitu: ¢ = 0, sedemikian sehinggaa ®e¢ =
a=c¢ ® a, untuk setiap a € Re — {€}. Yaitu: ¢ ®e=a+e¢ =
a+0=a

e®a=¢e+a=0+a=a.

iii. Untuk setiap a € Re — {€}, terdapat a~' € Re — {€}, sedemikian
sehinggaa ® a'l=a"! ® a=¢ Yaitu: a ® a ' =a+a! =
a+(—a)=0,a'®a=a"'4+a=(—a)+a=0.

(c) Sistem matematika (R,,®,®) memenuhi sifat distributif kanan dan kiri,
yaitu: a® (b®c) = (a®b)®(a®c)dan (aBb) Rc = (a®c)® (bc),
untuk setiap a,b,c € Re,

i. Sifat distributif kanan yaitu: a® (b & ¢) =a+max (b,c) = max(a+
b,a+c)=(a®@b)®(a®c).

ii. Sifat  distributif =~ kiri - yaitu: (a® D) ® ¢ =
max(a,b) +c=max(a+c¢,b+c)=(a®c) B (b®c).

2. Sifat komutatif R,,,, terhadap operasi ®, yaitu: a ® b=a+b=>b+a =
b ® a, untuk setiap a,b € R4y

3. Sifat idempoten R, terhadap operasi &, yaitu: a & a = max(a,a) = a, untuk

setiap a € R,;4x.

Karena dipenuhi ketiga sifat di atas, maka terbukti bahwa struktur aljabar R,

adalah sebuah semilapangan yang komutatif dan idempoten.

Operasi biner @ pada R,,;, tidak mempunyai invers (balikan) [2]. Dengan de-
mikian pada R, untuk setiap a € R,,4, tidak terdapat b € R, yang memenuhi
sifatacb = bda =¢€. Karena a® b = € jika dan hanya jika a = € dan b = €, sehing-
gaa®b=¢ede=E¢. Jadi untuk setiap a € R, tidak mempunyai invers terhadap
operasi ¢ dalam Aljabar Max-Plus.
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Contoh 3.9. Contoh operasi ¢ dan ® dalam aljabar R,,,,,.

Tabel 3.1. Operasi dasar dalam Aljabar Max-Plus.

Operasi pada aljabar R,,,,, | Operasi pada aljabar biasa | Hasil :
1. 4 (-2) max (4,(—2)) 4
2. 5d¢ max (5,€) 5
3. eDE max (¢, €) e
4. eE®2 e+2 €
5. T®e T+e 7
6. 3024 max (3,(2+4)) 6

Sama seperti dalam aljabar biasa, operasi ® dilakukan terlebih dahulu dari pada

operasi 4.

Berikut operasi pangkat dalam Aljabar Max-Plus [2],[4],[5],[6] dan [8].

Definisi 3.10. Untuk semua n € N dan x € R,,,x, pangkat n dari x dalam Aljabar
Max-Plus adalah:

x®n = XRxX...Qx
———

Bentuk pangkat (eksponensial) Aljabar Max-Plus adalah merupakan hasil dari
perkalian dalam aljabar biasa, sehingga

x®n = x®xR...Q0x
€ v
= x+x+..+x
—_————
= nx
Secara umum : x*" = n.x, jika:
1. x=¢, untuk n € R,

(a) n>0, maka e®" =¢,

(b) sedangkan untuk n» < 0 maka e®" tidak terdefinisi [4].
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2. x#¢€, x € Rygx, untuk n € R,
(a) untuk 7 = 0, maka x*° = 0,

(b) sedangkan untuk n£0, maka x*" = nx.

Teorema 3.11. [4]

Untuk m,n € N dan x,y € R,,,,x, maka berlaku:
1. (x®y)® =x" @y

) x®m ®x®n _ x®(m®n)

m n m®l1
3. (x® )® = x® |
Bukti. untuk setiap m,n € N, berlaku:

L (x@y) =2 @y®', yaitw: (x®y)° = n(max(x,y)) = max(nx,ny) =
x2" ®y®" untuk setiap: x,y € Ryt

men . m / men
2. ¥ @x®" =" yaitu: x¥"@x% = mx +nx = (m+n)x = x*"", untuk
setiap x € Rqx-

my & m®" m n"
3. (x¥ )®n o’ yaitu: (x? )®n = n(mx) = nmx = (nm)x = x®" , untuk
setiap x € R,y

Contoh 3.12. Contoh operasi pangkat aljabar R,;,,.

Tabel 3.2. Operasi pangkat dalam Aljabar Max-Plus.

Operasi pada Operasi pada .
No. I ) Hasil
Ronax aljabar biasa
L. 43 3x4 12
2. 67 I1x6 2
1
3. 28 2 —1x2 —1
4, 5@ —1x5 5
®’ 1 2
5 () 2} :
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Dalam urutan pengoperasian, operasi pangkat Aljabar Max-Plus dilakukan ter-
lebih dahulu dari pada operasi ¢ dan ®.

Operasi @ dan ® pada Aljabar Max-Plus dapat diperluas untuk operasi - operasi
matriks dalam Aljabar Max-Plus. Sebagai bahan acuan [2],[4],[5] dan [8].

Himpunan matriks ukuran n x m atas Aljabar Max-Plus dinotasikan dengan

RS dengan n,m € N, didefinisikan n= {1,2,...,n} dan m = {1,2,...,m}.

Elemen matriks A € R%gxm pada baris ke-i dan kolom ke-j dinotasikan dengan

a;j, yang dinyatakan juga dengan [A];; untuk i € n dan j € m. Seperti dalam aljabar

biasa, matriks A € RJ%L\/" dapat ditulis sebagai:

ar - Aaim

Definisi 3.13. Penjumlahan matriks A,B € R%éxm , dinotasikan oleh A ® B, didefi-

nisikan sebagai:
[A®B|;; = aij®bij,
untuki€ndan j € m
Definisi 3.14. Diberikan matriks A € R%me, dan sebarang skalar o. € R, maka
perkalian 00 ®Q A, didefinisikan sebagai:
{O(. ®A]ij = 0®aj,
untuk i € ndan j € m.
Definisi 3.15. Perkalian matriks A € Rzl;(xp dan B € R%ijm, dinotasikan oleh

A ® B, didefinisikan sebagai:

= maxie(i o, .. py(@i+bij),
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Menentukan lintasan..., Dessy, FMIPA Ul, 2011



untuk i € ndan j € m.
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1 22
Contoh 3.16. Diberikan matriks A — ( , €3 ) B = ( ) ) dan C =
— -1 ¢

(

€ 2

-1 -1 ¢

1. Penjumlahan matriks

ADB

2. Penjumlahan matriks

B3A

3
) , skalar 3 € R4, maka :

-2 2 1 ¢
&5
fls> <2—3>

—2®&1 20¢
" Vaga
max(=2,1)  max(2,¢€)
max(—1,2) max(eg,—3)

Lgene)
2 43
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3. Perkalian skalar matriks

3B =

4. Perkalian matriks

ARC

1 e> (s 2 3)
= ®
a3 _1 B ¢
(1@e)d(e® —1) (1®2)®(E®—-1)

2D (-30—-1) 2®2)®(-3v—1)
max((1+¢€),(e+—1))

max(g,—4) max(4,—4) max(5,€)
e 3 4
4 4 5

_ max(e,€)  max(3,€) max(4,¢€) )

Teorema 3.17. [5]
Untuk sebarang matriks A,B,C € Rl > ™M

max((1+2),(e+—1))
max((2+¢€),(=3+-1)) max((2+2),(-3+—1)) max((2+3),(-3+¢))

20

(1®3)®(eRe)
(2®3)®(—3RE)

max((1+3), (e+€)) >

dan sebarang skalar o, € Ryax

(dengan syarat ukuran dan operasinya terpenuhi), maka berlaku sifat berikut:

1. Asosiatif terhadap @; A@ (BGC) = (A®B) &C.
2. Komutatif terhadap &; A@ B =B®A.
3. Asosiatif terhadap ®; A® (B®C) = (A®B)®C.

4. Distributif ® terhadap &;

(a) kanan; A® (B®C) = (A®B)® (A®C).

Menentukan lintasan..., Dessy, FMIPA Ul, 2011
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(b) kiri; ( AGB)®C=(A®C)® (BRC).
5. Komutatif terhadap ® skalar; 0 @ B =B® .
6. Asosiatif terhadap ® skalar;
(@) a® (PRA) = (0®B)A.
(b) 0®(A®B)=(0®A)®B=A® (0®B).
7. Distributif ® skalar;
(a) 0R(ADB)=(0®A)® (R B).
(b) (a®P)RA=(a®A)®(BRA).
8. Idempoten terhadap &; AGA = A.
Bukti. akan dibuktikan untuk sifat 3 dan 4.(b);

1. Ambil sebarang matriks A € Ripn”. B € REX" dan € € RIS Ak-

an dibuktikan berlaku sifat 3, yaitu asosiatif terhadap ® : A ® (B®C) =
(A® B) ® C; Elemen ke-ij matriks A ® (B® C) adalah

ARBO); = G Ai® (@ (Bu®GC)))
= @Z:I@E:IAikG@Bkl@Clj,

dan elemen ke-ij matriks (A ® B) ® C adalah

[(A®B)&Cl; = &(®;_ 1Az Bu)®C;
= @B B Ax® B QCi;
= @1 D1 Ax®Bu®C;.

Terbukti bahwa A ® (B®C) = (A®B)®C.
2. Ambil sebarang matriks A,B € R%éxp ,Ce R%;xm . Akan dibuktikan berla-
ku sifat 4.b, yaitu distributif kiri : (AGB)®C = (A®C) & (BXC) ; Elemen

ke-ij dari (A @ B) ® C adalah

[(ADB)®Cl; = @ (Ax®Bi) ®Cy;
= (p_ A @ Crj) ® (BB ® Cyj),
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dan elemen ke-ij dari (A®C) @ (B®C) adalah
[(A®C)& (BRO)); = (B Ar®Crj) ® (DB @ Cj)-

Terbukti bahwa (AGB)®C = (A®C) & (BRC).

3.2 Matriks Persegi dalam Aljabar Max-Plus

Matriks persegi dalam Aljabar Max-Plus, sama seperti pada aljabar biasa
[2],[4],[5] dan [8].
nxn

Suatu matriks A dengan banyak baris dan kolomnya adalah sama, A € R,y

dengan n € N, dinamakan matriks persegi Aljabar Max-Plus. Matriks A € ]R{,%Z;xn

dapat ditulis sebagai:

ay -+ A

anl- "+ dnpn

Matriks nol n x n adalah & € R%éxn dengan semua elemen adalah €, dan matriks

y ¢ jikai=j

satuannya adalah E, € Ry, dengan definisi [E,]; = atau dapat
e ,jikai##j.
ditulis sebagai:
¢ €
T4 =
3 ¢

Definisi 3.18 (Matriks Berpangkat). Suatu matriks persegi A € anéxn dan bilangan
bulat positif k, k € N, pangkat k dari matriks A dinotasikan dengan A®k, didefinisi-

kan sebagai:

A® = ARAR..QA
k
— ApA®
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Matriks A" </ E,. Matriks A € REXT A —AQA, A —AQARA =
ARA®® . dst
A% — ARA®..0A = AQA® .
k

Definisi 3.19 (Elemen ke-ij Matriks Berpangkat). Diberikan matriks persegi A €

R%éxn, elemen baris ke-i kolom ke-j, dari matriks A% dengan k € N adalah:

k
A7) = el LA (B (@l Any 94:,1)
= @ 4o (B oA, ® - - ®Ap,i ®A;5)))

= Maxi<i . .. iy <n(@ij_y + -+ Giy iy + @iy )

e —1 3
Contoh 3.20. Diberikan matriks A= | 4 2 1 . Matriks A dalam bentuk
1 & -2
pangkat adalah :
1. A%
e -1 3 e —1 3
ARA = 2 1 K| 4 2
e B 1 & =2

- (s | 3)@ 4 | =@ (A 04n)
1

= (e28)® (-1 B (B@1)

= max|(e+¢),(—1+4),(3+1)]

= max[e,3,4] =4,...dst

4 11
AP = 6 4 7
-1 ¢ 4
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2. A%
e -1 3 4 1 1
AAY = | 4 2 1 |o| 6 4 7
1 ) 1 ¢ 4
(A% )2 = @} (Ao, ® (8] -1 (i ®A(13)))
1
- (4 2 1)@ 7
4
= (@e)82e7)®(124))
= max(4+1,2+7,1+4) =max(5,9,4) =9
537
A®Y = | 8 6 9
54 )

3.3 Matriks dan Graf Aljabar Max-Plus

Berikut dibahas tentang matriks persegi dan hubungannya dengan graf dalam
Aljabar Max-Plus [2],[4],[5] dan [8].

Suatu graf berarah G didefinisikan sebagai suatu pasangan G(%,E) dengan V
adalah suatu himpunan berhingga tak kosong yang anggotanya disebut simpul, dan
E adalah suatu himpunan busur berarah.

Definisi 3.21. Diberikan graf G(V,E) dengan V = {1,2,...,n}. Graf berarah G
dikatakan berbobot jika setiap busur (j,i) € E dikawankan dengan suatu bilangan
riil, dinyatakan sebagai A;;. Bilangan riil A;; disebut bobot busur ( j,i) dinotasikan
dengan w(j,i).

Dalam penyajiannya dengan gambar, busur suatu graf berarah dan berbobot di-
beri label dengan bobotnya. Nilai A;; dikatakan sebagai bobot busur (j,7) suatu
graf.

Suatu graf berarah G(7,E) dengan V = {1,2,...,n} dikatakan terhubung kuat
jika untuk setiap i,j € V, i # j terdapat suatu lintasan dari i ke j. Suatu lintasan
disebut sirkuit jika simpul awal dan simpul akhirnya sama. Sirkuit elementer adalah
sirkuit yang simpul-simpulnya muncul tidak lebih satu kali kecuali simpul awal

yang muncul dua kali [2].

Contoh 3.22. Diberikan sebuah graf dengan tiga simpul.

Universitas Indonesia

Menentukan lintasan..., Dessy, FMIPA Ul, 2011



25

O O2

©

Gambar 3.1. Busur dari simpul | -2,2 - 1,1 -1,2—-23—1,1 -3,3—-2.

Bobot busur dari j ke i dinyatakan dengan A;;, dapat dilihat pada matriks beri-
kut:

Al Ay Az
A = | A Axn ¢
Ay A €

Tabel 3.3. Busur (i, j) dan Bobot busur dalam Aljabar Max-Plus.

Busur (j,i) | Bobot Busur Busur (j,1) Bobot Busur
12 As 13 A3z
2—1 A 32 A3
1—1 A1 23 €
2—=2 A 3—3 €
31 A3 = -

Bentuk Aj; dan Ay, seperti ini dinamakan loop. Jika tidak ada busur dari j
ke i maka dikatakan A;; = €, dalam Aljabar Max-Plus € = —oo [2]. Karena tidak
terdapat busur yang menghubungkan simpul 2 ke 3 dan 3 ke 3, maka A3z, dan A3z
adalah bernilai €.

Diberikan sebuah graf berarah G(V/,E), sebuah lintasan (path) p dari i ke j
dalam graf berarah G adalah barisan berhingga dari busur-busur. Jika lintasan p
disusun oleh k buah busur, maka dikatakan panjang lintasan adalah k. Himpunan
lintasan dari i ke j dengan panjang k dinyatakan dengan P(i, j : k). Sedangkan bobot

lintasan p dinyatakan dengan |p|,,.
Teorema 3.23. Diberikan A € ]anz;xn, untuk semua k > 1 maka [A@ﬂ =

Ji
max{|p|w:p € P(i,j:k)}
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Jika [A@’k] =€ maka P(i,j : k) = @, artinya tidak terdapat lintasan dengan
Ji
panjang k dari i ke j pada suatu graf.

Bukti. Dari Definisi 3.21 , diketahui bahwa [A®k] _adalah elemen baris ke-i kolom
ij
ke-j dari matriks A®". Bentuk graf G yang merupakan graf precedence matriks A,

sehingga [A®k] ~ merupakan bobot lintasan dengan panjang k dari j ke i.

Lj

[A@ﬂ = [AQA®...0A];.

tj

Dari Definisi 3.19 diketahui

Sk
A7), = B (A B (e @] dnn 041,1)

= Maxi<iy ... ix_y<n(@ij_, + -+ @iy iy + i j)

= max{|P|vv:P6P(j>i3k)}a

jika max{|p|w:p € P(j,i:k)} = €, berarti [A@’k] = maxi<iy ... i <n(Qii_, +

ij
...+a;,;, +a; ;) =max(e,...,e) = €. Karena total bobot lintasan sama dengan €,

maka P(j,i: k) =@, dengan kata lain tidak terdapat lintasan dengan panjang k dari
J ke i pada graf G. O

Definisi 3.24. Diberikan matriks A € R’,%fo” , misalkan
dan

k
A = @;50A%

Teorema 3.25. [8]
Jika suatu graf mempunyai lintasan dengan bobot non positif, maka untuk setiap

p=n,

A < EoAs.. aA® .

Bukti. lihat [8]. O
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Lema 3.26.
Misalkan A € R%éxn, terdapat sebarang lintasan pada graf G, sedemikian se-

hingga bobot maksimumnya lebih kecil atau sama dengan A", yaitu :

AT = A@A¥ .04 eRLX]

Y
Dari Definisi 3.24, matriks At = A ®AY @ ... A" ®A®" @ ... sehingga :

4], = max{[A@)kL_:kZ 1}

J

B [A DAY @ ... @A‘@H} 5
ij.
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BAB 4
LINTASAN TERPENDEK DENGAN MENGGUNAKAN ALJA-
BAR MAX-PLUS

4.1 Lintasan Terpendek dengan Aljabar Max-Plus

Diberikan sembarang graf G. Matriks bobot graf G adalah matriks A €
(Ryuax)™" dengan banyak baris dan kolomnya sama dengan banyak simpul yang
ada pada graf G, dengan elemen baris ke i kolom ke j matriks A adalah A;;, yang
didapatkan dari bobot busur lintasan yang berasal dari simpul j ke simpul i pada
graf G. Sedangkan untuk simpul j yang tidak mempunyai busur dengan i kita beri

nilai € .

bobot busur (j,i) , jika terdapat busur (j,i)
3 , jika tidak terdapat busur (j, 7).

Dengan melakukan operasi pangkat pada matriks A, diperoleh (AT). i yaitu
bobot maksimum lintasan dari simpul j ke simpul i pada graf G . Berdasarkan
Lemma 3.26, kita dapat menentukan bobot lintasan maksimum sebuah matriks yang

merupakan representasi suatu graf berarah dan berbobot adalah :

(A+)ij=[@Z;}A®k] = [A@A‘@Z@...@A@””

ij ij

Dengan menemukan bobot maksimum untuk setiap i, j, berarti kita mendapatk-
an bobot maksimum suatu lintasan yaitu matriks AT. Dan kita dapat menyatakan

bobot tersebut ke dalam bobot lintasan terpendek suatu jaringan.

4.2 Menentukan Lintasan Terpendek dengan Menggunakan Aljabar Max-
Plus

Selanjutnya kita masuk langkah untuk menentukan lintasan terpendek dengan

menggunakan Aljabar Max-Plus.
Diberikan sebuah graf G(V,E), ikuti langkah berikut :

1. Buat matriks bobot busur graf G(%/,E), namakan matriks A.

2. Ubah elemen matriks A menjadi negatif, dengan cara mengalikan elemen-
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elemen selain € dengan (—1). Hal ini kita lakukan karena dalam Aljabar
Max-Plus untuk mendapatkan penyelesaian kita akan menggunakan “max”

dari elemen-elemen negatif. Namakan matriks A x (—1) dengan matriks A"

3. Selanjutnya lakukan operasi pangkat terhadap matriks A°, yaitu menentukan
o ®2 ° ®k o ®2 o o o ®3 o o ®2

@) .07 Dengan (4)” = (@)@ (). (4) = @)o@)”,
. (Ao)® =A)® (AO)® . Dengan memangkatkan matriks A°, kita per-
oleh bobot lintasan dengan panjang lintasan adalah pangkatnya. Misalkan
(AO)®3, elemen ke ij-nya adalah bobot lintasan graf G(V,E), dengan pan-

jang lintasan (banyak busur) adalah 3.
4. Kemudian bentuk pangkat terurut dijumlahkan, diperoleh:

@AY =A° @(AO)®2@...@(A°)®k,

5. Ubah kembali elemen-elemen pada matriks (AO )+ , yaitu dengan mengalikan

elemen-elemen (A )+ selain € dengan (—1). Sehingga diperoleh matriks yang

dinamakan dengan A ™.

Matriks yang kita peroleh terakhir ini, yang dinyatakan dengan A", adalah ma-
triks yang menyatakan “lintasan terpendek yang diperoleh dengan operasi pangkat
dalam Aljabar Max-Plus”. Elemen (AT), ; dari matriks A" adalah bobot lintasan
terpendek dari simpul j ke simpul i. Untuk mengetahui bobot tersebut diperoleh
dari panjang lintasan berapa, dapat kita lihat kembali hasil pemangkatan matriks
A’, yaitu dari (Ao)® . Jika ternyata (A™);; = (AO)®Z ij» berarti bobot tersebut meru-
pakan bobot lintasan terpendek dari simpul j ke i dengan panjang lintasan adalah
l.

Untuk mempermudah melakukan operasi pemangkatan dari lintasan matriks da-
lam Aljabar Max-Plus, kita butuh bantuan Matlab. Andy Rudhito [8] telah menyu-
sun program untuk menghitung pangkat max-plus matriks sampai pangkat terten-
tu, yang programnya diberikan dalam file maxpk.m. Berdasarkan program terse-
but, dalam tesis ini dengan istilah “maxplus_matlab”, disusun pula program untuk
menjumlahkan matriks pangkat yang telah ditemukan, kemudian ditentukan bobot
lintasan terpendeknya. Program penghitungan bobot lintasan terpendek diberikan

dalam file tampil.m. List program maxplus_matlab dapat dilihat pada lampiran 2.

Langkah-langkah dalam menentukan lintasan terpendek dalam Aljabar Max-
Plus:

1. Tentukan bentuk matriks dari graf yang diberikan.
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2. Buka program Matlab, lalu pilih file maxplus_matlab, untuk menentukan lin-
tasan terpendek, ketikkan “tampil”.

3. Dengan mengikut perintah pada program tersebut, diperoleh “matriks hasil”

dengan elemen-elemen matriks adalah bobot lintasan terpendek.

Contoh 4.1. Tentukan lintasan terpendek dari 6 simpul yang disajikan dalam bentuk

graf berikut:
NG,
g
Gambar 4.1. Graf dengan 6 simpul.
Jawab:

Dengan mengikuti langkah menentukan lintasan terpendek dengan menggunakan

Aljabar Max-Plus sebagai berikut :

1. Matriks bobot busur graf gambar 4.1 dalam Aljabar Max-Plus adalah :

- N

€ € € € € €
14 ¢ = 3 € ¢
9 ¢ e 10 € €
A=
7T ¢ € € € €
€ € ] e-=T3 € 6
_89 & 6 € ¢

2. Ubah nilai A menjadi negatif. Misalkan A°, adalah A x (—1) . Sehingga :

[ ¢ € € e € € |
—14 €& -2 & & ¢
A0 — -9 ¢ e —10 & ¢
-7 € € € €& &
€ e —11 —15 & —6
| € -9 & € € &
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3. Lakukan operasi pangkat terhadap matriks A° , yaitu :

(A% = (A%)®(A%)

[ ¢ € € e € & | [ e € € €
—14 & =2 € €& € —14 & =2 €
(4°)®2 = -9 € & -—10 ¢ ¢ 2 -9 ¢ ¢ -10
-7 € 8 € & ¢ -7 € € €
€ g -—-11 —-15 & -6 € e —11 —-15
¥ = = e € € | | € -9 € €
L € € e € g
—11 ¢ g -—12 & ¢
- 17 € € il
z € € € € € €
=200 15 e —21 _ellE
—23 &Gu Ml 8V c ¢
(@)% = @)e@)™
[ ¢ € € g & & | [ ¢ € € €
—-14 €& =2 € € ¢ —11 € e —12
B =9uiTe £ , Tl)"eNug —fip" € € €
- Bal £ € £ £ __% ke € € € €
€ € —11 —-15 & -6 -20 —-15 ¢ =21
| € =9/ L€ E ' | 23 ¢ Il €
B B e € g
—19 ¢ ¢ AT A
B e € € € € ¢
B € € € € € €
—28 € —17 & ¢ ¢
_—20 e €& =21 ¢ €
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A = (A% @A)

€ € € € €& ¢
—-14 e =2 € € €
-9 ¢ e —10 & ¢
= &
-7 € € € € €
€ e —11 —15 & —6
e -9 ¢ € & ¢
[ ¢ e & € g]
o e
i € € & € ¢ ¢
- € € & € ¢t €
—26 € € 27 ¢ ¢
—28 & € €& € ¢
[ ¢ € € e e ¢ | [
—14 & -2 B calie
(A°)®5 p Q. 3 B Qe 2 ©
=7 € € el EEee
€ e —11 —-15 & -6
e -9 ¢ € & ¢
P ot S
£ € "t ANEENE
- € € € € € ¢
K EmNE £ JE €€
=35 48 e eNgFe
€ € &€ € € €

32

Mmoo ;nm o nmo Mmoo ;mom
I
—_ . m m m
<
(o B ¢ P I ¢ P I ¢ P B ¢ 2]

o™
|

(S}

—

Mmoo o ;mom
Mmoo ;nm Mmoo Mmoo m M
Mmoo ;mom o Mmom M
mo;m o nmo Mmoo mom

—28

4. Jumlahkan hasil operasi pangkat dalam Aljabar Max-Plus :

2 3

4 5

(A°)" = A)e@A)” @A) &(A)” @(4%)”

Menentukan lintasan..., Dessy, FMIPA Ul, 2011
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(A°)* adalah :

€ € €
e -2 €
€ e —10
€ € €
e —11 —15
-9 ¢ €
€ € €
€ € €
€l € €
€ € €
e 1/ €
e & =21
€ Ehe NE
€ € € € €
€ €. & ¢ €
€ € €9 €
€ €€ ¢ ¢
€ € & & €
EDEDEDEDE

156 -21ded -27d¢

eEP—-230 200 -28cp¢

EDEDEDEDE

eEPp—-120epePe
—10pepedede

epedbedbede

epep-21pedhe

€ € €
—11 € -2
-9 € €
-7 € €
-20 —15 -—11
-20 -9 -—11

€
—12
—10
€
—15
—21

—140-110-190ede
—9¢-17®chehe
~TPDePePeDE
€200 -280-260-35 ed—-15ehePe

m oM moMm o Mm m

(eo BN ¢ I ¢ PRI ¢ 7]

m onm Mmoo Mmoo ;mom
Mmoo MM no Mmoo mom

EDeEDEDEDE
EQEDEDEDE
EDEDEDEDE
EDEDEDEDE
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[¢o I ¢ P I ¢ P I ¢ P N ¢ 2]

m MM n Mmoo mom
m o ;m nmo Mmoo ;mom

[a—

m o om Mmoo Mmoo mom
(€2 B ¢ P B ¢ I ¢ P I ¢ P BN ¢ )

edhededede
—2@edeDeEDE
eEPePedeEDE
eEDeDeDEDE
—11ded—-17dede

EQEDEDEDE
EDEPeEDEDE
EDEDEDEDE
eEpedbeDeEDE
ePepededPe
ebedbedede

m o oM ;Mmoo momom

—-9pedededhe

eh—-11pedede

edePpedePe
eDepedede
ehedPedeDE
epepedbede
—6Pbepedbede
eEdpepedDeDE
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5. Ubah kembali nilainya, yaitu : (A°)" x (—1). Namakan dengan A™, sehingga

(e & e € € €|
11 & 2 12 ¢ ¢
At — 9 € € 10 ¢ ¢
7 € €& € € ¢
20 15 11 15 € 6
120 9 11 21 € e |

Jadi lintasan terpendek semua pasangan simpul diungkapkan dalam bentuk ma-
triks yaitu A™.

Bobot lintasan terpendek graf di atas dapat dinyatakan ke dalam tabel berikut :

Tabel 4.1. Lintasan terpendek pada graf dalam gambar 4.1

Busur dari Total Bobot Lintasan Terpendek | Panjang
Simpul 7 ke j Minimum Lintasan
(1,2) 11 1—-3-2 2
(1,3) 1—3 1
(1,4) 1—4 1
(1,5) 20 B — 5 2
(1,6) 20 1-3—-2—-6 3
(2,5) 15 2—56—5 2
(2,6) 9 26 1
(3,2) 1% 1
BR5) Ll st 28 1
(3,6) 11 oa 2
(4,2) 12 432 2
(4,3) 10 43 1
(4,5) 15 4—=5 1
(4,6) 21 4—-3—-2—-6 3
(6,5) 6 6—5 1

Jika kita ikuti langkah operasi Aljabar Max-Plus dalam program Matlab, yaitu

maxplus_matlab, lihat lampiran 2 :

>> tampil
Lintasan Terpendek dalam Al jabar Max-Plus !!!
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silahkan masukkan sebuah matriks bobot dari graf :

[-inf -inf -inf -inf -inf -inf;14 -inf 2 -inf -inf -inf;9 -inf
-inf 10 -inf -inf;7 -inf -inf -inf -inf -inf;-inf -inf 11 15 -inf
6;-inf 9 -inf -inf -inf -inf]

mau sampai pangkat berapa? 5 :(pangkat yang kita inginkan)
memasuki proses perhitungan max-plus !

dengan matriks awal

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-14 -Inf -2 -Inf -Inf -Inf

-9 -Inf -Inf -10 -Inf -Inf

-7 -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -11 -15 -Inf -6

-Inf -9 =Inf -Inf -Inf -Inf : ( A% )
tekan apa saja untuk lanjut
nilai A"2

-Inf -Inf =Inf -Inf -Inf =Inf

- 1§ NN /ST T T 1) £

-17 -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

— B0 FEEINEN  — T 1) CalRINe Ty £ 8o T

— A=l ) | — Lt — e

-2 WEDNENTT 1 -Inf "SERER- TEN I (A ° )
nilai A”3

-Inf =Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

19 —Trofeeednf — i SNErT

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

—Inf -In"e— RN Thy i N

-28 -Inf -17 =Inf -Inf -Inf

-20 -Inf -Inf -21 ~Inf.<Inf :( (A2 )
nilai A4

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

=26 -Inf -Inf -27 -Inf -Inf

~28 -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf : ( (A°)% )
nilai A"5

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf
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-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-34 -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

“Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf :( (A2 )

Hasil akhir dari perhitungan matriks bobot anda dengan metode
maxplus

-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-11 -Inf -2 -12 -Inf -Inf

-9 -Inf -Inf -10 -Inf -Inf

-7 -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

-20 -15 -11 =15 -Inf -6

-20 -9 - S2ANSE, FRSTEE. WA '

Matriks yang memuat bobot lintasan terpendek adalah :
gl Bl =Wyt =0 = Wil iif

11 St 7S f -Inf

OB ginE =i 10 =Ingecamllinne

7 —-Inf -Inf -Inf -Inf -Inf

2 (b NORRINET] 5 — Likae

20 99l 217=Inf -Inf.: Al

Maka diperoleh matriks yang memuat bobot minimum dari lintasan graf yang

diberikan, yaitu matriks :

€ € B € € €
11 ¢ B2 EHeg
g 9 &8 e 10 € €
g £l O € €
ROM] 5 11 15 ¢ 6
20 9 11 21 ¢ ¢
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Contoh 4.2. Tentukan lintasan terpendek dari graf dengan lima simpul berikut:

Gambar 4.2. Graf dengan 5 simpul.

Penyelesaian dengan Aljabar Max-Plus :

BF & CoaaRaat
3 €4 ¢ ¢
1. Matriks bobot busur graf: A=| 8 € € -5 ¢
& e c W
B/ e  © |

2. A =Ax (1),

B e ) o ]
-3 & —4 ¢ €
= N SRS S ST o
e —1 ¢ e -6
L 7 "N |
3. Perpangkatan A°:
[ e -3 ¢ e -8 1
—-12 ¢ € 1 €
2
e (A =] & 4 & —10 -1 |;

| —-10 & —11 -2 ¢
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[ 4 —15 -7 & ¢

€ 0 e —-14 -5
e (A =] 3 8 0 & -—16:
—13 ¢ —-17 O €
-19 -1 ¢ -6 -11

—-15 ¢ -19 =2 €
1 12 —4 & 20
o (A =] _8 —23 —12 5 ¢
25 1 & —12 —6
0l _ | )

4. Jumlah perpangkatan A°:

I S S |
]
(2 " o i
S —
[ 4 A1 -3 2 -4
5. AT = (At x (—1),
W K AR
1 4 -1 5
i -3 40 -5 1
p.. N
] adaii P

Jadi A+ adalah matriks yang memuat bobot lintasan terpendek seluruh pasangan

simpul.
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Lintasan terpendek dari graf di atas adalah :

Tabel 4.2. Lintasan terpendek pada graf dalam gambar 4.2

Simpul i ke j | Bobot | Lintasan Terpendek
(1,1) 4 l—-5—4—1
(1,2) 1 152432
(1,3) -3 l1—-5—4—-3
(1,4) 2 1—-5—4
(1,5) 4 1—5
(2,1) 3 2—4—1
2,2) 0 254532
2,3) -4 2—>4—3
(2,4) 1 2 4
(2,5) 1 2—-4—>1—5
(3,1 7 3—52—>4—>1
(3,2) 4 354
(3,3) 0 3—+2—-4—-3
(3,4) 5 3524
(3,5) 3 3—2—24—1—>5
4,1) 2 4—1
4,2) -1 4 32
(4,3) -5 4—3
4,4) 0 45324
4,5) -2 4 —51=35
5,1 8 5—4—1
(5,2) 5 5—4—53-2
w5 ) 1 524—-3
(5,4) 6 5—4
(5,5 4 5-4—>1—=5

4.3 Contoh dan Penyelesaian Lintasan Terpendek
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Contoh 4.3. Tentukan lintasan terpendek graf berikut!

Gambar 4.3. Graf dengan 5 simpul.

Lintasan terpendek Gambar 4.3 adalah :

1. Aljabar biasa :

(a) Matriks bobot busur graf:

(b) Iterasi ke k:

Menentukan lintasan..

W.

p) = w

[0 JF° 2 %
—2 0 o 6
© o 0 -1
o o o 0
_oooo_loo
B 0. O 1
B 0 6
o o 0 —1
© oo 2 0
| 0 0 —1 -2
[0 3 2 1
-2 0 -1
o oo 0 -1
o oo 2 0
| 0 0 —1 -2

., Dessy, FMIPA Ul, 2011
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& 38

8

S W

S W N A

S W N A~ A
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0 3 2 1 4]
20 0 -1 2
DY = | © « 0 -1 2
© o 2 0 3
| 0 0o —1 =2 0

D = DWW
[ 0 3 2.1 4]
o
/D) = o oo 0 —1 2
© o 2 0 3
| o w0 -1 =2 0

2. Aljabar Max-Plus :
(a) Matriks bobot busur graf:

-2 &

B
[
mom W oM

(¢2}

W oo o o m
I
—

~ o m
|
p—

(b) A°=Ax (1),

o

[}

I

|

N}

™
m o= ;m oM o
mom oo,
m om o= m oo
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(c) Perpangkatan A°:

-1 € € € €
e —1 &€ € €
(A" = e 0 & -2 ¢
—1 € e -2
| -7 -9 -2 & ¢ |

—2 o e
B —2 & tYeg
A B W3 dmd e O
- —7 0" £
g RS
(d) Jumlah perpangkatan A°,
kS w T
= —1 i i £
[ A PN, W= (e 1 ) M
= 1+l 1..—1 2
PR O W3 ] |

(e) Matriks yang memuat bobot lintasan terpendek :

1 -2 € ¢ ¢
3 1 € €
AT = |2 0 1 2 -1
1 -1 -1 1 =2
|4 2 2 3 1 |
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Lintasan terpendek dari graf di atas adalah :

Tabel 4.3. Lintasan terpendek pada graf dalam gambar 4.3

Simpul i ke j | Bobot | Lintasan Terpendek
(1,1) 1 1—=2—1
(1,2) 3 1—2
(1,3) 2 1—3
(1,4) 1 1—-+3—4
(1,5) 4 1—+3—4—5
2,1) -2 2—1
2,2) 1 25152
(2,3) 0 2—51—3
(2,4) -1 2—>1—-3—4
(2,5) P 25153245
(3,3) I 354—-55—-73
(3.4) -1 34
3.,5) 2 3545
(4,3) 2 4 —-5->3
“4.4) 1 4—5—3—>4
4,5) 3 4—5
(5:3) -1 53
5.4) -2 5—+3—4
(5.5) 1 S5—=3—24-=5

Contoh 4.4. Tentukan lintasan terpendek graf berikut!

O

1
3
O—0O—0O
\_/
Gambar 4.4. Graf dengan 4 simpul.
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Lintasan terpendek Gambar 4.4 adalah :

1. Aljabar biasa :

(a) Matriks bobot busur graf: W,

pY = w

8

o
§ © w
S wn A~ o

(b) Iterasi ke k:

8

o
g © w
= I RV

8

o
g © w
S B W

(c) Matriks yang memuat bobot lintasan terpendek :

0O 1 2 5

o 0 3 4
D =

o o (0 5

o oo oo ()

2. Aljabar Max-Plus :
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(a) Matriks bobot busur graf:

€ € € ¢
A - 1 € ¢ ¢
2 3 ¢ ¢
6 4 5 ¢
(b) A°=Ax(—1),
€ €& & ¢
A — Sl £ €
i S L
-6 —4 —5 ¢
(c) Perpangkatan A°,
[ ¢ ¢ ¢
(A°)®2 4 e e
= —4 €& g€ ¢
—lESNRE. €
[ e e ¢ ¢
(A°)®3 B - kA
€ € € ¢
| 9 e e ¢
(d) Jumlah perpangkatan A°,
-
e b T
-3 £ ¢
-5 —4 -5 ¢

(e) Matriks yang memuat bobot lintasan terpendek :

€ € € ¢
At - 1 € ¢ ¢
2 3 & ¢
545 ¢
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Lintasan terpendek graf di atas adalah :

Tabel 4.4. Lintasan terpendek pada graf dalam gambar 4.4

Simpul i ke j | Bobot | Lintasan Terpendek
(1,2) 1 1 —2
(1,3) 2 1—3
(1,4) 5 1—-2—4
(2,3) 3 23
(2,4) 4 2—4
(3.4) 5 34

Contoh 4.5. Tentukan lintasan terpendek graf berikut!

Gambar 4.5. Graf dengan 3 simpul.

Lintasan terpendek Gambar 4.5 adalah :

1. Aljabar biasa :

(a) Matriks bobot busur graf: W,

pM = w
0 7 9 o
8 8 0 5
6 o0 oo 0
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(b) Iterasi ke k:

0O 7 9 14
D@ _ 10 0 5 10
8 8 0 5
6 13 15 O
p® — p®

(c) Matriks yang memuat bobot lintasan terpendek :

0O 7 9 14
10 0 5 10
D=
8 8 0 5
=15 0
2. Aljabar Max-Plus :
(a) Matriks bobot busur graf:
e 10 8 6
y! 8 €
Ay L

) € €
EnmE ) £

(b) A°=A x (—1),

(c) Perpangkatan A°,

—17 —13 -—-11 €

~17 —13 —15 —13
(A% =

~12 —19 —13 —15

—14 —10 € €
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-20 —-16 —-21 -23

-20 -20 —18 23
()" =

—-22 —18 —-20 -—1I8

—-17 =24 —18 20

(d) Jumlah perpangkatan A°,

-17 -10 -8 —6
-7 —-13 -8 —13
-9 -5 —13 —15
—14 -10 -5 =20

() =

(e) Matriks yang memuat bobot lintasan terpendek :

17 10 8 6
g
g5 13719
14 10 5 20
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Lintasan terpendek graf di atas adalah:

Tabel 4.5. Lintasan terpendek pada graf dalam gambar 4.5

Simpul i ke j | Bobot | Lintasan Terpendek
(1,1) 17 1—-2—1
(1,2) 7 2—1
(1,3) 9 31
(1,4) 14 1—-3—4
(2,1) 10 21
2,2) 13 2 33—
(2,3) 5 2—3
2,4) 10 2—+3—4
3,1) 8 31
(3,2) 8 32
(3,3) 13 3 e 3
(3.4) 5 3—4
4,1) 6 4—1
4,2) 13 4512
4,3) 15 4—1—3
4,4) 20 4—>1—-3—4

Contoh 4.6. Tentukan lintasan terpendek graf berikut!

—ZOr=,
\\\/

Gambar 4.6. Graf dengan 5 simpul.

Lintasan terpendek graf gambar 4.6 adalah :

1. Aljabar biasa :
Universitas Indonesia
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o
g 8 8 v ~ © oS o n =~ o N = O wn >~ O
(ep)
o8 § < 8 N~ § o 3§ N ~n Qo w
> § v + o a3 + <+ © A © + v+ O a ©
g + © 8 — 8 N+ O~ — »n Nt O~ — »n
Il
S 8§ on 8§ — i O~ NN v O >~ N n
qD © 8 o 8 8 3 WL Wl U © = n 8 <
1 ] L . 1 i
I L I
= < D
Q Q a

(a) Matriks bobot busur graf: : W,

(b) Iterasi ke k :
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(c) Matriks yang memuat bobot lintasan terpendek :

2. Aljabar Max-Plus :

(a) Matriks bobot busur graf:

(b) A°=Ax (1),

A° =

(c) Perpangkatan A°,

()7 =

Menentukan lintasan...,

0

10

—_— N W d O W

hn - 9 O B~ W
AN O B~ WA

m W A~ M M W
L M M W M

Mmoo Mmoo m e m
m MM L B~ MM M

e -7 €
e -8 -7
-3 & -4
-4 -8 -5
e -7 -5
-9 —10 -9

Dessy, FMIPA Ul,

2
7 10
3

()
S N W o

N MmN = M
m MM MM MM = M

|
)
m om oM om

e —4 ¢
-6 -5 ¢
-7 €& =5
-8 -5 —6
e —4 ¢
e -7 ¢ |

Universitas Indonesia

2011



(4%

(d) Jumlah perpangkatan A°,

Menentukan lintasan..., Dessy, FMIPA Ul, 2011

-6 € -7
-7 —11 -8
e -8 -6
-7 -9 -7
-6 -9 -7
-9 —13 -10
e -—-11 -9
—10 —12 —10
-7 —-10 -8
-8 —11 -9
-8 —11 -9
—12 —14 —12
—10 —13 -—11
—11 —14 —12
-9 —12 -10
—10 —13 -—11
—10 —13 -—11
—13 —-16 —14
0 a3
-5 -8 -7
-3 —4 —4
-4 -5 —4
-2 -7 =3
-9 —-10 -9

—10
—11
—10
—11
—10
—13

—13
—14
b
Sl
—12
~16

—14
e
~13
—14
—14
~17

€ -8
8 -9
-5 €
6 -9
6 -8
10 —11
—8 e |
9 —12
L7 9
-8 —10
8 10
~11 -14 |
gl
_1] =y3
—9 —11
—10 ™)
10 =12
— 5
—4 -8 ]
-5 -1
1 -5
2 -6
4 -8
7 —11

52
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(e) Matriks yang memuat bobot lintasan terpendek :

6 7 3 10 4 8
587 3 5 1
o |3 44T 1S
45 48 2 6
2 7 310 4 8
(910 9 5 7 11|
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Lintasan terpendek graf di atas adalah:

54

Tabel 4.6. Lintasan terpendek pada graf dalam gambar 4.6

Simpul i ke j | Bobot | Lintasan Terpendek
(1,1) 6 l1—-5—=3—1
(1,2) 5 1 —2
(1,3) 3 1—-5—3
(1,4) 4 1—-5—14
(1,5) 2 1—5
(1,6) 9 e
(2,1) 7 S
(2,2) 8 2542
(2,3) 4 2—3
(2,4) S 24
(2,5) i 2—4—5
(2,6) 10 2—-4—6
g3 1) 3 3—1
(3,2) 7 35452
(3,3) 4 34335 —3
(3.4) 4 34
(3,5) 3 35
(3,6) 9 3—+4—6
4,1) 10 4 —»2—3—1
4,2) 3 42
(4,3) 7 423
(4.4) 8 424
4,5) 10 4—2—3—5
(4,6) 5 4—6
(5,1) 4 5—-3—1
(5,2) 5 5—4—=2
(5,3) 1 5—3
(5,4) 2 5—4
(5.5) 4 5—+3—=5
(5,6) 7 5—6

Universitas Indonesia

Menentukan lintasan..., Dessy, FMIPA Ul, 2011



55

Simpul i ke j | Bobot | Lintasan Terpendek
(6,1) 8 6—>2—>3—>1
(6,2) 1 6—2
(6,3) 5 6—-2—3
(6,4) 6 6—2—4
(6,5) 8 6 —>2—>3—5
(6,6) 11 6—>2—4—6

4.4 Kasus Khusus

Dalam menentukan lintasan terpendek, terlebih dahulu tentukan matriks bobot

busur grafnya;

e Aljabar biasa :

g Jjikai=j
wij = 4 bobotbusur (i,j) ,jika i# jdan (i,j) €E
oo ,jika i+ jdan (i,]) ¢ E.
e Aljabar Max-Plus :
€ , jika tidak terdapat busur (j, 1)

Aij =
bobot busur (j,i) , jika terdapat busur (J,i).

Amati graf berikut ini :
3
Lo ),
Eapdy 4
2 4

6

&)

Gambar 4.7. Lintasan Terpendek dengan Aljabar Max-Plus.

Untuk menentukan lintasan terpendek graf pada gambar 4.7, karena terdapat

bobot busur untuk i = j, maka diselesaikan dengan menggunakan Aljabar Max-
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Plus :

1. Menentukan matriks bobot busur graf:

=

I
[CIRIVSINCN
(o NI )
o A~ oo

2. Mengubah bobot menjadi negatif : A° =A x (—1),

-6 —2 €
A e —3 —4. =4
e -6 ¢

3. Melakukan operasi pangkat terhadap A°:

v g
ke - P T
—~9 —10 —10

4. Menjumlahkan matriks berpangkat :

@ = (e @A)y

Y 2
A" = | -3 -4 -4
O L0

5. Mengubah bobot kembali :

matriks AT memuat bobot lintasan terpendek.
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Lintasan terpendek graf di atas adalah:

Tabel 4.7. Lintasan terpendek pada graf dalam gambar 4.7

Simpul i ke j | Bobot Lintasan Terpendek | Lintasan Terpendek
(1,1) 5 1—-2—1
(1,2) 3 1—2
(1,3) 9 1—-2—3
(2,1) 2 2 —1
(2,2) 4 22
(2,3) 6 2—3
(3,1) 6 3521
(3,2) 4 3— 2
(3.,3) 10 3—52—3

Untuk graf selanjutnya :

Gambar 4.8. Lintasan terpendek dengan Aljabar Max-Plus.

Lintasan terpendeknya dapat ditentukan dengan Aljabar Max-Plus :

1. Matriks bobot busur grat:

3 & 2 5 ¢
3 ¢ 4 ¢ 2
A = € € 2 5 ¢
€ 4 € ¢ 6
| 4 7 & 3 € |
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2. Matriks A° adalah : A x (—1), yaitu :

AO

€

€

€
—4
—7

58

3. Hasil operasi perpangkatan matriks A° adalah :

(49 =

)=

[ —6
—6
€
—7
—7

F_io
il
|4t
L 13

13

-9
s
-
S
=7

—iy

—11
L 3
—13

—13
—14
—=I3
&I
ol

4. Penjumlahan matriks berpangkat adalah (A°)" adalah :

(4%)"

2

-5 ¢ |
—4 & =2
-5 ¢
e €& -6
e -3 & |
—4 -7 —11
B Tl €
R S |
-8 -9 —6
—6 -9 -9 |
-6 -9 —11 |
—7 —10 —11
—6 Tl 11
R O b
—8 —11 -9 |
R, 15|
= T
-8 —11 —13
—-11 —14 —15
~10 —12 —15 |
3 4

(A%) @ (A%)7 @ (A7 @ (A%)7
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9 2 5 11
9.4 5 2
TN A ) 5 11
7 489 6

| 47 6 3 9 |
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Lintasan terpendeknya adalah:

60

Tabel 4.8. Lintasan terpendek pada graf dalam gambar 4.8

Simpul i ke j | Bobot | Lintasan Terpendek
(1,1) 3 1 —1
(1,2) 3 1 —2
(1,3) 12 l1—-2—4—3
(1,4) 7 1—-2—4
(1,5) 4 1—5
2,1) 9 2—>4—1
(2,2) 9 23552
(2,3) 9 2—+54—-3
2,4) 4 2—4
(2,5) 7 PRy
(3,1) 2 31
(3.,2) 4 32
(3,3) 2 3—3
(3,4) 8 3524
(3,5) 6 3—+1—-5
4,1) 5 4—1
(4,2) 5 4 —5—2
4,3) » 4 —3
(4,4) 9 4 —55—4
4,5) 3 4—35
(5,1) 11 S—4—=1
(5,2) 2 52
(5,3) 1 S5—+4—-3
(5.4) 6 5—4
(5,5) 5—2—=5
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BAB 5
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan contoh-contoh graf berarah dan berbobot yang telah penulis sele-

saikan, dapat disimpulkan bahwa:

Lintasan terpendek dari seluruh simpul i ke simpul j pada suatu graf dapat di-
tentukan dengan Aljabar Max-Plus. Dengan cara menjumlahkan hasil perpangkatan
secara terurut matriks bobot busur suatu graf dalam Aljabar Max-Plus didapatkan
sebuah matriks, yang mana elemen-elemen matriks tersebut merupakan bobot lin-

tasan terpendek.

5.2 Saran

Untuk penelitian selanjutnya menentukan lintasan terpendek untuk sebarang
graf.

Semoga tesis ini bermanfaat bagi pembaca.
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Lampiran 1: Listing Program Perkalian Dua Matriks

oe

Program Matlab Menghitung PANGKAT MAX-PLUS Matriks
input: A = matriks max-plus Anxn

o° oo

k = pangkat tertinggi

output A pangkat max-plus 1 s/d k
function kuadrat = pkmax

% Memasukkan matriks dan pangkat tertinggi
clear all;

clc;

oe

put (' Masukkan matriks A = ');
")

k = input (' Hitung sampai pangkat ke- '");

disp (' HASIL PERHITUNGAN :')

disp (' )

disp(' Matriks A = '), disp(A)

[m, n]l= size (A);

if m==

D = A;

for r

r+l;

for i

fde e

C(i, J)
3)

-5

Il
=
T
[

for p
C (i,
end;
end;
end;

D = C;
% Menampilkan hasilsperhitungan

disp(' Matriks A pangkat max-plus'), disp(r+1l), disp (C)

end;

else

% Peringatan kalau matriksnya tidak bujur sangkar

disp(' Matriks A tidak bujur sangkar, pangkat tidak didefinisikan' )
end;
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Lampiran 2: Listing Program Menentukan Matriks Bobot Lintasan Terpendek.

%input : sebuah matriks adjacency Anxn dari suatu graph
Soutput : matriks hasil pengolahan A"1.A"2.A"3. ... .A%k

function tampil
disp('Lintasan Minimum dalam Aljabar Max-Plus !!!");
$fungsi untuk menampilkan hasil operasi matriks dengan maks-plus
ulang=1;
while (ulang==1)
%proses input matriks adjacency
$matriks yang dimasukkan adalah matriks yang biasa dengan -Inf kalau
%$tidak ada edge dari satu verteks ke verteks lainnya

disp('silahkan masukkan sebuah matriks adjacency dari graph : ');
a=input (' ');
k=input ('mau sampai pangkat berapa? ');
[m n]l=size(a);
k=cek (a, k);
while (m~=n || k<=0)
disp('input salah !');
disp('silahkan ulangi !');
a=input (' ');
k=input ('mau sampai pangkat berapa? ');

[m nl=size(a);
end
¢mengkalikan matriks awal dengan negatif

hasil{k+1l}=ubah(a);
hasil{1l}=hasil{k+1};
disp ('memasuki proses perhitungan maks-plus !');
disp ('dengan matriks awal :');
disp (hasil{1});
disp('tekan apa saja untuk lanjut ');
pause;
Smenghitung perkalian' maks-plus hingga pangkat k
for m=2:k
$melakukan perhitungan  matiks.dengan sifat
SA"m=A"1*A"m-1
hasil{m}=maxplus (hasil{1l},hasil{m-1});
%$langsung memasukkan elemen ke kt+l.dari himpunan hasil yang
Smerupakan hasil akhir.dari A.A"2.A%3. . .. ANk
hasil{k+1l}=max (hasil{k+1},hasil{m});
fprintf ('nilai A~%d\n',m) ;
disp (hasil{m}) ;

end
disp ('Hasil akhir dari perhitungan matriks adjacency anda dengan metode
maxplus : ');

disp (hasil{k+1});
hasil{k+2}=ubah (hasil{k+1});
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(lanjutan)

fprintf ('\nMatriks adjacency yang merupakan lintasan minimum adalah

\n');
disp (hasil{k+2});
while (m>0)
u=input ('mau mencoba lagi? (y/t) ','s'");
m=0;
if (u=='Y" || u=='y")
ulang=1;
elseif (u=='t'||u=='T")
ulang=0;
else
disp('Input salah !ulangi');
m=1;
end
end
end
$menyimpan hasil akhir dari p n

ang merupakan himpunan matrix

2
=
S

save hasil.mat hasil

uk meru negatif

[neg]=ubah (ma

neg=mat;
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