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ABSTRAK

Nama : Muzayyin Ahmad
Program Studi : Magister Matematika
Judul Tesis : Pelabelan Graceful dan Pelabelan p pada Graf Pot

Bunga dan Graf Pohon Palem

Pelabelan pada graf G adalah penetapan nilai bilangan bulat untuk simpul dan
busur dari G dengan aturan tertentu. Pelabelan graceful adalah fungsi injektif g
dari himpunan simpul V ke himpunan bilangan {0,1,2, ... |E|} yang menginduksi
fungsi bijektif g> dari himpunan busur E ke himpunan bilangan {1,2, .... |E|},
dimana setiap busur uv € E dengan simpul u,v € V berlaku g’(uv) = |g(u) — g(v)|.
Pelabelan p merupakan modifikasi lain dari pelabelan graceful. Pelabelan p
adalah fungsi injektif h dari himpunan simpul V ke himpunan bilangan

{0,1,2, .... |E| + 1} yang menginduksi fungsi bijektif h’> dari himpunan busur E ke
himpunan bilangan {1,2, .... |E|} atau {1,2, ..., |E| — 1, |E| + 1}, dimana setiap
busur uv € E dengan simpul u,v € V berlaku h’(uv) =|h(w) - h(v)|. Graf pot
bunga (C,—S,,) dibentuk dari gabungan graf bintang S,, dan graf lingkaran C,
dengan tambahan busur yang menghubungkan pusat graf bintang S,, dengan salah
satu simpul pada graf lingkaran Cy. Graf pohon palem (C,—B,, ;) merupakan
gabungan graf sapu dan graf lingkaran C,, dengan tambahan busur yang
menghubungkan simpul ujung graf B,,,, dengan salah satu simpul pada graf
lingkaran C,.. Pada makalah ini diberikan konstruksi pelabelan graceful dan
pelabelan p untuk graf pot bunga (C,—S,,) dan graf pohon palem (C,—By, ),
dengan k bilangan bulat, k > 3 dan m, n bilangan asli. Pelabelan graceful pada
graf pot bunga dan graf pohon palem hanya untuk k = 0, 3 (mod 4).

Kata kunci : pelabelan graceful, pelabelan g, graf bintang, graf lingkaran, graf
pot bunga, graf pohon palem

x +50 halaman; 17 gambar
Daftar Pustaka: 7 (1994-2011)
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ABSTRACT

Name : Muzayyin Ahmad
Study Program : Magister of Mathematics
Title : Graceful Labeling and p Labeling of Flower Pot

Graph and Palm Tree Graph

A labeling on a graph G is an asingment of integer value to vertex and edge of G
with certain rule. A graceful labeling is an injective function g from the set of
vertices V to a set of numbers {0,1,2,..., |E|[} which induces a bijective function g'
from the set E to the set of numbers {1,2,...,|E[}, where for each edge uv € E with
u, v € Vapplies g’(uv) = [g(u) — g(v)|. A p labeling is a modification of graceful
labeling. The p labeling is an injective function h from the set V to the set of
numbers {0,1,2,...,|[E[+1} which induces a bijective function h' from the set of
edges E to the set of numbers {1,2,...,|E|} or {1,2,...,|E|-1, |E|+1}, where each
edge uv € E with u, v € V applies h’ (uv) = |h(u) - h(v)|. A flower pot graph
(Cx—S,) is formed by combining the center of star graph S,, with a vertex of cycle
graph Cj, with an edge. A palm tree graph (C, —B,, ,,) is formed by combining the
end vertex of broom graph B, ,, with a vertex of cycle Cy. In this thesis is given
constructions of graceful labeling and p labeling for flower pot graph (C,—S,,)
and palm tree graph (C,—B,, »), With integer k > 3 and m, n are positive integer.
Graceful labeling on flower pot graph and palm tree graph are given only for k =
0, 3 (mod 4).

Key words  : graceful labeling, g labeling, star graph, circle graph, flower pot
graph (C,—S,,), palm tree graph (C,,—By, )

X + 50 pages ; 17 pictures
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BAB 1
PENDAHULUAN

Bab pendahuluan memuat latar belakang dilakukannya penelitian,
permasalahan yang dikaji, tujuan penulisan, batasan masalah dan sistematika

penulisan. Selanjutnya akan diuraikan secara lengkap.

1.1. Latar Belakang

Permasalahan dalam kehidupan sehari-hari dapat terkait dengan objek
diskrit dan relasi antar objek tersebut. Misalnya jalan yang menghubungkan satu
kota dengan kota lainnya. Kota-kota dalam hal ini merupakan objek diskrit,
sedangkan jalan merelasikan antar objek tersebut. Permasalahan di atas dapat
dimodelkan secara baik dengan menggunakan konsep graf. Teori graf digunakan
untuk menyederhanakan suatu masalah dan mempermudah penyelesaiannya.

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V, E), dimana V adalah
himpunan tak kosong dan E adalah himpunan pasangan tak terurut dari elemen-
elemen di V. Elemen di V disebut simpul dari G, dan elemen di E disebut busur
dari G. Subgraf dari suatu graf G adalah graf H, sedemikian sehingga setiap
simpul di H adalah simpul di G, dan setiap busur di H juga busur di G (Hartsfield
dan Ringel, 2004).

Pada graf dikenal keluarga graf yang beberapa diantaranya dijelaskan
sebagai berikut. Graf lintasan adalah graf yang terdiri dari barisan simpul-simpul
dimana pada tiap simpul terdapat busur yang menghubungkan simpul tersebut ke
simpul berikutnya dalam barisan. Graf lingkaran adalah lintasan yang memiliki
simpul awal dan simpul akhir yang sama. Graf pohon adalah graf yang tidak
mengandung subgraf berbentuk lingkaran. Graf hutan adalah gabungan terpisah
dari dua atau lebih graf pohon. Graf unicyclic adalah graf yang memiliki tepat satu
subgraf lingkaran. Penelitian ini akan fokus pada kelas graf unicyclic. Graf pot
bunga adalah gabungan graf bintang dan graf lingkaran yang dihubungkan oleh
busur yang menghubungkan simpul pusat graf bintang dengan satu simpul pada
graf lingkaran. Graf pohon palem adalah gabungan graf sapu dan graf lingkaran
yang dihubungkan oleh busur yang menghubungkan simpul ujung graf sapu

dengan salah satu simpul pada graf lingkaran.
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Pelabelan graceful pertama kali didefinisikan oleh Alex Rosa pada tahun
1967 yaitu fungsi g yang merupakan penilan £ (4 valuation) dari suatu graf G
dengan V simpul, jika g adalah fungsi injektif dari simpul-simpul g ke himpunan
{0,1,2,...,|E|} sedemikian sehingga setiap busur xy diberi label dengan g (xy) =
lg(x) — g(y)| menghasilkan label-label berbeda pada busur. Kemudian Golomb
mempopulerkan pelabelan tersebut dengan nama pelabelan graceful (Galian
2010). Pelabelan graceful pada graf G adalah suatu fungsi injektifg: V —
10,1,2,...,|E[} sedemikian sehingga menginduksi fungsi bijektif g’ : E —
{1,2,...,|E|} yang didefinisikan dengan g’(uv) = |g(u) — g(v)| (Choudum dan
Kishore, 1996). Graf yang memiliki pelabelan graceful disebut graf graceful.

Beberapa hasil pelabelan graceful dapat dilihat dalam survey yang dilakukan
oleh Galian (2010). Beberapa graf graceful antara lain: graf caterpillar, graf
pohon dengan diameter paling banyak 5, graf pohon dengan jumlah simpul
maksimal 27, graf pohon simetris, graf petasan (firecracker), graf helm, graf
unicyclic, dan beberapa graf yang lain seperti lintasan Py, bintang S,, lingkaran C,
dengan banyak simpul n = 0, 3 (mod 4), graf lengkap K, dengan n <5, graf
lengkap bipartite K, , dengan m,n € N, n-cube K, x Kyx K x... x K, untuk setiap
n>1, graf roda W, dengan n > 4.

Alex Rosa mendefenisikan suatu pelabelan yang mirip dengan pelabelan
graceful yang disebut dengan pelabelan p. Pelabelan p adalah modifikasi dari
pelabelan graceful yaitu fungsi injektif h dari himpunan simpul V ke himpunan
bilangan {0,1,2, ..., |E| + 1} yang menginduksi fungsi bijektif h* dari himpunan
busur E ke himpunan bilangan {1,2, .... |E|} atau {0,1,2, ..., |[E| — 1, |E| + 1}
dimana setiap busur uv € E dengan simpul u,v € V berlaku h* (uv) = |h(u) —
h(v) | (Galian 2010).

1.2. Permasalahan dan Ruang Lingkup

Dari tabel hasil penelitian pada survey Galian, terlihat hasil penelitian
yang berkaitan dengan graf unicyclic masih sangat sedikit, sehingga hal ini
menjadi permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini.

Konstruksi kelas graf yang akan diteliti berkaitan dengan gabungan graf

bintang, graf sapu dengan graf lingkaran. Sesuai dengan permasalahan penelitian,
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maka konstruksi pelabelan graceful dan pelabelan g dilakukan hanya pada graf

unicyclic, yang terdiri dari graf pot bunga C-S,,, dan graf pohon palem Cy-By .

1.3. Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan

Penelitian dilakukan dengan studi pustaka dan mempelajari karya-karya
ilmiah yang disajikan dalam bentuk buku, disertasi ataupun artikel yang relevan
dengan topik pembahasan untuk dikembangkan menjadi kontruksi pelabelan

graceful dan p pada graf unicyclic.
1.4. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan ini untuk mengkaji dan mengkonstruksi pelabelan

graceful dan pelabelan p pada graf unicyclic yaitu graf pot bunga Cy-S,, dan graf

pohon palem Cy-Bp .
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan kosep dasar teori graf dan

penjelasan tentang beberapa pelabelan yang akan digunakan pada bab berikutnya.

2.1. Teori Graf

Suatu graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dimana V adalah suatu
himpunan tak kosong dan E adalah suatu himpunan yang mungkin kosong, yang
berisi pasangan-pasangan tak terurut dari anggota-anggota V. Anggota-anggota V
disebut simpul dari graf G, dan anggota-anggota E disebut busur dari graf G.
Banyaknya simpul atau anggota V dinotasikan |V| sedangkan banyaknya busur
atau anggota E yang dinotasikan |E|. Biasanya titik digambarkan untuk mewakili
simpul, dan garis untuk mewakili busur, garis yang digunakan dapat berupa garis
lurus atau kurva. Jika u dan v adalah simpul pada graf G, maka u dikatakan
bertetangga (adjacent) dengan v jika terdapat busur diantara u dan v, busur
tersebut dinotasikan dengan e atau uv. Busur e dikatakan menghubungkan atau
hadir (incident) pada simpul u, jika u merupakan titik ujung dari e, sebaliknya
simpul u dikatakan hadir pada busur e, jika u merupakan titik ujung dari e.
Derajat (degree) simpul v disimbolkan dengan deg (v) adalah banyaknya busur
yang hadir pada simpul v. Simpul terisolasi (isolated vertex) adalah simpul
dengan derajat 0. Simpul ujung atau daun adalah simpul dengan derajat 1
(Hartsfield dan Ringel, 1994).

Misalkan diberikan graf G; = (V4, E;) dan G, = (V,, E;), maka gabungan
graf G, dan G, dituliskan G;UG, dimana V(G,UG,) = V;U V, dan E(G,UG,) =
E,U E,. Subgraf dari graf G adalah graf H yang setiap simpul dari H merupakan
simpul dari G dan setiap busur dari H merupakan busur di G. Dengan kata lain,
V(H) € V(G) dan E(H) < E(G). Secara khusus jika simpul v di G, maka G — v
merupakan subgraf dari G yang diperoleh dengan cara menghapus simpul v dan
semua busur di G yang hadir pada v. Jika busur e di G, maka G — e merupakan
subgraf dari G yang diperoleh dengan cara menghapus busur e dari G (Hartsfield
dan Ringel, 1994).
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2.2. Jenis-Jenis Graf

Pada teori graf terdapat berbagai jenis graf. Pada bagian ini akan dibahas
jenis-jenis graf yang digunakan pada bab berikutnya.

Suatu graf dengan n simpul yaitu v;, v,, v3, vy, ..., v, dan busur
V1Vy, Uy Vs, ..., V1 Uy, disebut graf lintasan P, dengan panjang n (Hartsfield dan
Ringel, 1994). Suatu graf G dikatakan terhubung jika untuk sembarang dua
simpul u dan v pada graf G terdapat lintasan dari u ke v. Pada Gambar 2.1
diberikan contoh graf lintasan P, dengan banyak simpul 4 dan banyak busur 3

serta graf lintasan B, dengan banyak simpul n dan banyak busur (n — 1).

(@) (b)
Gambar 2.1 (a) Graf lintasan P, (b) Graf lintasan B,

Graf lingkaran (cycle), C,,, dengan panjang n adalah graf dengan n
simpul vy, vy, ..., v, dan busur vyv,, V,v3, ..., vV, _1 U, v, V1 (Hartsfield dan
Ringel, 1994). Pada Gambar 2.2 diberikan contoh graf lingkaran C; yaitu graf
lingkaran yang banyak simpul 3 dan banyak busur 3.

Gambar 2.2 Graf lingkaran C;
Graf bintang, S,,, adalah graf yang dibangun dari satu simpul pusat
dengan menambahkan sejumlah n simpul daun pada simpul pusat tersebut. Graf

bintang memiliki n+1 simpul dan n busur (Choudum dan Kishore, 1996). Graf

bintang merupakan sub kelas dari graf pohon, karena graf bintang tidak
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mempunyai subgraf lingkaran. Pada Gambar 2.3 diberikan contoh graf bintang S,

yaitu graf bintang dengan banyak simpul 7 dan banyak busur 6.

Gambar 2.3 Graf bintang S,

Graf caterpillar S, ,, »_ adalah graf yang dibangun dari suatu lintasan

. .
disebut tulang belakang atau backbone B. dengan menambahkan sejumlah daun
pada setiap simpul pada lintasan - yang, yaitu n; daun pada simpul lintasan c;,
dimanan; = 0,i = 1,2, ..., 7. (Sugeng, dkk, 2005). Pada Gambar 2.4 diberikan
graf caterpillar S 3312 yaitu graf caterpillar dengan 19 simpul (5 simpul
backbone, dan 5,3,3,1,2 simpul daun yang terhubung pada tiap simpul backbone

secara berurutan) dan 18 busur.

S

Gambar 2.4 Graf caterpillar $(5 33 1,2)

Graf sapu B, adalah kasus khusus dari graf caterpillar dimana sejumlah
n simpul-simpul daun hanya dihubungkan pada satu simpul ujung dari tulang

belakang Py, (Sevenhot 2010). Pada Gambar 2.5 diberikan contoh graf sapu B, g.
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®
Gambar 2.5 Graf sapu B, g

Graf unicyclic adalah graf yang memuat tepat satu lingkaran (Galian
2010). Pada Gambar 2.6 diberikan contoh graf unicyclic yang dibangun dari P
dan C5, simpul P, terhubung dengan salah satu simpul C5; yang jumlah simpul dan

jumlah busur 5.
@ L J

Gambar 2.6 Graf unicyclic yang mengandung graf lingkaran C;

Graf pot bunga €, —S§,, adalah gabungan graf bintang dan graf lingkaran
yang dihubungkan oleh busur yang menghubungkan simpul pusat graf bintang S,,,
dengan satu simpul pada graf lingkaran C;. Pada Gambar 2.7 diberikan contoh

graf pot bunga C;—S-

Gambar 2.7 Graf pot bunga €3-S,
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Graf pohon palem C—B,, ,, adalah gabungan graf sapu dan graf
lingkaran yang dihubungkan oleh busur yang menghubungkan simpul ujung graf
sapu B, , dengan salah satu simpul pada graf lingkaran C,. Pada Gambar 2.8

diberikan contoh graf pohon palem C3—B; ;

Gambar 2.8 Graf pohon palem C;—B; ;

2.3. Pelabelan Graf

Pelabelan graf adalah pemberian nilai bilangan pada simpul, busur, atau
simpul dan busur dari graf menurut aturan tertentu. Banyak jenis pelabelan yang
telah dikenal di antaranya pelabelan ajaib, pelabelan jumlah, pelabelan graceful,
pelabelan p dan lain sebagainya. Pada tesis ini hanya dibahas pelabelan graceful
dan pelabelan p.

Pelabelan graceful pada graf G adalah fungsi injektif g dari himpunan
simpul V ke himpunan bilangan {0,1,2, .... |E|} yang menginduksi fungsi bijektif
g’ dari himpunan busur E ke himpunan bilangan {1,2, .... |E|} dimana untuk setiap
busur uv € E dengan simpul u,v € V berlaku g’(uv)=|g(u) — g(v)|. Suatu graf
yang memiliki pelabelan graceful disebut graf graceful (Choudum dan Kishore,
1996).
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Beberapa graf graceful yang sudah diketahui antara lain adalah graf
bintang, graf lintasan, dan graf caterpillar. Graf bintang jelas merupakan graf
graceful dengan kontruksi pelabelan sebagai berikut. Simpul pusat diberikan label
0, dan simpul-simpul ujungnya di berikan label 1, 2 dan seterusnya. Dengan
kontruksi pelabelan seperti ini maka pelabelan busur yang diinduksikan oleh
pelabelan simpul adalah selisih dari label simpul - simpul yang hadir pada busur
tersebut.

Pada Gambar 2.9 diberikan contoh pelabelan graceful pada graf bintang
Se.

Gambar 2.9 Pelabelan graceful pada graf bintang Se

Pelabelan graceful tidak mungkin dikonstruksikan pada graf yang
memiliki [V| > |E| 4 1. Untuk graf seperti ini didefinisikan pelabelan lain yang
memberikan kelonggaran pada pelabelan simpul, salah satunya adalah pelabelan
p.

Pelabelan p adalah modifikasi dari pelabelan graceful yaitu fungsi injektif
h dari himpunan simpul V ke himpunan bilangan {0,1,2, ..., |E| + 1} yang
menginduksi fungsi bijektif h’ dari himpunan busur E ke himpunan bilangan
{1,2,...,|E|} atau {1,2, ..., |E| — 1, |E| + 1} dimana setiap busur uv € E dengan
simpul u,v € V berlaku h* (uv) =|h(u) - h(v)| (Galian 2010). Jelas bahwa semua
graf yang memiliki pelabelan graceful memiliki pelabelan g, hal ini disebabkan
himpunan label simpul pada graf graceful merupakan subhimpunan dari himpunan
label simpul pada pelabelan p, tetapi graf yang memiliki pelabelan p belum tentu

merupakan pelabelan graceful.
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Pada Gambar 2.10 diberikan contoh pelabelan p pada gabungan graf
bintang Sg U Sy

2 12
12 ,
10
4@ ® 10
4
14 ;
8 6
6 8

Gambar 2.1 Contoh pelabelan g pada gabungan graf Sg U S

Pada bab ini telah dibahas jenis-jenis graf, pelabelan graceful dan
pelabelan p. Pada bab berikutnya akan dibahas pelabelan graceful pada graf pot
bunga dan graf pohon palem untuk k = 0, 3 (mod 4) serta pelabelan p pada graf

pot bunga dan graf pohon palem untuk setiap k.
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BAB 3
PELABELAN GRACEFUL DAN PELABELAN p PADA GRAF POT
BUNGA DAN GRAF POHON PALEM

Pada bab ini akan diberikan pelabelan graceful dan modifikasi pelabelan
graceful, yaitu pelabelan p pada beberapa kelas graf. Setiap graf yang memiliki
pelabelan graceful, jelas memiliki pelabelan p, tetapi belum tentu sebaliknya. Graf
yang menjadi perhatian pada bab ini adalah gabungan antara graf lingkaran
dengan graf bintang dan graf sapu, membentuk graf yang dinamakan graf pot
bunga dan graf pohon palem. Akan ditunjukkan bahwa graf pot bunga dan pohon

palem mempunyai pelabelan graceful dan pelabelan p.

3.1 Pelabelan Graceful pada Graf Pot Bunga

Graf pot bunga C,—S,, adalah gabungan graf bintang dan graf lingkaran
yang dihubungkan oleh busur antara pusat graf bintang S, dengan satu simpul
pada graf lingkaran Cy, k>3, n> 0.

Pada bab sebelumnya telah diberikan definisi pelabelan graceful, graf
graceful, dan pelabelan g. Perlu diingat bahwa pelabelan graceful pada graf G
adalah fungsi injektif g dari himpunan simpul V ke himpunan bilangan
{0,1,2, .... |E|} yang menginduksi fungsi bijektif g’ dari himpunan busur E ke
himpunan bilangan {1,2, .... |E|} dimana untuk setiap busur uv € E berlaku
g’ (uv)=|g(u) — g(v)| dengan u,v € V.

Pada Teorema 3.1 diberikan kontruksi pelabelan graceful pada graf pot
bunga, C,—S,, dengan k =0, 3 (mod 4), k>3, n>0.

Teorema 3.1 Graf pot bunga C,—S,, dengan k =0, 3 (mod 4), k>3 dan n

bilangan bulat positif memiliki pelabelan graceful.

Bukti. Misalkan notasi simpul graf pot bunga C,,—S,, diberikan pada Gambar 3.1.
Dapat dilihat bahwa himpunan simpul V(C,—S,,)) = {uq, Uy, ..., Ug, C, V1, Vg, ..,
v, }, dan himpunan busur E (C,—S,) = {u Uy, .., Ug—1 U, Uy Uy, U1 C, CV, CV4,

..,Cv,} maka jelas bahwa |V| =k +n+1dan |E|=k+n+ 1.

11 Universitas Indonesia

Pelabelan graceful..., Muzayyin Ahmad, FMIPA Ul, 2012



12

Vy
V3 9 Vg
Vv, Ve
[
%
1 C v,
U Up
/ e
Uqq Us
Uqg u4—
Ug Us
Ug Ug
Uy

Gambar 3.1 Notasi simpul graf pot bunga C;, =S,

Untuk selanjutnya pembuktian pelabelan graceful untuk graf pot bunga C;,—S,,

akan dibagi menjadi dua kasus yaitu untuk k = 0 (mod 4) dan k =3 (mod 4).

Kasus 1. k =0 (mod 4)
Didefinisikan pelabelan f pada simpul C;—S,, untuk k = 0 (mod 4) sebagai
berikut.

e =135 k-1
fw) =43 Ji=246,..,5
| =2 i=54+2%44 .k (3.1)
2 2 2
f(c) =0. (3.2)
f(v;) =k + 1+ 1 i =1,2,...,n. (3.3)

Dari persamaan (3.1) diperoleh {f(u;)| u; € V(C,—=S)}={k + 1, k, k-1,
k-2,k-3,.., §+ 2,1,2,.., %, §+ 2, §+ 3, .., §+ 1}. Dari persamaan (3.3)

diperoleh {f(v))| v; e V(C,—S)}={k+ 2,k +3,k+4,...k+1+n}.
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Sehingga diperoleh f(V (C,—S,)) = {0, 1,2, %% + 2,% + 3, g +1,k+1, k,

k—1, k-2, k—3,...,§+2, k+2, k+3,k+4,...,k+1+n}. Pelabelan f

yang didefinisikan pada persamaan (3.1 - 3.3), merupakan pemetaan injektif dari
V ke himpunan {0, 1, 2, ..., |E|}.

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur f’ yang diinduksi
dari f dengan f’(uv) = [f(uw) — f(v)|. Label busur C,—S,, dinyatakan sebagai
berikut.

(i) = 1) — fugaa)l

(5= (59] = k42 im0,

()= (D) < k=11~ 24,

=< |(2k+23—i) _ ((i+?+2)| =k—i i =§+ 1,§+ 3., k-1

k|(%) _(2’”3%(‘“)” =li=k| ,i =§+2,...,k—2. (3.4)

| =

-1

NN

f (uyuk) = [fCuy) — Q)|
=|(k+2-1)- (5+1)|

=2 (3.5)
f" (u.0) = [f(uy) — (el

=[(k + 1) - (0)]

=k +1. (3.6)
' (cvy) = [f(c) — f(v))]

=|(0) - (k+1+10)

—k+1+i =121 (3.7)

Dari persamaan (3.4) diperoleh {f (u;u;41)| witt;s1 € E(C—S,)} =
(k=2 =4 .k —S+2k—1k—3k=5 . k—>+1k—Z—1k-

g -3,...,1,k— S -2,k — S — 4, ..., 2}. Dari persamaan (3.5) diperoleh

{f"(wiup)| wyug € E(C,—S,)} = {g} Dari persamaan (3.6) diperoleh
{f’'(wi0)| uic € E(Cr,—S,)} = {k + 1}. Dan dari persamaan (3.7) diperoleh
{f'(cv)| cv; € E(Co=Sy)}={k + 2, k+3, k +4,...,k + 1+ n}. Sehingga
diperoleh f(E(C,—Sy)) = {k,k — 2,k — 4, ...,k — g +2,k—1,k—3k—
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5o k—S+1 K k—f kK 3 1 k-f_o2k-—KE_4 .  2k+1,
2 2 2 2 2 2

k+2,k+3k+4,.,k+1+n}.

Berdasarkan pelabelan f yang didefinisikan pada persamaan (3.4 — 3.7) setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan membentuk himpunan bilangan
{0,1,2, ..., |E|}. Kemudian pelabelan f’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul f,
memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang membentuk
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E|}. Berdasarkan hal tersebut, maka f membentuk

pelabelan graceful untuk graf pot bunga C,,—S,, dengan k = 0 (mod 4).

Kasus 2. k = 3 (mod 4)
Didefinisikan pelabelan f pada simpul graf C;—S,, untuk k = 3 (mod 4) sebagai
berikut.

[ ,i=135,.. k.
fu) =13 Ji=246..[5:
i+2 . k _
e i=[H+2, [2] +4,.,k—1.  (3.8)
f(c) =0. (3.9)
fv) =k+1+i Q= 12,..,n (3.10)

Dari persamaan (3.8) diperoleh {f(w;)| u; € V(C,—S,)}={k + 1k, k-1,

k+3 k k k k+1 .
k-2, % 1,20, H ; H e H + 4, %} Dan dari persamaan (3.10)
diperolen {f(v)| v; e V(Cr—S)} ={k + 2,k + 3,k +4, ...,k +1 +n}.
Sehingga diperoleh f (V(C,—S,)) ={0,1, 2, ..., [ﬂ ; [ﬂ e, E] + 4, % k +

1,k k-1,k-2, ?k +2,k+3,k+4,..,k+ 1+ n}. Pelabelan g yang

didefinisikan pada persamaan (3.8 - 3.10), melabelkan anggota V (C,—S,,) dengan
pelabelan f (V(C,—S,,)) merupakan pemetaan injektif dari V ke himpunan
{0,1,2,..., |E|}.

Setiap busur uv € E diberikan label dengan pelabelan busur f’ yang di
induksikan oleh pelabelan f’(uv) = |f(w) — f(v)| pada graf C,—S,, yang

dinyatakan sebagai berikut.
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= If(us) — f(uisa)l

£ (u; Uiv1)

~

2 2

(5) - (=)l
= (us) — fan)

_ |(2k+3—1) (2k+3—k)|
2 2

k-1
P

= [f(uy) — (<)

=|(k +1) = (0)]
=k + 1.

= [f(c) — f(vy)
SIEOIESNRL + O
=k+1+i

Ve

f* (g w)

" (uic)

f' (cvy)

()~ (=) -
(2k-;3—1) . ((l+i)+2)| = k—i

15

(2k+3—i) _ (<"+1))| =k—i+1 ,i=13,.., [5] —1.

2

—k—1] ,i=z,4,...,[f.

2

i=H+ L] +3 .k
i—kl L i=S+2..,k-1.(311)

(3.12)

(3.13)

Ji=12..,n (314

Dari persamaan (3.11) diperoleh {f"(uju;+1)| uiiz1 € E(Cx—S,)} =

(k=2 k=4 .. k=[5 +2k-1k=3 . k=[] +Lk=[5|-1k-

E] -3,..,1,k— [g] -2,k — E] — 4, ...,2} . Dari persamaan (3.12) diperoleh

(" uyt)| wgtty € E(Ce=Sn)} = {3} Dari persamaan (3.13) diperoleh

{f'(wi0)| uic € E(Cy—=S,)} = {k + 1}. Dan dari persamaan (3.14) diperoleh
{f'(cv)| cv; € E(Ck—S)}={k+2,k+3,k+4,..,k+ 1+ n}. Sehingga

diperoleh /' (E(C—8n)) = (ko k = 2,k =4, . ke = [5| + 2,k = 1,k =3, . k -

El+1 k-5 -vk-[5| -3 vk=[5| -2k -[F]-4...2 k +

1, k+2,k+3k+4..k+1+n).

Berdasarkan pelabelan f yang didefinisikan pada persamaan (3.11 — 3.14)

setiap simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan

{0,1,2, ..., |E|}. Kemudian pelabelan f’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul f,

memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan

himpunan bilangan {1, 2, ..., |E|}. Berdasarkan hal tersebut, maka f merupakan

pelabelan graceful untuk graf pot bunga C,,—S,, dengan k = 3 (mod 4).
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Dari 2 kasus di atas terbukti bahwa graf pot bunga (C,,—S,,) dengan k = 0,
3 (mod 4) memiliki pelabelan graceful. m

Pada Gambar 3.2 diberikan contoh pelabelan graceful pada graf pot bunga
C12—S- untuk kasus k = 0 (mod 4), dengan banyak simpul graf bintangnya 7 dan
graf lingkarannya 12. Pada Gambar 3.3 diberikan contoh pelabelan graceful pada
graf pot bunga C;;—S- untuk kasus k = 3 (mod 4) diberikan dengan banyak
simpul graf bintangnya 7 dan graf lingkarannya 11.

17
[ ) 18

(@) (b)
Gambar 3.2 Contoh pelabelan graceful pada (a) graf C;,—S- dan (b) graf C;;—S,

3.2 Pelabelan Graceful pada Graf Pohon Palem

Graf pohon palem C,—B,, , adalah gabungan graf sapu dan graf lingkaran
yang dihubungkan oleh busur antara simpul ujung graf sapu Bn,, dengan salah
satu simpul pada graf lingkaran Cy.

Pada Teorema 3.2 diberikan konstruksi pelabelan graceful pada graf pohon

palem C,—B,, , dengan k =0, 3 (mod 4), k>3,n>0.
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Teorema 3.2 Graf pohon palem C,—B,, , dengan k =0, 3 (mod 4), k>3 danm, n

bilangan bulat positif memiliki pelabelan graceful.

Bukti. Misalkan notasi simpul graf C,—B,,, ,, diberikan pada Gambar 3.4. Dapat
dilihat bahwa himpunan simpul V(Cy =By, ) = {ug, Uy, ..., Ug, Wi, Wa, oo, Wy,
C,V1,Vy, ..., U} dan himpunan busur E (Cx—Bp, ) = {uguy, UpUs, ..., Up—1 Uy,
U U, Uy Wiy, Wi Wo, WoWs, ..o, Wy 1 Wiy, W1 C, CVq, CV5, CV3, ..., CUy } Maka jelas

bahwa |[V|=k+m+n+1dan|Ej=k+m+n+ 1.

Vy
V3 ® Vs
VZ Vg
C I
Vi Vi
oWy
¥

u u
8 Us 6

Gambar 3.3 Notasi simpul pohon palem C—B,;, ,,

Untuk selanjutnya pembuktian pelabelan graceful untuk graf pohon palem
Cx—Bpm, » akan dibagi menjadi empat Kkasus yaitu utuk £ = 0 (mod 4) dengan m
genap, £ =0 (mod 4) dengan m ganjil, £ = 3 (mod 4) dengan m genap dan £ = 3

(mod 4) dengan m ganjil.
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Kasus 1. £ =0 (mod 4) dengan m genap
Didefinisikan pelabelan g pada simpul graf C,,—B,, ,, untuk k = 0 (mod 4) dengan

m genap, sebagai berikut.

I{2k+n21+3—i ,i=135,..,k—1.
ot =
m+i+2 i :E+2,E+4’___,k_ (315)
2 2 2
gw) =k+m+1+i =123 ..,1n (3.16)
2"+2++3_i i=135..,m—1.
gw) =4,
3 i =246,..,m. (317)
0@ ‘=0, (3.18)

Dari persamaan (3.15) diperoleh {g(u;)| u; € V(C,—Bnn)} = {% +k+1, % +

K2 +k-1,2+k-2,.. m—”‘+2—+1 2427 +2,...,2";+k,2";+k+2,

2m+k 2m+k m+k+2

+ 3, +4,.
4

V(Ck—an)}z{k+m+2,k+m+3,k+m+4,...,k+m+1+n}. Dari

}. Dari persamaan (3.16) diperoleh {g(v;)| v; €

persamaan (3.17) diperoleh {g(w;)| w; € V(C,—Bpn)} ={k+m + 1,k +

m,k+m — 1,k+m—2,k+m—3,...,5+2,1,2,3,...,;}. Dan dari

persamaan (3.18) diperoleh g (¢) = 0. Sehingga diperoleh g(V (Ck—Bm_n)) =

(01,23 2 24k + 10+ k24 k=12 + k=2, 2420y
1,§+2,§+2,...,2’T" 2’”*"+2 2’”*"+3 2m*"+4,...,m+2"+2, k+m+

Lk+mk+m—-1,k+m—-2k+m-—3,..., 5+2,k+ m+2,k+m+

3k+m+4, .. k+m+1+n } Pelabelan g yang didefinisikan pada
persamaan (3.15 - 3.18), merupakan pemetaan injektif dari V ke himpunan
{0,1,2, ..., |E|}.

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur g’ yang di
induksi oleh pelabelan g’(uv) = |g(u) — g(v)| pada graf Cy—B,, ,, untuk k =0

(mod 4) dengan m genap yang dinyatakan sebagai berikut.

g (Ui ujq) =19(u) — 9(uipe)l
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~

(=) - (=) =k —i+1 i=13,..5-1
) (m ) (2k+m+3 (l+1))| _ Ii k- 1| i=24. %
- 2k+m+3-1) _ (m+(+D+2)| _ Kk —i = —+ 1. k—1.
Em+l+2) _)(ZkEm+3 2(1+1)§|| | _l l _ ; _
U > =li=kl i=Z+2..,k=2
(3.19)
g (wur)  =19(uy) — glw)l
- |(2k+rr;+3—1) _ (m+2k+2)|
= E. (3.20)

2

g (wwp)  =19@w) — 9wyl

-5 &
Skt (3.21)

g wWiwipr) =9wy) — 9(wisq) |

(| (ED) =kt mt1—i i=13,..m -1

|(§)_(2"+2’"+‘“+”)|=k+m+1—i =24, .,m—2.

(3.22)
g'(ewy)  =lg(c) = g (wy)|
=|@- (=5
=k+m+1. (3.23)
g’ (cvy) =19(c) = g ()]
=|(0) —(k+m + 1+ 1)
=k+m+1+i = 1,2,...,n.(3.24)

Dari persamaan (3.19) diperoleh {g° (w;u;+1)| wjuti+1 € ECy—Bpnpn)} =
(k=2 =4 .., k—2+2,k—1k=3k-5_ k—>+1k-2—-1k-
g -3, .., 1,k— S -2,k — S — 4, ...,2}. Dari persamaan (3.20) diperoleh

{0’ (wyup)| uyug € EC—Byp)} = {g} Dari persamaan (3.21) diperoleh

{9’ (uywy)| uywp, € ECy—Bp, )} = {k + 1}. Dari persamaan (3.22) diperoleh
{0°(Wiwit)| wiwiiq E ECy—Bpp)}={tk+mk+m—-2k+m—4,.., k+
2, k+m—1, k+m -3, ...,k + 3}. Dari persamaan (3.23) diperoleh

{9°(cwy)| cwy € E(Cy—Bp )} = {k + m + 1}. Dan dari persamaan (3.24)
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diperoleh {g’(cvy)| cvy; € E(Ck—Bpmp)}={k+m+2,k+m+3,k+m+
4,..,k + m+n + 1}. Sehingga diperoleh 9’ (E(Cx—Bnn)) = {k. k — 2,k —

4, k— 1 ok—-1k-3k=5 .. k- 4t1 -k _1r_kE_3 .. 1
2 2 2 2 2
k—%—Z,k—%—éL,...,Z, k+1lk+mk+m—2k+m—4, .. k+2k+

m—-—1,k+m-3,....k+3, k+m+1L,k+m+2,k+m+3k+m+4,..,
k+m+n+ 1}

Berdasarkan pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.19 - 3.24), setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan
{0,1,2,...,|E|}. Kemudian pelabelan g’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul g,
memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E|}. Dengan demikian telah dibuktikan bahwa graf
pohon palem Cy—B,, , memiliki pelabelan graceful untuk k = 0 (mod 4) dengan m

genap.

Kasus 2. £ =0 (mod 4) dengan m ganjil
Didefinisikan pelabelan g pada simpul graf C,,—B,, ,, untuk k = 0 (mod 4) dengan

m ganjil, sebagai berikut.

m+i i=1,35,..,5—1.
2. 2
o) =4 = =54+ 43, k-t
| e i = 2,46, k. (3.25)
g G Tl tiiest L T i = 1,2,3,...,n. (3.26)
S i=135,..,m.
g (Wi) = i |
. i=246..,m—1. (3.27)
g(c) =0. (3.28)
Dari persamaan (3.25) diperoleh {g(u;)| u; € V(Ck—Bmn)} = {mT“mTH .
2m+k-2 2m+k+6 2m+k+8 m+k+1 2k+m+1 2k+m-1 2k+m-3 k+m+3

) LA ) ) ) ) L

}. Dari

4 7 4

persamaan (3.26) diperoleh {g(v;)| v; € V(Cx—Bmn)} ={k+m+ 2,k + m+

4 2 2 2 2 2

3,k+m+4,..,k+m+ 1+ n}. Dari persamaan (3.27) diperoleh {g(w;)| w; €

V(Ck—Bm,n)}={k+m+1,k+m,k+m—1,k+m—2,k+m—3,...,§+
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2,1,2,3, %} Sehingga diperoleh g(V (Ck—Bm,n)): {0,1,2,3, %——

m+5 2m+k—2 2m+k+6 2m+k+8 m+k+1 2k+m+1 2k+m—-1 2k+m-3 k+m+3

2 T ) 2 2 72 2

RN ) ) RLLD)

k+m+1,k+m,k+m—1,k+m—2,k+m—3,...,§+2,k+m+2,k+

m+3,k+m+4,..,k+m+ 1+ n}. Pelabelan g yang didefinisikan pada
persamaan (3.25 - 3.28), merupakan pemetaan injektif dari V ke himpunan
0,1,2, ..., |E[}.

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur g’ yang di
induksi oleh pelabelan g’(uv) = |g(u) — g(v)| pada graf C,—B,, , dengan k =0
(mod 4) dengan m ganjil, yang dinyatakan sebagai berikut.

g (W up) = 19w) — 9wyl
(2k+m+3 i) (m+(i+1))| -4 1.

m+l) (M)|_|_ T A =

o
(2k+m+3 z) _ (m+(l+1)+2)| il
(

~

N = NIR‘

Ji==-+1,.. k—1.
2

m+L+2) (2k+m+3 (l+1))| = % +2,..,k—2.

Ve

2

(3.29)
g (wue)  =19(uy) — gl

_ |(2k+m+3—1) (m+k+2)|
2 2

-3 (3.30)

2

g (wwp)  =19(ws) = 9wy,

=

=k +1. (3.31)

g (Wiwiy1) =19wy) —g(wiiq)|

(| () =kt mt 1 i=13,.,m 1

|(%)—(2"+2’"+"“+”)| —k+m+1—i ,i=24..,m—2

(3.32)
g’ (cwy) =9(c) — g (wy)l
_ |(O) B (2k+21;1+3—1)|
=k+m+ 1. (3.33)

g (cv)  =1g(c) — g ()l
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=|(0)—(k+m+1+10)
=k+m+1+i i = 12,..,n.(3.34)

Dari persamaan (3.29) diperoleh {9’ (w;u;1+1)| uitj+1 € E(Ck—Bmn)} =
(k=2 =4 . k—2+2k—1k=3k-5. k—>+1k-*—1k-
g -3,..,1,k— g -2,k — g — 4, ...,2}. Dari persamaan (3.30) diperoleh

{0°(wug)| wyug € E(Cx—Bmpn)} = {S} Dari persamaan (3.31) diperoleh

{9’ (uywy) | uywy, € E(Cr—Bmn)} = {k + 1}. Dari persamaan (3.32) diperoleh
{0°(Wiwit1)| wiwipq E E(Ce—Bpp)}={k+mk+m—-2, k+m—4,.., k+
2, k+m—1, k+m—3, ...,k + 3}. Dari persamaan (3.33) diperoleh
{9°(cwy)| ewy € E(Cy—Binn)} = {k + m + 1}. Dan dari persamaan (3.34)
diperoleh {g’(cv;)|cv; € E(Ck—Bpn)}={k+m+2,k+m+3,k+m+
4,..,k + m + n + 1}. Sehingga diperoleh 9 '(E (Cx—Bmn)) = {k, k — 2,k — 4,

k= o k—1k-3k=5 . k-S 41k kK _1r_k_3.  1k-
2 2 2 2 2

g—zk—g—&mz,k+Lk+mk+m—2w+nh4,wk+zk+m—

Lk+m-3,..,k+3, k+m+1L,k+m+2,k+m+3,k+m+4,.. k+
m+n+1}.

Berdasarkan pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.29 - 3.34) setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan
{0,1,2, ..., |E|}. Kemudian pelabelan g’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul g,
memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E|}. Dengan demikian telah dibuktikan bahwa graf
pohon palem Cj,—B,, , memiliki pelabelan graceful untuk k = 0 (mod 4) dengan m

ganjil.
Kasus 3. kK =3 (mod 4) dengan m genap

Didefinisikan pelabelan g pada simpul graf C,—B,, ,, untuk k = 3 (mod 4) dengan

m genap, sebagai berikut.
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( 2k+m+3—-i _
| — — ,1=1,35,.
m+i .
9(%’)247 i =246, .. H
m+i+2 . E k .
- i=[H+2[5+4.. k-1.(335)
g(v;) =k+m+1+i i = 1,23, ...,n. (3.36)
T i=135..,m—1.
g (Wl) = i
- i =246,..,m. (3.37)
g(c) =0. (3.38)
Dari persamaan (3.35) diperoleh {g(u;)| u; € V(Cy,—Bnn)} =
Etk+12 4k +k-10+k-2,.., =42 2+1,7+22+3,.
2m+k 2m+k 2m+k 2m+k m+k

) - + 3, +4,.

" } Dari persamaan (3.36)

diperoleh {g(v;)| v; € V(Ck—Bm,n)} ={k+m+2,k+m+3,k+m+
4, ..,k +m+ 1+ n}. Dari persamaan (3.37) diperoleh {g(w;)| w; €
V(C=Bmn)}={k+m+Lk+mk+m=1k+m—2k+m=3,..,%+

2,1,2,3, ?} Sehingga diperoleh g(V (Cx—Bmn)) = {0,1,2,3, ?% +k+

L+ 2 k- 1,04 k= 2,0, 2 1,2 2 R g, B
2 2 2 2 4
Ty, s PR kb m Lk mk+m= 1,k +

m—2k+m-—3,.., §+2,k+m+2,k+m+3,k+m+4,...,k+m+

1 + n}. Pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.35 - 3.38), merupakan
pemetaan injektif dari V ke himpunan {0,1, 2 ..., |E|}.

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur g’ yang di
induksi oleh pelabelan g’(uv) = |g(u) — g(v)| pada graf C,—B,, ,, untuk k = 3
(mod 4) dengan m genap yang dinyatakan sebagai berikut.

g (Witir1) =19(w;) — g(uir)l

(2k+m+3—i) _ (m+(2i+1))| —k—i+1 =13, .. S _

H
|(m+l) (2k+m+3—(i+1))| Climk—1] i=24,.., E]

E2k+m+)3 1)(_ (rfl+(i;-(1)+2)§I —k—i Q= [S] +1,.. k-
m+i+2 2k+m+3—-(i+1 _ |i

2

)

—k| = [g] +2,. k2.
(3.39)

~
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g (wue)  =19(uy) — glwy)l

_ |(2k+m+3—1) (m+k+2)|
2 2

_k (3.40)

2

g (wwn)  =19(ur) — 9wy,

=|(=57) -Gl
=k+1. (3.41)

g (Wiwir1) =19wy) — g(wipq)l

|(2k+2’:+3‘i) — ((";1))| —k+m+1—i ,i=13,..m—1

G)—(w)|=k+m+l—i =24, .., m—2.

(3.42)
g (ewy)  =lg(c) — g (wy)|
“fio- (2
=k+m+1. (3.43)
g'lev)  =lglc) — g ()l
=|(0)—(k+m+1+10)
=k+m+1+i i = 1,2,...,n. (3.44)

Dari persamaan (3.39) diperoleh {9’ (u;u;1+1)| jUi+1 € E(Ck—Bpn)} =

(kk =2k —4, ... k= +2k=-1,k=3k=5 . k—>+Lk—>—1k-
% —-3,..,1L,k— S -2,k — % — 4, ...,2}. Dari persamaan (3.40) diperoleh

(0" (uyup)| uyug € E(C—Bpn)} = {%} Dari persamaan (3.41) diperoleh
{9°(uywy)| uyWiy € E(Cr—Bpy )} = {k + 1}. Dari persamaan (3.42) diperoleh
{0°(wiwit)| wiwipy € E(Ce—Bpp)Y =tk +mk+m—-2k+m—4,.. k+
2,k+m—1,k+m-—3,.., k+ 3}. Dari persamaan (3.43) diperoleh

{9°(cw;y)| cw; € E(Cx—By )} = {k + m + 1}. Dan dari persamaan (3.44)
diperoleh {g’(cv;)| cv; € E(Ck—Bpn)}={k+m+2,k+m+3,k+m+
4,..,k + m +n + 1}. Sehingga diperoleh 9'(E(Cx—Bnn)) = {k. k — 2,k —

4, . k—% 42k -1k-3k=-5 .. k- 4115 pk_k_q1p_E_3 .. 1
2 2 2 2 2

k—g—z,k—§—4,...,z,k+1,k+m,k+m—2,k+m—4,...,k+2,k+
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m—1,k+m-3,...,k+3,k+m+1L,k+m+2,k+m+3,k+m+4,..,
k+m+n+1}.

Berdasarkan pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.39 - 3.44), setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan

{0,1, 2, ..., |E|}. Kemudian pelabelan g’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul g,
memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E|}. Dengan demikian telah dibuktikan bahwa graf
pohon palem Cy—B,, ,, memiliki pelabelan graceful untuk k = 3 (mod 4) dengan m

genap.

Kasus 4. kK = 3 (mod 4) dengan m ganjil
Didefinisikan pelabelan g pada simpul graf C,,—B,, , untuk k = 3 (mod 4) dengan

m ganjil, sebagai berikut.

[ =135, [ -1
2 2
g(u) =1 2 =[] 3k
2 . 2 2
e i= 2,46, ..k (3.45)
g(;) =k+m+1+i , . 3, ..., TH (3.46)
R ,i=135,..,m
g (Wl) = i X
. i=246..m—1 (3.47)
g(c) =0 (3.48)

Dari persamaan (3.45) diperoleh {g(u;)| u; € V(Cx—Bnn)} = {? +k+ 1,% +

B2+ k—1,2 P i TR TSGR 2tk 2mtk
2 2 2 2 2 2 4 4

+2,

2m+k 2m+k m+k+2
3, H4,... }

Z ” . Dari persamaan (3.46) diperoleh {g(v;)| v; €

V(C—Bpn)}={k+m+2,k+m+3,k+m+4,. ,k+m+1+n} Dari
persamaan (3.47) diperoleh {g(w;)| w; € V(Cx—Bpn)}={k+m+ 1,k +
mk+m—1,k4+m—2k+m-3, S +2,1,2,3, %} Sehingga diperoleh
9V (Ce=Bmn)) ={0,1,2,3,..,.%, Z+k+ 1>+ k> +k-1,>+

2m+k 2m+k 2m+k 2m+k

, + 2, + 3, + 4,
4 4 4 4

k-2, 2 oy g oy
2 2 2 2
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m+k+2
2 )

k+m+1,k+m,k+m—1,k+m—2,k+m—3,...,§+2,k+

Ty

m+2,k+m+3,k+m+4,..,k+m+ 1+ n}. Pelabelan g yang
didefinisikan pada persamaan (3.45 - 3.48), merupakan pemetaan injektif dari V
ke himpunan {0,1, 2, ..., |E|}.

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur g’ yang di
induksi oleh pelabelan g’(uv) = |g(u) — g(v)| pada graf C,,—B,, ,, dengan k = 3
(mod 4) dengan m ganjil, yang dinyatakan sebagai berikut.

g (U ui1) =19(w;) — 9(ui4a)l.
(=22 - (D) =k=it1 i=13..[5 -1

y. 2

|(m2+i) _ (MN =li—k—1| ,i=24,.., E]
|(2k+m+3—i) E: (m+<"+1)+2)| —o= ﬂ +1,..,k—1.

2 2

|(m+i+2) g (2k+m+3—(i+1))| =|i — k| F S] +2,..,k—2.

2 2

I
N

g (wue)  =19(ur) — 9wyl

ok |(2k+m+3—1) (m+k+2)|
2 2

k

== (3.50)

g (wwn)  =19(w;) = g(wy,)|

=|(*=%522) - G)]
=k + 1. (3.51)

g wWiwiy1) =19(wy) — g(wiyq)|

(] (S — kb mt 1 =13, m— L

(%) . (2k+2m23—(i+1)

)|=k+m+1—i =24, .., m—2.

(3.52)
g (ewy)  =1g(c) — g (wy)l
“J - (2
=k+m+1. (3.53)
g (cvy)  =lg(c) — g (v)|
=|(0) —(k+m+1+10)]
=k+m+1+i ,i=1,2,...,n.(3.54)
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Dari persamaan (3.49) diperoleh {9’ (w;u;1+1)| uitj+1 € E(Ck—Bpmn)} =
(kk—2k—4..k=2+2k—-1k-3k=5 . k—>+1Lk-2—1k-
g -3,..,1,k— S -2,k — g — 4, ...,2}. Dari persamaan (3.50) diperoleh

{0 (uyug)| uyuy € E(Cy—Bpn)} = {g} Dari persamaan (3.51) diperoleh

{9’ (uywy) | uyWp, € E(Cx—Bp )} = {k + 1}. Dari persamaan (3.52) diperoleh
{9°(wiwit )| wiwipg E E(Ce—Bpp)}={tk+mk+m—-2k+m—4,.. k+
2,k+m—1,k+m-—3,.., k + 3}. Dari persamaan (3.53) diperoleh

{9°(cwy)| cwy € E(Cx—Byn)} = {k + m + 1}. Dan dari persamaan (3.54)
diperoleh {g’'(cv;)|cv; € E(Ck—Bpmn)}={tk+m+2, k+m+3, k+m+4,
..., k +m + n + 1}. Sehingga diperoleh g '(E(Cx—B, ) = {k. k — 2,k —

4, ... N . O AR G N < 3 1
2 2 2 2 2

k—=2=2k=2=4,.,2,k+ Lk +mk +m—2,k+m—4,.,k+2k+
m—1L,k+m-3,....k+3,k+m+1L,k+m+2,k+m+3 k+m+4,..,
k+m+n+1}.
Berdasarkan pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.49 - 3.54), setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan
{0,1,2, ..., |E|}. Kemudian pelabelan g’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul g,
memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., | E|}. Dengan demikian telah dibuktikan bahwa graf
pohon palem C,—B,, ,, memiliki pelabelan graceful untuk k = 3 (mod 4) dengan m
ganjil.

Dari 4 kasus di atas terbukti bahwa graf pohon palem (C,—B,, ,,) dengan k

=0, 3 (mod 4) memiliki pelabelan graceful. m

Pada Gambar 3.4(a) diberikan contoh pelabelan graceful pada graf pohon
palem C;,—S, 7 untuk kasus k = 0 (mod 4) dan m genap. Pada Gambar 3.4(b)
diberikan contoh pelabelan graceful pada graf pohon palem C;;—S, ; untuk kasus

k = 3 (mod 4) dan m genap.
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(a) (b)
Gambar 3.4 Contoh pelabelan graceful pada (a) graf C;,—S, , dan (b) graf
C11_54-,7

3.3 Pelabelan p pada Graf Pot Bunga dan Graf Pohon Palem

Setiap graf yang dapat dilabel dengan pelabelan graceful pasti dapat juga
dilabel dengan pelabelan . Berikut ini ditunjukkan bahwa graf pot bunga C,—S,,
dan graf pohon palem C,—B,, ,, juga mempunyai pelabelan p untuk k = 0, 3 (mod
4).

Akibat 3.3. Graf pot bunga C,,—S,, dengan k =0, 3 (mod 4), k > 3 dan n bilangan
bulat positif memiliki pelabelan p.

Bukti. Dengan mendefinisikan fungsi f dan f’ seperti pada bukti Teorema 3.1
yaitu persamaan (3.1 - 3.4) dan (3.8 - 3.10), diperoleh pelabelan simpul dari
Cr—S,, ke subhimpunan bilangan {0,1,2, ..., |E| + 1}, dan pelabelan busur dari
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C,—S,, ke subhimpunan bilangan {1,2, ..., |E|}. Jadi graf C,,—S,, memiliki
pelabelan p untuk k =0,3 (mod 4). m

Akibat 3.4. Graf pohon palem C,—B,, ,, dengan k =0, 3 (mod 4), k >3 dan n

bilangan bulat positif memiliki pelabelan g.

Bukti. Dengan mendefinisikan fungsi g dan g’ seperti pada bukti Teorema 3.2
yaitu persamaan (3.15 - 3.18) dan (3.25 - 3.28), diperoleh pelabelan simpul dari
Cx—Bpn ke himpunan bilangan {0,1,2, ..., |E| + 1}, dan pelabelan busur dari
Cx—Bmn ke himpunan bilangan {1,2, ..., |E1}. Jadi graf C,,—B,, , memiliki
pelabelan g untuk k =0, 3 (mod 4). m

Pelabelan graceful untuk graf pot bunga C,—S,, dan graf pohon palem
Cx—Bmn dengan k = 1, 2 (mod 4) secara umum belum ditemukan. Namun
terdapat graf pot bunga €, —S,, dengan k = 1 (mod 4) yang dapat dilabel dengan
pelabelan graceful. Sebagai contoh pada Gambar 3.5 diberikan pelabelan graceful

untuk graf Cs—S-.

7
6 * 8

5 9

% 12 "

13 11
2 3

Gambar 3.5 Contoh pelabelan graceful pada Cs—S,
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Pada penelitian ini baru diperoleh pelabelan p untuk graf pot bunga C,,—S,,
dan graf pohon palem C,—B,, , dengan k = 1, 2 (mod 4), m, n bilangan bulat

positif. Pelabelan ini diberikan pada Teorema 3.5 dan 3.6.

Teorema 3.5 Graf pot bunga C,—S,, dengan k =1, 2 (mod 4), k>3 dann

bilangan bulat positif memiliki pelabelan g.

Bukti. Misalkan notasi simpul graf C,—S,, diberikan pada Gambar 3.1. Dapat
dilihat bahwa himpunan simpul V(C,—S,) = {u,, uy, ..., Uy, ¢, V1, Vg, ..., U}, dan
himpunan busur E (C,—Sy) = {u Uy, ..., Up_q U, Uy Uy, U1 C, CVq, CVy, CV3, ..., CUp }
maka jelas bahwa |V| =k +n+ 1dan |[E| =k +n + 1.

Untuk selanjutnya pembuktian pelabelan g untuk graf C,—S,, akan dibagi menjadi
dua kasus yaitu untuk k = 1 (mod 4) dan k = 2 (mod 4).

Kasus 1. k =1 (mod 4)
Didefinisikan pelabelan f untuk simpul C,,—S,, dengan k = 1 (mod 4) sebagai
berikut.

L 4n =135, [5.
vzl i=[g+2[5+4. k-2
f(u) =4 k+21—' : 2k
; = 0= 2,46, 2]
k+5+i g - k _
CEE = +2[5+4 . k-1 (359
Ur) =VU. .
f 0 (3.56)
C = —. .
f o (3.57)
fr) ="2+i i=12,...,n (3.58)
. . k+5 k+7
Dari persamaan (3.55) diperoleh {f(u;)| u; € V(Cr—S,)} = {T tn, —+n,
LI g LR g s R A k2
4 4 2 2 4 4 4

n}. Dari persamaan (3.58) diperoleh {f(v;)| v; € V(Cr—S,)} = {% + 1,% +

2,% + 3, % + n}. Sehingga diperoleh f(V(C,—S,)) = {O%% +1,
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k+3 k+3 +3 k+5 k+7 3k+9 k-1 k-5
2—+3 —+n—+n —+n +n—,—, ..,2,
2 2 4 4 4
k-1 k-3 k+3 3k+13 3k+17
T,T,...,T, 2 + n, 2 +n, .,k+2+1’l}.

Pelabelan f yang didefinisikan pada persamaan (3.55 - 3.58), merupakan pemetaan
injektif dari V ke himpunan {0, 1, 2, ..., |E| + 1}.
Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur f’ yang diinduksi

dari f dengan f’(uv) = [f(u) — f(v)| label busur C,—S,, dinyatakan sebagai berikut.

f (uiiv1) = [f(u;) — f(uea)|
JEFE A () s -1,

2

k+1 l) (k+4+(t+1) )| — P2 i=24 EJ

-~
(2 +n) = (CE2)| =n+i+2,i=[5+2,. k-2
=

+n

Ek+4+z (k+5+(z+1) )| i

1
A

(=) - (B2 4n)| =n+i+2 i=|5]+2..k-1
(3.59)

f (ug—1ux) = [f(up—1) — f(uy)|

=tk +2 +n) - (0)]

“k+24+n (3.60)
f (uiug) = [f(uy) — f(ug)|

- |(ﬁ + ) — (0)|

= I (3.61)

fr(uic) = If(us) = ()

=[5 +n) - ()
=n+ 2. (3.62)
f (cvy)  =1f(c) — (vl

|2 - (22+4)

=1+ )

1,2, ..., 1. (3.63)
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Dari persamaan (3.59) diperoleh {f’(u;u;+1)| uiviz1 € E(Cx,—=Sp)}={1,n+ 3,

2n+k+5 2n+k+3 2n+k+7 2n+k+11 2n+k+9
,n+4,n+6,.., o , .o+ k,

n+b5, .., T >

2n+k+13

, ..., + k + 1}. Dari persamaan (3.60) diperoleh {f"(u,_1ux)| u uy €
E(Cy—Sn)} = {k + 2 + n}. Dari persamaan (3.61) diperoleh {f"(u,u)| u,uy €
E(C,—S,)} = {% + n}. Dari persamaan (3.62) diperoleh {f’(u,c)| u,c €

E(Cr—S,)} = {n + 2}. Dan dari persamaan (3.63) diperoleh {f” (cv;)| cv; €
E(C,—S)}=1{2,3,4,...,1 + n}. Sehingga diperoleh f°(E(C,—S,)) =

k+ 2n+k+5

1,234,140 +nn+2,n+3, n+5, .., n+ 4+

6,...,2n+k+3,2n+k+7,2n+k+11,...,n+k, 21’L+k+9,2n+k+13,".’n+k+ 1’ k+
2 2 2 2 2

2 +n}

Berdasarkan pelabelan f yang didefinisikan pada persamaan (3.59 — 3.63) setiap

simpulnya memiliki label yang berbeda dan membentuk himpunan bilangan

32

{0,1,2,...,|E| + 1}. Kemudian pelabelan f’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul

f, memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang membentuk

himpunan bilangan {1, 2, ..., |E| — 1, |E| + 1}. Dengan demikian telah dibuktikan

bahwa graf pot bunga C)—S,, memiliki pelabelan 5 untuk k = 1 (mod 4)

Kasus 2. k = 2 (mod 4)
Didefinisikan pelabelan g untuk simpul C;—S,, dengan k = 2 (mod 4) sebagai
berikut

( k+5+1

[ +n ,i =135,k — 1.
f () = {4 - B, ..., + 1.

o =543 4s5, k-2 (364
f(ur) =0. (3.65)
fle) = % (3.66)
f) ===+ i i=12,...,n (3.67)
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k+6 k+8

Dari persamaan (3.55) diperoleh {f(u;)| u; € V(Cr—S,)} = {— +n, —+
Sk+2+n k+2,k,u, QE@ ..., 2}. Dari persamaan (3.58)
27 2 4 4 4
diperoleh {f(v))] v; € V(Ce=S)} = o + 1, + 2,55+ 3, ., 2= + n}.
Sehingga diperoleh f (V(C,—S,)) = { 0, ﬂ+ 1, % + 2, ﬂ+ 3,. k+4 —+
k+6+ +8+n,...,k+2+n,k—,5,k;,...,k—,k—,k—, ..,4}
2 2 2 4 4 4

Pelabelan f yang didefinisikan pada persamaan (3.64 - 3.67), merupakan
pemetaan injektif dari V ke himpunan {0, 1, 2, ..., |E| + 1}.
Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur f’ yang diinduksi

dari f dengan f’(uv) = [f(u) — f(v)| label busur €, —S,, dinyatakan sebagai berikut.

f (wuire) = 10(w) — 9yl

((k+5+i+ ) (k+4 (l+1)) BT |+ iR, . ,g
) (k+4 l) (k+5+(t+1> n) =n+i+1 ,i=24,. S + 1.
= (B n) - () =t i 42 ,i=§+2,...,k—2.
k(k+z z) (k+5+(l+1)+n) =n+i+2 ,i=§+3,...,k—1.
(3.59)
f7 (Ure—1k) = 19(uge—1) — 9w
=|(k +2 +n) - (0)]
= ki 4. (3.60)
" (uuy) = 19(uy) — glu)l
=|(2+n) - )
=ﬁ+ (3.61)

P o) =19 — gl

=[5 +n) - ()

—n+ 1. (3.62)
lev) =19 — 9w

=|(5) - (5 +9)]

=i 1,2,..,n. (3.63)

-
o~
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Dari persamaan (3.59) diperoleh { f’ (u;u;+1)| wjujy1 € E(Ck—S)}={1,n+ 3,
n+5 2n+k+5 2n+k+3 2n+k+7 2n+k+11 2n+k+9

,n+4n+6,.., , , ,.,n+k, ,
2 2 2

2
2n+k+13
2

E(Cy—Sn)} = {k + 2 + n}. Dari persamaan (3.61) diperoleh { f’(u,uy)| u ux €

, ..., + k + 1}. Dari persamaan (3.60) diperoleh { f’(u,_juk)| uiuy €
k+5 . . ,
E(C,—=S)} = {T + n}. Dari persamaan (3.62) diperoleh { f’(u,c)| usc €

E(Cr—S,)} = {n + 2}. Dan dari persamaan (3.63) diperoleh { f’ (cv;)| cv; €
E(C,—S)}=1{2,3,4,...,1 + n}. Sehingga diperoleh f'(E(C,—S,)) =

1,234, 1+n 2 +nn+2n+3,n+5., " n+4n+

6, .",Zn+k+3’2n+k+7,2n+k+11, o+ k, 2n+k+9’2n+k+13, o+ k + 1’ k +
2 2 2 2 2

2 +n}

Berdasarkan pelabelan f yang didefinisikan pada persamaan (3.59 — 3.63) setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan
{0,1,2,...,|E| + 1}. Kemudian pelabelan f’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul
f, memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E| — 1, |E| + 1}. Dengan demikian telah dibuktikan
bahwa graf pot bunga C,—S,, memiliki pelabelan g untuk k = 2 (mod 4).

Dari 2 kasus di atas terbukti bahwa graf pot bunga (C,—S;,) dengan k =1,

2 (mod 4) memiliki pelabelan 5. m
Pada Gambar 3.6(a) diberikan contoh pelabelan graceful pada graf pot

bunga Cy—S- untuk kasus k = 1 (mod 4), dan pada Gambar 3.6(b) diberikan
contoh pelabelan graceful pada graf pot bunga C;o—S, untuk kasus k = 2 (mod 4).
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Gambar 3.6 Contoh pelabelan p pada (a) graf Co—S, dan (b) graf C,,—S-

Pada Teorema 3.4 diberikan konstruksi pelabelan g pada graf pohon palem

Cx—Bp, , dengan k = 1, 2 (mod 4)

Teorema 3.4 Graf pohon palem C,—B,, , dengan k =1, 2 (mod 4), k>3 danm, n

bilangan bulat positif memiliki pelabelan p.

Bukti. Misalkan notasi simpul graf C,—B,, ,, diberikan pada Gambar 3.4.

Pada Gambar 3.4 dapat dilihat bahwa himpunan simpul V(C,—B,,) =
{uy, uy, us, .., U, Wi, Wy, W3, ..., Wy, C, V1, Vg, U3, ..., U }, dan himpunan busur

E (Cx—Bmn) = {uqUy, UplUs, ..., Ug—1 Ug, Uy Ug, Ug Wiy, WiWp, WoW3, oo, Wi Wi,
W1C, CVq,CVy, CV3, ..., CU, }, Maka jelas bahwa |V| =k + m + n+ 1 dan |[E| =

k+m+n+1.
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Untuk selanjutnya pembuktian pelabelan p untuk graf C,,—B,, ,, akan
dibagi menjadi empat kasus yaitu utuk £ = 1 (mod 4) dengan m ganjil, k = 1
(mod 4) dengan m genap, £ = 2 (mod 4) dengan m ganjil dan £ = 2 (mod 4)
dengan m genap.

Kasus 1. £ =1 (mod 4) dengan m ganjil
Didefinisikan pelabelan g untuk simpul graf C,,—B,, ,, untuk k = 1 (mod 4) dengan

m ganjil, sebagai berikut.

(2t n+m i=135, .., [g]
k+2 i n k
5 ,1—(H+1)+1,...,k—2.
9 () = "*21“ i =246,
k+5+l k k
M5 n+m =542 |5 +4 . k-1 (3.63)
| ol
g () = 0. (3.64)
g(v) =<2 i=123,..,n (3.65)
"*'”2““' ,i=135,..,m
g(w;) = ;
N Ji=246,..,m—1. (3.66)
g(0) === +n (3.67)

Dari persamaan (3.63) diperoleh {g(uy)| u; € V (C—Bumm)} = { +n +m,

BT 4 1 -+ m A s 5113 |
4 4 2 2 4 4
3k+17 +n+m,.. . k+2+n+ } Dari persamaan (3.65) diperoleh
k+m
{o(w)| v; € V(Ck—Bmn)} = { e g Hm g Ly n}. Dari

k+m+3 k+m+1

persamaan (3.66) diperoleh {g(w;)| w; € V(Cx—Bpnn)} = { >

)

k+m-1 k+4 k+m+6 k+m+8 k+2m+3
e, T — ., +n} Sehingga diperoleh
k+m k+m k+m +m k+m+3 k+m+1
g(V (Ck_Bm,n)) = {0’ 2 + 1' 2 + 2! 2 + 31 y 2 + nl 2 ) 2 )
k+m-1 k+4 k+m+6 k+m+8 k+2m+3 k+m+4 k+5
> ,...,T, 2 +n, > +n,.., 2 n, 2 +n —+Tl+

Universitas Indonesia

Pelabelan graceful..., Muzayyin Ahmad, FMIPA Ul, 2012



3k+9 k-1 k-5

4 )

k+7
m7+n+m,..., +n+m,

4
3k+17
4

Pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan

+n+m, ... k+2+n+m}

pemetaan injektif dari V ke himpunan {0, 1, 2, ..

) ees

37

k+3 3k+13
4’ 4

k-1 k-3
Sy ot

) neey

(3.63 - 3.67), merupakan
S |E| + 13

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur g’ yang di

induksi oleh pelabelan g’(uv) =|g(u) — g(v)|

pada graf C,,—B,, , dengank = 1

(mod 4) dengan m ganjil, yang dinyatakan sebagai berikut.

g (W ugrq) = 19(w) — g 1)l:
[t enem)

2

k+1-i k+4+(i+1)

(=) - ( +n+m
2 2

:ﬁ |(k+;}+i T m) o (k+5+2(i+1)

k+5+i k+2—(i+1)

(
(

-1

k+5+(i+1)
2

——t+tn+m
2

J

2

k+2-i
2

+n+m

\
g () = |9 (up—1) — 9(uy)|
=|(k+24+n+m)- (0)]
=k+2+n+m.

=9 (us) — 9wl

( )-©]

_k+5
2

g (wwp) =19(u1) — g(wpy)|

( )~ (

=n+m+ 2.
g’ wWiwiyq) = 9(w;) — g(wiyq)|

9 '(uguy)

k+5
—;r'4'714-1n

+n+m.

k+5
—E—'+ n+m

k+f)|
2

k+1—(i+1)

)|=m+n+2+i
,i=1,3,5,...,[§]—2.

)|=m+n+2+i
,i=2,4,6,...,[§].
+n+m)|=1.

)|=m+n+2+i
i=H+2.. k-3
)|=m+n+2+i

Q= [g] +3,.., k=2, (3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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( |(k+m+1—i) . (k+m+4+(i+1)

5 > +n)|=n+i+2

=135, .. m—2.
)| 44?2
i=246..,m—1. (3.72)

k+m+4+i k+m+1-(i+1)
(55 ) - (T

/___/\_

g (ewy)  =1g(c) — g (wy)|

=55 +n) - (57)]
=n+2. (3.73)
g (cvy) =lg(c) — g (v

- |(k+m+4 n n) 5 (k+m + l)|
2 4

= gl 2= | =12, .,n (3.74)

Dari persamaan (3.68) diperoleh {9’ (w;u;11)| wiuti+1 € E(Ck—Bpmn)} =

{1,m+n+3,m+n+5,...,m+n+%,m+n+4,m+n+6,...,m+n+

2+%,m+n+4+%,m+n+6+%,...,m+n+k—1,m+n+3+

%,m +n+5+ % ..., m +n + k}. Dari persamaan (3.69) diperoleh

{9’ (up—1up)| ug—1uy € E(Cx—Bin,)} = {k + 2 + n +mj}. Dari persamaan (3.70)
diperoleh {g (v uy)| uyuy € E(Cx—Bmn)} = {% +n+ m}. Dari persamaan
(3.71) diperoleh {9’ (uyWp)| uyWi, € E(Cx—Bpmpn)} = {n + m + 2}. Dari
persamaan (3.72) diperoleh {g ' (w;w;11)| wiwi1q € E(C,—Bnn)} =
m+3,n+5n+7 .., n+mn+4n+6n+8, ..,n+m+ 1}. Dari
persamaan (3.73) diperoleh {g’(cw,)| cw; € E(Cx—Bnn)} = {n + 2}. Dan dari
persamaan (3.74) diperoleh {g’(cv;)|cv; € E(Cx—Bn)}={n+Lnn—1n—
2, ...,2}. Sehingga diperoleh 9 '(E(Ck=Bpnn)) ={lL,n+2,n+1,nn—-1,n—

2,..,2, m+n+3,m+n+5,...,m+n+%,m+n+4,m+n+6,...,m+

n+2+%,m+n+4+%,m+n+6+%,...,m+n+k—1,m+n+

3+%, m+n+5+%,...,m+n+k,%+n+m,n+3,n+5,n+

7,.on+mn+4n+6,n+8,...n+m+1I,n+m+2,k+2+n+m}
Berdasarkan pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.68 - 3.74) setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan
{0,1,2,...,|E| + 1}. Kemudian pelabelan g’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul
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g, memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E| — 1, |E| + 1}. Dengan demikian telah dibuktikan
bahwa graf pohon palem C,—B,,, , memiliki pelabelan g untuk k = 1 (mod 4)

dengan m ganyjil.

Kasus 2. k=1 (mod 4) dengan m genap
Didefinisikan pelabelan g untuk simpul graf C,,—B,, ,, untuk k = 1 (mod 4) dengan

m genap, sebagai berikut :

(2 ) i+ m i=135,..,[4.
k+2-i ) k
5 i=(5l+1)+1.. k-2
g (W) =1 k+1-i F X IEJ
2 2
k+5+i . k k
=t ntm i=f+2)f+4 . k-1 (375)
g (we) = 0. (3.76)
g(v) == +i i= 1,23, ..,1 (3.77)
k+m2+4+i +n ,i=1,35,..,m—1.
g (wy) = -
e Ji= 2,46, ..,m. (3.78)
k+m+1
g(0) =—— (3.79)
Dari persamaan (3.75) diperoleh {g(u;)| u; € V(Cx=Binn)} = {% +n+m,
BT 4 g S e L R, D L LIRS S
2 4 4 2 2 4 4

,3k117 +n+m,...k+2+n+ m}. Dari persamaan (3.77) diperoleh
k+m+3 k+m+3 k+m+3 k+m+3
QDI v € V(CimBrp)y= LB 1 Ry 5 B3 4 3, B 1)

k+m+5

Dari persamaan (3.78) diperoleh {g(w;)| w; € V(C,—Bmn)} = {T +n,

k+m+7 k+m+9 k+3 k+m—-1 k+m-3 k+1
> +n, > +n,...,T+m+n, T,

(3.79) diperoleh {g(c)| ¢ € V(Cx—Bpmn)} = {

}. Dari persamaan

k+m+1

}. Sehingga diperoleh

k+m+3 k+m+3 k+m+3 k+m+3 k+m+5
g(V (Ck_Bm,n)) = {0» 5 +1, > + 2, > +3, .., > +n, >
k+m+7 k+m+9 k+3 k+m+1 k+m—-1 k+m-3 k+1 k+5
n——+n——+n.,tmtn——, ——, ——, .., +
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3k+9

n+m,%+n+m,..., +n+m,

3k+13 3k+17
" +n+m, 2

k-1 k-5

4

40

k+3

k-1 k-3
yoeny 2y =, —
2 4

) )y )
2

+n+m, ... k+2+n+m}

Pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.75 - 3.79), merupakan

pemetaan injektif dari V ke himpunan {0, 1, 2, ..., |E| + 1}.

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur g’ yang di

induksi oleh pelabelan g’(uv) = |g(u) — g(v)| pada graf C,—B,, , dengan k = 1

(mod 4) dengan m genap, yang dinyatakan sebagai berikut.

g (U wipr) = 19(w) — 9(uir -

12 enem) =

2 2

k+4+i

A m) =

2 2

\
g () = |9 (up—1) — 9(uy)|
=|(k+24+n+m)- (0)]
=k+2+n+m.

=9 (us) — 9wl

k+5

=|(5+n+m) - ©)

_k+5
2

g (wwp) =19(u1) — g(wpy)|

= |5+ mem) - (50|

=n+m+ 2.

9 '(uguy)

+n+m.

g Wiwiy1) = lgw) — g(Wiye)l

k+1—(i+1)

2

k+5+(i+1)

2

(£ ) - (B

2

)|=m+n+2+i
,i=1,3,5,...,[§]—2.

|(k+1_i) = (k+4+(i+1) +n+ m)| =m+n+2+i

i=2,456,..,[5|.
+n+m)|=1.
)|=m+n+2+i
i=H+2.. k-3

I(k+2_i) — (k+5+(i+1) + 1+ m)| =N - n -T2

Q= [g] +3,..,k—2.  (3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)
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|(k+m+4+i + n) . (k+m+1—(i+1)

- : )|=n+i+2

,i=135,...m—1.
+n)| =n+i+?2
,i=246,..,m—2. (3.84)

|(k+m+1—i) (k+m+4+(i+1)
2 2

g (ewy) =1g(c) — g (wy)|
k+m+1 k+m+5

=|(557) - (55=+n)

=n+2. (3.85)
g (evy)  =1g9(c) — g (vy)|

_ | k+m+1 k+m+3 .

- |( 2 ) 4 ( T l)|

=1+i R T . (3.86)
Dari persamaan (3.80) diperoleh {9’ (w;u;11)| wjuti+1 € E(Ck—Bpyn)} =

{1,m+n+3,m+n+5,...,m+n+%,m+n+4,m+n+6,...,m+n+
2+ = mtnta+ = m+n+6+—,  mintk-Lm+n+3+
%,m +n+5+ % ..., m +n + k}. Dari persamaan (3.81) diperoleh

{9’ (up—_1up)| ug—1uy € E(Cx—Bin,)} = {k + 2 + n +mj}. Dari persamaan (3.82)
diperoleh {g (v uy)| uyuy € E(Cy—Bmn)} = {% BN + m}. Dari persamaan
(3.83) diperoleh {9’ (uywy,)| uywy, € E(Cx—Bpmpn)} = {n + m + 2}. Dari
persamaan (3.84) diperoleh {g ' (w;w;11)| wiwiiq € E(C,—Bnn)} =
m+3,n+5n+7.,n+m+1,n+4n+6n+8,..,n+m} Dari
persamaan (3.85) diperoleh {g’(cw;)| cw; € E(Cx—Bnn)} = {n + 2}. Dan dari
persamaan (3.86) diperoleh {g'(cv;)|cv; € E(Cx—Bim )} =1{2,3,4,...,n + i}.
Sehingga diperolen g '(E(Cy—Bpmn)) = {1,2,3,4,....,n+im+n+3,m+n+

5,...,m+n+%,m+n+4,m+n+6,...,m+n+2+%,m+n+4+

%,m+n+6+%,...,m+n+k—1,m+n+3+%, m4+n+5+

%,...,m+n+k, %+n+m,n+3,n+5,n+7,...,n+m+1,n+4,n+
6,n+8,..,n+m n+m+2,k+2+n+m}

Berdasarkan pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.80 - 3.86) setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan
{0,1,2,...,|E| + 1}. Kemudian pelabelan g’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul
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g, memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E| — 1, |E| + 1}. Dengan demikian telah dibuktikan
bahwa graf pohon palem C,—B,,, , memiliki pelabelan g untuk k = 1 (mod 4)

dengan m genap.

Kasus 3. k£ =2 (mod 4) dengan m ganjil
Didefinisikan pelabelan g untuk simpul graf C,,—B,, ,, untuk k = 2 (mod 4) dengan

m ganjil, sebagai berikut :

(= +n+m i=135.. k-1
k+4—i : k
g (w) = 2T ,i =246, ""E+ 1.
| k2 i=5+3%545 k=2 (3.87)
2 2 2
g (u) =0. (3.88)
g(v) === +i = 1,2,3,..,1 (3.89)
S ,i=135,..,m
g (w) = ;
R F =t e | (3.90)
g(c) ="TE+n (3.91)
Dari persamaan (3.87) diperoleh {g(u;)| u; € V(Ci—Bm)} = {oo+ 1 +m,
k8 o n+ m ... k+2+n+ m,ﬂ,f,ﬂ, ...,k+10,g,;6, ...,2}. Dari
2 2 2 2 4 4 4
persamaan (3.89) diperoleh {g(v;)| v; € V(Cx—Bmn)} = {k+7:+3 +1, k+72”+3 +
2, foms 3, # + n} Dari persamaan (3.90) diperoleh {g(w;)| w; €
k+m+3 k+m+1 k+m-1 k+4 k+m+7 k+m+9 k+m+11
V(Ck_Bm,n)} = { 2 ) 2 ) 2 ) "'IT' 2 n; 2 n; 2 +

n, % +m + n}. Dari persamaan (3.91) diperoleh {g(c)| ¢ € V(Cx—Bmn)} =

k+m+5 . . k+6 k+8
{T + n} Sehingga diperoleh g(V (C,—Bn)) = {O’T tn+m, —+n+
k+2 k k-2 k+10 k-2 k-6 k+m+3 k+m+3
m,..k+24+n+m—,-,—, ..., S ey 2 +1, + 2,
2 27 2 4 4 4 2 2
k+m+3 k+m+3 k+m+3 k+m+1 k+m-1 k+4 k+m+7 k+m+9
> +3,..., > n, > , > , > ,...,T, > n, > + n,
k+m+11

k+4 k+m+5
> +n,...,T+m+n, > +n}.
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Pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.87 - 3.91), merupakan
pemetaan injektif dari V ke himpunan {0, 1, 2, ..., |E| + 1}.

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur g’ yang di
induksi oleh pelabelan g’(uv) = |g(u) — g(v)| pada graf Cy—B,, , dengan k = 2
(mod 4) dengan m ganjil, yang dinyatakan sebagai berikut.

g '(u; uigq) = 19(w) — g(uigq)l.

(2t n+m)— (D) =m+n+1+1

~

i=1,3,5,..%
2

(k+4—i) = (k+5+2(i+1)

- +n+m) =m+n+1+i

J=zaam§+1

i (= n+m) - (B =mtn+2+i

" o |
2

(k+2—i) _ (k+5+(i+1)

5 5 +n+m) =m+n+2+i

J=§+3w”k—2 (3.92)

g (Ug—1Uy) = 19 (ug-1) — 9w )|

=|(k+2+n+m)- (0)]

=k+2+n+m. (3.93)
9'(wwge) = 19(us) — g(ue)|

:K%?+n+n0—(m|

= 4ntm (3.94)

g’(ulwm) = |g(u1) - g(Wm)l

= |57+ m) - )
=n+m+ 1. (3.95)

g’ wWiwiyq) = 9(w;) — g(wiyq)|
|(k+m+4—i) _ (k+m+5+(i+1)

+n)|=n+i+1
2 2

,i=135,...,m—2.
)| =n+i+1
,i=246,..,m—1 (3.96)

k+m+5+i k+m+4—(i+1
(B4 m) - (2

g (ewy)  =1g(c) — g (wy)l
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- |(k+72n+5 + Tl) . (k+72n+3)|
=n+1. (3.97)
g (evy)  =1g(e) — g (vy)|

- |(k+72n+5 + Tl) . (k+72n+3 + l)|

=n+1-i o= 12,..,n (3.98)

Dari persamaan (3.92) diperoleh {9’ (w;u;11)| uitj+1 € E(Ck—Bmn)} =
{m+n+2,m+n+4,...,m+n+1+§,m+n+3,m+n+5,...,m+n+
k k k k
2+E,m+n+4+5,m+n+6+5,...,m+n+k—1,m+n+5+5,m+

n+7+ % ..., m +n + k}. Dari persamaan (3.93) diperoleh

{0 (up—1ug)| Ug—1uy € E(Cx—By, )} = {k + 2 + n + m}. Dari persamaan (3.94)
diperoleh {g (v uy)| uyuyx € E(Cx—Bmn)} = {% +n+ m}. Dari persamaan
(3.95) diperoleh {9’ (uywp,) | u1 Wi, € E(Cx—Bp,n)} = {n + m + 1}. Dari
persamaan (3.96) diperoleh {9 ’(w;w;1)| wiw;11 € E(C,—Bpnn)} =
n+2,n+4n+6,..,.n+m—-1,n+3,n+5n+7..,n+m} Dari
persamaan (3.97) diperoleh {g’(cw;)| cw; € E(Cx—B )} = {n + 1}. Dan dari
persamaan (3.98) diperoleh {g'(cv;)|cv; € E(Cy—Bn)}={nn—1,n—2,n—
3, ...,1}. Sehingga diperoleh 9 '(E(Cy, —Bpnn)) ={n+ Ln,n—1,n—=2,n —
3,.,.L,n+2n+4 n+6,..,.n+m—-—1,n+3,n+5n+7..,n+mn+

m+L%?+n+mJn+n+zm+n+4w”m+n+1+;m+n+&m+
n+5,...,m+n+2+§,m+n+4+§,m+n+6+§,...,m+n+k—

Lm+n+5+5,m+n+7+5, ., m+n+kk+2+n+mh

Berdasarkan pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.92 - 3.98) setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan
{0,1,2,...,|E| + 1}. Kemudian pelabelan g’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul
g, memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E| — 1, |E| + 1}. Dengan demikian telah dibuktikan
bahwa graf pohon palem C,—B,,, , memiliki pelabelan g untuk k = 1 (mod 4)

dengan m ganjil.
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Kasus 4. k=2 (mod 4) dengan m genap
Didefinisikan pelabelan g untuk simpul graf C,,—B,, ,, untuk k = 2 (mod 4) dengan

m genap, sebagai berikut :

“in+m Li=135.,k-1.
k+4-i - k
g(ul) = > . ,1—2,4,6,...,2+1.
ke i=X4354s5 k-2 (399
2 2 2
g (w) =0. (3.100)
g(v) =" Ji=123,..,n (3.101)
! i =135,..,m—1.
9 (w) = o
N Ji'= 246, ..., m. (3.102)
g(c) =22 (3.103)
Dari persamaan (3.99) diperoleh {g(u;)| u; € V(Cx=Bmn)} = {% +n+m,
e )+ m .. k+2+n+ m,E,E,E, ...,k+1O,E,;6, 2} Dari
2 2 2 2 4 4 4
persamaan (3.101) diperoleh {g(vy)| v; € V(Cx—Bpn)} = {kHZnH +1, k“;” +
2, k“:” *3, % + n} Dari persamaan (3.102) diperoleh {g(w;)| w; €
V(Ck_Bm,n)} _ {k+72n+6 +n, k+1;1+8 +n, k+‘n;+10 .. ’% +mtn, k+12n+2 ’

k+m k+m-—2
2 72

’ %} Dari persamaan (3.103) diperoleh {g(c)| ¢ € V(Cx—Bm )}

= {k+m+4}. Sehingga diperoleh g(V (Cx—Bpmn)) = {O? +n+m, % +n+
6

k+2 k k-2 k+10 k-2 k- k+m+4 k+m+4
m,...,k+2+n+m,7,5,7,..., 2 ,T,T,...,Z, > +1, >
k+m+4 k+m+4 k+m+6 k+m+8 k+m+10 k+4
2, +3 .., +n, n, +n, +n..,—+tm+
2 2 2 2 2 2
k+m+2 k+m k+m-2 k+4 k+m+4 . ..
, , , ) ey — . Pelabelan g yang didefinisikan pada
2 2 2 2 2

persamaan (3.99 - 3.103), merupakan pemetaan injektif dari V ke himpunan
{0,1,2, ..., |E| + 1}.

Setiap busur uv € E diberi label dengan pelabelan busur g’ yang di
induksi oleh pelabelan g’(uv) = |g(u) — g(v)| pada graf Cy,—B,, ,, dengan k = 2
(mod 4) dengan m genap, yang dinyatakan sebagai berikut.
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g (Ui wivr) = 19(w) — 9yl

( ('”25” +n+ m) - (—k+4_2(i+1)) =m+n+1+i

i=1,3,5,..%
2

(k+:_i) — (k+5+2(i+1) +n+ m) =m+n+1+i

i =2,4,6,...,§+1.

=4 (k+T5+i+n+m)_(k+2—2(i+l)) =m4n+2+i

i=f412 k-3
2

(k+22_i) - (k+5+2(i+1) +n+ m) =m+n+2+i

e -2
4

g (- wi) = 19 (uge—1) — 9(uy)|

=|(k +2+n+m)- (0)]
=k+2+n+m.

= 19(uy) — 9wyl

:|(%+n+m)—(0)|

0 '(uqug)

k+6
=T+n+m.

g’(ulwm) = |g(u1) i g(Wm)l
=|(52+nem)= (5]
=n+m+1.

g’ wWiwiyq) = l9w;) — 9wy 1)l
(|(k+m+4—i) i (k+m+5+(i+1)

+n)|=n+i+1

2 2
= J k+m+5+i o k+m+4—(i+1),l f 1,3,5., wome L
kI( > il By P
,i=246,..,m—2.
g (ewy)  =1g(c) — g (wy)|
_ |(k+1:+5 + n) _ (k+1:+3)|
=n+1.
g'(cvy)  =lg(c) — g (wy)|
_ |(k+1:+5 + n) _ (k+r:+3 + l)|
=n+1-1i i =1,2,..,n.

46

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)
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Dari persamaan (3.104) diperoleh {9’ (u;u;1+1)| uij+1 € E(Ck—Bpmn)} =
{m+n+2,m+n+4,...,m+n+1+§,m+n+3,m+n+5,...,m+n+
k k k k
2+E,m+n+4+5,m+n+6+5,...,m+n+k—1,m+n+5+5,m+

n+7+ g ...,m +n + k}. Dari persamaan (3.105) diperoleh

{0 ' (up—1ug)| ug—1u € E(Cy—By 1)} = {k + 2 + n + m}. Dari persamaan

(3.106) diperoleh {g’(uyw)| wyuy € E(C—Binn)} = {"o= + n + m}. Dari

persamaan (3.107) diperoleh {g '(uswy)| uywp, € E(C—Bpm )} ={n + m+ 1}.
Dari persamaan (3.108) diperoleh {g’'(w;w;11)| wiwisq € E(C,—Bnn)} =
m+2,n+4n+6,..,.n+mn+3,n+5n+7..,n+m-—1}. Dari
persamaan (3.109) diperoleh {g '(cw;)| cw; € E(Cy—Bpn)} = {n + 1}. Dan dari
persamaan (3.110) diperoleh {g '(cv;)|cv; € E(Cy—Bpn)}={nn—1,n—2,n—
3, ...,1}. Sehingga diperoleh 9’ (E(C,=B,n)) ={n+ Ln,n—1,n—-2,n—3, ...,
IL,n+2n+4 n+6,...,.n+mn+3,n+5n+7 .. n+m—-—1,n+m+1,

%?+n+mﬁn+n+lm+n+4w”m+n+1+;m+n+&m+n+&
...,m+n+2+§,m+n+4+§,m+n+6+§,...,m+n+k—1, m4+n+

S5+,m+n+7+5, ., m+n+hk+2+n+m)
Berdasarkan pelabelan g yang didefinisikan pada persamaan (3.104 - 3.110) setiap
simpulnya memiliki label yang berbeda dan merupakan himpunan bilangan
{0,1,2,...,|E| + 1}. Kemudian pelabelan g’ yang diinduksi oleh pelabelan simpul
g, memberikan nilai yang berbeda pada masing-masing busur yang merupakan
himpunan bilangan {1, 2, ..., |E| — 1, |E| + 1}. Dengan demikian telah dibuktikan
bahwa graf pohon palem Cj—B,, ,, memiliki pelabelan p untuk k = 2 (mod 4)
dengan m genap.

Pada Gambar 3.7(a) diberikan contoh pelabelan p pada graf pohon palem
C9—S3 7 untuk kasus k = 1 (mod 4) dan m genap. Pada Gambar 3.7(b) diberikan
contoh pelabelan p pada graf pohon palem C;,—S3 7 untuk kasus k = 2 (mod 4)

dan m ganjil.
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(@) (b)
Gambar 3.7 Contoh pelabelan p pada (a) graf Co—Ss5 ; dan (b) graf C;o—S3;

Pada Bab ini telah dibahas konstruksi pelabelan graceful pada graf pot
bunga dan pohon palem untuk k = 0, 3 (mod 4). Selain itu juga telah dibahas

konstruksi pelabelan p pada graf pot bunga dan pohon palem untuk setiap k.
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BAB 4
PENUTUP

Pada bab ini akan disampaikan kesimpulan dan saran yang diperoleh
dari pembahasan konstruksi pelabelan graceful dan pelabelan p pada graf pot

bunga dan graf pohon palem pada bab-bab sebelumnya.

4.1 Kesimpulan
Dari hasil penelitian pada bab-bab sebelumnya, telah dibuktikan dan
diperoleh hasil berikut :

1. Setiap graf pot bunga C, —S,, dapat dilabel dengan pelabelan graceful untuk k =
0 (mod 4) dan k = 3 (mod 4), dengan k > 3 dan n bilangan bulat positif
(Teorema 3.1).

2. Setiap graf pohon palem C,—B,, ,, dapat dilabel dengan pelabelan graceful
untuk £ = 0 (mod 4) dan £ = 3 (mod 4), dengan k > 3 dan n bilangan bulat
positif (Teorema 3.2).

3. Setiap graf pot bunga C;,—S,, dapat dilabel dengan pelabelan g untuk setiap k,
dengan k > 3 dan n bilangan bulat positif (Akibat 3.3 dan Teorema 3.5).

4. Setiap graf pohon palem C,—B,, ,, dapat dilabel dengan pelabelan p untuk
setiap k, dengan k > 3 dan n bilangan bulat positif (Akibat 3.4 dan Teorema
3.6).

4.2 Saran

Berdasarkan pengkajian yang telah dilakukan, penelitian lebih lanjut
dapat dilakukan terhadap pelabelan graceful pada graf pot bunga dan pohon palem
untuk £ = 1 (mod 4) dan k£ = 2 (mod 4). Selain itu penelitian juga dapat
dilanjutkan terhadap peabelan graceful dan g untuk graf unicyclic, karena
konstruksi kelas graf unicyclic yang telah diketahui sebelumnya masih mungkin
untuk dikembangkan lebih lanjut lagi, terutama untuk beberapa graf unicyclic
yang bisa diperoleh dari gabungan graf lingkaran dengan graf pohon.
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