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ABSTRAK

Nama . Andy Warta Saputra

Program Studi : Matematika

Judul : Pemodelan Sistem Tarif Berdasarkan Zone pada Transportasi
Umum

Sistem transportasi umum terdiri dari halte- halte dan jalur yang menghubungkan
antar halte- halte tersebut secara langsung. Saat ini, terdapat banyak permasalahan
pada transportasi umum, dimana salah satu permasalahan tersebut adalah
permasalahan tarif yang harus dibayarkan oleh penumpang. Penentuan tarif yang
harus dibayarkan oleh seorang penumpang akan tergantung dari jumlah halte yang
dilewati dalam perjalanannya. Pada tugas akhir ini akan dibahas sistem tarif
berdasarkan zone, dimana zone- zone tersebut terdiri dari beberapa halte yang
digambarkan dalam bentuk graf dan diasumsikan telah tersedia.

Kata Kunci . graf, tarif, transportasi umum, zone
xii + 49 halaman; 9 gambar; 2 tabel
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ABSTRACT

Name : Andy Warta Saputra
Program Study : Mathematics
Title : The Design of Zone Tariff Systems in Public Transportation

A public transportation system is represented by the stops and the direct
connections between them. Nowadays, there are many problems in public
transportion, where one of these problems is the fares that should be paid by the
passengers. Determination of the fares paid by a passenger will depend on the
number of stops passed by his journey. On this final assignment, the zone tariff
system, where the zones consist of some stops will be discussed. The zone system
can be represented by a graph and is assumed that the zones already exists.

Keyword : graph, public transportation, tariff, zone
xii + 49 pages ; 9 pictures; 2 tables
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar belakang masalah

Pada kesehariannya, manusia pasti pernah menggunakan jasa transportasi
umum seperti bus dan kereta api. Untuk menggunakan jasa transportasi umum
tersebut para penumpang diharuskan membayar sejumlah biaya untuk setiap
perjalanan yang akan dilakukannya. Tarif yang harus dibayar oleh para
penumpang tersebut akan tergantung dari sistem tarif apa yang digunakan oleh
pihak perusahaan transportasi umum. Menurut Anita Schobel dan Hamacher
(2004), terdapat tiga buah sistem tarif yang sering digunakan oleh perusahaan
transportasi umum, yaitu sistem tarif berdasarkan jarak, sistem tarif tetap, dan
sistem tarif berdasarkan zone. Sistem tarif berdasarkan jarak itu sendiri adalah
sistem dimana penetapan tarif yang harus dibayarkan oleh penumpang akan
tergantung pada jarak yang ditempuhnya. Sedangkan sistem tarif tetap adalah
sistem dimana penetapan tarif yang harus dibayarkan oleh penumpang adalah
sama untuk setiap perjalanan, tidak tergantung pada jarak yang ditempuhnya. Di
Jakarta, salah satu perusahaan yang menggunakan sistem tarif berdasarkan jarak
adalah pengelola jenis angkutan umum seperti taksi, dimana ongkos yang
dibayarkan penumpang akan sesuai dengan jarak yang ditempuhnya. Sedangkan
untuk pengelola jenis angkutan umum seperti Trans Jakarta menggunakan sistem
tarif tetap, dimana penumpang akan membayarkan tarif yang sama untuk setiap
perjalanannya. Kemudian di kota lain di luar Indonesia seperti San Francisco di
California dan Saarland di Jerman terdapat sistem tarif berdasarkan zone, yaitu
gabungan dari sistem tarif berdasarkan jarak dengan sistem tarif tetap.

Untuk menggunakan sistem tarif berdasarkan zone, halte- halte yang ada di
sistem harus dibagi ke dalam zone- zone terlebih dahulu. Kemudian, penentuan
tarif yang harus dibayarkan oleh para penumpang hanya akan tergantung pada
zone pemberangkatan dan zone pemberhentiannya saja. Dengan demikian, tarif
yang harus dibayarkan oleh penumpang akan tergantung dari berapa banyak zone
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yang dilewati untuk sekali perjalanan, sehingga untuk setiap perjalanan yang
melewati jumlah zone yang sama maka ongkos yang harus dibayarkan penumpang
juga harus sama.

Ketika sebuah perusahaan transportasi umum ingin mengubah sistem tarif
yang mereka pakai sekarang menjadi sistem tarif berdasarkan zone, maka mereka
harus membuat model dari zone- zonenya dan model untuk menetapkan tarif yang
baru (tarif berdasarkan zone) sedemikian sehingga baik perusahaan transportasi
umum maupun penumpang tidak ada yang terlalu dirugikan.

Dengan mengubah sistem tarif yang digunakan saat ini menjadi sistem
tarif secara zone, pihak perusahaan transportasi umum harus mencari pemodelan
yang tepat dari tarif baru yang menggunakan sistem zone, dengan asumsi zonenya
sudah ditetapkan terlebih dahulu.

1.2 PerumusanMasalah dan Ruang Lingkup
Perumusan masalah pada penelitian ini adalah bagaimana memodelkan
tarif pada sistem tarif transportasi umum berdasarkan zone. Sedangkan
pembatasan masalah ini adalah:
1. Transportasi umum yang dibahas adalah transportasi umum yang
beroperasi dalam lingkup kota
2. Jenis transportasi umum yang digunakan adalah bus
3. Penumpang hanya boleh naik atau turun kendaraan umum pada halte yang
ada
4. Zone sudah ditentukan terlebih dahulu

1.3 Jenis dan Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah studi literatur

1.4 Tujuan
Tujuan dari penelitian ini adalah mempelajari pemodelan tarif dari sistem

tarif transportasi umum berdasarkan zone
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini dibahas mengenai teori pemodelan yang akan menjadi dasar
dibuatnya model penjadwalan bus dan pengemudi dalam sistem transportasi
perkotaan. Setelah itu dibahas juga mengenai teori graf dan penerapan dari
turunan yang nantinya digunakan pada pembahasan selanjutnya

Pemodelan matematis adalah suatu model pendekatan yang mencoba
menghubungkan kehidupan dunia nyata dengan bahasa matematis. Pemodelan
matematis banyak digunakan dalam berbagai bidang ilmu, seperti fisika, biologi,
dan ilmu sosial. llmu matematika yang digunakan dalam pemodelan matematis
antara lain kalkulus, aljabar, geometri dan lain-lain.

Sebelum pembahasan mengenai pemodelan matematis terlebih dahulu
akan diberikan definisi mengenai kata “model” yang dipakai pada tugas akhir ini.

Definisi 2.1 Model adalah suatu obyek atau konsep yang digunakan untuk
merepresentasikan sesuatu.

Hal yang ingin dimodelkan tersebut diperkecil atau dikonversikan ke dalam
bentuk yang lebih komprehensif.

(Meyer, 1985)

Dalam kehidupan sehari-hari terdapat berbagai macam pemodelan,
misalnya: pemodelan bumi menjadi peta, gedung menjadi maket, dan lain-lain.
Pada tugas akhir ini pemodelan yang dipakai adalah pemodelan matematis, untuk
itu didefinisikan pemodelan matematis.

Definisi 2.2 Suatu model matematika adalah suatu model yang bagian-bagiannya
mengacu kepada konsep matematis, seperti : konstanta, variabel, persamaan,
pertidaksamaan, dan lain-lain.

(Meyer, 1985)
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2.1 Langkah-langkah dalam membuat model matematis
(Meyer 1985)

Terdapat 3 langkah untuk membuat suatu pemodelan matematis, yaitu:

formulasi, manipulasi matematis, dan evaluasi.

2.1.1 Formulasi

1. Formulasi dimulai dengan menyatakan suatu pertanyaan yang biasanya adalah
ketidakjelasan atau permasalahan yang terlalu besar. Jika permasalahannya
tidak jelas, ubah sebisa mungkin agar menjadi jelas, jika permasalahan terlalu
besar maka ubah menjadi beberapa bagian yang bisa dikerjakan.

2. Berikutnya yang harus dilakukan adalah mengidentifikasi faktor-faktor mana
saja yang penting dalam permasalahan untuk dimodelkan.

3. Deskripsikanlah hal-hal yang penting tersebut ke dalam deskripsi matematika
yang sesuali (variabel, persamaan, dan lain-lain).

2.1.2 Manipulasi matematis

Formulasi matematis yang diberikan diatas biasanya tidak akan langsung
menghasilkan jawaban yang diinginkan. Untuk mendapatkan jawaban yang
diinginkan harus dilakukan proses manipulasi matematis. Manipulasi ini biasa
dilakukan dengan cara menyelesaikan persamaan, pertidaksamaan atau apapun
tergantung formulanya.

2.1.3 Evaluasi

Terakhir adalah pengevaluasian terhadap model apakah model tersebut
sudah memberikan hasil yang akurat atau tidak. Sebagai contoh mungkin saja
terdapat suatu hubungan antara beberapa variabel yang ternyata jauh lebih penting
dari apa yang diduga sebelumnya.

Setelah membahas mengenai pemodelan berikutnya diberikan pembahasan

mengenai optimisasi.
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2.2. Masalah Optimisasi

Pemodelan matematis biasanya digunakan untuk membantu membuat
suatu keputusan. Ketika model matematika digunakan untuk memperoleh
alternatif yang terbaik dari beberapa alternatif lain yang ada, maka hal tersebut
dapat dikatakan sebagai sebuah permasalahan optimisasi.

Dalam pemodelan matematis digunakan dua istilah yang penting yaitu
daerah layak dan fungsi obyektif.

Definisi 2.3 Daerah layak adalah daerah yang didalamnya berisi
kemungkinan-kemungkinan yang mungkin dipilih.

(Meyer, 1985)

Definisi 2.4 Fungsi obyektif adalah fungsi yang memberikan nilai kepada
semua anggota yang berada didalam daerah layak sedemikian sehingga nilai dari
masing-masing anggota daerah layak dapat diukur.

(Meyer, 1985)

2.3. Teori Graf

Dalam pembahasan sistem transportasi, sistem ini dapat digambarkan
dalam bentuk graf dengan pengetahuan dasar yang akan dibahas berikut ini.

Definisi 2.5 Sebuah graf sederhana ¢ = (V, E') adalah koleksi dari dua
buah himpunan tak kosong V' = {v;, v,, ... .. } yang disebut dengan simpul dan
himpunan E = {e,, e,, .... } yang elemennya disebut busur, sedemikian sehingga

untuk setiap busur e, merupakan penghubung dari pasangan simpul (v;, v;).
(Deo, 1980)

Sebuah graf ada yang tidak memiliki arah dan ada yang memiliki arah.
Pada graf yang tidak memiliki arah, pasangan simpul (v;, v;) sama dengan
pasangan simpul (v}, v;), sedangkan pada graf yang memiliki arah, pasangan
simpul (v;, v;) tidak sama dengan pasangan simpul (v;, v;). Kemudian untuk
selanjutnya dibahas mengenai graf yang memiliki arah.
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Definisi 2.6 Sebuah graf berarah G = (V, E') adalah graf G yang
mengandung himpunan tak kosong busur V = {v, v, .....}, himpunan busur
E = {e,,e,,.... }, dan sebuah pemetaan ¥ yang memetakan setiap busur pada

pasangan simpul (v;, v;).

(Deo, 1980)

2.4 Penerapan Turunan

Salah satu penerapan dari turunan suatu fungsi adalah untuk menemukan
nilai maksimum dan minimum dari fungsi tersebut. Untuk selanjutnya akan
dibahas mengenai bagaimana menemukan nilai maksimum dan minimum dari

suatu fungsi satu variabel.

2.4.1 Maksimum dan Minimum
Definisi 2.8 Misalkan S merupakan suatu daerah asal dari fungsi f yang

mengandung titik c. Dapat dikatakan bahwa:

i.  f(c) merupakan nilai maksimum f pada S jika f(c) = f(x) untuk setiap

x pada S.

ii.  f(c) merupakan nilai minimum f pada S jika f(¢) < f(x) untuk setiap x
pada S.

iii.  f(c) merupakan nilai ekstrim f pada S jika ia merupakan nilai maksimum
atau nilai minimum.

iv.  Fungsi yang ingin diminimumkan atau dimaksimumkan disebut fungsi
objektif.

(Purcell, Varberg, & Rigdon, 2003)

Teorema 2.1 Jika fungsi f kontinu pada selang tutup [a, b], maka fungsi

f akan mencapai nilai maksimum dan minimum pada selang tutup tersebut.

(Purcell, Varberg, & Rigdon, 2003)
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Teorema 2.2 Jika f terdefinisikan pada selang I yang memuat titik c. Jika
f(c) adalah nilai ekstrim, maka c haruslah berupa titik kritis, yaitu ¢ merupakan
salah satu dari:

I. Titik ujung dari 1,
ii.  Titik stasioner dari f, yaitu jika f'(c) = 0, atau
iii.  Titik singular dari f, yaitu jika f'(c) tidak ada.

(Purcell, Varberg, & Rigdon, 2003)

2.4.2 Kemonotonan
Definisi 2.9 Misalkan f terdefinisikan pada selang I. Dapat dikatakan
bahwa:

I.  f naik pada I, jika untuk setiap pasang bilangan x,dan x, dalam I,
X < x5 > f(xr) < fx2)

ii.  f turun padal, jika untuk setiap pasang bilangan x,dan x, dalam I,
X1 > %3 > f(x1) > f(x2)

iil.  f monoton mutlak pada I jika f naik pada / atau turun pada /
(Purcell, Varberg, & Rigdon, 2003)

Teorema 2.3 Misalkan f kontinu pada selang I dan terturunkan pada
setiap titik dalam dari 1.

i. Jika f'(x) > 0 untuk semua titik x dalam selang I, maka f naik pada
selang 1

ii. Jika f'(x) < 0 untuk semua titik x dalam selang I, maka f turun pada
selang 1

(Purcell, Varberg, & Rigdon, 2003)

2.5 Center Problem
Dalam pemodelan satu center, simpul permintaan masing-masing
memiliki bobot. Yang menjadi bobot dalam suatu permasalahan mungkin

memiliki interpretasi yang berbeda- beda, seperti waktu per satuan jarak, biaya per
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satuan jarak atau kerugian per satuan jarak. Jadi permasalahannya adalah akan
dicari sebuah pusat untuk meminimalkan waktu maksimum, biaya maksimum
maupun kerugian maksimum. Dengan kata lain, akan dicari solusi sedemikian

sehingga kasus terburuk yang mungkin terjadi menjadi sebaik mungkin.

Sebagai contoh, misalkan suatu pemerintahan kota ingin membangun
sebuah pos pemadam kebakaran pada sebuah kota. Jika waktu yang dibutuhkan
untuk melakukan perjalanan dari pos pemadam kebakaran (j) menuju tempat-
tempat yang membutuhkan bantuan (i) dinotasikan dengan d;; maka yang
menjadi perhatian kita adalah bagaimana membangun pos pemadam kebakaran
sedemikian sehingga d;; menjadi seminimum mungkin untuk setiap simpul yang

membutuhkan bantuan i .

Pada jaringan yang setiap simpulnya memiliki bobot yang tidak sama,
akan ditempatkan sebuah simpul baru sedemikian sehingga maksimum dari bobot
yang dikalikan dengan jarak dari setiap simpul yang ada di jaringan tersebut

dengan simpul yang baru menjadi seminimum mungkin.

Misalkan terdapat sebuah jaringan dengan dua buah simpul yang memiliki
bobot seperti pada Gambar 2.1 berikut

ha=6 hg=3
copetliiios el oy

Gambar 2.1 Contoh jaringan dengan 2 simpul yang memiliki bobot

Kemudian akan ditempatkan sebuah simpul X sedemikian sehingga
maksimum dari bobot yang dikalikan dengan jarak kedua simpul dengan simpul X

menjadi seminimum mungkin.

Misalkan terdapat sebuah jaringan yang memiliki dari dua buah simpul
yaitu i dan j yang masing- masing memiliki bobot h; dan h;. Misalkan d (i, j)

merupakan jarak dari simpul i ke simpul j. Simpul X* akan menjadi simpul
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dimana maks{h;d(i,t), h;d(j,t)} menjadi seminimum mungkin untuk setiap ¢

jika memenuhi kondisi berikut:

. hd(i, X*) = h;d(j, X*)
i, d@i, X*) +d@, X)) =d(i,j)

Bukti:.

Akan dibuktikan maks{h;d(i, X*), h;d(, X )} = h;d(i,X*) = hjd(j, X*) <
maks{h;d (i, t), h;d(j, t)} untuk setiap ¢
e Kasusl (t =X*+c,untukc > 0)
Maka,
maks{r;d(i,X* + ¢), h;d(j, X* + ¢)}
= maks{h;(d(i, X*) + d(X*, X* + ¢)),h;(d(j, X*) = d(X*, X" + c))}
= maks{h,(d(i,X*) + ¢), hj(d(, X*) = ¢)}
= maks{h;d(i,X*) + hic, h;d(j, X*) — hjc}
= hd(i, X*) + hic
> hd(i, X*)
e Kasus?2 (t =X"—c,untuk c > 0)
Maka,
maks{hid(i,X* — ¢), hd(j, X* — ¢)}
= maks{h;(d(i, X*) — d(X*, X" + ¢)), (h;d(j, X*) + d(X*, X" + ¢))}
= maks{hy(d(i, X*) — ¢), hi(d(,X*) + ¢)}
= maks{h;d(i, X*) = hyc, hjd (j, X*) + h;c}
= h;d(j,X*) + hjc
> hd(j,X*)
Maka terbukti, h;d (i, X*) = h;d(j, X*) < maks{h;d(i,t), h;d(j, t)} untuk setiap
t.
Akan dihitung nilai maks{h;d (i, t), h;d (j, t)} yang paling minimum untuk setiap
t yang sama dengan nilai h;d (i, X*) dan h;d(j, X*).
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e  Akan dihitung h;d(i, X*)

d(i,X*) +d(j,X*) = d(i,j)

d(j, X)) =d(i,j) — d(i, X")

Sehingga, h;d(i,X*) = h;d(j,X*)
hid (i, X*) = hi(d(,j) — d(, X))
hid (i, X*) + hyd (i, X*) = hyd(i, )

(hi + hj)d (i, X™) = h;d(i, )

d(i, X) = hjd(i, )/ (h; + h))

Sehingga h;d (i, X) = h;h;d (i, )/ (h; + h))

e  Akan dihitung h;d(j, X*)

d(i, X)) +d(,X*) = d(i,))

d(i, X)) =d(,j) = d(,X")

Sehingga, h;d(i, X*) = h;d(j,X")

hi(d(,j) —d(, X)) = hyd(j, X7)

hid (i, j) — hid (G, X™) = h;d(j, X*)

(h; + h)d(, X*) = h;d(i, j)

d(j, X*) = hid (i, j)/ (h; + hy)

Sehingga h;d(j, X*) = h;h;d(i, j)/(h; + h;)
Maka nilai maks{h;d (i, t), h;d(j, t)} yang paling minimum untuk setiap ¢ adalah
hid (i, X*) = h;d(, X*) = hhd (@, )/ (h; + k)

Misalkan terdapat suatu jaringan seperti pada Gambar 2.1 dan ingin di
tempatkan sebuah simpul X sedemikian sehingga maksimum dari bobot simpul
yang dikalikan dengan jarak simpul A dan B dengan simpul X akan menjadi
seminimum mungkin.
berdasarkan rumus diatas, nilai maksimum dari bobot yang dikalikan dengan jarak
simpul A dan B dengan simpul X yang paling minimum adalah
had(A,X) = hgd(B,X) = hyhgd(A,B)/(hy + hg)

_6312_ .
==
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Jadi, nilai maksimum dari bobot yang dikalikan dengan jarak simpul A dan B

dengan simpul X yang paling minimum adalah 24, dengan jarak simpul X dengan

simpul A dan simpul B adalah: d(4,X) = % =4,dan d(B,X) = % =8

Seperti pada Gambar 2.2 berikut

hy=6 hy=3
G)"T‘ - @

Gambar 2.2 Simpul X sehingga nilai maksimum dari bobot yang dikalikan dengan

jarak simpul A dan B dengan simpul X menjadi minimum

Jika terdapat suatu jaringan yang memiliki simpul lebih dari dua dan memiliki
bobot pada setiap simpulnya, maka untuk suatu simpul X dapat ditentukan nilai
maksimum yang paling minimum dari bobot masing- masing simpul yang
dikalikan dengan jarak simpulnya dengan simpul X dengan melihat simpul-
simpul tersebut sebagai kumpulan dari pasangan- pasangan simpul, sehingga
didapatkan nilai maksimum yang paling minimum adalah

ITilc’}IX h;h;d (i, j)/ (h; + h;)
dimana (i, j) sebagai pasangan simpul- simpul, d(i, j) sebagai jarak simpul i dan
J» hydan h; sebagai bobot dari masing- masing simpul i dan j.
Sebagai contoh, misalkan terdapat suatu jaringan yang terdiri dari empat buah
simpul dengan masing- masing bobot seperti berikut:

hA:8 h'B:7 hC:4 hD:G

@ ® © ©

Gambar 2.3 Contoh Jaringan dengan empat buah simpul yang memiliki
bobot untuk setiap simpulnya
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Maka untuk suatu simpul X dapat ditentukan nilai maksimum yang paling
minimum dari bobot masing- masing simpul yang dikalikan dengan jarak
simpulnya dengan simpul X dengan melihat simpul- simpul tersebut sebagai
kumpulan dari pasangan- pasangan simpul seperti berikut:

hAth(A,B) N 8x7 %2 _

hy,+ hg 15 5
hahed(AC) 8+x4xT

ahcd( ): * &k =187
I+ hy 12
hahpd(A,D) 8613
ahpd( )= o =446
i+ hyp 14
hghed(B,C) Tx4+5
shed(B,C) _ Tx4+5_,,,
hy + e 11

b, I (SR 7 7 O
2 RN~ " e
7ig + g 13

R ICD) 4+6%6
chpd(C.D) _ 4+6x6_ 144

. JT

Maka nilai maksimum yang paling minimum dari bobot masing- masing simpul
yang dikalikan dengan jarak simpulnya dengan simpul X adalah

maks{ 75; 18,7;44,6;12,7;355;14,4} = 446
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BAB 3
PEMODELAN SISTEM TARIF BERDASARKAN ZONE PADA
TRANSPORTASI UMUM

Pada bab ini dibahas mengenai pemodelan sistem tarif berdasarkan zone
pada transortasi umum. Bab ini dimulai dengan menjelaskan mengenai sistem
tarif pada transportasi umum, kemudian dilanjutkan dengan menjelaskan pula
mengenai tipe- tipe dari sistem tarif pada transportasi umum beserta cara
penentuan tarif dari masing- masing tipe tersebut dan diakhiri dengan menjelaskan
formulasi matematika untuk sistem tarif berdasarkan zone.

3.1 Sistem Tarif pada Transportasi Umum
Pada bagian ini dijelaskan mengenai pengertian transportasi umum, istilah
dan notasi yang digunakan pada sistem tarif transportasi umum dan beberapa tipe

sistem tarif yang sering digunakan pada transportasi umum.

Transportasi umum dapat didefinisikan sebagai pemindahan atau
pergerakan yang dilakukan dengan menggunakan alat transportasi yang
digunakan oleh orang banyak.

Transportasi umum yang dibahas pada skripsi ini adalah transportasi
umum yang beroperasi dalam lingkup kota. Untuk penyederhanaan penulisan,
transportasi umum dalam kota akan ditulis sebagai transportasi kota. Transportasi
kota memiliki banyak jenis tergantung pada kebutuhan kota tersebut. Secara garis
besar, transportasi kota yang cukup dikenal adalah berupa bus dan kereta. Pada
skripsi ini jenis transportasi kota yang digunakan adalah bus yang beroperasi
dalam lingkup kota yang hanya boleh menaikkan atau menurunkan penumpang
pada halte yang sudah ditentukan.

Ketika seorang penumpang ingin menggunakan jasa transportasi kota,
maka ia harus mengeluarkan biaya sesuai dengan tarif yang sudah ditetapkan oleh

perusahaan transportasi kota. Sistem yang digunakan perusahaan pengelola
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transportasi kota untuk menentukan tarif yang harus di bayarkan oleh para

penumpangnya disebut sistem tarif pada transportasi kota.

Berikut ini akan diberikan beberapa istilah yang akan dipakai dalam

permasalahan ini

“halte” yaitu suatu lokasi dimana penumpang dapat turun dari kendaraan atau
naik kendaraan umum. Halte yang digunakan penumpang untuk menaiki
kendaraan umum disebut "halte keberangkatan” dan halte yang menjadi tujuan
bagi penumpang disebut “halte pemberhentian”.

“zone” merupakan suatu bagian dari wilayah yang memiliki batas- batas yang
jelas dan terdiri dari beberapa halte.

“jarak tempuh” merupakan jarak yang harus ditempuh oleh seseorang untuk
melakukan perjalanan dari halte pemberangkatan ke halte pemberhentian.
“tarif ” merupakan biaya yang harus dibayarkan oleh penumpang untuk
menggunakan transportasi kota.

“muatan” yaitu jumlah penumpang yang melakukan perjalanan dari satu halte

menuju halte yang lain.

Kemudian untuk mengubah penentuan tarif dari sistem tarif berdasarkan jarak

menjadi sistem tarif berdasarkan zone dibutuhkan pengertian- pengertian berikut:

Misalkan suatu jaringan transportasi kota G yang terdiri dari kumpulan k
buah halte direpresentasikan dengan V = {v;| i = 1,2,...,k} dan busur yang
merupakan jarak dari halte v; ke halte v; yang dinotasikan dengan {v; , v;}.
Sehingga jaringan transportasi kota dapat dinyatakan sebagai G = (V,E)
dimana:

V=A{v;|i=1,2,.....,k}danE = {{vi,vj}|vi,vj eV}

Jaringan transportasi kota tersebut dibagi menjadi L buah zone, yaitu
Z={Z,,Z,...... ,Z;} dengan Z,, merupakan kumpulan halte pada V yang
saling lepas sedemikian sehingga

ULz, =V.
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Pada sistem tarif berdasarkan zone, jaringan transportasi kota G = (V, E)
dapat ditransformasi menjadi G’ = (%, E;) dimana:
Z={Z,n=12,..., L},

E;, ={{Zy.Z,}| Z, Z, adalah zone yang bersebelahan}, dengan nilai
{Zy,Z,} adalah 1.

Untuk zone- zone yang tidak bersebelahan tidak ada edge yang
menghubungkannya.

Zy, Z, dikatakan bersebelahan jika terdapat v; € Z, danv; € Z;sedemikian
sehingga {v;,v;} € E (Anita Schobel, 2005)

d;; sebagai notasi untuk tarif yang harus dikeluarkan seseorang yang
melakukan perjalanan dari halte v; menuju halte v; dengan menggunakan
sistem tarif berdasarkan jarak.

c(p) sebagai notasi untuk biaya yang harus dibayarkan penumpang untuk
melewati p buah zone

n;; sebagai notasi untuk jumlah zone yang dilewati seseorang ketika
melakukan perjalanan dari halte v; menuju halte v;

z;; sebagai notasi untuk tarif yang harus dikeluarkan seseorang yang
melakukan perjalanan dari halte v; menuju halte v; dengan menggunakan
sistem tarif berdasarkan zone, dimana:

jikai = j,maka z; = 0, dan

jikai # j, maka z;; = c(n;;)
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3.2 Tipe- Tipe dari Sistem Tarif pada Transportasi Umum
Menurut Anita Schobel dan Hamacher (2004) secara umum terdapat tiga
tipe sistem tarif yang sering digunakan oleh perusahaan transportasi kota, yaitu:

1. Sistem tarif berdasarkan jarak
2. Sistem tarif tetap
3. Sistem tarif berdasarkan zone

3.2.1 Sistem Tarif Berdasarkan Jarak

Sistem tarif berdasarkan jarak merupakan salah satu sistem yang dapat
digunakan oleh perusahaan transportasi kota untuk menentuan tarif yang harus
dibayarkan oleh penumpangnya. Pada sistem ini, tarif untuk suatu perjalanan
tergantung pada jarak yang ditempuhnya,yaitu semakin jauh jarak tempuh
perjalanannya maka makin besar pula tarif yang harus dibayarkan. Ketika seorang
penumpang ingin melakukan perjalanan dari suatu halte menuju halte yang lain,
maka dibutuhkan jarak antar halte- haltenya untuk menghitung tarif yang harus ia

bayarkan.
Ve
2,7
05 1,3 Hi v WEE. b
@ @ @
V1 Vo V3
2,4
V7

Gambar 3.1 Contoh jaringan transportasi umum

Universitas Indonesia

Pemodelan sistem..., Andy Warta Saputra, FMIPA Ul, 2012



17

Cara perhitungan tarif yang harus dibayarkan oleh penumpang dengan

menggunakan sistem ini dapat dilihat pada contoh permasalahan 3.1 berikut:

Permasalahan 3.1

Misalkan diberikan suatu jaringan transportasi kota yang terdiri dari tujuh buah

halte yang dinotasikan dengan v, v,, V3, U4, Us, Vg, V5 Serta jarak tempuh antar

haltenya seperti Gambar 3. 1 di atas.

Kemudian akan ditentukan tarif yang harus dibayarkan penumpang yang

melakukan perjalanan dari satu halte menuju halte yang lain.

Jika aj; menyatakan jarak yang harus ditempuh (dalam km) untuk melakukan

perjalanan dari halte v; menuju halte v; maka dari jaringan tersebut didapatkan:

a;1=0

an=0,5

a1 =1,8

dg1 = 3,9

as1=5,7

as1=4,5

ar1 = 6,3

2=05 a13=18 au=39 ais=57 ax=45 a7=6,3
=0 a3=13 au=34 ax=52 ax=40 ay =58
a32=1,3 ax=0 au=21 a3=39 ax=2,7 ay =45
=34 ai3=21 au=0 aus=18 aw=48 an=24
a52=52 a3=3,9 am=18 @a5=0 a5=6,6 as7=42
a2=4,0 a3=27 au=48 a5=6,6 agp=0 as7 = 7,2
a72=58 a;3=45 anu=24 ax=42 ap=72 a;=0

sehingga dari data tersebut dapat dibentuk matriks jarak (A) berukuran 7 x 7

berikut:

0O 05 18

© Ul

wl

N
[l
~ .~
O~ WERO
\‘

w

Pemodelan sistem...

0
1,3
34
52

4
5.8

Andy Warta Saputra, FMIPA Ul, 2012
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0
21
39
2,7
4,5

39
34
21
0
1,8
4.8
24

57
52
39
1,8

6.6
42
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Misalkan harga untuk setiap jarak tempuh perjalanan ditentukan seperti Tabel 3.1

berikut:

Tabel 3.1 Tabel tarif berdasarkan jarak tempuh

Jarak tempuh(km)

Harga (dalam ribuan rupiah)

0<d<1

2

1<d<?

2<d<3

3<d<4

4<d<5

5<d<6

d>6

0 N o O B~ W

Dengan data jarak dan data harga untuk setiap jarak perjalanan, maka dapat

dibentuk suatu matriks tarif berdasarkan jarak (dalam ribuan rupiah), yaitu:

0
2
| 3
D=1|5
|7

-

~NOoO~NOTWwoN

F S Lo
35757\
0 4 5 4 6|
4 0 3 6 4|
530 8 6|
46808/
6 4 6 8 0

Dengan demikian, untuk menentukan tarif yang harus dibayar jika seseorang akan

melakukan perjalanan dari halte v, menuju halte v, dapat dilihat pada matriks D

(dy7), yaitu sebesar Rp. 8000.

Menurut Anita Schobel dan Hamacher, sistem ini dianggap adil bagi para

penumpang karena semakin jauh perjalanan seseorang maka makin besar pula

tarif yang harus dibayarkan. Untuk menghitung tarif yang harus dibayarkan oleh

penumpang dibutuhkan jarak antar masing-masing halte, sehingga untuk jumlah

halte yang sangat besar sistem ini dianggap terlalu kompleks dan penentuan tarif

yang harus dibayarkan oleh para penumpang menjadi tidak terlalu transparent.
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3.2.2 Sistem Tarif Tetap

Pada sistem tarif tetap, semua perjalanan dari suatu halte menuju halte lain
pada kota tersebut memiliki tarif yang sama, tidak tergantung pada jarak
perjalanannya. Perusahaan transportasi kota cukup memberikan sebuah tarif yang
berlaku untuk semua perjalanan dari suatu halte menuju halte lain pada kota
tersebut. Jadi, selama penumpang tidak keluar dari halte maka tarif yang
dibayarkan tetap sama. Sistem tarif ini mudah dimengerti oleh para penumpang,
akan tetapi sistem tarif ini juga sering dirasa tidak adil bagi sebagian penumpang.
Hal ini dikarenakan bagi mereka yang hanya melakukan perjalanan jarak dekat
diharuskan membayar tarif yang sama dengan yang melakukan perjalanan jarak
jauh.

Cara perhitungan tarif yang harus dibayarkan oleh penumpang dengan
menggunakan sistem ini dapat dilihat pada contoh berikut:

Misalkan terdapat permasalahan seperti pada permasalahan 3.1. Jika
perusahaan tersebut menetapkan tarif Rp. 4000 untuk setiap perjalanan maka
semua perjalanan dari satu halte menuju halte yang lain pada jaringan transportasi
kota tersebut memiliki tarif yang sama, yaitu Rp. 4000.

Jadi, bila ada penumpang yang melakukan perjalanan dari halte v, menuju halte
v, maka tarif yang harus dibayarkan akan sama dengan yang melakukan
perjalanan dari halte v, menuju halte v,, yaitu sebesar Rp. 4000. Begitu juga
dengan perjalanan yang lain, semua memiliki tarif Rp. 4000.

Menurut Anita Schobel dan Hamacher (2004), sistem ini dianggap cukup
transparent dan mudah untuk dimengerti oleh para penumpang. Selain itu, sistem
ini jJuga memudahkan perusahaan untuk menentukan tarif yang harus dibayarkan
oleh penumpang. Akan tetapi, tarif ini dianggap kurang adil bagi sebagian
penumpang. Hal ini dikarenakan penumpang yang melakukan perjalanan jarak
dekat diharuskan membayar tarif yang sama dengan penumpang lain yang
melakukan perjalanan jauh.
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3.2.3 Sistem tarif berdasarkan zone

Sistem tarif berdasarkan zone merupakan gabungan dari sistem tarif
berdasarkan jarak dan sistem tarif tetap. Untuk menggunakan sistem tarif ini
halte- halte yang berada di kota harus dibagi ke dalam zone- zone terlebih dahulu.
Untuk menghitung tarif yang harus dibayarkan oleh penumpang dengan
menggunakan sistem tarif ini maka dibutuhkan data jumlah zone yang mungkin
dilewati untuk setiap perjalanan yang dilakukan oleh penumpang. Tarif untuk
setiap perjalanan pada sistem ini tergantung pada jumlah zone yang dilewati dari
zone pemberangkatan sampai zone pemberhentiannya.

Cara perhitungan tarif yang harus dibayarkan oleh penumpang dengan
menggunakan sistem ini dapat dilihat pada contoh berikut:

Misalkan terdapat jaringan transportasi kota seperti pada permasalahan 3.1.
Kemudian, halte- halte pada jaringan tersebut dibagi kedalam empat zone, dimana
71 ={vy, v}, Z, ={vs3, v}, Z5; = {v,, v}, dan Z, = {v,} seperti Gambar 3.2
berikut:

Gambar 3.2 Contoh penzonaan jaringan transportasi kota
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Selanjutnya jaringan transportasi kota dengan zone- zone yang sudah ditetapkan
seperti pada Gambar 3.2 dapat ditransformasi menjadi jaringan yang baru
G’ = (%, E;) seperti pada Gambar 3.3 berikut:

7, Z; Z3

1 1
Vi, V2 V3, Ve Vg, Vs
1
@ Z4

Gambar 3.3 Contoh jaringan G’ = (%, E;)

dimana setiap node merepresentasikan himpunan zone {Z,,Z,, Z5,Z,} dan setiap
busur merepresentasikan jumlah zone yang dilewati. Zone- zone yang
bersebelahan memiliki nilai busur 1, sehingga dengan begitu dapat dihitung
jumlah zone yang dilewati dari satu halte menuju halte yang lain.

Kemudian, jika nj menyatakan banyaknya zone yang dilewati dari halte vi menuju
halte v; maka dari gambar 3 didapatkan:

ni1=0 Ni2=0 nz=1 Na=2 Nis=2 ne=1  ni7=3
N1 =0 N2 =0 Np3=1 Nos=2 Nos= 2 Ngg=1 N7 =3
N3 =1 N32=1 N33 =0 Nas=1 Ngs=1 Nig=0 N3z =2
N1 =2 Nap=2 Naz=1 Nas=0 Nas =0 N =1 a7 =1
N5y =2 N5y =2 Ns3=1 Nss=0 Nss=0 Nse=1 nNs7=1
Ner=1 N2=1 ne=0 Nea=1 nNgs=1 N =0 Ng7=2

N71=3 N72=3 N73=2 Na=1 ns=1 N7e = 2 n;7=0
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sehingga dari data tersebut dapat dibentuk matriks N berukuran 7 x 7 berikut:

0
0

N =

WFEL NN

'\

WEFLNNEF, OO

NORRFRORPR

PP OOFRDNNDN

P FRPOOFRDNNDN

NORRFRORPR

|

2 |

)

ON Rk

Jika tarif (dalam ribuan rupiah) untuk setiap jumlah zone yang dilewati

ditentukan seperti pada Tabel 3.2 berikut:

Tabel 3.2 Tabel tarif berdasarkan zone

Jumlah zone Tarif (dalam ribuan rupiah)
0 2
1 4
2 S)
3 6

Dengan data jumlah zone yang dilewati dan data tarif untuk setiap jumlah zone

yang dilewati, maka dapat dibentuk matriks tarif (dalam ribuan rupiah)

berdasarkan zone, yaitu:

N
Il
ShrhorarANO

ety B W

O, OTIRAON

OaONS~PPODD

A BRANOBRAOCTO

A B OND OO

aogoh~bADNDD

ocubh,bhboio O

\.
)

maka untuk menentukan tarif yang harus dibayar jika seseorang akan melakukan

perjalanan dari halte v; menuju halte v, dapat dilihat pada matriks Z (z;-), yaitu

sebesar Rp. 6000.

Jadi tarif yang harus dibayarkan penumpang yang melakukan perjalanan dari v

menuju v, adalah Rp. 6000.
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Menurut Anita Schobel dan Hamacher (2004), sistem ini sering digunakan oleh
perusahaan transportasi kota karena bagi para penumpang sistem ini dirasa sudah

cukup adil dan juga transparent.

3.3 Formula Matematika untuk Sistem Tarif berdasarkan Zone

Ketika suatu perusahaan transportasi kota ingin mengubah sistem tarif
yang mereka gunakan saat ini (sistem tarif berdasarkan jarak) menjadi sistem tarif
berdasarkan zone, maka mereka harus membuat model untuk tarif yang baru
dengan asumsi zonenya sudah ditentukan. Perubahan sistem tarif tersebut
bertujuan untuk mendapatkan perubahan tarif yang seminimum mungkin
sedemikian sehingga baik perusahaan maupun penumpang tidak ada yang terlalu

dirugikan.

Dengan tarif berdasarkan jaraknya (d;; ) yang sudah ada sebelumnya dan

juga zone- zone yang sudah ditentukan, maka akan dicari tarif berdasarkan zone
(z;) sedemikian sehingga perubahan tarif yang terjadi menjadi seminimum

mungkin.

Untuk menentukan tarif berdasarkan zone (z;;), perusahaan juga sudah
memiliki data penumpang yang melakukan perjalanan dari halte v; menuju halte
v; yang dinotasikan dengan w;; dengan W = Zviﬂ,jev w;; yang merupakan jumlah

seluruh penumpang dari perusahaan transportasi kota tersebut.

Menurut Anita Schobel dan Hamacher (2004), untuk mendapatkan
perubahan tarif yang seminimum mungkin dapat digunakan tiga buah fungsi

tujuan, yaitu:

1. baks = makSvi,vjev Wijldij - zij|
Fungsi objektif b,,.xs merupakan model untuk menemukan deviasi
terbesar dari dua buah tarif yang berbeda agar menjadi seminimum
mungkin. Dengan begitu perubahan tarif yang terlalu besar yang di alami
oleh penumpang dapat dihindari. Kemudian dari sisi perusahaan, muatan
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w;; digunakan untuk meminumkan deviasi terbesar dari pendapatan yang

didapatkan pihak perusahaan.

1
2. b, = WZvi,vjEV wijldi; — z]

Fungsi objektif b; merupakan model untuk menemukan rata- rata yang

seminimum mungkin dari total deviasi absolute.
3. by = Tperwi(diy— 7))

Fungsi objektif b, merupakan model untuk menemukan rata- rata yang
seminimum mungkin dari total deviasi kuadrat.

Jadi, model matematika untuk mendapatkan perubahan tarif yang seminimum
mungkin adalah

Minimum: c(p) € {cmars(®). ci(®), c5(p)}, untuk setiap p

dimana:

Crmaks(P) merupakan z;; yang membuat by,aies = Maks,, , ey wyj|dyj — 2]

menjadi minimum untuk setiap p.

c; (p) merupakan z;; yang membuat b; = %ZVW]EV wij|dij = zi;| menjadi
minimum untuk setiap p.

2 . .
c; (p) merupakan z;; yang membuat b, = %Zviﬂ,jev w;j(di; — z;;)” menjadi

minimum untuk setiap p.

dengan syarat: z;; > 0, Vv, v, €V
zij €N, Vv,veV
Teorema 3.1
Misalkan Z,,Z,,...... , Z;, yang merupakan pembagian zone dari G, d;; sebagai

tarif berdasarkan jarak dari halte v; ke halte v;, dan w;; sebagai banyaknya

penumpang yang melakukan perjalanan dari halte v; menuju halte v;.
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maka, untuk p = 0,1, 2,..., L — 1 akan berlaku:
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1) Untuk meminimumkan by,qs = Maks,,,, ey wij|di; — z;;| terhadap z;

maka dapat dipilih:

_ _ z"(p)
Zjj = Crmars(®) = vivvf]g% i dij — —Wij
nij=p
Wi j Wq j
dengan z*(p) = max —2 22 _(d; ;i —d; ;
g VA (p) vilrvjlrvizrvjzev Wiljl + Wizjz ( l1J1 12_]2)
Niyj1=Mipj2 =P

2)  Untuk meminimumkan b, = %Zvi,vjev wij|di; — z;| terhadap z;; maka

dapat dipilih:

Zij - Cik(p) = median{dij,dij, '!dij - Uy, 17]' € V, V; * Vj,nij . p}

Wijkali

dimana n;; merupakan jumlah zone yang dilalui seseorang yang melakukan

perjalanan dari halte v; ke halte v;
3)  Untuk meminimumkan b, = %Zvi,vl-ev wi;(di; — zij)z terhadap z;;

maka dapat dipilih:

: 1
zip=c;(0) =g wijdij
P, 5
v, V;EV
nij=p

dimana W, merupakan jumlah seluruh penumpang yang melewati p buah

zone pada perjalanannya
Bukti:

Berikut ini akan dilakukan pembentukan kumpulan pasangan halte (v;, v;) dimana

perjalanan yang dilakukan dari halte v; sampai halte v; akan melewati p buah

zone, atau dapat dituliskan dengan:

M, = {(v,v;)|v;,v; € V,n;; = p} dimana p merupakan jumlah zone yang

dilewati seseorang yang melakukan perjalanan dari halte v; sampai halte v;.
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Sebut n,, sebagai jumlah anggota M,,, maka akan terdapat n,, buah tarif
berdasarkan jarak dari pasangan- pasangan halte anggota M, tersebut. Kemudian
urutkan tarif- tarif tersebut dari yang terkecil hingga yang terbesar sedemikian

H 14 14 14
sehinggad,p < d,p < - < dmﬁpuntuk my, My, .., My € My,
1. Diketahui bahwa bp,qrs = MaXy,, ey wij|dij — 2]

Kemudian untuk mencari maksimum dari w;;|d;; — z;| , fungsi

w;j|dij — z;;| dapat dikelompokan berdasarkan jumlah zone yang dilewati (p)

sehingga didapatkan:

b = max max dpm— C
maks p=01,L—1me Wml (p)l

= max max w p|d p— c(p)|
p=01,,L-1n=12,.nyp

Misalkan Kingrs(P) = MaXn=1,2, n, W? |dmg - c(p)|, maka didapatkan

bmaks = p= (l)'an Kmaks (p)

Untuk meminimumkan bpgrs = MaXp=0.1...-1 Kmaks (p) terhadap c(p) maka
cukup dengan meminimumkan Ki,qis (p) = MaXp=12, .5, W2 |dm5 — C(p)|

terhadap c(p).
Misalkan c*(p) merupakan nilai yang membuat

Kmaes (0) = M= 5, Wyt |y — €(p)| minimum.

Maka berdasarkan rumus dari center problem pada landasan teori, nilai K,

wmiwmj |dmi —dm]. |

yang paling minimum adalah MaXiy,; m em, =

wmiwmj |dmi —dm]. |

Misalkan, z*(p) = MaXsn;m;em, Wi, +W.
mytWm;
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Maka dengan c*(p) sebagai nilai yang membuat

Kmaks(P) = MaXp=12. 5, WyyP |dm5 - c(p)| minimum, maka

max w p|d p—c(p)|—Z(P)

n=1 2,..,n

atau w,,» |dm£ — c*(p)| <z'(p)untukn=12,..,n,

(p)
|, — ') <2
Z* Z*
_Z0) _ Y [ (p)
Wi o W
Z*
B (p)_dmpg_ ‘() < (p)_dmp
sz n mEL n
Pandang pertidaksamaan: —c*(p) < Z;*%) — dmg

: z*(p)
sehin = <c’
gga, d,,p v (r)
At z*(p)
au ¢”(p) merupakan MaXn=g,12...n, dy? = - ;

n

Atau ¢ (p) = maxvlv]EVlij dl] W(p)
tj

nij=p
2. Diketahui bahwa by ==, ev Wijldi — 7]
Wbl = Z Wl]ldl] - Zijl

‘Ui,‘UjEV

Kemudian jika X, , ey wij|di; — z;;| dijumlahkan berdasarkan jumlah zone yang

dilewati dari halte v; ke halte v;, maka didapatkan
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L-1

Why = > waldy - ()

p=0meMy
L-1 Mp

Wb, = Z Zwmﬁ |dm£ — c(p)|

p=0n=1
misalkan K, (p) = ZZ’;l W |dm5 — c(p)|
maka, W by = Y326 K1 (p)

kemudian untuk meminimumkan b;, maka cukup dengan meminimumkan

Ep
i) = ) W |dp = <)
n=1

Untuk meminimumkan K, (p) maka akan dicari turunan K; (p) terhadap c(p):
( 'p

np z WP (dmﬁ - c(p)) Juntuk c(p) < d,»
K@) = W |dp = c@)] = {50

n=1
Z WP (c(p) - dmﬁ) untuk c(p) > d,,»

kn=1

Maka turunan K, (p) terhadap c(p) adalah

Z—W p ,untukc(p) <d_»
dKk,(p) | &= " '}

de(p) |
Z w,,p ,untuk c(p) > dmfj
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Turunan K; (p) terhadap c(p) juga dapat dinyatakan dengan

(M
Z —Wp,p ,untuk c(p) < dypp .. (a)
n=1
K@) _ | <
dcl(p) =9 Zwmﬁ ,untuk c(p) > dmﬁp .. (b)
Té_ p
Z Wb = Z WP ,untuk dmf <c(p) < dmfﬂ .. (c)
\ n=1 n=t+1

Turunan K; (p) terhadap c(p) menjadi bentuk yang (a) karena dmf merupakan
tarif terkecil diantara semua d,,.» untuk n = 1,2 ..., n,,, maka untuk c(p) yang
lebih kecil dari dm,’; akan sama dengan c(p) yang lebih kecil dari dm’;- Menjadi

bentuk yang (b) karena dmg'; merupakan tarif terbesar diantara semua d, » untuk
17 n

n =12 ...,n,, maka untuk c(p) yang lebih besar dari d,,» akan sama dengan

c(p) yang lebih besar dari d,,» . Kemudian akan menjadi bentuk yang (c) karena
p

berdasarkan bentuk (a), untuk c(p) yang lebih besar dari dm? maka turunan K; (p)

terhadap c(p) menjadi Y¢ _; WP, dan berdasarkan bentuk (b), untuk c(p) yang

lebih kecil dari dmfﬂ maka turunankK; (p) terhadap c(p) menjadi ZZLH —Wpp.

Sehingga untuk dmg’ <c(p) < dmg’ﬂ turunan K, (p) terhadap c¢(p) menjadi

Mp

E M@nz'_ Mhnﬁ

n=1 n=t+1
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Sifat 1

Kondisi minimum: K; (p) akan minimum jika terdapat suatu ¢t yang memenubhi:

np
Z <0 (la)
t
t Mp
Z WP — z WP >0 (1b)
t+1

I
[y

3
II

S

Jika kondisi (1b) yang didapatkan berupa pertidaksamaan, maka c*(p) = dmp.

Jika kondisi (1b) yang didapatkan berupa persamaan, maka c*(p) = [d,,, d,» ]

Bukti:

e Jika kondisi (1b) yang didapatkan berupa pertidaksamaan, maka c*(p) =

dmf
t—1 b
dK1('P)
Wb — Zng i) W = AT <Ountukd,r <c(p)<d,»
n=1 t
t np
dKl(P)
2 sz g Zwmz s ) dC(p) gantuk dm? S C(p) = dmf+1
n=1 t+1

Maka, K, (p) akan minimum untuk c(p) = dm?

e Jika kondisi (1b) yang didapatkan berupa persamaan, maka c*(p) €

(dmf’ dmfﬂ)
t Np
dK1(P)
Z sz B Zwmz =0 < T@ = Ountuk dmf =< C(p) < dmf+1
n=1 t+1

Maka K; (p) akan minimum untuk c¢*(p) € (d,, p, m +1)
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Kondisi pada sifat 1 juga dapat dinyatakan dengan:

C*(p) = median{dij, diji e ey dl] LUy, vj ev,i ¢j,nij = p}
wijkali
. ) 1 2
3. Diketahui bahwa b, = WZUW]'EV Wij (dl] - Zij)

sz - Z Wl](dl]_ Zij)z

Ui,UjEV

Kemudian jika X, , ey wij(dij — zij)z dijumlahkan berdasarkan jumlah zone

yang dilewati dari halte v; ke halte v;, maka didapatkan

L-1 Mp >
Wh, = Z Z WP (dmf — c(p))
p=0n=1
Tlp 5
misalkan K, (p) = Z W, (dm{’ — c(p))
n=1
L-1
maka, Wb, = Z K, (p)
p=0

Untuk meminimumkan b, terhadap ¢(p) maka cukup dengan meminimumkan:

Mp

Ko@) = > W (dp = )

n=1

Akan dicari turunan K, (p) terhadap c(p)

C;Iiz—(g?p)) = —2;Wm£ (dm? — c(p))
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Untuk meminimumkan K, (p) akan dicari c(p) sedemikian sehingga

dK,(p) .

i@ °

a0 _
) = —ZTZ;sz (dmf - c(p)) =0

Sehingga, Z:il WP (dm’é’ B C(p)) Y

Np p
Z Wmﬁdmf - Z ngc(p) =0
n=1 n=1

Tlp Tlp
Z medm? — c(P) Z w,» =0
n=1 n=1
Mp Mp
Z W,,p dmf = c(p) z W, p
n=1 n=1
np

" 1
sehingga, c(p) = —— Z w,»d, »
w

n t
277.:1 mﬁ n=1

. £ Tlp
misalkan W, = >, ©, WP, maka

maka didapatkan c(p) = — 3,7, Wypd,p
D n

atau dapat dinyatakan sebagai c(p) = WiZ ijev Wijd;j
nij=p
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BAB 4
CONTOH PERMASALAHAN SERTA PENYELESAIANNYA DARI
SISTEM TARIF BERDASARKAN ZONE

Misalkan suatu perusahaan transportasi umum ingin mengubah sistem tarif
yang mereka gunakan (sistem tarif berdasarkan jarak) menjadi sistem tarif
berdasarkan zone. Dengan jaringan transportasi umum ¢ = (V, E)) yang memiliki

tujuh buah halte dan jarak antar halte seperti pada gambar 4.1 berikut

Ve

2,7

Vg

05 13 2.1 gl

Vi Vo V3

2,4

V7

Gambar 4.1 Contoh Jaringan G = (V,E)

Pihak perusahaan transportasi umum menetapkan tarif (dalam ribuan rupiah)
berdasarkan jarak dari halte v; menuju halte v; yang disajikan dalam matriks D
berikut

DEE ™3 45 Blle6 S
/2 U s/ 5 7\
|3 3 0 4 5 4 6|
D=|5 5 4 0 3 6 4]
| 7 75 3 0 8 6 |
\6 5 4 6 8 0 8/
8 7 6 4 6 8 0
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Misalkan jumlah penumpang yang melakukan perjalanan dari halte v; menuju halte

v; (w;;) disajikan dalam matriks W berikut:

0

(5

| 11
w=]|21

| 23

\15
13

10
0
10
12
20
11
17

11
10
0
11
14
10
18

21
12
11
0
10
19
15

23
20
14
10
0
18
20

15
11
10
19
18
0
23

13
17\
18 |
15 |
20 |
23

)

dengan jumlah seluruh penumpang dari perusahaan transportasi umum (W) adalah

520.

Kemudian pihak perusahaan ingin menggunakan sistem tarif berdasarkan
zone dengan membagi halte- halte yang ada kedalam empat buah zone, dimana
Z1 = {vi, v}, Zy = {vs, v}, Z3 = {vs, vy}, dan Z, = {v,} seperti pada

gambar 4.2 berikut:

Gambar 4.2 Contoh penzonaan jaringan transportasi kota
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Selanjutnya dari jaringan transportasi umum ¢ = (V, E) dan dengan pembagian
halte ke dalam zone- zone seperti pada gambar 4.2, maka dapat dibentuk

G’ = (Z,E;) seperti pada gambar 4. 3 berikut:

Z ) Z;

1 1
Vi,V; V3, Vs Vi,Vs
1
@ 24

Gambar 4.3 Contoh jaringan G’ = (Z,E;)

sehingga didapatkan jumlah zone yang dilewati dari halte v; menuju halte v; (n;;)
yang dinyatakan dalam bentuk matriks N berikut:

00122 1 3
/0012213\
R R OF B o

AL (" RN oD 2 1 |
122100 1 1]
\1101102/
Bl DU sl 0

Kemudian akan di cari tarif (dalam ribuan rupiah) berdasarkan zone (z;;)
sedemikian sehingga perubahan tarif yang terjadi tidak terlalu besar. Dengan fungsi

tujuan adalah meminimumkan c(p) € {c;,.1s(P), c1 (p), c; (p)}, untuk setiap p

dimana:

Crmaks (P) merupakan z;; yang membuat byays = Maks,, , ey wij|dij — 2]

menjadi minimum.

c; (p) merupakan z;; yang membuat b; = %Zvi,vjev wij|di; = z;;| menjadi

minimum.

c;(p) merupakan z;; yang membuat b, = %Zvi,vjev w;(dij — zi,-)2 menjadi

minimum.
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Akan dihitung c;, s (0), c1 (p),dan c;(p) untukp = 0,1,2,3
Didefinisikan M, = {(v;,v;): v, v; € V,dann;; = p}
Sehingga didapatkan:
My = {(v1,v2), (Va,V5), (V3,V6)}
My = {(v1,v3), (v1,V6), (V2,V3), (V2, V), (V3, V4),

(v3,V5), (Vs, V), (V6. V5), (V4, 7). (Vs, 7))}
M, = {(v1,v4), (1, V5), (V2, 4), (V2, Vs), (V3, V7)., (V6, V7)}

M; = {(vy,v7), (v2,v7)}

e Akandicari z;j = Cpq5(p) Untuk fungsi tujuan by, qps

: o z*(p)
Zij = Cmaks (P) == vi,verVa,'i)i(iivj dij o Wy )
ni;=p
W. . W N
dengan z*(p) = —ah ek g —d Y

max
VipVjy Viglj, SV Wy i Wy g,
Migjg =Nz j2 =P

» Untuk p = 0, akan dihitung z* (0)

(vi, v)) Wij | dij
(vq,v,) 10 2
(vy, V5) 10 3
(v3,v6) 10 4
R
(vi1’ 17]-1), (viz’ vjz) z(0) = 11]1—142,]2 (di1j1 B dizjz)
l1J1 t2J2
(vli 172),(174, US) o
(vy,v,), (v3, V) 10
(174,, 175), (173, v6) S

maka z*(0) = maks{5, 10,5} = 10
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Kemudian akan dihitung c;,4xs(p)

(v;, Uj) Cmaks(0) = dij — @
ij

(v1,v,) 1

(v3,v6) 2

(V4. V5) 3

% Maka didapat c;, ;s (0) = maks{1, 2,3} = 3 (dalam ribuan rupiah)

Atau ¢, (0) = Rp. 3.000

> Untukp =1

Akan dihitung z*(1)

(vi, vy) Wij dij
(vq,v3) 11 3
(vq1,v6) 15 6
(vy,v3) 10 3
(v2,v6) 11 5
(v3,v,) 11 4
(v3,v5) 14 5
(v, v4) 19 6
(v, v5) 18 8
(4, v7) 15 4
(vs,v7) 20 6
_ WiuiWj,
Wi, v1,), W, 93,) | 2(1) = W, F Wi (diyj, — diyj,)
(v1,v3),(v1, ) 19
(v1,v3),(v2,V3) 0
(v1,v3),(v, Ve) il
(vli 173),(173, 174_) 9.5
(171, 173)1(1731 175) 12.3
(v1,13),(Vg,vs) 20.9
(v1,13), (g, v5) 34.1
(v1,v3), (V4,V7) 6.3
(vq,v3), (vs, v7) 21.3
(v1,v6),(v2, V3) 18
(v1,V6),(v2, Ve) 6.3
(v1,V6), (v3,v4) 12.7
(171,176), (173,175) 7.2
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i, v3,), Wi, v3,) | 2(1) = % (dij, — diyj,)
l1J1 l2)2
(v1,V6), (V6, V4) 0
(171,176), (176,175) 164
(171, v6)1 (174,, 177) 15
(171, v6)1 (175, 177) 0
(v2,v3),(V2, V) 10.5
(v2,v3), (V3,74) 5.2
(v2,v3), (v3,v5) 11.7
(v2,v3), (Vg, V4) 19.7
(172,173), (176,175) 321
(v2,v3), (V4,V7) 6
(UZ’ 173), (175, 177) 20
(172, v6)1 (173, 174_) 55
(172, v6)1 (173, 175) 0
(v2,V6), (V6 Va) 7
(v2,V6), (W6, V5) 20.4
(v2:V6), (V4,V7) 6.3
(v2,V6), (Ws,v7) 7.1
(173, 174-)1 (173, 175) 6.2
(173, 174-)1 (176! 174-) 14
(173, 174-)’ (v6’ 175) 273
(v3,v4), (V4,v7) 0
(173! 174), (175! 177) 142
(3, V5), (V6 V4) 8.1
(173!175)1 (176,175) 236
(173, 175)1 (174,, 177) 72
(173, 175), (1751 177) 82
(v6, V), (V6 Vs) 18.5
(6, Va), (V4,V7) 16.8
(v61 174,), (175! 177) 0
(e, v5), (V4,V7) .
(vg, v5), (Vs, v7) 18.9
(v4,v7), (vs,v7) 17.1

maka z*(1) = maks{z(1)} = 34.1
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Kemudian akan dihitung c;,, ;x5(1)

z*(1)
(v, v)) Cmaks(1) = d;j — —U
(v1,v3) -0.1
(v1,v6) 3.7
(vy,v3) -0.4
(vy,v6) 1.9
(v3,v4) 0.9
(v3,v5) 2.6
(ve,v4) 4.2
(v, V5) 6.1
(4, v7) 1.7
(vs,v7) 4.3

% Maka didapatkan:
Craks (1) = maks{—0.1,3.7,-0.4,1.9,0.9,2.6,42,6.1,1.7,43} = 6.1

(dalam ribuan rupiah)

atau ¢, .5 (1) = Rp.

» Untukp =2

Akan dihitung z*(2)

6.100

(vi, vj) Wij d; j
(vq,v4) F 5
(vq,v5) 23 7
(vy,v4) 12 5
(vy,v5) 20 7
(v3,v7) 18 6
(v, v7) 23 8
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(vi1’ vj1)’ (viz’ sz) Z(2) = V|,]ll_]1W12]_2_ (di1j1 = dizjz)
l1J1 l2)2
(vq,v,),(v1,v5) 21.9
(171, 174,), (vza 174,) 0
(vq,v4), (vy,V5) 20.5
(v1,v4), (v3,V7) 9.7
(v1,v,), (vg, v7) 32.9
(vq,v5), (vy,v4) 15.8
(171,175), (172,175) 0
(vq,v5), (v3,v7) 10.1
(v1,v5), (v, v7) 11.5
(172, 174,), (172, 175) 15
(v2,v4), (v3,V7) 7.2
(v,,v4), (W, v7) 23.6
(172,175), (173,177) 95
(vy,v5), (Vg,v7) 10.7
(v3,v7),(vg, V7) 20.2
maka z*(2) = maks{z(2)} = 329
Kemudian akan dihitung c;, ;s (2)
z*(2
(v, Vj) Cmais(2) = o — L
ij
(vq,v4) 3.4
(vq,V5) 5.6
(vy,v4) 2.3
(vy,v8) 5.4
(v3,v7) 4.2
(v, v7) 6.6

maka ¢, qxs(2) = maks{3.4,5.6,2.3,5.4,4.2,6.6} = 6.6 (dalam ribuan rupiah)

K/
L X4

>

Akan dihitung z*(3)

Atau ;s (2) = Rp. 6,600

Untukp = 3

(v;, Vj) Wi dij
(vq,v7) 13 8
(vy,v7) 17 7
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_ Wiy Wi,j
(vil’ vjl)’ (viz’ v]z) Z(3) = . 1 - 2_2 . (dlljl _ dlZ]Z)
l1J1 l2)2

(v, v7), (v3,v7) 7.4

maka, z*(3) = 7.4

Kemudian akan dihitung c;, ;45 (3)

z°(3)
(v, v7) Cmaks (3) = dij — ——
ij
(v1,v7) 7.4
(vy,v7) 6.6

maka c;, 415 (3) = maks{7.4,6.6} = 7.4 (dalam ribuan rupiah)

% Atau ¢ ars(3) =Rp.7.400

Jadi, didapat z;; = c,,4.s(p), untuk p = 0,1, 2, 3 sebagai berikut:
¢ aks(0) = Rp. 3.000

¢ aks(1) = Rp.6.100

¢ ks (2) = Rp. 6.600

Ciars(3) = Rp.7.400

e Akandicari z;; = ¢;(p) untuk fungsi tujuan b, :

Zij = Cik(p) = median dijvdijv 'vdij Zvi,vj ev, v, F Vi, nijj =p

wijkali

misalkan n,, merupakan jumlah anggota M,

misalkan m{,m5, ..., m, € M, dimanad,,» < d,» < - < d,p
1 2 Np
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Untukp = 0
n mg Wm% dm%
1 (v1,v2) 10 2
2 (vq, v5) 10 3
3 (v3,v6) 10 4

< Maka c;(0) = dy,, = 3 (dalam ribuan rupiah)
Jadi, ¢;(0) = Rp. 3.000

> Untukp =1

n m} s, | g
1 (v1,v3) il 3
2 (vy,v3) 10 3
3 (v3,v,) 11 4
4 (v4,v7) 15 4
5 (v, v6) 11 3
6 (vs3,v5) 14 5
7 (v1,6) 15 6
8 (v, v4) 19 6
9 (vs,v7) 20 6
10 | (ve,vs) 18 8

% Maka ¢;(1) = 5.5 (dalam ribuan rupiah)
Jadi, ¢ (1) = Rp. 5.500

» Untukp = 2

n mrzt Win2 dm%
1 (v1,v4) 21 5
2 (vy,v4) 12 5
3 (v3,v7) 18 6
4 (v1,v5) 23 7
5 (vq,v5) 20 7
6 (ve, v7) 23 8

% Maka c;(2) = di,, = 7 (dalam ribuan rupiah)
Jadi, c;(2) = Rp. 7.000
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> Untukp = 3

n m,31 Wm% dm%
1 (vy,v5) 17 7
2 (v1,v7) 13 8

% Maka c;(3) = dj,, = 7 (dalam ribuan rupiah)
Jadi, ¢;(3) = Rp. 7.000

Jadi, didapat z;; = ¢{(p), untuk p = 0,1, 2, 3 sebagai berikut:
¢:(0) = Rp.3.000
¢i(1) = Rp.5.500
¢:(2) = Rp.7.000

c:(3) = Rp.7.000

e Akandicari z;; = c;(p) untuk fungsi tujuan b, :

R 1
zij =c3(p) = A wijd;;
p ‘Ui,‘UjEV
nij=p

» Untukp = 0

(v, v5) Wij dij wi;d;;
(v1,v) 10 2 20
(v4,v5) 10 3 30
(v3,v6) 10 4 40
Z v 30 Z iy B0

% Maka didapat, c;(0) = % (90) = 3 (dalam ribuan rupiah)
Jadi, ¢;(0) =Rp. 3.000
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> Untukp =1

(vi, v)) Wij dij wijd;;
(v1,v3) 11 3 33
(v1, ) 15 6 90
(vy,v3) 10 3 30
(v, v6) 11 5 55
(v3,v4) 11 4 44
(vs3,v5) 14 5 70
(v, vs) 19 6 114
(ve, vs5) 18 8 144
(v4,v7) 15 4 60
(vs, v7) 20 6 120
144 760

Zwlldll

¢ ()= 14%}(760) = 5.3 (dalam ribuan rupiah)

Jadi, c;(1) =Rp.5.300

> Untukp =2

(vi, v)) Wij d;j wijd;;
(v1,12) 21 5 105
(v1,v5) 23 7 161
(vy,14) 1 5 60
(v, v5) 20 3 140
(v3,v7) 18 6 108
(ve, v7) 23 8 184
il 758

Zwl]dll

* (2= %(758) = 6.5 (dalam ribuan rupiah)

Jadi, ¢;(2) =Rp. 6.500

> Untukp = 3

(vi, v)) Wij d;j wi;d;;

(v1,v7) 13 8 104

(v2,v7) 17 7 119
30 z widy; 223
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* ()= %(223) = 7.4 (dalam ribuan rupiah)
Jadi, ¢;(3) =Rp. 7.400

Jadi, didapat z;; = c;(p), untuk p = 0,1, 2, 3 sebagai berikut:
¢;(0) = Rp 3.000
¢;(1) = Rp 5.300
¢;(2) = Rp 6.500

c;(3) = Rp7.400

Maka didapatkan tarif berdasarkan zone:

Untukp =0

c(0) = Min{cais(0), ¢5(0), ¢;(0)} = min{Rp. 3000, Rp. 3000, Rp. 3000}
= Rp. 3000

Untukp =1

c(1) = min{c;,4ks(1), c1 (1), ¢; (1)} = min{Rp. 6100, Rp. 5500, Rp. 5300}
= Rp.5300

Untuk p = 2

c(2) = min{c},qks(2), 1 (2),¢5(2)} = min{Rp. 6600, Rp. 7000, Rp. 6500}

= Rp.6500

Untukp = 3

c(3) = min{c},41s(3), ¢ (3),c5(3)} = min{Rp. 7400, Rp. 7000, Rp. 7400}

= Rp. 7000
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BAB 5
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Masalah penentuan tarif baru dari yang semula menggunakan sistem tarif

berdasarkan jarak menjadi sistem tarif berdasarkan zone dapat dimodelkan ke
dalam bentuk matematis. Pemodelan tarif berdasarkan zone yang yang didapatkan
adalah:

Minimum: c(p) € {cmars(®). ci (v), c; (p)}, untuk setiap p
dimana:

Cmaks (P) merupakan z; yang membuat by, q e = Maksy,, ey wij|dij =z

menjadi minimum.

* 1 L.
¢ (p) merupakan z;; yang membuat by =- ¥, , v wij|dij = zi;| menjadi
minimum.

c;(p) merupakan z;; yang membuat b, = %Zvi,v,-ev wi;(di; — zij)z menjadi

minimum.
dengan syarat: z;; >0, Vv,v EV
ZijEN, Vvi,vjEV
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Kemudian solusi yang didapatkan tarif berdasarkan zone untuk

p=0,1,2,..,L—1dari fungsi tujuan tersebut adalah

% _ z*(p)
1) zij = cpars(p) = MaXv;vjev v; #v; dij — Wir
nj=p Y
" _ Wi, j;W1,7,
dengan z*(p) = max ——==—(d;,j, — di,},)

i1J1.d2. 26V Wy i+ w; s
_ 1J1 12])2
Miyj1=MNipj =P

jika fungsi tujuan yang digunakan adalah bpais = maks,, , ey wij|di; — 2]

2) Zij = Cf(p) - median{di]’, dij! !dlj :vi,vj € V, V; * vj,nij - p}

Wijkali

jika fungsi tujuan yang digunakan adalah b, = —;;ZW,,,].EV wijldi; — 2]

1

3) Zjj = C;(P) = w, Zvi,vjEV Wijdij

ni=p
jika fungsi tujuan yang digunakan adalah b, = %Zvi,vl-ev Wij (di,- - zij)2
dimana:
z;; - tarif berdasarkan zone dari perjalanan yang dilakukan dari halte v; ke
halte v;
d;; :tarif berdasarkan jarak dari perjalanan yang dilakukan dari halte v; ke
halte v;

w;; : banyak penumpang yang melakukan perjalanan dari halte v; ke halte v;

n;; - banyak zone yang dilewati dari perjalanan yang dilakukan dari halte v; ke

halte v;
p : banyak zone yang dilewati oleh seseorang yang melakukan perjalanan
c(p) : tarif yang harus dibayarkan seseorang yang melewati p buah zone

W,

- Jumlah seluruh penumpang yang melewati p buah zone pada perjalanannya
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Dengan pemodelan seperti itu, diharapkan perubahan tarif yang terjadi
menjadi seminimum mungkin sehingga baik perusahaan maupun penumpang
tidak ada yang terlalu dirugikan dengan adanya perubahan tarif tersebut. Hal
penting yang harus diketahui adalah zone sudah ditetapkan terlebih dahulu,
sehingga solusi yang didapatkan merupakan solusi yang optimum untuk zone

yang telah ditetapkan sebelumnya.

5.2 Saran
Diharapkan untuk penelitian selanjutnya bisa dilakukan dengan

memodelkan zonenya terlebih dahulu. Sehingga, solusi yang didapatkan bisa
menjadi lebih optimal dari pada solusi yang didapatkan pada penelitian ini.
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