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ABSTRAK 

 

 

 

Nama  : Tri Budi Novia Cahyani 

Program Studi  : Matematika 

Judul  : Dampak Modifikasi pada Jaminan Asuransi terhadap 

Distribusi Besar Klaim dan Banyak Klaim untuk 

Perhitungan Premi dengan Implementasi pada Reasuransi 

 

 

Untuk menghindari kerugian yang besar, perusahaan asuransi biasanya 

menetapkan modifikasi (deductible, policy limit, atau coinsurance) pada jaminan 

asuransi. Modifikasi tersebut menyebabkan perubahan pada distribusi besar dan 

banyak klaim, yang diperlukan dalam perhitungan premi. Pada skripsi ini dibahas 

perubahan-perubahan distribusi tersebut. Untuk distribusi besarnya klaim, 

perubahan dilihat dari fungsi distribusi, fungsi probabilitas densitas, dan fungsi 

survival. Untuk distribusi banyaknya klaim, perubahan dilihat dari fungsi 

pembangkit probabilitasnya. Distribusi banyaknya klaim yang dibahas adalah 

distribusi diskrit anggota kelas (     ) dan (     ). Selain itu, dibahas pula 

perhitungan premi pada jaminan asuransi termodifikasi yang melibatkan 

perubahan-perubahan pada distribusi tersebut, serta beberapa implementasi dari 

modifikasi pada jaminan asuransi dalam dunia reasuransi. 

 

 

Kata Kunci :  deductible, policy limit, coinsurance, distribusi besar klaim, 

distribusi banyak klaim, premi, reasuransi, quota share, 

excess of loss. 

xii + 115 halaman ;  2 gambar ; 7 tabel 
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ABSTRACT 

 

 

 

Name  : Tri Budi Novia Cahyani 

Program Study  : Mathematics 

Title  : The Impacts of Coverage Modifications on Frequency 

and Severity Distributions for Premium Calculation with 

the Implementations in Reinsurance 

 

To avoid large losses, insurance companies usually set modifications (deductibles, 

policy limits, and coinsurance) on insurance coverage. These modifications lead 

to major changes in the severity and frequency distributions of claims, which is 

required in the calculation of premiums. This minithesis discussed the changes of 

those distributions. For severity distribution, the changes will be presented from 

the distribution function, probability density function, and survival functions. For 

frequency distribution, the changes will be seen from the probability generating 

function. Frequency distributions discussed here are the members of (     ) and 
(     ) class of distributions. Beside that, discussed also in this minithesis, the 

premium calculations of insurance coverage with modifications that use the 

changes of distribution, as well as some implementations of coverage 

modifications in the reinsurances. 

 

 

Keywords :  deductible, policy limit, coinsurance, frequency distribution, 

severity distribution, premium, reinsurance, quota share, 

excess of loss. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1. Latar Belakang 

 

Pada saat ini asuransi semakin dikenal oleh masyarakat. Kontrak asuransi 

pun telah banyak dimiliki oleh berbagai kalangan. Dengan semakin banyaknya 

nasabah yang dimiliki, perusahaan asuransi tentunya semakin berhati-hati pula 

terhadap kerugian yang mungkin dialami. Terkadang, terdapat klaim dari nasabah 

yang sangat besar sehingga perusahaan asuransi kesulitan untuk membayarnya. 

Sehingga, perusahaan asuransi berpotensi untuk mengalami kerugian atau bahkan 

kebangkrutan. Oleh karena itu, perusahaan asuransi perlu menentukan modifikasi 

pada kontrak jaminan asuransi. 

Modifikasi-modifikasi yang sering dilakukan oleh perusahaan asuransi 

adalah deductible, policy limit, coinsurance, atau gabungan dari beberapa 

modifikasi tersebut. Pada deductible, perusahaan asuransi menetapkan besar loss 

minimum yang dapat dibayar sebagai klaim, misal sebesar  . Hal ini dilakukan 

untuk menghindari klaim-klaim yang nilainya kecil, yaitu yang kurang dari  , 

sehingga dapat mengurangi banyaknya klaim yang harus dibayar oleh perusahaan 

asuransi. Pada policy limit, perusahaan asuransi menetapkan batas atas untuk 

besar klaim yang akan dibayarkan, misal sebesar  . Jadi, apabila terdapat loss 

yang melebihi  , maka perusahaan asuransi hanya akan melakukan pembayaran 

maksimum sebesar  , meskipun loss yang terjadi lebih besar dari  . Dengan 

menerapkan policy limit, maka perusahaan asuransi tidak perlu melakukan 

pembayaran dengan nilai yang terlalu besar. Sedangkan pada coinsurance, 

perusahaan asuransi hanya membayar sebagian dari besar loss yang diajukan 

sebagai klaim berdasarkan proporsi yang telah ditetapkan di awal. 

Ketika modifikasi-modifikasi tersebut dilakukan pada suatu kontrak jaminan 

asuransi, maka distribusi dari besar dan banyaknya klaim yang dibayarkan oleh 

perusahaan asuransi akan berubah. Sebagai contoh, adanya deductible pada 

jaminan asuransi dapat menyebabkan distribusi dari banyaknya klaim yang 
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dibayarkan oleh perusahaan asuransi berubah, karena banyaknya klaim yang harus 

dibayarkan oleh peusahaan asuransi mungkin berkurang dengan tidak 

dibayarkannya klaim-klaim kecil. Sedangkan policy limit dan coinsurance hanya 

mengubah distribusi dari besarnya klaim yang dibayarkan oleh perusahaan 

asuransi karena perbedaan antara besar loss yang diajukan sebagai klaim dan 

besar pembayaran yang dilakukan. 

Tidak hanya modifikasi-modifikasi pada jaminan asuransi, perubahan dari 

distribusi besar dan banyaknya klaim dipengaruhi pula oleh faktor eksternal, yaitu 

inflasi. Inflasi sebesar   akan menyebabkan terjadinya peningkatan pada loss 

sebesar (   ) dan kemungkinan akan menyebabkan peningkatan pada besar dan 

banyaknya pembayaran klaim. Dengan demikian, inflasi mungkin pula 

menyebabkan distribusi dari besar dan banyaknya klaim berubah. 

Dalam aktuaria, distribusi dari besar dan banyaknya klaim tersebut sangat 

penting, karena akan digunakan dalam peramalan atau prediksi biaya-biaya 

asuransi di masa depan, seperti taksiran nilai premi, dana cadangan, dan lain-lain. 

Distribusi yang berbeda akan menghasilkan perhitungan yang berbeda pula. Oleh 

karena itu, taksiran-taksiran biaya untuk jaminan asuransi yang termodifikasi 

berbeda dengan perhitungan-perhitungan pada jaminan asuransi penuh. 

Selain itu, untuk menghindari kerugian, perusahaan asuransi biasanya 

mengalihkan sebagian dari risiko yang harus ditanggung kepada perusahaan 

reasuransi. Hal ini merupakan aplikasi dari modifikasi karena perusahaan 

reasuransi tidak perlu membayar penuh atas risiko / loss yang terjadi. 

Pada skripsi ini akan dibahas perubahan distribusi dari besar dan banyaknya 

loss menjadi distribusi dari besar dan banyaknya pembayaran klaim, atau hanya 

disebut distribusi besar dan banyaknya klaim. Kemudian, akan dibahas pula 

perhitungan premi bersih akibat perubahan dari distribusi-distribusi tersebut, serta 

aplikasinya pada reasuransi proporsional dan non-proporsional. 

 

1.2. Perumusan Masalah 

 

Permasalahan yang menjadi bahasan dalam skripsi ini adalah bagaimana 

perhitungan premi berdasarkan perubahan-perubahan yang terjadi pada distribusi 
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besar dan banyaknya klaim akibat modifikasi pada jaminan asuransi dan 

reasuransi (baik proporsional maupun non-proporsional). 

 

1.3. Metode yang Digunakan 

 

Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah studi literatur. 

 

1.4. Tujuan Penelitian 

 

Berdasarkan perumusan masalah tersebut, maka penulisan skripsi ini 

bertujuan untuk : 

a. Melihat efek dari modifikasi pada jaminan asuransi terhadap distribusi 

besarnya pembayaran klaim.  

b. Melihat efek dari modifikasi pada jaminan asuransi terhadap distribusi 

banyakya pembayaran klaim. 

c. Mengetahui perhitungan premi pada jaminan asuransi dengan modifikasi. 

d. Mengetahui aplikasi modifikasi pada reasuransi proporsional dan non-

proporsional. 

 

1.5. Pembatasan Masalah 

 

Pembatasan masalah yang digunakan dalam skripsi ini adalah : 

a. Jenis-jenis modifikasi pada jaminan asuransi yang dibahas dalam skripsi ini 

adalah deductible, policy limit, dan coinsurance. 

b. Distribusi banyaknya klaim yang dibahas dalam skripsi ini adalah distribusi 

diskrit anggota kelas (     ) dan (     ). 

c. Jenis reasuransi proporsional yang dibahas dalam skripsi ini adalah 

reasuransi quota share. 

d. Jenis reasuransi non-proporsional yang dibahas dalam skripsi ini adalah 

reasuransi excess of loss.
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

 

2.1 Fungsi-Fungsi yang Berhubungan dengan Variabel Acak 

 

Terdapat beberapa fungsi yang berguna dalam menjelaskan variabel acak  , 

antara lain : 

  

Definisi 2.1  

Fungsi distribusi kumulatif (cumulative distribution function, disingkat cdf), 

disebut juga fungsi distribusi dan dilambangkan dengan  xFX  atau  xF , untuk 

suatu variabel acak X  adalah probabilitas bahwa X  bernilai lebih kecil atau 

sama dengan suatu nilai yang diberikan. Definisi formalnya adalah 

   xXxFX  Pr .  

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

 

Definisi 2.2  

Fungsi survival, dilambangkan dengan  xS X  atau  xS , untuk suatu 

variabel acak X  adalah probabilitas bahwa X  bernilai lebih besar dari suatu nilai 

yang diberikan. Definisi formalnya adalah      xFxXxS XX  1Pr .  

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

 

Definisi 2.3  

Fungsi probabilitas densitas (probability density function, disingkat pdf) 

untuk suatu variabel acak kontinu   dan dilambangkan dengan  xf X  atau  xf , 

adalah turunan dari fungsi distribusi, atau turunan negatif dari fungsi survival. 

Definisi formalnya adalah      xSxFxf ''  .  

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 
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Definisi 2.4  

Fungsi probabilitas (probability function, disingkat pf) untuk suatu variabel 

acak diskrit   dan dilambangkan dengan  xpX  atau  xp  atau xp , menunjukkan 

probabilitas pada titik diskrit. Definisi formalnya adalah    xXxpX  Pr . 

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

 

2.2 Probabilitas Bersyarat 

 

Berikut ini adalah definisi dari probabilitas bersyarat dari suatu kejadian. 

 

Definisi 2.5  

Misalkan 2C  dan 1C  menyatakan suatu kejadian. Probabilitas bersyarat dari 

2C  diberikan 1C  dengan  1 0P C   didefinisikan sebagai 

 
 

 

 
1 2

2 1

1

.
P C C

P C C
P C


  (2.1) 

(Hogg dan Craig, 1995) 

 

Teorema 2.1  

Misalkan 1 2, , , kC C C  menyatakan kumpulan k  kejadian yang mutually 

exclusive dan exhaustive dimana 

      

1 2

Ø untuk 

0 untuk 1,2, ,

i j

i

k

C C i j

P C i k

C C C

  

 

   

 

dimana   menyatakan seluruh ruang sampel. Dalam hal ini, 1 2, , , kC C C  tidak 

perlu equally likely. Misalkan C  adalah kejadian lain sedemikian hingga 

  0P C  . Maka, 

 
     

1

k

i i

i

P C P C P C C


  (2.2) 

Hasil tersebut disebut dengan law of total probability. 

(Hogg dan Craig, 1995) 

Dampak modifikasi..., Tri Budi Novia Cahyani, FMIPA UI, 2012



6 

Universitas Indonesia 

 

Bukti : 

Dengan menggunakan definisi 2.5 diperoleh  
 

 
i

i

i

P C C
P C C

P C


  sehingga 

     i i iP C C P C P C C   . 

Maka 

   

 

     

     

           

   

1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

1

| | |

|

k

k

k

k k

k

i i

i

P C P C

P C C C C

P C C C C C C

P C C P C C P C C

P C P C C P C P C C P C P C C

P C P C C


 

      

        

      

      

 
 

▀ 

Selanjutnya, akan dibahas mengenai pdf bersyarat untuk suatu variabel acak. 

Definisi 2.6  

Pdf bersyarat dari variabel random 2X , diberikan suatu nilai variabel 

random 1 1X x  adalah 

 
 

 

 
 1 2

2 1 2 1 121

1 1

,
Pr

f x x
f x x X X x

f x
    (2.3) 

di mana  1 2,f x x  adalah pdf bersama dari 1X  dan 2X , sedangkan  1 1f x  adalah 

pdf marginal dari 1X  dengan 

   

 
2

1 1 1 2 2

1 2

,     ,        untuk kasus kontinu

,        ,        untuk kasus diskrit
x

f x f x x dx

f x x








 

(Hogg dan Craig, 1995) 

 

2.3 Ekspektasi dan Ekspektasi bersyarat dari Variabel Acak 

 

Definisi 2.7  

Misalkan X adalah variabel acak yang memiliki pdf  xf . Ekspektasi dari 

X, dinyatakan dengan  XE , adalah 
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   

1

Prj j

j

E X x X x




   , pada kasus diskrit, 

   



 dxxxfXE , pada kasus kontinu. 

(2.4) 

(Hogg dan Craig, 1995) 

 

Definisi 2.8  

Misalkan  ( )  adalah fugsi dari variabel acak   yang memiliki pdf  xf . 

Ekspektasi dari  ( ), dinyatakan dengan  [ ( )], adalah 

 
     

1

u u Prj j

j

E X x X x




       , pada kasus diskrit, 

     u uE X x f x dx



     , pada kasus kontinu. 

(2.5) 

(Hogg dan Craig, 1995) 

 

Definisi 2.9  

Jika  (  ) adalah fungsi dari   , ekspektasi 

      2 1 2 2 1 221
E u X x u x f x x dx




      (2.6) 

disebut ekspektasi bersyarat dari  (  ) diberikan      , di mana 

   2 1 2 2 1 121
Pr

b

a
f x x dx a X b X x     

adalah probabilitas bersyarat bahwa 2a X b   diberikan 1 1X x . 

(Hogg dan Craig, 1995) 

 

Misalkan X  dan Y  adalah variabel acak, maka 

    X YE Y E E Y X     (2.7) 

(Hogg dan Craig, 1995) 

Bukti : 

   

 

 
 

,

,
X

X

E Y yf x y dydx

f x y
y dy f x dx

f x

 

 

 

 



 
  

  

 

 
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     

   

 

XY X

Y X

X Y

E Y yf y x dy f x dx

E Y x f x dx

E E Y X

 

 





 
  

 



   

 



 

▀ 

Misalkan X  dan Y  adalah variabel acak, maka 

      Var Var VarY X Y X YY E Y X E Y X         (2.8) 

(Hogg dan Craig, 1995) 

Bukti : 

    

  

  

        

          
   

22

22

22

2 2 22

22 22

Var | | |

| |

|

|

| |

Var Var |

X Y X Y Y

X Y X Y

Y X Y

Y X Y Y Y

Y Y X Y X Y

Y X Y

E Y X E E Y X E Y X

E E Y X E E Y X

E Y E E Y X

E Y E E Y X E Y E Y

E Y E Y E E Y X E E Y X

Y E Y X

         

        

      

        

            

    

 

maka 

     Var Var | Var |Y X Y X YY E Y X E Y X         

▀ 

2.4 Premi Bersih 

 

Definisi 2.10  

Premi bersih (pure premium atau net premium atau premi risiko) untuk satu 

periode polis asuransi adalah premi yang ditetapkan atas dasar prinsip nilai 

ekspektasi dari besarnya loss ( ). 

    ( ) (2.9) 

(Bowers, et al, 1997) 
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Perusahaan asuransi biasanya menetapkan bobot sebesar   pada premi 

bersih untuk biaya operasional perusahaan sehingga preminya menjadi 

   (   ) ( ) (2.10) 

 

2.5 Variabel Excess Loss, Variabel Tersensor Kiri dan Digeser, Variabel 

loss Terbatas 

 

Berikut ini akan dibahas bentuk-bentuk variabel pembayaran yang 

digunakan dalam jaminan asuransi termodifikasi. 

 

Definisi 2.11  

Untuk suatu nilai d  yang diberikan dengan  r(   )   , variabel excess 

loss adalah        diberikan    , atau 

 
   {

tak terde inisi            
                             

 (2.11) 

Nilai ekspektasinya, 

   ( )   ( )   (  )   (       )  (2.12) 

disebut mean excess loss. (Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

 

Definisi 2.12  

Variabel tersensor kiri dan digeser (left censored and shifted) adalah 

   (   )  {
                    
             

 

 
 {

                   
            

 (2.13) 

Variabel ini disebut tersensor kiri (left censored) karena nilai-nilai di bawah   

tidak diabaikan melainkan ditentukan sama dengan 0. Sedangkan disebut digeser 

(shifted) karena nilai X  digeser ke kiri sebesar d , artinya, jika nilai X  

sebenarnya adalah x  maka akan berubah menjadi x d . 

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

 

Definisi 2.13  

Variabel loss terbatas (limited loss) adalah 
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       {
          
          

 (2.14) 

Nilai ekspektasinya,  [   ] disebut nilai ekspektasi terbatas. 

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

 

2.6 Fungsi Pembangkit Probabilitas 

 

Pada distribusi diskrit, terdapat suatu fungsi yang dapat membangkitkan 

nilai-nilai probabilitas dari suatu variabel acak. Definisinya adalah sebagai 

berikut: 

 

Definisi 2.14  

Fungsi pembangkit probabilitas (probability generating function, disingkat 

pgf) dari variabel acak diskrit   dengan pf    adalah 

 
 ( )    ( )   (  )  ∑    

 

 

   

 (2.15) 

untuk            . 

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

Sesuai namanya, pgf dapat membangkitkan probabilitas. 

 

Bukti : 

 ( )    ( )   (  )  ∑    
 

 

   

           
     

    

Untuk    ,  ( )      r(   ) 

     

   

   

1 ... 1

1 ... 1

m
m N

m

m
N

m

N m

k m

k

k m

d
P z E z

dz

d
E z

dz

E N N N m z

k k k m z p










 
  

 

     

   

 

maka 
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 

       

          

' 1

1 2 3

1

'' 2 2

2 3 4

2

''' 3 2

3 4 5

3

2 3

1 2 3 2 4 3 2

1 2 3 2 4 3 2 5 4 3

dst.

k

k

k

k

k

k

k

k

k

P z kz p p zp zp

P z k k z p p zp z p

P z k k k z p p zp z p
















    

        

           







 

Untuk 0z  , 

 

 
 

   
 

'

1

''

''

2 2

'''

'''

3 3

0

0
0 2    atau   

2

0
0 3 2    atau   

3 2

P p

P
P p p

P
P p p



 

  


 

dst. 

Secara umum, 

   
   0

0 !    atau   
!

m

m

m m

P
P m p p

m
   

▀ 

Pgf dari jumlahan variabel acak yang saling independen adalah hasil 

perkalian dari pgf masing-masing. 

 

Bukti: 

   

 

     
     

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2

1 2

1

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

, , ,

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

N N N

N N N

NN N

nn n

n n n

n n

nn n

n n n

n n

nn n

n n n

n n n

NN N

N N N

P z E z

E z z z

z z z p

z z z p p p

z p z p z p

E z E z E z

P z P z P z

  

   













 

 

  
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2.7 Kelas Distribusi (     ) 

 

Terdapat beberapa distribusi diskrit yang nilai probabilitasnya dapat 

dinyatakan secara rekursif, dimulai dari probabilitas saat nilainya nol. Distribusi-

distribusi yang probabilitasnya dapat dinyatakan secara rekursif tersebut termasuk 

dalam kelas distribusi (     ). 

 

Definisi 2.15  

Misalkan kp  adalah pf dari variabel acak diskrit N . Yang merupakan 

anggota dari kelas distribusi  , ,0a b , adalah jika terdapat konstanta a  dan b  

sedemikian sehingga 

 

1

 ,     1,2,3, .k

k

p b
a k

p k

    (2.16) 

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

Rekursi tersebut menggambarkan ukuran relatif dari probabilitas berturutan 

pada distribusi diskrit. Kelas distribusi  , ,0a b  adalah kelas dengan dua 

parameter, yaitu a  dan b . Salah satu anggota kelas ini adalah distribusi Poisson, 

karena terdapat a  dan b  yang memenuhi persamaan (2.17), yaitu 0a   dan 

b  . 

 

Contoh : 

Untuk distribusi Poisson, 
!

k

k

e
p

k



  dan 
 

1

1
1 !

k

k

e
p

k

 

 


 , maka 

 
1

1

1 !

!

k

k

k

k

kp e

p k e

k













 




 



 

▀ 

Dengan mensubstitusikan ke dalam pf binomial negatif, dan binomial pada 

sisi sebelah kiri dari rekursi tersebut, maka dapat dilihat pula bahwa masing-

masing distribusi memenuhi rekursi dengan nilai a  dan b  diberikan pada tabel 

berikut. Sebagai tambahan, pada tabel diberikan 0p , nilai awal untuk rekursi. 
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Distribusi geometrik, distribusi dengan satu parameter sebagai kasus khusus dari 

distribusi binomial negatif  1r   juga terdapat pada tabel. 

 

Tabel 2. 1.  Anggota kelas (     ) 

Distribusi a  b  0p  

Poisson     
    

Binomial  
 

   
 (   )

 

   
 (   )  

Binomial negatif 
 

   
 (   )

 

   
 (   )   

Geometrik 
 

   
   (   )   

 

2.8 Pemancungan dan Modifikasi pada Nol dalam Kelas Distribusi (     ) 

 

Untuk data asuransi, probabilitas saat nol adalah probabilitas dari tidak 

adanya klaim yang terjadi selama masa studi. Untuk penerapan dalam asuransi 

yang probabilitas dari terjadinya loss rendah, probabilitas saat nol memiliki nilai 

terbesar. Oleh karena itu, penting untuk memberikan perhatian khusus untuk 

kecocokan pada titik ini. 

Terdapat keadaan yang secara alami membangkitkan suatu probabilitas 

yang besar pada saat nol. Misalkan pada suatu kelompok asuransi kesehatan gigi. 

Jika dalam suatu keluarga, suami dan istri memiliki jaminan asuransi dari rencana 

sponsor perusahaan masing-masing dan kedua kelompok kontrak asuransi tersebut 

menjamin semua anggota keluarga, maka klaim akan diajukan kepada perusahaan 

asuransi dengan rencana yang memberikan keuntungan lebih baik, sehingga tidak 

ada klaim yang diajukan di bawah kontrak asuransi yang lainnya. Oleh karena itu, 

pada suatu perusahaan asuransi, mungkin saja banyaknya orang yang tidak 

mengajukan klaim akan lebih tinggi daripada ekspektasinya. 

Demikian pula, mungkin terdapat keadaan di mana banyaknya orang yang 

tidak mengajukan klaim lebih rendah daripada ekspektasinya, atau bahkan nol. 

Sebagai contoh, jika seseorang menghitung banyaknya klaim dari kecelakaan 
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yang pasti menghasilkan klaim, nilai minimum yang terobservasi adalah 1. 

Sehingga probabilitas saat klaim nol bernilai nol. 

Penyesuaian dari probabilitas saat nol mudah diterapkan pada distribusi 

Poisson, binomial, dan binomial negatif. 

 

Definisi 2.16  

Misalkan kp  adalah pf dari variabel acak diskrit  . Yang merupakan 

anggota dari kelas distribusi  , ,1a b  adalah apabila terdapat konstanta a  dan b  

sedemikian sehingga 

 

1

 ,     2,3,4, .k

k

bp
a k

p k

    (2.17) 

(Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

Satu-satunya perbedaan kelas  , ,1a b  dari kelas  , ,0a b  adalah rekursinya 

dimulai dari 1p , bukan 0p . Bentuk distribusinya dari 1k   sampai k   sama 

dengan distribusi pada kelas  , ,0a b , yaitu probabilitas-probabilitas bernilai 

sebanding karena 
1

k

k

p




  nilainya dapat diatur berada dalam interval 0,1 . 

Probabilitas sisanya ada pada 0p . 

Dengan metode induksi, akan ditunjukkan bahwa probabilitas-probabilitas 

pada kelas  , ,1a b  bernilai sebanding dengan probabilitas-probabilitas pada kelas 

 , ,0a b . Untuk kelas  , ,0a b ,  

 

 

 

1 0

2 1 0

3 2 0

1 2 0

1

2 2

3 2 3

1

n

n n n

k

p p a b

b b
p p a p a b a

b b b
p p a p a b a a

b b b b
p p a p a a p a

n n n k
 



 

   
       

   

    
         

    

      
            

      


 

Sedangkan untuk kelas  , ,1a b , 
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* *

1 1

* *

2 1

* * *

2 2 1

* * * *

1 2 1

2

2

3 2 3

1

n

n n n

k

p p

b
p p a

b b b
p p a p a a

b b b b
p p a p a a p a

n n n k
 





 
  

 

    
        

    

      
            

      


 

Jika kedua probabilitas tersebut dibandingkan, 

 

   

   

* *

1 1

1 0

*

* 1 *

2 1

2 0
0

*

* 1 *

3 1

3 0
0

2

2

2 3

2 3

p p

p p a b

b
p a

p p

bp p a b
p a b a

b b
p a a

p p

b bp p a b
p a b a a




 
 

  
 

  
 

  
   

   
  

    
  

 

   

* *

1 1* *

2 2 1

0
0 0

1 2

n n

n k k

n n

n

k k

b b
p a p a

p pk k

b bp p a b
p a p a b a

k k

 

 

   
    

   
  

   
     

   

 

 

 

Misalkan hal tersebut berlaku untuk setiap    , maka akan dibuktikan 

bahwa hal tersebut juga berlaku untuk      . 

Karena 
1

1 0

1

n

n

k

b
p p a

k







 
  

 
  dan 

1
* *

1 1

2

n

n

k

b
p p a

k







 
  

 
  

maka 

1
*

1*

1 2

1

1
0

1

n

n k

n

n

k

b
p a

p k

bp
p a

k



 







 
 

 


 
 

 




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   

*

1*

1 2

1
0

1

*

*

1 *

1

0
0

1

1

1

1

1

1

n

n k

n

n

k

n

n

b b
p a a

p k n

b bp
p a a

k n

b
p a

n

b
p a

n

b
p a

pn

b p a b
p a b a

n

 





  
   

  


  
   

  

 
 

 


 
 

 

 
 

  
 

  
 





 

▀ 

Terlihat bahwa proporsi dari probabilitas pada kelas  , ,1a b  dan  , ,0a b  

yang bersesuaian menghasilkan suatu konstanta yang sama untuk setiap k . Oleh 

karena itu, terbukti bahwa nilai-nilai probabilitas pada kelas  , ,1a b  sebanding 

dengan nilai-nilai probabilitas pada kelas  , ,0a b  yang bersesuaian. 

Dalam kelas distribusi  , ,1a b  terdapat dua keadaan yang menjadi dua 

subkelas, yaitu ketika 0 0p   dan 0 0p  . Subkelas pertama, yaitu yang memiliki 

0 0p   disebut distribusi terpancung, atau distribusi terpancung-nol (zero-

truncated distribution). Anggota-anggotanya adalah distribusi Poisson 

terpancung-nol, binomial terpancung-nol, binomial negatif terpancung-nol 

(termasuk geometrik terpancung-nol). Subkelas kedua adalah distribusi 

termodifikasi-nol karena probabilitas saat nol untuk kelas  , ,0a b  dimodifikasi 

dengan suatu nilai sedemikian sehingga 0 0p  . 

Pgf dari distribusi termodifikasi-nol,  MP z  dapat dinyatakan sebagai rata-

rata berbobot dari pgf-pgf pada distribusi degenerate dan distribusi anggota 

 , ,0a b  yang bersesuaian, yaitu 

 
   0 0

0 0

1 1
1 1 .

1 1

M M
M p p

P z P z
p p

  
    

  
 (2.18) 
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Distribusi degenerate adalah distribusi dengan semua probabilitas berada pada 

satu titik. Dalam hal ini, distribusi degenerate yang digunakan adalah yang semua 

probabibilitasnya terletak pada titik nol. Pgf dari distribusi ini adalah 

 
0

1 0

1

d d k

k

k

P z p z






  





 

Bukti : 

Untuk membedakan, pf dari distribusi diskrit pada kelas  , ,0a b  

dinotasikan dengan  Prkp N k  , sedangkan pf dari distribusi termodifikasi-

nol dinotasikan dengan M

kp . 

Misalkan  
0

k

k

k

P z p z




  menunjukkan pgf dari distribusi pada anggota 

kelas  , ,0a b . Misalkan  
0

M M k

k

k

P z p z




  menunjukkan pgf dari anggota kelas 

 , ,0a b  yang bersesuaian; karena nilai M

kp  sebanding dengan kp , dapat 

dituliskan 

 ,     1,2,3, ,M

k kp m p k    

dan 
0

Mp  adalah sembarang bilangan. Maka 

 
 

   

0

0

1

0

1

0 0 .

M M k

k

k

M M k

k

k

M k

k

k

M M

P z p z

p p z

p m p z

P z p m P z p















 

 

    







 

(2.19) 

Karena  
0 0

1 1 1k

k k

k k

P p p
 

 

    , begitu pula  
0 0

1 1M M k M

k k

k k

P p p
 

 

    harus 

bernilai 1 agar M

kp  memenuhi syarat sebagai pf. Maka untuk    , (2.19) 

menjadi 

 0 01 1Mp m p    , 
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menghasilkan 

 0
0 0

0

1
   atau   1 1 .

1

M
Mp

m p m p
p


   


 

Kemudian, 

   

   

 

 

 

0
0 0

0

0 0 0 0 0 0 0

0

0 0 0

0

00 0

0 0

0 0

0 0

1

1

1

1

1

1

1 1

1 1
1 1 .

1 1

M
M M

M M M M

M M

MM

M M

p
P z p P z p

p

p p p P z p p P z p p

p

p P z p p

p

P z pp p

p p

p p
P z

p p


    

      


    


    
 

  
    

  

 

▀ 

Pgf dari distribusi termodifikasi-nol,  MP z  dapat dinyatakan sebagai rata-

rata berbobot dari pgf-pgf pada distribusi degenerate dan distribusi terpancung-

nol yang bersesuaian, yaitu 

      0 01 1  .M M M TP z p p P z     (2.20) 

Bukti : 

Dari hasil yang telah didapat sebelumnya, 

0

0

1
 ,     1,2, .

1

M
M

k k

p
p p k

p


 


 

Misalkan  TP z  melambangkan pgf dari distribusi terpancung-nol yang 

bersesuaian dengan pgf  P z  pada distribusi anggota kelas  , ,0a b  dan T

kp
 

adalah pf dari distribusi terpancung-nol yang bersesuaian. Maka, dengan membuat 

0 0Mp  , diperoleh  TP z  dan T

kp  sebagai berikut 

   0 0

0 0

1 1
1

1 1

M M
M p p

P z P z
p p

  
   

  
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 
 

 

 

0 0

0

0

0

1
1

1 1

1
1

1

1

T
P z

P z
p p

P z

p

P z p

p

 
   

  


 








 

T

kp  dapat dicari melalui pgf 

   0
 ,     1,2, .

!

k T

T

k

P
p k

k
   

Di mana 

     

 

   

0

0

0

1

1

k
k T T

k

k

k

k

d
P z P z

dz

P z pd

dz p

P z

p











 

sehingga 

   

0

0

0 1

1 !

 ,     1,2, .
1

k

T

k

k

P
p

p k

p
k

p

 


 


 

Dari hasil tersebut dapat diperoleh hubungan antara distribusi termodifikasi-

nol dan distribusi terpancung-nol untuk pf dan pgf sebagai berikut 

 01  ,     1,2, .M M T

k kp p p k    

dan 

 

 

 

   

0
0

10

0 0

1 0

0 0

1

0 0

1

1

1
1

1

1 1

M
M M k

k

k

M M kk

k

M M T k

k

k

M M T

p
P z p p z

p

p
p p z

p

p p p z

p p P z














 



  


  

   







 

▀ 
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Contoh 

Pandang suatu variabel acak binomial negatif dengan parameter 0,5   dan 

2,5r  . Tentukan empat probabilitas awal dari variabel acak ini. Kemudian 

tentukan probabilitas untuk versi terpancung-nol dan termodifikasi-nol (dengan 

0 0,6Mp  ) yang bersesuaian. 

Dari tabel 2.1, untuk distribusi binomial negatif 

 
2,5

0 1 0,5 0,362887p


   , 

0,5 1

1,5 3
a   , 

  2,5 1 0,5 1

1,5 2
b


  . 

Tiga rekursi awal 

1

2

3

1 1 1
0,362887 0,302406,

3 2 1

1 1 1
0,302406 0,176404,

3 2 2

1 1 1
0,176404 0,088202.

3 2 3

p

p

p

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 

Untuk variabel acak terpancung-nol, 
0 0Tp   berdasarkan definisi. Rekursi 

dimulai dari 1
1

0

0,302406
0,474651

1 1 0,362887

T p
p

p
  

 
. Kemudian 

2

3

1 1 1
0,474651 0,276880,

3 2 2

1 1 1
0,276880 0,138440.

3 2 3

T

T

p

p

 
   

 

 
   

 

 

Jika semua nilai-nilai probabilitas semula tersedia, maka semua probabilitas 

terpancung-nol dapat diperoleh dengan mengalikan nilai probabilitas tersebut 

dengan 
0

1 1
1,569580

1 1 0,362887p
 

 
. 

Untuk variabel acak termodifikasi-nol, 
0 0,6Mp  . Maka, 

0
1

0

1 1 0,6
0,302406 0,189860

1 1 0,362887

M
M

k

p
p p

p

 
  

 
. Selanjutnya, 
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2

1 1 1
0,189860 0,110752,

3 2 2

Mp
 

   
 

 

3

1 1 1
0,110752 0,055376.

3 2 3

Mp
 

   
 

 

Dalam hal ini, masing-masing probabilitas asli dari distribusi binomial 

negatif dikalikan dengan 0

0

1 1 0,6
0,627832

1 1 0,362887

Mp

p

 
 

 
. Dan untuk 1j  , 

 01 0,4M M T T

j j jp p p p   . 

▀ 

Tabel 2. 2. Anggota kelas (     ) 

Distribusi        
Ruang 

Parameter 

Poisson     0       

ZT Poisson 0 0       

ZM Poisson Sembarang 0       

Binomial (   )   
 

   
 

( 

  )
 

   
 

      

ZT Binomial 0  
 

   
 

( 

  )
 

   
 

      

ZM Binomial Sembarang  
 

   
 

( 

  )
 

   
 

      

Binomial 

Negatif 
(   )   

 

   
 (   )

 

   
         

ETNB 0 
 

   
 (   )

 

   
          

ZM ETNB Sembarang 
 

   
 (   )

 

   
          

Geometrik (   )   
 

   
 0     
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ZT Geometrik 0 
 

   
 0     

ZM Geometrik Sembarang 
 

   
 0     

Logaritmik 0 
 

   
  

 

   
     

ZM Logaritmik Sembarang 
 

   
  

 

   
     

 

Contoh 

Tentukan probabilitas untuk distribusi ETNB dengan 0,5r    dan 1   

untuk versi terpancung dan termodifikasi dengan 
0 0,6Mp  . 

Berdasarkan yang diketahui, maka 
1

0,5
1 1

a  


 dan 

  0,5 1 1
0,75

1 1
b

 
  


. 

 

   

  

 
 

 

1
1

0

1

0,5 1

1

1

1 1

1
1

1

1

1 1

1 1

0,5 1
0,853553.

1 1 1 1

T

r

r

r

r

p
p

p

r

r

r



 











 


 




   
   
    
 

  
 

 
 
 


 


  


 

  

 

Dengan rumus rekursif, nilai probabilitas berikutnya adalah 
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Untuk probabilitas termodifikasi, probabilitas terpancung dikalikan dengan 

01 1 0,6 0,4Mp     menghasilkan 

1 1

2 2

3 3

0,4 0,341421,

0,4 0,042678,

0,4 0,010670.

M T

M T

M T

p p

p p

p p

  

  

    

▀ 

2.9 Distribusi Diskrit Gabungan (Compound Frequency Distribution) 

 

Misalkan N  adalah variabel acak diskrit dan 1 2, ,M M  adalah variabel-

variabel acak diskrit pula yang berdistribusi identik dan saling bebas. Jika 

, 1,2,jM j   tidak bergantung pada N , maka 1 2 NS M M M     memiliki 

distribusi gabungan, di mana distribusi dari N  disebut sebagai distribusi primer 

dan distribusi dari 
jM  disebut sebagai distribusi sekunder. Untuk 0N   maka 

0S  . 

Pgf dari distribusi gabungan adalah 

    S N MP z P P z     (2.21) 

di mana  NP z  adalah pgf dari distribusi primer dan  MP z  adalah pgf dari 

distribusi sekunder. (Klugman, Panjer, & Willmot, 2008) 

Bukti : 
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▀ 
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Ekspektasi dari variabel acak   adalah 

 ( )   ( )  ( ) 

(Kaas, Goovaerts, Dhaene, & Denuit, 2001) 

 

Bukti : 

 ( )   (∑  

 

   

) 

Dengan menggunakan (2.7), diperoleh 
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▀ 

Variansi dari variabel acak   adalah 

  ar( )   ( ) ar( )   ar( )[ ( )]  (2.22) 

(Kaas, Goovaerts, Dhaene, & Denuit, 2001) 
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Bukti : 

Dengan menggunakan (2.8) diperoleh 

     
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▀ 

2.10 Optimasi Konveks dan Kondisi Karush-Kuhn-Tucker 

 

Misalkan terdapat masalah optimasi: 

  in ( ) (2.23) 

dengan kendala persamaan dan pertidaksamaan 

  ( )                   

  ( )                   

di mana   (       ) adalah vektor yang tidak diketahui dan fungsi   

    dan    terdefinisi pada   . 

Bentuk Lagrange dari masalah tersebut adalah: 

 (     )   ( )  ∑  (  ( )    )

 

   

 ∑   (  ( )    )

 

   

 (2.24) 

di mana    (       ) dan    (       ) adalah pengali Lagrange untuk 

kendala   ( )     dan   ( )     berturut-turut. 

Kondisi orde-satu berikut ini, dikenal dengan kondisi Karush-Kuhn-Tucker 

(KKT), diperlukan untuk memperoleh vektor   yang akan mengoptimalkan fungsi 

objektif: 
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 (     )      untuk          

       ( )      dan   (   ( )    )    untuk          

  ( )     untuk           (2.25) 

(Glineur dan Walhin, 2005) 

 

Kondisi KKT juga merupakan syarat cukup pada masalah optimasi konveks. 

Masalah optimasi nonlinear disebut konveks jika dapat dibuktikan bahwa fungsi   

dan    konveks sedangkan    linear. 

 

Definisi 2.17  

Suatu fungsi   yang terdefinisi di    disebut konveks jika dan hanya jika 

memenuhi pertidaksamaan berikut 

  (   (   ) )    ( )  (   ) ( ) (2.26) 

untuk semua   dalam interval [   ] dan       . 

(Glineur dan Walhin, 2005) 

 

2.11 Reasuransi 

 

Definisi 2.18  

Reasuransi adalah penerimaan risiko oleh reasuradur dari semua atau 

sebagian risiko kerugian dari penanggung (ceding company). (R.C. Reinarz) 

Penanggung atau reinsured biasanya adalah perusahaan asuransi, sedangkan 

reasuradur atau reinsurer adalah perusahaan reasuransi. Berdasarkan UU No 

2/1992 pasal 1 ayat 7, perusahaan reasuransi adalah perusahaan yang memberikan 

jasa pertanggungan ulang terhadap risiko yang dihadapi oleh perusahaan asuransi 

kerugian dan atau jiwa. 

Berdasarkan bentuknya, reasuransi dibagi menjadi dua jenis, yaitu 

reasuransi proporsional dan reasuransi non-proporsional. 
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2.11.1. Reasuransi Proporsional 

 

Reasuransi proporsional adalah cara termudah untuk melindungi portofolio 

asuransi. Pada reasuransi proporsional, perusahaan asuransi dan reasuransi 

menyepakati suatu cession percentage 
i  untuk setiap polis pada portofolio. 

Premi bersih yang bersesuaian dengan polis ke- i , iP , juga akan dibagi secara 

proporsional antara perusahaan asuransi dan reasuransi. Perusahaan reasuransi 

menerima i iP  sedangkan perusahaan asuransi menerima  1 i iP . Jika iX  

adalah klaim / loss dari polis ke- i , maka perusahaan reasuransi berkewajiban 

membayar i iX  sedangkan perusahaan asuransi membayar  1 i iX . 

Salah satu jenis dari reasuransi proporsional adalah reasuransi quota share. 

Pada reasuransi quota share i  sama untuk seluruh polis pada portofolio asuransi, 

sehingga dapat dituliskan sebagai  . Kewajiban pembayaran yang harus 

dilakukan oleh perusahaan reasuransi untuk semua klaim pada portofolio adalah 

 
Re

1 1

n n

i i

i i

S X X S  
 

     (2.27) 

di mana iX  menyatakan besar loss dari polis ke- , dan S  menyatakan total loss 

untuk semua polis pada portofolio. Bentuk tersebut sama dengan bentuk 

pembayaran pada modifikasi coinsurance. Dengan demikian, total loss yang harus 

ditanggung oleh perusahaan asuransi adalah 

 1 .RS S   

2.11.2. Reasuransi Non-Proporsional 

 

Pada reasuransi non-proporsional, perusahaan reasuransi membayar loss 

yang melebihi suatu level retensi ( ) yang telah ditentukan. Dalam hal ini, 

meskipun menerima premi, perusahaan reasuransi belum tentu melakukan 

pembayaran klaim, karena perusahaan reasuransi tidak berkewajiban untuk 

membayar loss yang besarnya kurang dari batas  . Salah satu jenis reasuransi 

non-proporsional adalah reasuransi excess of loss. Pada reasuransi excess of loss, 
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perusahaan asuransi hanya membayar loss sampai batas  , sedangkan jumlah 

kelebihan (di atas  ) dibayar oleh perusahaan reasuransi. 

Jadi kewajiban yang ditanggung oleh perusahaan asuransi untuk suatu loss 

adalah 

 ,             jika 

 ,             jika 

R
X X d

Y
d X d


 


 

Bentuk tersebut merupakan bentuk policy limit pada modifikasi untuk 

jaminan asuransi. Sedangkan jika dipandang dari kewajiban perusahaan 

reasuransi, jenis reasuransi excess of loss ini adalah bentuk aplikasi dari 

modifikasi deductible biasa, yaitu 

 
   

0         , jika 

 , jika 

X d

X d X d


 

 
 (2.28) 
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BAB 3 

PREMI BERSIH PADA JAMINAN ASURANSI TERMODIFIKASI DAN 

CESSION PERCENTAGE OPTIMAL UNTUK REASURANSI 

PROPORSIONAL 

 

 

Jika suatu perusahaam asuransi menetapkan modifikasi pada jaminan 

asuransi, seperti deductible, policy limit, atau coinsurance, tentu terdapat 

perbedaan antara besar loss yang diajukan sebagai klaim dengan besar 

pembayaran yang dilakukan oleh perusahaan asuransi atas klaim tersebut. Selain 

itu, ketika menetapkan deductible, maka perusahaan asuransi tidak akan 

membayar klaim yang besarnya di bawah suatu nilai yang telah ditetapkan. 

Adanya klaim-klaim yang tidak dibayarkan tersebut menyebabkan perbedaan 

antara banyaknya loss yang diajukan sebagai klaim dengan banyaknya 

pembayaran yang dilakukan oleh perusahaan asuransi. Perbedaan-perbedaan dari 

besar dan banyaknya klaim tersebut tersebut tentu menyebabkan perbedaan pula 

pada fungsi distribusi dari keduanya. Perbedaan pada distribusi besar dan 

banyaknya klaim akan menyebabkan perbedaan pula pada nilai ekspektasi atau 

premi bersih. 

 

3.1. Perhitungan Premi Bersih untuk Klaim Tunggal 

Ketika melakukan perhitungan premi bersih untuk klaim tunggal, maka 

asumsi yang digunakan adalah hanya terjadi satu klaim untuk satu polis dalam 

satu periode. Klaim tunggal ini biasanya terjadi pada kasus asuransi jiwa. Dengan 

demikian, premi bersih tersebut dapat dihitung melalui ekspektasi dari 

pembayaran satu loss. Untuk menghitung ekspektasi dari pembayaran tersebut, 

terlebih dahulu harus diperhatikan perubahan distribusi dari besarnya loss menjadi 

distribusi dari besarnya pembayaran klaim. 
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3.1.1. Premi Bersih untuk Polis Asuransi dengan Deductible 

 

Polis asuransi sering dijual dengan deductible per-loss sebesar  . Ada dua 

jenis deductible yang sering digunakan, yaitu deductible biasa (ordinary 

deductible) dan deductible waralaba (franchise deductible). Pada deductible biasa, 

ketika besarnya loss,  , di bawah  , perusahaan asuransi tidak melakukan 

pembayaran. Sedangkan ketika besarnya loss di atas  , perusahaan asuransi 

melakukan pembayaran sebesar    . Deductible biasa ini memodifikasi variabel 

acak loss menjadi variabel excess loss atau variabel left censored and shifted. 

Perbedaan tersebut berturut-turut bergantung pada apakah hasil dari penerapan 

deductible adalah per pembayaran atau per loss. 

Variabel per pembayaran adalah variabel acak yang mengukur pembayaran 

per pembayaran, sehingga nilainya akan tidak terdefinisi ketika tidak ada 

pembayaran. Sedangkan variabel per loss adalah variabel yang mengukur 

pembayaran per loss, sehingga akan bernilai nol ketika terjadi loss namun tidak 

terjadi pembayaran. Sebagai notasi, variabel per-loss dilambangkan dengan    

dan variabel per-pembayaran dilambangkan dengan   .  

Variabel per-loss adalah 

 
   (   )  {

                   
            

 (3.1) 

Sedangkan variabel per-pembayaran adalah 

 
   {

tak terde inisi                  
                                   

 
(3.2) 

Dari kedua bentuk variabel tersebut terlihat bahwa variabel per-pembayaran, 

          . Yaitu, variabel per-pembayaran adalah variabel per-loss 

bersyarat pembayaran loss bernilai positif. 

Variabel per-loss yaitu variabel left censored and shifted memiliki 

probabilitas diskrit saat nol dari   ( ), merepresentasikan probabilitas bahwa 

pembayaran sebesar nol dilakukan karena loss tidak melebihi  . Fungsi 

distribusinya adalah 
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sementara pdf dan fungsi survival dari variabel per-loss adalah 
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jadi, 

 

 
 

 

,      untuk 0

,      untuk 0
L

X

Y

X

F d y
f y

f y d y

 
 

 

 (3.4) 

    

 

 

 

 

1

1 ,      untuk 0

1 ,      untuk 0

,      untuk 0

,      untuk 0

L LY Y

X

X

X

X

S y F y

F d y

F y d y

S d y

S y d y

 

  
 

  

 
 

 

 

(3.5) 

Dari pdf di atas, premi bersih untuk pembayaran per-loss dapat dihitung 

sebagai berikut 
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Sementara fungsi distribusi untuk variabel per-pembayaran adalah 
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Pdf dan fungsi survival dapat kita turunkan dari fungsi tersebut 
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Sedangkan premi bersih untuk pembayaran per-pembayaran adalah 
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Sebuah alternatif dari deductible biasa adalah franchise deductible 

(deductible waralaba). Deductible ini berbeda dari deductible biasa, di mana 

ketika loss melebihi batas deductible, maka loss dibayar penuh. Deductible 

waralaba (franchise deductible) memodifikasi deductible biasa dengan 

menambahkan nilai deductible pada pembayaran klaim ketika terdapat 

besarnya pembayaran yang positif. 

Istilah left censored and shifted maupun excess loss tidak digunakan di 

sini. Karena modifikasi ini unik untuk aplikasi asuransi, maka istilah yang 

digunakan hanyalah per-pembayaran dan per-loss. 

Variabel per-loss adalah 

 
   {

          
          

 (3.11) 

sementara variabel per-pembayaran adalah 

 
   {

tak terde inisi          
                                 

 (3.12) 

Dampak modifikasi..., Tri Budi Novia Cahyani, FMIPA UI, 2012



35 

Universitas Indonesia 

 

Dari kedua fungsi tersebut juga terlihat bahwa           . Dalam 

deductible ini, nilai pembayaran yang mungkin hanyalah 0 atau y y d  , 

dan tidak mungkin terjadi pembayaran sebesar 0 y d  . Maka fungsi 

distribusi untuk variabel per-loss sekarang adalah 
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sementara pdf dan fungsi survival dari variabel per-loss adalah 
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Premi bersih untuk pembayaran per-loss pada deductible ini adalah 

 

 
0

L

L

Y

P E Y

yf y dy




   

karena 0y   untuk x d  dan karena y x  untuk x d  maka 

   
0

L LY Yd
yf y dy yf y dy

 

   dan karena y x  maka dy dx  untuk y d  maka 

x d  dan untuk y   maka x  sehingga 

    .X
d

P xf x dx


   (3.16) 

Untuk variabel per-pembayaran, fungsi distribusinya adalah 
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Pdf dan fungsi survival dapat kita turunkan dari fungsi tersebut 
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sedangkan premi bersih untuk pembayaran per-pembayaran adalah 
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3.1.2. Premi Bersih untuk Polis Asuransi dengan Policy limit 

 

Lawan dari deductible adalah policy limit atau batas polis. Policy limit 

timbul pada kontrak asuransi di mana perusahaan asuransi akan membayar penuh 

untuk loss yang besarnya di bawah  , tetapi untuk loss yang besarnya di atas  , 

perusahaan asuransi hanya membayar sebesar  . Akibat dari limit akan 

menghasilkan variabel acak yang tersensor kanan atau disebut dengan variabel 

loss terbatas sebagai berikut 

       {
          
          

 (3.21) 

Variabel ini mempunyai distribusi campuran dengan fungsi distribusi, pdf, 

dan fungsi survival sebagai berikut 
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Gambar 3. 1. Fungsi Distribusi dari Variabel Acak Pembayaran Polis dengan 

Policy limit 
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Konsep per-loss dan per-pembayaran pada polis terbatas tidak relevan. Hal 

tersebut disebabkan karena semua loss yang menghasilkan pembayaran sebelum 

dikenakan limit akan tetap menghasilkan pembayaran setelah dikenakan limit. 

Premi bersih untuk jaminan asuransi dengan policy limit adalah 
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3.1.3. Hubungan antara Deductible dan Policy limit untuk Perhitungan Premi 

Bersih 

 

Misalkan ada dua polis, polis pertama dengan deductible biasa   (tanpa 

policy limit) dan polis kedua dengan policy limit   (tanpa deductible). Jika loss 

   , polis pertama akan membayar     (pembayaran per loss) dan polis 

kedua akan membayar    , dan jika loss    , polis pertama akan membayar 

sebesar       dan polis kedua akan membayar sebesar    . Secara 

bersama-sama, total pembayaran dari kedua polis tersebut adalah    . 

Berdasarkan definisi 2.11 dan definisi 2.12, pembayaran   pada polis pertama 

adalah (   )  dan pada polis kedua adalah (   ). Secara matematis, 

untuk     (   )  (   )        

          (   )  (   )          

          (   )  (   )  (   )      

sehingga 
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(   )  (   )      

Jika diekspektasikan persamaan di atas maka menjadi 

  (   )   (   )   ( ) (3.26) 

Sehingga, premi bersih dari pembayaran per-loss untuk polis dengan deductible 

biasa adalah premi bersih pada polis asuransi dengan jaminan penuh dikurangi 

premi bersih pada polis asuransi dengan policy limit. 
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Berdasarkan perhitungan sebelumnya, premi bersih untuk pembayaran per-
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Untuk deductible waralaba, premi bersih untuk pembayaran per-loss adalah 
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Sedangkan premi bersih untuk pembayaran per-pembayaran adalah 
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(3.30) 

 

3.1.4. Premi Bersih untuk Polis Asuransi dengan Coinsurance 

 

Modifikasi yang umum selanjutnya adalah coinsurance. Dalam hal ini, 

perusahaan asuransi membayarkan suatu proporsi,  , dari loss dan pemegang 

polis membayar sisanya. Jika hanya coinsurance yang ditetapkan, maka variabel 

loss   berubah menjadi variabel pembayaran  

                         (3.31) 

 

Fungsi distribusi, pdf, dan fungsi survival dari variabel pembayaran tersebut 

adalah 
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(3.34) 

 

Premi bersih untuk polis asuransi dengan coinsurance adalah 
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(3.35) 

Terlihat bahwa premi bersih dari polis dengan coinsurance adalah sebesar   

kali premi bersih dari polis dengan jaminan asuransi penuh. 

 

3.1.5. Premi Bersih untuk Polis Asuransi dengan Deductible, Policy limit, dan 

Coinsurance 

 

Terkadang pada suatu polis untuk jaminan asuransi mungkin terdapat 

beberapa jenis modifikasi yang digabungkan. Variabel pembayaran per-loss pada 

polis asuransi dengan modifikasi deductible biasa sebesar d , policy limit sebesar 

u , dan coinsurance sebesar   dapat dituliskan sebagai berikut, 
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(3.36) 

Premi bersih dari pembayaran per-loss tersebut adalah 
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Sedangkan variabel pembayaran per-pembayaran pada polis asuransi 

dengan modifikasi deductible biasa, policy limit, dan coinsurance adalah 
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Karena 0P L LY Y Y   maka premi bersih untuk pembayaran per-
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Untuk jaminan asuransi dengan modifikasi deductible waralaba sebesar d , 

policy limit sebesar u , dan coinsurance sebesar  , variabel pembayaran per-loss 

dinyatakan sebagai berikut: 
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(3.40) 

Premi bersih untuk polis ini dengan variabel pembayaran dipandang dari segi loss 

adalah: 
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Sedangkan variabel pembayaran per-pembayaran pada jaminan asuransi ini 

adalah: 
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 (3.43) 

 

3.1.6. Premi Bersih dengan Efek Inflasi 

3.1.6.1. Premi Bersih untuk Asuransi Jaminan Penuh 

 

Inflasi dapat meningkatkan loss yang ada. Misalkan r  adalah ekspektasi 

tingkat inflasi di masa mendatang. Jika terjadi inflasi sebesar r , maka besar loss 

akan berubah menjadi  1 r  kali dari besar loss sebelum terjadi inflasi  X . 

Sehingga, besar pembayaran yang diperlukan adalah 

  1Y r X   (3.44) 

Karena perubahan besarnya loss tersebut, maka fungsi distribusi, pdf, dan 

fungsi survival dari pembayaran adalah 
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Sedangkan premi bersih untuk polis asuransi jaminan penuh setelah terjadi inflasi 

adalah 
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3.1.6.2. Premi Bersih untuk Asuransi dengan Deductible 

 

Setelah terjadi inflasi, besar loss dilambangkan dengan 
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Berdasarkan pembahasan pada 3.1.3, premi bersih untuk pembayaran per-

loss dan pembayaran per-pembayaran pada asuransi dengan kontrak deductible 

biasa sebesar d  dapat dihitung sebagai berikut 
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Sedangkan premi bersih untuk pembayaran per-loss dan pembayaran per-

pembayaran pada asuransi dengan kontrak deductible waralaba sebesar d  adalah 
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3.1.6.3. Premi Bersih untuk Asuransi dengan Policy limit 

 

Premi bersih untuk pembayaran pada asuransi dengan kontrak policy limit 

sebesar u  adalah 
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 (3.54) 

 

3.1.6.4. Premi Bersih untuk Asuransi dengan Coinsurance 

 

Premi bersih untuk pembayaran pada asuransi dengan kontrak coinsurance 

sebesar  adalah 

Dampak modifikasi..., Tri Budi Novia Cahyani, FMIPA UI, 2012



51 

Universitas Indonesia 

 

  

 

 

 

   

1

1 .

P E Y

E Z

E Z

E r X

r E X















   

 

 

(3.55) 

 

3.1.6.5. Premi Bersih untuk Asuransi dengan Deductible, Policy limit, dan 

Coinsurance 

 

Variabel pembayaran per-loss pada polis asuransi dengan modifikasi 

deductible biasa sebesar d , policy limit sebesar u , dan coinsurance sebesar   

setelah terjadi inflasi sebesar r  dapat dituliskan sebagai berikut, 
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Sedangkan variabel pembayaran per-pembayaran pada polis asuransi 

dengan modifikasi deductible biasa sebesar d , policy limit sebesar u , dan 

coinsurance sebesar   setelah terjadi inflasi sebesar r  adalah 
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Karena 0P L LY Y Y   maka premi bersih untuk pembayaran per-pembayaran 

adalah 
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 (3.59) 

 

Untuk jaminan asuransi dengan modifikasi deductible waralaba sebesar d , 

policy limit sebesar u , dan coinsurance sebesar   setelah terjadi inflasi sebesar 

r , variabel pembayaran per-loss adalah 
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Premi bersih dari pembayaran per-loss tersebut adalah 
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(3.61) 

Sedangkan variabel pembayaran per-pembayaran pada polis asuransi 

dengan modifikasi deductible waralaba sebesar d , policy limit sebesar u , dan 

coinsurance sebesar   setelah terjadi inflasi sebesar r  adalah 
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Dari bentuk variabel PY  tersebut terlihat pula 0P L LY Y Y   sehingga 
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(3.63) 

 

3.2. Perhitungan Premi Bersih untuk Total Klaim dalam satu periode 

 

Pada asuransi mungkin terjadi beberapa klaim oleh suatu polis dalam satu 

periode. Sebagai contoh, pada asuransi kecelakaan, mungkin seseorang 

mengalami beberapa kecelakaan dalam setahun, sehingga polis dari orang tersebut 

mengajukan klaim sejumlah kecelakaan yang dialami. Banyaknya pembayaran 

klaim yang dilakukan oleh perusahaan asuransi biasanya sama dengan banyaknya 

loss atau kecelakaan yang terjadi. Namun, apabila asuransi tersebut dimodifikasi 

dengan deductible, maka banyaknya pembayaran klaim yang dilakukan oleh 

perusahaan asuransi akan berbeda dengan banyaknya loss karena mungkin 

terdapat loss yang besarnya di bawah batas deductible sehingga perusahaan 

asuransi tidak melakukan pembayaran. 

Dalam menghitung premi bersih untuk total klaim dalam satu periode perlu 

diketahui distribusi dari besar dan banyaknya pembayaran klaim. Premi untuk 

total klaim dapat dihitung sebagai berikut. Misalkan iY  adalah variabel acak yang 

menyatakan besarnya pembayaran klaim ke- i  dalam satu periode, dan 
PN  adalah 

variabel acak yang menyatakan banyaknya pembayaran klaim dalam periode 

tersebut, maka 1,2,..., Pi N . Variabel acak untuk total pembayaran klaim adalah 

 

1

PN
P

i

i

S Y


  (3.64) 

Oleh karena itu, premi bersih dari total pembayaran klaim adalah 
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  
   

  

 
  

 

   











 (3.65) 

 

3.2.1. Premi Bersih untuk Polis Asuransi dengan Modifikasi Deductible 

 

Untuk polis asuransi dengan modifikasi deductible, distribusi dari 

banyaknya pembayaran klaim berbeda dengan distribusi dari banyaknya loss. 

Ketika deductible dinaikkan, banyaknya pembayaran dalam suatu periode akan 

berkurang, sedangkan apabila deductible diturunkan maka banyaknya pembayaran 

akan bertambah. 

Proses ini akan diukur dengan asumsi bahwa penggunaan modifikasi pada 

jaminan asuransi tidak mempengaruhi proses yang menghasilkan loss atau tipe 

orang yang akan membeli asuransi. Sebagai contoh, orang yang membeli suatu 

asuransi dengan deductible 250 yang menjamin kerusakan mobil mungkin 

meyakini bahwa dirinya akan sedikit terlibat dalam kecelakaan daripada orang 

yang membeli asuransi dengan jaminan penuh. Demikian pula, suatu perusahaan 

mungkin melihat bahwa rata-rata cacat permanen menurun ketika menetapkan 

benefit yang kecil untuk pegawai-pegawai baru. 

Dalam melihat perubahan distribusi banyaknya pembayaran klaim dari 

distribusi banyaknya loss, akan digunakan beberapa simbol variabel acak. 
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Misalkan 
jX , severity, menunjukkan besar loss seutuhnya pada loss ke- j  dan 

tidak ada modifikasi jaminan asuransi. Misalkan LN  menunjukkan banyaknya 

loss, maka total loss dinyatakan sebagai: 

  ∑  

  

   

 

Kemudian dilakukanlah modifikasi deductible pada jaminan asuransi 

sehingga v  adalah probabilitas bahwa loss akan dibayar. Artinya, jika ditetapkan 

suatu deductible d , maka  Prv X d  . Selanjutnya, didefinisikan variabel 

acak indikator 
jI , di mana 1jI   jika loss ke- j  dibayar dan 0jI   untuk 

lainnya. Maka 
jI  berdistribusi Bernoulli dengan parameter v  dan pgf dari 

jI  

adalah   1
jIP z v vz   . Kemudian 1 2 L

P

N
N I I I     menunjukkan 

banyaknya pembayaran. Jika 1 2, ,I I  saling independen dan juga independen 

dengan LN , maka PN  memiliki distribusi gabungan dengan distribusi dari LN  

sebagai distribusi primer dan distribusi dari 
jI  yaitu Bernoulli sebagai distribusi 

sekunder. Dengan demikian, terjadi perubahan dari variabel total loss menjadi 

variabel total pembayaran kalim, yaitu 
1

PN
P

i

i

S Y


  seperti yang telah didefinisikan 

sebelumnya. 

Pgf dari PN  adalah, 
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(3.66) 
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Apabila distribusi dari LN  bergantung pada suatu parameter   sedemikian 

sehingga 

     ; 1L LN N
P z P z B z      , 

di mana  B z  adalah fungsi independen terhadap  , maka 

    

 

 

1 1

1

; .

P

L
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N

P z B v vz

B v z

P z v







     

   



 

(3.67) 

Hasil tersebut menunjukkan bahwa LN  dan PN  berdistribusi sama dan 

hanya parameter   yang perlu diubah. 

Jika pembayaran dipandang sebagai variabel per-loss, maka premi bersih 

untuk total klaim pada satu periode pada polis dengan modifikasi deductible 

adalah 

  

   

P

L P

P E S

E Y E N




 

(3.68) 

Jika pembayaran dipandang sebagai variabel per-pembayaran, maka premi 

bersih untuk total klaim pada satu periode pada polis dengan modifikasi 

deductible adalah 

  

   

P

P P

P E S

E Y E N




 

(3.69) 

 

Hasil tersebut dapat digeneralisasikan untuk distribusi banyaknya loss yang 

terpancung-nol dan termodifikasi-nol. Seperti yang telah dibahas pada bab 2, pgf 

dari distribusi termodifikasi-nol adalah: 

   

 
 

0
0 0

0

0

0 0

0

1

1

1 .
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M
M M
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p
P z p P z p

p

P z p
p p

p


    


  



 

Misalkan LN  berdistribusi termodifikasi-nol dan bergantung pada parameter   

dan  Pr 0LN   . Karena    0 0p P B    , maka 
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(3.70) 

di mana  1B z    menunjukkan pgf dari distribusi anggota kelas  , ,0a b  

yang bersesuaian. Dengan menggunakan hasil yang diperoleh sebelumnya, pgf 

dari PN  dapat dicari sebagai berikut 
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 *; ,LN
P z v   (3.71) 

di mana    * 0 1 ; ,P LN N
P P v     . 

Jika      Pr 0 0 0; , 0L L

L

N N
N P P        maka distribusi dari LN  

adalah distribusi terpancung-nol. Namun,    1 1 ; ,L LN N
P v P v      

  *0 0PN
P     sehingga distribusi dari PN  adalah distribusi termodifikasi-nol. 

Tabel berikut ini menunjukkan perubahan-perubahan parameter pada 

beberapa distribusi diskrit banyaknya klaim yang merupakan anggota kelas 

 , ,0a b  dan  , ,1a b . 

 

Tabel 3. 1. Perubahan Parameter Distribusi Banyaknya Klaim 

 

Distribusi Parameter LN  Parameter PN  

Poisson   * v   

Dampak modifikasi..., Tri Budi Novia Cahyani, FMIPA UI, 2012



61 

Universitas Indonesia 

 

ZM Poisson 
  

0

Mp  

* v   

* 0 0
0

1

M v M v
M p e e p e

p
e

  



  



  



 

Binomial 
m  

q  

*m m  

*q vq  

ZM 

Binomial 

m  

q  

0

Mp  

*m m  

*q vq  

     

 
0 0*

0

1 1 1

1 1

m m mM M

M

m

p q vq p vq
p

q

     


 
 

Negative 

Binomial 

r  

  

r  

* v   

ZM 

Negative 

Binomial 

r  

  

0

Mp  

r  

* v   

     

 
0 0*

0

1 1 1

1 1

r r rM M

M

r

p v p v
p

  



  



     


 

 

ZM 

Logarithmic 

  

0

Mp  

* v   

 
 

 
*

0 0

ln 1
1 1

ln 1

M M
v

p p





  


 

 

Jika distribusi dari banyaknya loss berdistribusi gabungan (compound), 

maka dapat dituliskan    1 2LN
P z P P z     dengan demikian, 

       1 21 1 1 1 .P LN N
P z P v z P P v z             (3.72) 

 

3.2.2. Premi Bersih untuk Polis Asuransi dengan Modifikasi Selain Deductible 

 

Untuk asuransi dengan modifikasi selain deductible, yaitu policy limit dan 

coinsurance, atau gabungan dari beberapa modifikasi yang tidak mengandung 

deductible, distribusi dari banyaknya pembayaran klaim sama dengan distribusi 
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dari banyaknya loss, karena setiap loss yang terjadi pasti menghasilkan 

pembayaran. Namun, distribusi dari besarnya pembayaran klaim berbeda dengan 

distribusi dari besarnya loss, seperti yang sudah dibahas pada bab 3.1. Variabel 

acak dari total pembayaran klaim adalah 

1

PN
P

i

i

S Y


  

di mana iY  adalah variabel acak yang menunjukkan besarnya pembayaran 

klaim dengan distribusi besarnya klaim yang telah dimodifikasi dari distribusi 

besarnya loss X . Sedangkan 
PN  adalah variabel acak diskrit yang 

menunjukkan banyaknya pembayaran klaim dan LN  adalah variabel acak 

yang menunjukkan banyaknya loss yang terjadi dalam satu periode. Oleh 

karena itu, distribusi dari 
PN  sama dengan distribusi dari LN . 

Premi bersih dari total klaim pada asuransi ini adalah 

  

   

     .
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P E S
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





 

(3.73) 

 

3.3. Cession Percentage Optimal untuk Reasuransi Proporsional 

de Finetti (1940) mengusulkan pemilihan cession percentage    dengan 

meminimumkan variansi dari pendapatan perusahaan asuransi dengan diberikan 

suatu tingkat hasil yang diharapkan. Misalkan perusahaan reasuransi menetapkan 

premi berdasarkan prinsip nilai ekspektasi dengan bobot   , sehingga premi 

reasuransi adalah (    ) (  ) untuk polis ke- . Pendapatan perusahaan asuransi 

adalah 

 
 ( )  ∑(   (    )   (  )  (    )  )

 

   

 (3.74) 

di mana    adalah premi yang diterima oleh perusahaan asuransi dari polis ke- ,    

adalah total klaim dari polis ke- , dan   adalah vaktor dari cession percentage : 

  (       ). Cession percentage tersebut ditentukan oleh hasil dari 

meminimumkan variansi dari pendapatan perusahaan asuransi, yaitu: 
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  in[ ar( ( ))] (3.75) 

Dengan kendala nilai ekspektasi dan daerah nilai untuk cession percentage 

      , yaitu 

  ( ( ))    (3.76) 

                      (3.77) 

                      (3.78) 

di mana   menyatakan ekspektasi pendapatan yang ditentukan oleh perusahaan 

asuransi. 

de Finetti (1940) memberikan hasil nilai optimal untuk cession percentage 

sebagai berikut 

 
    in(   a (    

    (  )

  ar(  )
)) (3.79) 

di mana   adalah konstanta yang harus dihitung dengan memasukkan (3.79) ke 

(3.76). Pembuktian de Finetti berdasarkan optimasi klasik hanya dengan kendala 

persamaan, sehingga persamaan (3.77) dan (3.78) yang mendefinisikan daerah 

yang dapat diterima bagi cession percentage diabaikan. Solusi dari 

meminimumkan variansi  ( ) dengan kendala nilai ekspektasi (3.76) adalah 

 
     

    (  )

  ar(  )
 (3.80) 

di mana   adalah pengali Lagrange untuk kendala (3.76). 

Untuk membuktikan hasil de Finetti tentang masalah meminimumkan 

fungsi (3.75), akan ditunjukkan terlebih dahulu bahwa masalah tersebut konveks, 

yang berarti bahwa penulisan dan penyelesaian kondisi optimasi KKT cukup 

untuk menemukan solusi optimalnya.  

Fungsi objektif dari masalah (3.75) dapat dituliskan sebagai 

 ar[ ( )]   ar [∑(   (    )   (  )  (    )  )

 

   

] 

  ar [∑ (    )  

 

   

] 
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  (3.81) 

Akan dibuktikan bahwa fungsi objektif  ar[ ( )] adalah fungsi konveks, 

yaitu  ar[ (   (   ) )]    ar[ ( )]  (   ) ar[ ( )]. Di mana   dan   

adalah suatu nilai  , sehingga    (   )  adalah vektor 

(
    (   )  

 
    (   )  

)         dan        dan   berada dalam interval 

[   ], maka 
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Ekspektasi dari fungsi  ( ) adalah 
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Masalah minimasi dari hal tersebut adalah 
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dengan kendala 
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Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa kendala    dan     yang merupakan 

fungsi linear adalah fungsi konveks. 

Fungsi linear dapat dituliskan sebagai  ( )          . Untuk setiap 

      dan  ,   adalah suatu nilai dari  , 

 (   (   ) )     (   )  dan 

  ( )  (   ) ( )     (   ) , maka 

 (   (   ) )    ( )  (   ) ( ). 

Persamaan tersebut memenuhi sifat kekonveksan suatu fungsi, yaitu 

 (   (   ) )    ( )  (   ) ( ) 

▀ 

Karena fungsi objektif  ar[ ( )] konveks dalam  , fungsi    dan     yang 

mendefinisikan kendala pertidaksamaan juga konveks dalam  , dan kendala 

persamaan (3.81) linear dalam  , maka masalah tersebut keseluruhan adalah 

konveks dan kondisi KKT cukup untuk menjadi kondisi yang optimal. 

Fungsi Lagrange dari masalah tersebut adalah 

 (       )  ∑(    )
  ar(  )

 

   

  [∑     (  )

 

   

   ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

] 

 ∑  (    )

 

   

 ∑  (   )

 

   

 

 ∑[(    )
  ar(  )    (    )    (   )]

 

   

 

  [∑     (  )

 

   

   ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

] 

Dampak modifikasi..., Tri Budi Novia Cahyani, FMIPA UI, 2012



67 

Universitas Indonesia 

 

di mana   adalah pengali Lagrange untuk kendala persamaan serta    dan    

adalah pengali Lagrange untuk kendala pertidaksamaan      dan      . 

Selanjutnya, kondisi KKT dapat dituliskan: 

  (    ) ar(  )      (  )                        

   (    )                  

                      

                    

                    

∑     (  )

 

   

    ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

 

dengan syarat cession percentage untuk reasuransi 

                    

                   

(g) 

(h) 

Selanjutnya, akan dicari penyelesaian dari sistem tersebut. Dimulai dengan 

mengabaikan tanda   dan memilih polis   tertentu, maka terdapat tiga keadaan 

yang mungkin: 

(1) Jika     , (c) dan (b) pada kondisi KKT menyatakan secara berturut-turut 

     dan     , sehingga (a) pada kondisi KKT menghasilkan 

       (  )    ar(  ) 

Karena nilai    harus   , maka keadaan tersebut hanya dapat terjadi 

apabila 

         (  )    ar(  )  
    (  )

  ar(  )
   

Pada keadaan ini, semua kondisi KKT yang lainnya –selain (f)- terpenuhi. 

(2) Jika     , (b) dan (c) pada kondisi KKT menyatakan secara berturut-turut 

     dan     , sehingga (a) pada kondisi KKT menghasilkan 

        (  ) 

Karena nilai    harus    dan sifat variansi yang pasti   , maka keadaan 

tersebut hanya dapat terjadi apabila 

          (  )    
    (  )

  ar(  )
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Pada keadaan ini, semua kondisi KKT yang lainnya –selain (f)- terpenuhi. 

(3) Jika      dan     , kendala pertidaksamaan diabaikan, dan hanya 

kendala persamaan saja yang digunakan dalam optimasi, maka (a) pada 

kondisi KKT menghasilkan 

 (    ) ar(  )      (  )    

      
    (  )

  ar(  )
 

     
    (  )

  ar(  )
 

Karena nilai    harus    dan   , maka keadaan tersebut hanya dapat 

terjadi apabila 

  
    (  )

  ar(  )
   

Pada keadaan ini, semua kondisi KKT yang lainnya –selain (f)- terpenuhi. 

Keadaannya sekarang menjadi lebih jelas, dari ketiga kasus di atas, 

kuantitas krusial 

   
    (  )

  ar(  )
 

memiliki daerah spesifik (     pada kasus pertama,      pada kasus kedua, 

dan        pada kasus ketiga), dan formula berikut ini memberikan deskripsi 

yang sempurna untuk ketiga kasus tersebut: 

    in(   a (      ))   

 

Dengan demikian, diperoleh hasil de Finetti seperti pada persamaan (3.79), 

 
    in(   a (    

    (  )

  ar(  )
))  

di mana   dapat dihitung dengan memasukkan (3.79) ke dalam (3.84). 

Karena       , maka terdapat tiga kemungkinan nilai   , yaitu     , 

    , atau        
    (  )

  ar(  )
  . Akan ditinjau masing-masing kondisi 

untuk ketiga kemungkinan nilai    tersebut : 

(1) Jika     , maka risiko perusahaan asuransi tidak direasuransikan. 

Apabila disubstitusikan ke persamaan (3.84) maka menjadi 
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     ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

 

  ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

 

Artinya, ekspektasi dari pendapatan perusahaan asuransi adalah selisih dari 

premi yang diperoleh dan ekspektasi dari risiko. 

(2) Jika     , maka risiko perusahaan asuransi sepenuhnya direasuransikan. 

Apabila disubstitusikan ke persamaan (3.84) maka menjadi 

∑   (  )

 

   

    ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

 

  ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

 ∑   (  )

 

   

 

  ∑  

 

   

 ∑(    ) (  )

 

   

 

Artinya, ekspektasi dari pendapatan perusahaan asuransi adalah selisih dari 

premi yang diperoleh dan premi reasuransi yang dibayarkan. 

(3) Jika       , maka risiko perusahaan asuransi direasuransikan sebagian. 

Hal ini sesuai dengan prinsip reasuransi, yaitu menanggung sebagian risiko 

dari perusahaan asuransi. 

Jadi secara umum, 

     
    (  )

  ar(  )
   

Kemudian,   diperoleh dengan mensubstitusikan persamaan tersebut ke (3.84). 

∑  (  
    (  )

  ar(  )
) (  )

 

   

    ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

 

∑   (  )

 

   

  ∑  

   (  )

  ar(  )
 (  )

 

   

    ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

 

 ∑  

   (  )

  ar(  )
 (  )

 

   

   ∑  

 

   

 ∑ (  )

 

   

 ∑   (  )
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  ∑   

 
    ∑  (  )

 
    ∑    (  )

 
   

∑   
   (  )
  ar(  )

 (  )
 
   

 

 
  

 [  ∑   
 
    ∑  (  )

 
    ∑    (  )

 
   ]

∑
[   (  )] 

 ar(  )
 
   

 
(3.85) 

 

Apabila nilai   yang diperoleh tidak terletak pada (   ) maka perlu 

ditentukan nilai   lain yang lebih tepat.
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BAB 4 

IMPLEMENTASI MODIFIKASI JAMINAN ASURANSI PADA 

REASURANSI QUOTA SHARE DAN EXCESS OF LOSS 

 

 

Pada bab ini akan dibahas contoh perhitungan premi untuk reasuransi quota 

share dan reasuransi excess of loss. Misalkan terdapat data klaim kesehatan rawat 

jalan yang selalu menghasilkan klaim dari suatu perusahaan asuransi sebagai 

berikut: 

 

Tabel 4. 1. Data Klaim 

Tahun      

 

Tahun      

1 

1430077 

7 

 5 

1390116 

3 825927 

 

829521 

1072235 

 

6200498 

2181100 

 

6 

757121 

5 

865683 

 

6605301 

1257501 

 

5838924 

1571429 

 

1344422 

2 

926561 

6 

 

3422738 

6512942 

 
7 

3985005 
2 

2971201 

 

1022142 

3042707 

 
8 

3128764 

4 
2065029 

 

5081062 

1292331 

 

2639189 

3 2335268 1 

 

961871 

4 

3937028 

6 

 

9 4147754 1 

1289594 

 

10 2522396 1 

723045 

    6135115 

    2049870 

    1279021 

     

Pada tabel tersebut terdapat dua jenis variabel, yaitu   yang menunjukkan 

besarnya klaim dan    yang menunjukkan banyaknya klaim. Selanjutnya akan 

dicari distribusi dari masing-masing variabel tersebut. Sebelum menghitung premi 
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untuk reasuransi, akan dicari distribusi dari besar loss dan banyak loss terlebih 

dahulu, karena kedua distribusi tersebut diperlukan dalam perhitungan premi. 

 

4.1. Distribusi Besar Loss 

 

Histogram untuk data besarnya loss tersebut adalah : 

 

Gambar 4. 1. Histogram untuk Data Besarnya Loss 

 

Dengan menggunakan program fit, diperoleh kandidat distribusi untuk data 

tersebut adalah: 

a. Eksponensial 

b. Lognormal 

c. Pareto 

d. Weibull 

 

Dengan menggunakan program easyfit untuk uji Kolmogorov-Smirnov, 

diperoleh hasil sebagai berikut : 
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Tabel 4. 2 Taksiran Parameter dan Statistik Uji Kolmogorov-Smirnov untuk 

Distribusi Besar Loss 

Distribusi Parameter Statistik Uji              
    

  
 

Eksponensial  ̂               0,24268 0,22667 

Lognormal 
 ̂         

 ̂          
0,14198 0, 22667 

Pareto 
 ̂          

 ̂              
0,16254 0,22667 

Weibull 
 ̂         

 ̂              
0,15012 0, 22667 

 

Nilai statistik uji   nilai kritis kecuali untuk distribusi eksponensial, maka 

keputusan yang diperoleh adalah    untuk selain distribusi eksponensial tidak 

ditolak, artinya, distribusi-distribusi tersebut fit untuk data klaim. Sedangkan 

distribusi eksponensial tidak fit untuk data klaim tersebut. Keterangan lebih lanjut 

mengenai uji Kolmogorov-Smirnov terdapat di Lampiran 4. 

Kemudian, dari perhitungan NLL (Negative Loglikelihood) diperoleh hasil 

 

Tabel 4. 3 Nilai NLL untuk Setiap Kandidat Distribusi Besar Loss 

Distribusi NLL 

Eksponensial 567,77236 

Lognormal 561,00422 

Pareto 585,08031 

Weibul 562,49512 

 

Karena statistik uji Kolmogorov-Smirnov dan NLL untuk distribusi 

lognormal memiliki nilai yang paling kecil, maka distribusi lognormal dipilih 

menjadi distribusi untuk data besarnya loss. Maka, pdf dari distribusi besar loss 

adalah 

 ( )  
 

     
e p [ 

(     ) 

   
]           
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e p [ 

(          ) 

 (       ) 
] 

 ( )  ∫
 

     
e p [ 

(     ) 

   
]   

 

 

 

Misalkan       maka      sehingga        . 

 ∫
 

      
e p [ 

(   ) 

   
]     

   

  

 

 ∫
 

    
e p [ 

(   ) 

   
]   

   

  

 

Misalkan   
   

 
 maka        sehingga       . 

 ∫
 

    
e p [ 

  

 
]    

     
 

  

 

 ∫
 

   
e p [ 

  

 
]   

     
 

  

 

  (
     

 
) 

 

Selanjutnya, akan dihitung ekspektasi dan variansi dari distribusi besar loss 

tersebut. Ekspektasi dari besar loss adalah: 

 ( )  ∫  
 

     
e p [ 

(     ) 

   
]   

 

 

 

 
 

    
∫ e p [ 

(     ) 

   
]   

 

 

 

Misalkan       maka      sehingga         

 ( )  ∫
 

    
e p [ 

(   ) 

   
]     

 

 

 

 ∫
 

    
e p [  

(   ) 

   
]   

 

 

 

 ∫
 

    
e p [

              

   
 

       

   

 

 

 
       

   
]    
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 ∫
 

    
e p {

[  (    )] 

   
 

       

   
}   

 

 

 

 e p(
       

   
)∫

 

    
e p {

[  (    )] 

   
}   

 

  

 

Karena integrand pada persamaan di atas adalah pdf normal  

(       ), maka nilainya adalah 1. Jadi, 

 ( )  e p(
       

   
) 

 e p(  
  

 
) 

 e p(       
(       ) 

 
) 

             

 

Sedangkan variansi dari besar loss dapat dihitung sebagai berikut: 

 (  )  ∫   
 

     
e p [ 

(     ) 

   
]   

 

 

 

 ∫  
 

    
e p [ 

(     ) 

   
]   

 

 

 

Misalkan       maka      sehingga         

 (  )  ∫   
 

    
   [ 

(   ) 

   
]     

 

 

 

 ∫
 

    
e p [   

(   ) 

   
]   

 

 

 

 ∫
 

    
e p [

              

   
 

        

   

 

 

 
        

   
]    

 ∫
 

    
e p {

[  (     )] 

   
 

        

   
}   

 

 

 

 e p(
        

   
)∫

 

    
e p {

[  (     )] 

   
}   
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Karena integrand pada persamaan di atas adalah pdf normal  

(        ), maka nilainya adalah 1. Jadi, 

 (  )  e p(
        

   
) 

 e p(      ) 

 e p[ (      )   (       ) ] 

                  

 ar( )   (  )  [ ( )]  

                  (           )  

                  

Jadi,  ( )              dan  ar( )                   

 

4.2. Distribusi Banyak Loss 

 

Untuk menentukan distribusi yang tepat dari data banyaknya loss, akan 

dihitung mean dan variansi terlebih dahulu: 

 ̅  
∑   

  
   

  
     

  
  

∑ (    ̅)   
   

  
          

Karena variansi lebih besar daripada mean, maka kandidat distribusi yang 

mungkin untuk data adalah distribusi binomial negatif. Hal tersebut disebabkan 

karena distribusi binomial memiliki mean yang lebih besar daripada variansi, 

sedangkan pada distribusi Poisson, mean sama dengan variansi. Namun, karena 

tidak ada ukuran khusus yang menentukan apakah variansi lebih besar secara 

signifikan terhadap mean, maka dilakukan analisis formal lain untuk distribusi 

binomial negatif dan distribusi Poisson, yaitu metode maksimum likelihood. 

 

Tabel 4. 4 Taksiran Parameter dan Nilai NLL dari Distribusi Banyak Loss 

Distribusi Taksiran parameter -Loglikelihood 

Poisson  ̂              
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Binomial negatif 
 ̂         

 ̂         

        

 

Karena NLL distribusi binomial negatif lebih kecil daripada distribusi 

Poisson, maka distribusi binomial negatif lebih fit sebagai distribusi dari 

banyaknya loss. Namun, ternyata kasus untuk asuransi kesehatan tersebut adalah 

kasus di mana selalu terjadi kliam, sehingga     . Oleh karena itu, distribusi 

dari loss tersebut adalah distribusi binomial negatif terpancung-nol, dan karena 

parameter distribusi tersebut dapat diperluas, maka distribusinya menjadi ETNB. 

Pf dari distribusi binomial negatif adalah 

   (
     

 
) (

 

   
)
 

(
 

   
)
 

 

 
(     )  

  
(

 

   
)
 

(
 

   
)
 

 

dengan probabilitas di saat nol 

   (
 

   
)
 

 

dan pgf 

 ( )  [   (   )]   

dari bab 2 diperoleh bentuk pgf dari distribusi terpancung-nol : 

  ( )  
 ( )    

    
 

dan pf dapat dibangkitkan dari pgf tersebut : 

  
  

 ( ) ( )

  
             

di mana 

 ( ) ( )  
 ( )( )

    
 

 

Melalui pgf tersebut, mean dan variansi dapat dihitung sebagai berikut 

 (  )   ( ) ( )  
 ( )( )
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  ( )

    
 

 
  

    
 

 
             

  (
 

        )
       

 
          

               
 

 
          

           
 

             

 

 ar(  )   [  (    )]   (  )  [ (  )]  

  ( ) ( )  
  

    
 (

  

    
)
 

 

 
   ( )

    
 

  

    
 (

  

    
)  

 
        

    
 

  

    
 (

  

    
)  

 
  (   )

    
 

 
                    

               
 

 
           

           
 

             

 

Untuk total klaim  , di mana   ∑   
  

   , maka ekspektasi dan variansinya 

adalah 

 ( )   ( ) (  ) 

                         

             

             (premi bersih pada jaminan asuransi penuh) 
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 ar( )   (  ) ar( )   ar(  )[ ( )]  

                              

             (           )  

                  

 

Jika perusahaan asuransi menetapkan bobot sebesar       , maka premi 

yang diterima oleh perusahaan asuransi adalah sebesar 

   (    ) ( ) 

 (     )            

             

            rupiah. 

 

Karena ingin menghindari kerugian yang besar, maka perusahaan asuransi 

menyerahkan sebagian risikonya kepada perusahaan reasuransi. Premi untuk 

perusahaan asuransi dihitung berdasarkan prinsip nilai ekspektasi dan diberikan 

bobot        . 

 

4.3. Reasuransi Quota Share 

 

Jika perusahaan asuransi menggunakan reasuransi quota share, maka premi 

bersih untuk perusahaan reasuransi akan dihitung menggunakan perhitungan 

premi bersih pada jaminan asuransi termodifikasi coinsurance, karena kewajiban 

pembayaran bagi perusahaan reasuransi bentuknya sama dengan kewajiban 

pembayaran pada coinsurance. Terlebih dahulu akan ditentukan cession 

percentage yang optimal untuk data klaim tersebut. Misalkan            , dari 

(3.85) diperoleh 

  
 [      ( )      ( )]

[    ( )] 

 ar( )

 

  
 [                             (    )(           )]

[(    )(           )] 
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Selanjutnya, cession percentage dihitung menggunakan persamaan (3.79) 

   in(   a (    
     ( )

  ar( )
)) 

  in [   a (    
(           )(    )(           )

 (                )
)] 

             

 

Jadi, untuk klaim sebesar   yang ditujukan kepada perusahaan asuransi, 

perusahaan asuransi membayar sebesar (             )  sedangkan 

perusahaan reasuransi membayar sebesar (           ) . Oleh karena itu, 

perusahaan asuransi wajib membayar premi kepada perusahaan reasuransi sebesar 

    (     )  

 (     ) (  ) 

 (     ) ( ) (  ) 

 (     )  ( ) (  ) 

 (     )   

 (      )(           )(           ) 

                       rupiah 

 

4.4. Reasuransi Excess of Loss 

 

Jika perusahaan asuransi menggunakan reasuransi excess of loss, maka 

premi bersih untuk perusahaan reasuransi akan dihitung menggunakan 

perhitungan premi bersih pada jaminan asuransi termodifikasi deductible biasa, 

karena kewajibab pembayaran bagi perusahaan reasuransi bentuknya sama dengan 

kewajiban pembayaran pada deductible biasa. Misalkan perusahaan asuransi 

menetapkan retensi sebesar             rupiah, maka untuk klaim sebesar   

yang diajukan, perusahaan asuransi wajib membayar sebesar 

   {
                              
                      

 

Sedangkan perusahaan reasuransi wajib membayar sebesar 
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    {
                                        
                        

 

Untuk menghitung premi yang diterima perusahaan reasuransi, terlebih dahulu 

akan dihitung  ( ) dan  (  ) 

a.  ( ) untuk keadaan di mana loss dilihat dari segi loss 

 (   )  ∫    ( )  
 

 

 ∫    ( )  
 

 

 

 ∫  
 

     
e p [ 

(     ) 

   
]   

 

 

  [    ( )] 

 
 

    
∫ e p [ 

(     ) 

   
]   

 

 

  [    ( )] 

Misalkan       maka      sehingga         

 (   )  ∫
 

    
e p [ 

(   ) 

   
]     

   

 

  [    ( )] 

 ∫
 

    
e p [  

(   ) 

   
]   

   

 

  [    ( )] 

 ∫
 

    
e p {

[  (    )] 

   
 

       

   
}   

   

 

 

  [    ( )] 

 e p(
       

   
)∫

 

    
e p {

[  (    )] 

   
}   

   

  

 

  [    ( )] 

Karena integrand pada persamaan di atas adalah pdf normal  

(       ), maka nilainya adalah  [
    (    )

 
]. Jadi, 

 (   )  e p(
       

   
) [

    (    )

 
]   [    ( )] 

 e p(  
  

 
) [

    (    )

 
] 

  [   (
     

 
)] 

 e p(       
(       ) 

 
)   

Dampak modifikasi..., Tri Budi Novia Cahyani, FMIPA UI, 2012



82 

Universitas Indonesia 

 

 [
          (       (       ) )

       
] 

        [   (
                

       
)] 

 e p(           ) (            ) 

        [   (            )] 

 e p(           )[   (           )] 

         (           ) 

 (           )(        )  (       )(       ) 

             

 (  )   (   )  

  ( )   (   ) 

                         

             

 

b.  ( ) untuk keadaan di mana loss dilihat dari segi pembayaran 

 (  )  
 (  )

   ( )
 

 
 (  )

[   (
     

 )]
 

 
           

       
 

            

 

c.  (  ) 

Dari hasil pada bab 3.2.1 tabel 3.1 maka    berdistribusi binomial negatif 

termodifikasi-nol dengan            ,       di mana 

   r(         ) 

     (       ) 

    (
           

 
) 
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sehingga       (       )(      )              

Dari tabel 3.1 diketahui 

     
   

  
  (    )     

 (    )   (   )  

  (   )  
 

dengan   
  adalah probabilitas tidak terjadinya pembayaran, yaitu  

  (   )         , maka 

   
        (             )       

  (        )       
 

 
       (             )        (        )       

  (        )       
 

              

Dari persamaan (2.19), diperoleh 

  ( )  (  
    

  

    
)  

    
  

    
 ( ) 

maka 

 (  )   ( ) ( ) 

 
    

  

    
  ( ) 

 
    

  

    
     

 
              

               
(      )(           ) 

             

 

Dengan demikian, premi yang diterima oleh perusahaan reasuransi jika loss 

dilihat dari segi loss adalah 

    (     ) (  ) 

 (     ) (  ) (  ) 

 (      )(           )(           ) 

                       rupiah 

 

atau jika loss dilihat dari segi pembayaran, maka preminya 
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    (     ) (  ) 

 (     ) (  ) (  ) 

 (      )(          )(           ) 

                       rupiah. 

Dampak modifikasi..., Tri Budi Novia Cahyani, FMIPA UI, 2012



85 

Universitas Indonesia 

 
85 

BAB 5 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

5.1. Kesimpulan 

 

Pada dunia asuransi, modifikasi pada jaminan asuransi perlu dilakukan 

untuk menghindari kerugian yang besar akibat terjadinya loss. Jenis modifikasi 

yang biasa dilakukan adalah deductible, policy limit, coinsurance, atau gabungan 

dari beberapa modifikasi tersebut. Pada jaminan asuransi tanpa modifikasi, 

distribusi dari besar dan banyak klaim sama dengan distribusi dari besar dan 

banyak loss. Namun, dengan adanya modifikasi pada jaminan asuransi, maka 

distribusi untuk besar dan banyak klaim dapat mengalami perubahan.  

Modifikasi deductible dapat mengubah distribusi dari besar klaim menjadi 

tersensor kiri, bergeser, atau campuran. Selain itu, deductible juga berdampak 

pada distribusi banyak klaim, yaitu menyebabkan perubahan parameter distribusi 

atau bahkan perubahan distribusi (jika awalnya berdistribusi terpancung-nol maka 

akan menjadi termodifikasi-nol). Modifikasi policy limit mengubah fungsi 

distribusi dari besar klaim menjadi distribusi campuran. Sedangkan modifikasi 

coinsurance pada jaminan asuransi mengubah distribusi dari besar klaim 

berdasarkan proporsi/persentase dari coinsurance tersebut. Baik modifikasi policy 

limit maupun coinsurance tidak memberikan dampak pada distribusi banyak 

klaim. 

Bagi perusahaan asuransi, perubahan-perubahan dari distribusi dari besar 

dan banyak klaim penting untuk diketahui karena diperlukan dalam perhitungan 

biaya-biaya asuransi, salah satunya premi. Untuk klaim tunggal, premi dapat 

dihitung menggunakan ekspektasi dari variabel acak besar klaim. Sedangkan 

untuk total klaim, premi dihitung dengan menggunakan ekspektasi dari variabel 

acak besar dan banyak klaim. 

Selain menetapkan modifikasi, perusahaan asuransi dapat pula membagi 

sebagian risiko yang harus ditanggung dengan perusahaan reasuransi. Dengan 
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adanya kerjasama tersebut, perusahaan reasuransi berkewajiban membayar 

sebagian klaim dari perusahaan asuransi dan perusahaan asuransi berkewajiban 

membayar premi kepada perusahaan reasuransi. Jenis-jenis reasuransi di 

antaranya adalah reasuransi proporsional dan non-proporsional.  

Pada reasuransi proporsional, perusahaan reasuransi menyepakati suatu 

cession percentage sebesar   dalam pembagian risiko. Salah satu cara 

menentukan cession percentage yang optimal adalah dengan menggunakan 

metode de Finetti. Metode tersebut menentukan cession percentage dengan 

meminimumkan variansi dari pendapatan perusahaan asuransi dengan diberikan 

suatu tingkat hasil (pendapatan) yang diharapkan. Salah satu jenis reasuransi 

proporsional adalah reasuransi quota share, yang menetapkan cession percentage 

yang sama untuk seluruh polis dalam portofolio. Bentuk kewajiban perusahaan 

reasuransi pada reasuransi proporsional sama dengan bentuk modifikasi 

coinsurance. Dengan demikian, premi untuk reasuransi proporsional dapat 

dihitung menggunakan formula yang sama dengan perhitungan premi pada 

jaminan asuransi termodifikasi coinsurance. 

 

5.2. Saran 

 

Terdapat beberapa saran untuk pengembangan skripsi ini : 

1. Mencari prediksi biaya-biaya lain pada dunia asuransi dengan perubahan 

distribusi yang terjadi pada jaminan asuransi termodifikasi, karena skripsi 

ini hanya membahas perhitungan premi. 

2. Membahas jenis-jenis reasuransi proporsional maupun reasuransi non-

proporsional lainnya yang berkaitan dengan bentuk modifikasi deductible, 

policy limit, atau coinsurance, kecuali reasuransi quota share. 

3. Membahas metode lain dalam menentukan cession percentage yang optimal 

untuk reasuransi proporsional. Skripsi ini hanya membahas metode de 

Finetti. 

4. Membahas metode-metode dalam menentukan retensi yang optimal untuk 

reasuransi non-proporsional. 
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Lampiran 1. Daftar Notasi 

 

 

Notasi-notasi yang digunakan dalam skripsi ini adalah : 

  : persentase pembayaran klaim pada modifikasi coinsurance, cession 

percentage pada reasuransi proporsional 

  : batas bawah pembayaran klaim pada modifikasi deductible, retensi 

pada reasuransi non-proporsional 

  : bobot yang ditetapkan pada premi 

  ( ) : fungsi distribusi dari variabel acak   

  ( ) : fungsi probabilitas densitas (probability density function, pdf) dari 

variabel acak   

   : variabel acak untuk banyak loss 

   : variabel acak untuk banyak pembayaran klaim 

  : batas atas pembayaran klaim pada modifikasi policy limit 

  : premi bersih 

  ( ) :  ( ),  (  ), fungsi pembangkit probabilitas (probability generating 

function, pgf) untuk variabel acak   

  ( ) : pgf untuk variabel acak berdistribusi termodifikasi-nol 

  ( ) : pgf untuk variabel acak berdistribusi terpancung-nol 

   :  r(   ), fungsi probabilitas (probability function, pf) untuk 

variabel acak   

  
  : pf untuk variabel acak   yang berdistribusi terpancung-nol 

  
  : pf untuk variabel acak   yang berdistribusi termodifikasi-nol 

  : tingkat inflasi 

  ( ) : fungsi survival dari variabel acak   

  : ∑   
  

   , total loss 

   : ∑   
  

   , total pembayaran klaim 

  :  r(   ), probabilitas terjadinya pembayaran pada asuransi 

deductible 
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Lampiran 1. (lanjutan) 

 

 

(   )  : variabel pembayaran per-loss pada modifikasi deductible biasa, 

bernilai     jika       dan bernilai   untuk lainnya 

    :  a (   ), variabel pembayaran pada modifikasi policy limit 

  : variabel acak untuk besar loss 

  : variabel acak untuk besar pembayaran klaim 

   : besar pembayaran klaim pada asuransi deductible jika loss dipandang 

dari segi per-loss 

   : besar pembayaran klaim pada asuransi deductible jika loss dipandang 

dari segi per-pembayaran 

 ( ) : fungsi pendapatan perusahaan asuransi 
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Lampiran 2. Distribusi diskrit untuk banyaknya klaim 

 

 

a. Distribusi Poisson 

Pf : 

   
     

  
                       

Pgf : 

 ( )    ( )  ∑   
     

  

 

   

 

    ∑
(  ) 

  

 

   

 

        

 ( )    (   ). 

Mean dan variansi dapat dihitung dari pgf sebagai berikut: 

 ( )    ( )      (   )    

   ( )   (  )  [ ( )]  

  (  )   ( )   ( )  [ ( )]  

  [ (   )]   ( )  [ ( )]  

    ( )       

     (   )       

   ( )   . 

Untuk distribusi Poisson, variansi sama dengan mean. 

 

b. Distribusi binomial negatif 

Pf : 

  (   )     (
     

 
) (

 

   
)
 

(
 

   
)
 

   

                  

 
(     )  

  
(

 

   
)
 

(
 

   
)
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Lampiran 2. (lanjutan) 

 

 

 
 (   )

 (   ) ( )
(

 

   
)
 

(
 

   
)
 

 

Pgf : 

 ( )   (  )  ∑    
 

 

   

 

 ∑ (
     

 
) (

 

   
)
 

(
 

   
)
 

  

 

   

 

 (
 

   
)
 

∑ (
     

 
) (

  

   
)
  

   

 

 

Dengan stubtitusi   (
  

   
) maka 

 ( )  (
 

   
)
 

(  
  

   
)
  

 

𝑓(𝑤)  (  𝑤) 𝑟 

𝑓(𝑤)  (  𝑤) 𝑟                                                       𝑓( )    

𝑓 (𝑤)  𝑟(  𝑤) (𝑟  )                                               𝑓′( )  𝑟 

𝑓′′(𝑤)  𝑟(𝑟   )(  𝑤) (𝑟  )                               𝑓′′( )  𝑟(𝑟   ) 

𝑓′′′(𝑤)  𝑟(𝑟   )(𝑟   )(  𝑤) (𝑟  )                𝑓′′′( )  𝑟(𝑟   )(𝑟   ) 

𝑓(𝑤)  (  𝑤) 𝑟 

   
𝑟

  
𝑤  

𝑟(𝑟   )

  
𝑤  

𝑟(𝑟   )(𝑟   )

  
𝑤    

 (
𝑟   

 
)𝑤  (

𝑟
 
)𝑤  (

𝑟   
 

)𝑤  (
𝑟   

 
)𝑤    

(  𝑤) 𝑟  ∑ (
𝑘  𝑟   

𝑘
)𝑤𝑘

 

𝑘  

 

Berdasarkan sum of negatif binomial series, 

Ekspansi deret maclaurin 

 

maka 
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Lampiran 2. (lanjutan) 

 

 

 (
 

   
)
 

(
      

   
)
  

 

 (   )  (
      

   
)
  

 

 (      )   

 ( )  [   (   )]    

Dari pgf tersebut mean dan variansi dapat dihitung sebagai berikut 

 ( )    ( )     

   ( )   [ (   )]   ( )  [ ( )]  

    ( )     (  )  

             (  )  

   ( )    (   ). 

 

Karena   positif, variansi dari distribusi binomial negatif lebih besar dari 

mean. 

Distribusi geometrik adalah kasus khusus dari distribusi binomial negatif ketika 

   . Maka, pf untuk distribusi geometrik adalah: 

  (   )     (
 

   
)(

 

   
)
 

                              

 

c. Distribusi Binomial 

Distribusi binomial menggambarkan situasi fisik di mana tiap-tiap   risiko 

menjadi klaim atau loss. Pandang   risiko yang identik dan saling independen 

dengan probabilitas masing-masing klaimnya adalah  . Masing-masing dari   

memiliki dua kemungkinan risiko (klaim), yaitu keadaan 1 jika mengajukan klaim 

dan keadaan 0 jika tidak mengajukan klaim. Oleh karena itu, banyaknya klaim 

untuk satu orang mengikuti distribusi Bernoulli, suatu distribusi dengan 

probabilitas     untuk   dan probabilitas   untuk  . Pgf dari banyaknya klaim 

per individu : 
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Lampiran 2. (lanjutan) 

 

 

 ( )   (  ) 

 ∑    
 

 

   

 

    
     

  

 (   )       

    (   )  

Jika terdapat   individu yang saling independen, maka pgf dari total 

banyaknya klaim yang terjadi dari sekelompok   individu merupakan hasil 

perkalian dari pgf masing-masing individu. 

Pgf : 

 ( )  [   (   )]                    

Dari pgf tersebut, pf dapat dibangkitkan sebagai berikut: 

  ( )    [   (   )]    

   ( )   (   )  [   (   )]    

    ( )   (   )(   )  [   (   )]    

sehingga  

   
  ( )

  
   (   )    (

 
 
)  (   )    

   
 ′′( )

  
  (   )  (   )    (

 
 
)   (   )    

   
 ′′′( )

  
  (   )(   )  (   )    (

 
 
)  (   )    

Jadi pf : 

     (   )  (
 
 

)  (   )                       

Mean dan variansi dari distribusi binomial adalah 

 ( )    ( )     [   (   )]       

   ( )   (  )  [ ( )]  

  (  )   ( )   ( )  [ ( )]   
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Lampiran 2. (lanjutan) 

 

 

  [ (   )]   ( )  [ ( )]  

    ( )     (  )  

  (   )  [   (   )]       (  )  

             (  )  

   ( )    (   )  

 

Karena      , maka variansi dari distribusi binomial lebih kecil dari mean. 
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Lampiran 3. Distribusi Extended Truncated Negative Binomial (ETNB) dan 

Logaritmik 

 

 

Meskipun pada awalnya dibahas distribusi-distribusi termodifikasi-nol pada 

kelas  , ,0a b , pada kelas  , ,1a b  terdapat distribusi tambahan. Ruang parameter 

 ,a b  dapat diperluas untuk mendapatkan perluasan dari distribusi binomial 

negatif termasuk pada kasus saat 1 0r   . Untuk kelas  , ,0a b , diperlukan 

syarat 0r  . Dengan memberikan daerah tambahan pada ruang sampel, distribusi 

ETNB, extended truncated negative binomial (binomial negatif terpancung yang 

diperluas) memiliki batasan parameter 0,  > 1, 0r r    .  

Untuk menunjukkan bahwa persamaan rekursif 

1  ,      2,3,T T

k k

b
p p a k

k


 
   

 
, 

Dengan 
0 0Tp   menegaskan suatu distribusi yang tepat, dan cukup untuk 

membuktikan bahwa untuk sembarang nilai 
1

Tp , nilai-nilai T

kp  berturut-turut yang 

diperoleh secara rekursif harus positif dan 
1

T

k

k

p




  . Untuk distribusi binomial 

negatif terpancung yang diperluas, hal tersebut harus berlaku untuk ruang 

parameter  

 ,  0, dan 1 ,  -1,  0
1 1

a b r r r
 


 

     
 

. 

Bukti: 

Pf distribusi binomial negatif terpancung-nol adalah 

01

1 1

1 1

1
1

1

T k
k

r k

r

p
p

p

k r

k



 






     
    

     


 
  

 
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Lampiran 3. (lanjutan) 

 

 

     

     

 

     

 

1 2 1 1

! 1 1

1
1

1

1 2 1
1

! 1 1

1 2 1

1! 1 1

r k

r

k

r

k

r

k r k r r r

k

k r k r r r

k

r r k r k r

k



 













        
   
    


 

  
 

 
      

 
  
 

      
  

    
 

 

 

Fungsi tersebut harus memenuhi syarat sebagai pf, yaitu 0T

kp  . 

Pertama, akan digunakan syarat awal distribusi binomial negatif, yaitu 0   dan 

0r  . Untuk 0r  ,      1 1 1 0r r k r k r       dan  ! 1 1 0
r

k    
 

 

dengan 0   sehingga T

kp  bernilai positif. Untuk 1 0r   , 

     1 1 1 0r r k r k r       dan  ! 1 1 0
r

k    
 

 dengan 0   

sehingga T

kp  bernilai positif pula. Namun, penyebut tidak boleh bernilai nol atau 

 1 1 0 sehingga 0
r

r    . 

Selanjutnya, akan dibuktikan 
1

T

k

k

p




   dengan menggunakan uji rasio. 

Teorema uji rasio menyatakan bahwa : 

Misalkan na  adalah deret positif dan misalkan 

1lim n

n
n

a

a



  

(i) Jika 1  , maka deret konvergen. 

(ii) Jika 1   atau jika 1lim n

n
n

a

a




  , maka deret divergen. 
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Lampiran 3. (lanjutan) 

 

 

(iii) Jika 1  , maka tidak dapat diambil kesimpulan. 

Jika uji rasio tersebut diterapkan pada pf distribusi binomial negatif terpancung 

yang diperluas, maka 

     

   

     

 

 

1

1

lim

1 1

11 ! 1 1
lim

1 2 1

1! 1 1

lim
1 1

1       karena 0
1

T

k

Tk
k

k

r

kk

r

k

p

p

r r k r k r

k

r r k r k r

k

k r

k
































     
 
     

 
      

 
    

 

 
  

  

 
   

 

 

Karena 1  , maka deret 
T

kp  konvergen atau 
1

T

k

k

p




  . 

Ketika 0r  , kasus khusus dari ETNB adalah distribusi logaritmik dengan 

pf 

     

 
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   
  

   


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Lampiran 3. (lanjutan) 

 

 

Pgf distribusi logaritmik adalah 
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Berdasarkan jumlahan dari deret geometrik, 

 

 

2 3

0

2 3

0 00 0 0

2 3
1

0

1

1
           1  ,         1

1

1
      1

1

1
ln 1

1 2 3

n

n

x x x

n

n n

n

n

n

n

x x x x x
x

dt t dt t t t dt
t

x x
x x x

n

x

n





 

 










      


     


      






   





 

Kemudian dengan mengganti x  dengan 
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Distribusi logaritmik termodifikasi-nol dibentuk dengan menentukan 

sembarang nilai probabilitas saat nol dan mengurangi probabilitas lainnya. 
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Lampiran 4. Bukti Tabel 3.1. Perubahan Parameter Distribusi Banyaknya Klaim 
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b. Distribusi ZM Poisson  ,   
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Lampiran 4. (lanjutan) 
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c. Distribusi Binomial  ,m q  

   1
m

B z z   

   

     

  
 

 

 

 

*

1

1

1 1

1

1

1 1

L

P L
j

j

N

IN N

I

m

P z B q z

P z P z P z

B q P z

B q v vz

B vq z

B q z

vq z

   

 
 

  
 

     

   

   

    

 

 

d. Distribusi ZM Binomial  ,   
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Lampiran 4. (lanjutan) 
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e. Distribusi Binomial Negatif 
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Lampiran 4. (lanjutan) 
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Lampiran 4. (lanjutan) 
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g. Distribusi ZM Logaritmik 
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Lampiran 4. (lanjutan) 
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Lampiran 5. Uji Kolmogorov-Smirnov untuk distribusi besarnya loss dan nilai 

negatif likelihood 

 

 

Uji Kolmogorov-Smirnov merupakan salah satu uji yang dapat digunakan 

dalam menentukan distribusi yang fit untuk suatu data. Hipotesis untuk uji ini 

adalah : 

    ( )   (   ̂) (data berdistribusi seperti yang telah ditetapkan) 

    tidak demikian (distribusi yang telah ditentukan tidak fit untuk data) 

 

Statistik uji Kolmogorov-Smirnov, dihitung sebagai berikut : 

     
 

|  ( )   (   ̂)| 

di mana  (   ̂) adalah nilai dari fungsi distribusi pada hipotesis, sedangkan 

  ( ) adalah fungsi distribusi empiris, yang didefinisikan sebagai berikut : 

  ( )  
                 

 
  

dengan   adalah banyaknya data. 

 

Nilai kritis untuk uji ini adalah 

    

  
 untuk        

    

  
 untuk        

    

  
 untuk        

    

  
 untuk        

 

Aturan keputusan : 

   ditolak jika    nilai kritis. 

  

Dampak modifikasi..., Tri Budi Novia Cahyani, FMIPA UI, 2012



106 

Universitas Indonesia 

 

Lampiran 5. (lanjutan) 

 

 

Fungsi Likelihood,  ( ) adalah probabilitas bersama dari            di 

mana    dan    saling bebas dengan                . Fungsi loglikelihood 

( ) adalah log dari fungsi likelihood. Fungsi loglikelihood dari keempat kandidat 

distribusi untuk data besarnya klaim sebagai berikut : 

 

(a) Distribusi Eksponensial ( ) : 

 ( )  
    ⁄

 
 

 ( )  ∏
     ⁄

 

  

   

 
  ∑    ⁄  

   

  
 

   ∑
  

 

  

   

       

 

(b) Distribusi Lognormal (   ) : 

 ( )  
 

     
   [ 

(     ) 

   
] 

 ( )  ∏
 

      
   [ 

(      ) 

   
]

  

   

 

   ∑        

  

   

 ∑
(      ) 

   

  

   

 

 

(c) Distribusi Pareto (   ) : 

 ( )  
   

(   )   
 

 ( )  ∏
   

(    )   
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Lampiran 5. (lanjutan) 

 

 

  ∑   
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               (   )∑  (    )

  

   

 

 

(d) Distribusi Weibull (   ) : 

 ( )  
 (

 
 )

 

  (
 
 
)
 

 
 

 ( )  ∏
 (

  

 )
 

  (
  
 

)
 

  

  

   

 

  ∑   
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 ∑(
  

 
)
 

  

   

 ∑  (  )

  

   

 

 

NLL adalah nilai negatif dari loglikelihood, yaitu –  . Karena taksiran parameter 

yang baik adalah taksiran yang dapat memaksimumkan nilai loglikelihood, maka 

kandidat distribusi dengan taksiran parameter yang menghasilkan nilai 

loglikelihood terbesar, atau NLL terkecil adalah distribusi yang paling fit untuk 

data. 
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Lampiran 6. Metode maksimum likelihood untuk distribusi banyaknya klaim 

 

 

Metode maksimum likelihood adalah suatu metode yang memaksimumkan 

fungsi likelihood. Dalam kasus ini, terdapat   polis. Misalkan              

adalah variabel acak yang menunjukkan banyaknya kecelakaan yang dialami polis 

ke- . Variabel acak tersebut berdistribusi identik dengan parameter   dan saling 

independen. Fungsi likelihood ( ) adalah probabilitas bersama dari          

           di mana            adalah nilai-nilai yang mungkin dari 

           berturut-turut. 

   ( )  ∏  (      )

 

   

 

Misalkan                maka untuk distribusi diskrit dengan data 

berkelompok, fungsi likelihood dapat dituliskan sebagai berikut 

  ∏[  (     )]  

 

   

 ∏  
  

 

   

 

di mana   adalah banyaknya kecelakaan yang dialami suatu polis dan    adalah 

banyaknya polis yang mengalami   kecelakaan dengan ∑   
 
     . 

Sebagai contoh, jika     dengan                          maka 

  ∏  (    )

 

   

 

   (   )  (   )  (   )  (   )  (   ) 

   (   )   (   )   (   )   (   )   (   )  

  (   )   (   )   (   )   (   )   

 ∏  (   )  

 

   

 ∏  
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Lampiran 6. (lanjutan) 

 

 

Memaksimumkan fungsi likelihood sama dengan memaksimumkan fungsi 

loglikelihood, karena transformasi logaritma menghasilkan fungsi yang monoton 

dan naik, atau jika fungsi likelihood mencapai maksimum, fungsi loglikelihood 

juga maksimum. Cara memaksimumkan fungsi adalah dengan membuat turunan 

pertamanya sama dengan nol dan hal ini lebih mudah dikerjakan pada fungsi 

loglikelihood, yaitu 

  ∑       

 

   

  

 

(a) Distribusi Poisson 

   
     

  
 

dan 

                  . 

 

Fungsi loglikelihoodnya 

  ∑   (            )

 

   

     ∑       

 

   

 ∑       

 

   

 

di mana   ∑   
 
    adalah ukuran sampel. Fungsi loglikelihood diturunkan 

terhadap   diperoleh 

  

  
    ∑    

 

 

 

   

   

Dengan membuat turunan dari loglikelihood sama dengan nol, taksiran 

maksimum likelihood dapat diperoleh sebagai hasil dari persamaan, yaitu 

     ∑    

 

 

 

   

 

  
 

 
∑    
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Lampiran 6. (lanjutan) 

 

 

 ̂  
∑    

 
   

 
 ∑  

  

 

 

   

 ∑   ̂ 

 

   

  ̅ 

 ̂  
(   )  (   )  (   )  (   )  (   )  (   )  (   )

  
 

 
  

  
     

dan nilai negatif loglikelihood adalah 

    [    ∑       

 

   

 ∑       

 

   

] 

       ∑    

 

   

 ∑       

 

   

 

 (   )     (   )             

         

 

(b) Distribusi Binomial Negatif 

   (
     

 
) (

 

   
)
 

(
 

   
)
 

 

Fungsi loglikelihood untuk distribusi binomial negatif adalah 

  ∑       

 

   

 

 ∑     [(
     

 
) (

 

   
)
 

(
 

   
)
 

]

 

   

 

 ∑   [  (
     

 
)     (   )          (   )]

 

   

 

 ∑   [  (
     

 
)       (   )   (   )]
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Lampiran 6. (lanjutan) 

 

 

Fungsi tersebut merupakan fungsi dengan dua parameter,   dan  . Untuk 

memperoleh taksiran maksimum likelihood, fungsi tersebut diturunkan terhadap 

masing-masing parameter dan turunannya sama dengan nol. 

  

  
 ∑   (

 

 
 

   

   
)

 

   

 

  

  
 ∑   

 

  
  

(     )  

  

 

   

 ∑     (   )

 

   

 

 ∑
  

  

 

  
  ∏(   )

   

   

 

   

    (   ) 

 ∑
  

  

 

  
∑   (   )

   

   

 

   

    (   ) 

 ∑
  

  
∑

 

   

   

   

 

   

    (   ) 

 

kemudian turunannya disamakan dengan nol, 

  

  
 ∑   (

 

 
 

   

   
)

 

   

 

  ∑
   

 

 

   

 ∑
   

   

 

   

 ∑
   

   

 

   

 

 

   
∑   

 

   

 ∑    

 

   

(
 

 
 

 

   
) 

  

   
 ∑    

 

   

(
 

 (   )
) 

  

   
 (   )  ∑    
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Lampiran 6. (lanjutan) 

 

 

 ̂ ̂  
∑    

 
   

 
  ̅ 

dan 

  

  
 ∑

  

  
∑

 

   

   

   

 

   

    (   ) 

  ∑
  

  
∑

 

   

   

   

 

   

    (   ) 

   (   ̂)  ∑
  

  
(∑

 

 ̂   

   

   

)

 

   

    

 

dengan mengganti  ̂ dengan  ̅  ̂⁄  pada persamaan terakhir diperoleh 

 ( ̂)     (  
 ̅

 ̂
)  ∑

  

  
(∑

 

 ̂   

   

   

)

 

   

     

 

Persamaan tersebut dapat diselesaikan secara numerik dengan metode 

Newton-Raphson. Iterasi ke-  untuk persamaan tersebut adalah 

        
 (    )

  (    )
   

Dari data kecelakaan pada contoh 6.2, akan dicari taksiran parameter dengan 

metode maksimum likelihood menggunakan software Matlab 2009 dengan asumsi 

data berdistribusi binomial negatif (  
 

   
). 

Pada Matlab 2009, jika sebuah variabel acak   berdistribusi Binomial 

Negatif, maka bentuk pf-nya adalah 

  (       )  
 (   )

 ( ) (   )
  (   )    

Fungsi nbinfit pada Matlab 2009 akan memberikan nilai taksiran  ̂ dan  ̂ 

yang didapat dengan menggunakan metode maksimum likelihood. 

Berikut ini adalah prosedur pencariannya. 
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Lampiran 6. (lanjutan) 

 

 

1. Input data yang terdapat pada tabel 6.2 menjadi matriks-matriks berikut 

 

Interpretasi: 

 Terdapat 3 tahun, di mana pada tahun tersebut terjadi hanya 1 klaim. 

Jadi, matriks input dinamakan matriks a1 berukuran (1x3) berisi vektor 1. 

 Terdapat 1 tahun, di mana pada tahun tersebut terjadi 2 klaim. Jadi, 

matriks input dinamakan matriks b1 berukuran (1x1) berisi vektor 2. 

 Terdapat 1 tahun, di mana pada tahun tersebut terjadi 3 klaim. Jadi, 

matriks input dinamakan matriks c1 berukuran (1x1) berisi vektor 3. 

 Terdapat 1 tahun, di mana pada tahun tersebut terjadi 4 klaim. Jadi, 

matriks input dinamakan matriks d1 berukuran (1x1) berisi vektor 4. 

 Terdapat 1 tahun, di mana pada tahun tersebut terjadi 5 klaim. Jadi, 

matriks input dinamakan matriks e1 berukuran (1x1) berisi vektor 5. 

 Terdapat 2 tahun, di mana pada tahun tersebut terjadi 6 klaim. Jadi, 

matriks input dinamakan matriks f1 berukuran (1x1) berisi vektor 6. 
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Lampiran 6. (lanjutan) 

 

 

 Terdapat 1 tahun, di mana pada tahun tersebut terjadi 7 klaim. Jadi, 

matriks input dinamakan matriks g1 berukuran (1x1) berisi vektor 7. 

Jadi, input data secara keseluruhan adalah gabungan dari matriks a1, b1, c1, 

d1, e1, f1, dan g1 yang berukuran (1x10). 

2. Selanjutnya akan dicari nilai  ̂ dan  ̂ dari data dengan menggunakan fungsi 

nbinfit. Pada software Matlab 2009, parameter binomial negatif yang 

digunakan adalah   dan  . Sedangkan data yang kita punya diasumsikan 

berdistribusi binomial negatif dengan parameter   dan 
 

   
 sehingga 

 ̂  
   ̂

 ̂
   

Output untuk estimasi parameter dari distribusi Binomial Negatif ( ,
 

   
) 

adalah  

 

Dari output tersebut diperoleh  ̂          dan  ̂  
 

   ̂
        atau 

 ̂        . 

Jadi, nilai dari negatif loglikelihoodnya adalah 

    ∑     [(
   ̂   

 
)(

 

   ̂
)

 ̂

(
 ̂

   ̂
)

 

]
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Lampiran 6. (lanjutan) 

 

 

Karena tujuan utama penaksiran maksimum likelihood adalah 

memaksimumkan fungsi likelihood (yang dikerjakan dengan loglikelihood), maka 

distribusi dengan nilai loglikelihood lebih besar adalah distribusi yang lebih tepat 

untuk data. Dalam hal ini, nilai negatif loglikelihood untuk distribusi binomial 

negatif lebih kecil daripada distribusi Poisson, maka dapat disimpulkan bahwa 

distribusi binomial negatif lebih baik untuk data klaim. 
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