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Judul :  Uji Serial : Suatu Uji Keacakan untuk Suatu Barisan Bilangan 

Biner 

 

Tugas akhir ini membahas mengenai Uji Serial. Uji keacakan ini didasarkan pada 

pola m-bit dalam semua blok-blok overlapping berukuran m-bit dalam 

keseluruhan barisan biner berukuran n-bit yang akan diuji. Akan digunakan 

statistik uji dari frekuensi pola (i1, i2, …, im) dalam suatu circular string. 

Distribusi statistik uji tersebut di bawah H0: Barisan yang diuji ialah acak, 

diperoleh dengan melakukan transformasi dan diagonalisasi secara ortogonal 

sehingga konvergensinya berdistribusi Chi-Square. Selain itu, dalam tugas akhir 

ini juga diberikan ilustrasi dalam menguji keacakan barisan bilangan biner dengan 

menggunakan Uji Serial. 

 

Kata Kunci : distribusi multinomial, diagonalisasi matriks, distribusi chi- 
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This skripsi discusses about Serial Test. This randomness test is based on m-bit 

patterns in overlapping blocks across the entire n-bit sequence.  The statistical test 

from frequency of all possible patterns (i1, i2, …, im) in circular string will be used 

in this test. Distribution of that statistical test under H0: the sequence being tested 

is a random sequence, is obtained by tranformation and orthogonal 

diagonalization so it converges to Chi-Square distribution. This paper also gives 

illustration about how to test the randomness of bit sequence using Serial Test. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1  Latar Belakang 

Kebutuhan akan bilangan acak muncul dalam banyak aplikasi kriptografi. 

Aplikasi kriptografi itu sendiri terdiri dari berbagai bidang. Salah satu bidang 

kriptografi yang sangat membutuhkan peranan bilangan acak adalah Encryption 

Theory. Tujuan penting dalam bidang Encryption Theory adalah memastikan 

kerahasiaan suatu informasi agar tidak dapat dilacak oleh pihak-pihak yang tidak 

berwenang. Sehingga untuk memenuhi tujuan ini, salah satu solusinya adalah 

informasi yang dirahasiakan tersebut perlu diubah menjadi barisan bilangan acak.  

Untuk menghasilkan suatu barisan bilangan yang bersifat acak diperlukan 

fungsi atau pembangkit. Suatu fungsi atau pembangkit dikatakan menghasilkan 

suatu barisan bilangan yang acak jika barisan tersebut lolos dari sejumlah uji 

keacakan. Salah satu uji keacakan yang dapat digunakan adalah Uji Serial. Pada 

Uji Serial ini, barisan bilangan yang akan diuji tersebut dipecah menjadi blok-

blok di mana pembentukan blok-blok tersebut berturut-turut saling overlap 

antara blok yang satu dengan blok setelahnya, sehingga blok-blok ini disebut 

sebagai blok overlapping.  

Uji Serial yang dibahas di sini dikhususkan untuk pengujian keacakan 

barisan bilangan yang biner yaitu barisan bilangan yang hanya terdiri atas dua 

angka, 0 dan 1. Selanjutnya akan digunakan istilah bit dalam menyatakan ukuran 

pola, blok, maupun barisan bilangan, sebagai contoh pola 010 termasuk dalam 

pola 3-bit. 

Uji Serial memiliki statistik uji yang didasarkan pada frekuensi pola. 

Pola yang dimaksud di sini adalah pola berukuran m-bit dengan bentuk 

 𝑖1𝑖2…𝑖𝑚   di mana kemungkinan nilai dari masing-masing 𝑖𝑗  adalah 0 atau 1,  
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dengan 𝑗 = 1, 2,… ,𝑚 . Pola ini nantinya akan dilihat banyak kemunculannya 

dalam semua blok overlapping yang juga berukuran m-bit. Blok-blok 

overlapping ini seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, dibentuk dari barisan 

bilangan biner yang berukuran n-bit. Banyak kemunculan pola-pola ini 

selanjutnya disebut sebagai frekuensi pola. Jadi, frekuensi pola m-bit inilah yang 

menjadi dasar statistik uji yang digunakan dalam Uji Serial. Statistik uji ini akan 

dilihat distribusinya sehingga dapat ditentukan bagaimana aturan keputusan 

menggunakan statistik uji tersebut dalam Uji Serial. 

Distribusi statistik uji pada Uji Serial akan ditinjau di bawah H0 : Barisan 

yang diuji ialah acak. Dengan perkataan lain, tujuan dari uji ini adalah 

menentukan apakah frekuensi pola tersebut kira-kira sama seperti yang 

diharapkan untuk suatu barisan yang acak. Dalam Uji Serial, suatu barisan biner 

dikatakan acak jika setiap pola m-bit mempunyai kemungkinan muncul yang 

sama pada setiap blok overlapping.  

 

1.2  Perumusan Masalah 

Perumusan masalah dalam tugas akhir ini adalah sebagai berikut : 

a) Bagaimana menentukan distribusi dari frekuensi pola m-bit dalam blok-

blok overlapping pada barisan bilangan biner ? 

b) Bagaimana menguji keacakan barisan bilangan biner pada Uji Serial ? 

 

1.3  Tujuan Penelitian  

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut : 

a) Menjelaskan mengenai penurunan distribusi dari frekuensi pola m-bit 

dalam blok-blok overlapping pada barisan bilangan biner. 

b) Melakukan pengujian keacakan barisan bilangan biner pada Uji Serial. 

Uji serial..., Gayatri Bagawanti, FMIPA UI, 2012
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

 

Pada bab ini akan diberikan dasar-dasar teori yang digunakan dalam 

penulisan tugas akhir ini. 

2.1  Macam - macam distribusi 

 Pada tugas akhir ini akan digunakan beberapa distribusi, seperti distribusi 

Bernoulli, Binomial, Multinomial, dan Chi-Square.  

2.1.1  Distribusi Bernoulli 

 Percobaan Bernoulli adalah suatu percobaan acak di mana hasil yang 

mungkin adalah sukses atau gagal. Barisan dari percobaan Bernoulli dikatakan 

terjadi apabila percobaan Bernoulli dilakukan berkali-kali dan saling bebas. Lebih 

lanjut, untuk setiap percobaan, probabilitas suksesnya adalah sama yaitu 𝑝. 

 Misalkan variabel acak 𝑋 yang berhubungan dengan suatu percobaan 

Bernoulli didefinisikan sebagai berikut : 

𝑋(sukses) =  1  dan   𝑋(gagal)  =  0. 

P.d.f dari 𝑋 dapat ditulis sebagai berikut : 

𝑓 𝑥 = 𝑝𝑥 1 − 𝑝 1−𝑥       , 𝑥 = 0,1   

= 0                         , yang lainnya. 

Maka variabel acak 𝑋 seperti ini dikatakan berdistribusi Bernoulli. Berikut ini 

akan dicari mean dan variansi dari distribusi Bernoulli. 

Mean distribusi Bernoulli  dilambangkan dengan 𝜇 yaitu : 

𝜇 = 𝐸 𝑋  

=  𝑥 𝑓 𝑥 

1

𝑥=0

 

=  𝑥𝑝𝑥 1 − 𝑝 1−𝑥

1

𝑥=0
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𝜇 =  0  1 − 𝑝 +  1  𝑝  

𝜇 = 𝑝     (2.1) 

dan variansi dari 𝑋 dilambangkan dengan 𝜎2 yaitu : 

𝜎2 = 𝑣𝑎𝑟 𝑋  

=   𝑥 − 𝑝 2𝑝𝑥 1 − 𝑝 1−𝑥

1

𝑥=0

 

= 𝑝2 1 − 𝑝 +  1 − 𝑝 2𝑝 

𝜎2 = 𝑝 1 − 𝑝 .                               (2.2) 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa distribusi Bernoulli memiliki 𝜇 = 𝑝 dan 

𝜎2 = 𝑝 1 − 𝑝 . Distribusi Bernoulli dinotasikan dengan 𝐵𝑒 𝑝 , dengan konstanta 

𝑝 sebagai parameter dari distribusi Bernoulli. 

 

2.1.2  Distribusi Binomial 

 Variabel acak 𝑋 dikatakan mempunyai distribusi binomial apabila p.d.f 

𝑓 𝑥  dari variabel acaknya adalah sebagai berikut: 

𝑓 𝑥 =  
𝑛
𝑥
 𝑝𝑥 1 − 𝑝 𝑛−𝑥          , 𝑥 = 0, 1, 2, … , 𝑛   

= 0                                    , yang lainnya. 

 Untuk mencari mean dan variansi dari distribusi binomial akan dicari 

dahulu m.g.f dari distribusi tersebut yang dilambangkan dengan 𝑀 𝑡 . 

𝑀 𝑡 =  𝑒𝑡𝑥

𝑥

𝑓 𝑥  

=  𝑒𝑡𝑥

𝑛

𝑥=0

 
𝑛
𝑥
 𝑝𝑥 1 − 𝑝 𝑛−𝑥  

=   
𝑛
𝑥
  𝑝𝑒𝑡 𝑥

𝑛

𝑥=0

 1 − 𝑝 𝑛−𝑥  

𝑀(𝑡) =   1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡 𝑛  , ∀𝑡 ∈ ℝ       (2.3) 
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Akan dicari turunan pertama dari persamaan (2.3) : 

𝑀′ 𝑡 = 𝑛  1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡 𝑛−1 𝑝𝑒𝑡  

= 𝑛𝑝𝑒𝑡  1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡 𝑛−1 

Mean didapatkan dari turunan pertama m.g.f. saat 𝑡 = 0. 

𝜇 = 𝑀′ 0  

𝜇 = 𝑛𝑝  1 − 𝑝 + 𝑝 𝑛−1 

𝜇 = 𝑛𝑝                                     (2.4) 

Selanjutnya akan dicari turunan kedua dari persamaan (2.3) : 

𝑀"(𝑡) = 𝑛𝑝𝑒𝑡  1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡 𝑛−1 + 𝑛𝑝𝑒𝑡 𝑛 − 1   1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡 𝑛−2 𝑝𝑒𝑡  

𝑀"(𝑡) = 𝑛  1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡 𝑛−1 𝑝𝑒𝑡 + 𝑛 𝑛 − 1   1 − 𝑝 + 𝑝𝑒𝑡 𝑛−2 𝑝𝑒𝑡 2 

Sekarang akan dicari variansi dari distribusi binomial. Variansi didapatkan dengan 

cara sebagai berikut : 

𝜎2 = 𝑀"(0) −  𝑛𝑝 2 

= 𝑛𝑝  1 − 𝑝 + 𝑝 𝑛−1 + 𝑛𝑝2 𝑛 − 1   1 − 𝑝 + 𝑝 𝑛−2 −  𝑛𝑝 2 

= 𝑛𝑝 +  𝑛𝑝2 𝑛 − 1 −  𝑛𝑝 2 

= 𝑛𝑝 −  𝑛𝑝2 

𝜎2 = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)                                                                 (2.5) 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa distribusi binomial memiliki 𝜇 = 𝑛𝑝 dan 

𝜎2 = 𝑛𝑝 1 − 𝑝 . Distribusi binomial dinotasikan sebagai 𝑏 𝑛, 𝑝 , dengan 

konstanta 𝑛 dan 𝑝 adalah parameter dari distribusi binomial. 

 

2.1.3  Distribusi Multinomial 

Distribusi binomial diperumum ke distribusi multinomial. Misal percobaan 

acak diulang sebanyak n kali dan saling independen. Pada setiap pengulangan, 

percobaan berakhir dalam salah 1 dari k cara yang mutually exclusive dan 

exhaustive, sebut saja 𝐶1,𝐶2, … , 𝐶𝑘 . Mutually exclusive dan exhaustive di sini 

maksudnya 𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑗 = ∅, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑑𝑖 𝑚𝑎𝑛𝑎 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑘 dan 𝑃 𝐶1 + 𝑃 𝐶2 +

⋯ + 𝑃 𝐶𝑘 = 1. Misal 𝑝𝑖  adalah probabilitas bahwa hasil yang keluar adalah 

anggota dari 𝐶𝑖  dan misal 𝑝𝑖  tetap selama n pengulangan yang independen,  
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𝑖 = 1,2, … , 𝑘. Didefinisikan variable acak 𝑋𝑖  adalah banyak hasil yang keluar 

merupakan elemen dari 𝐶𝑖  , 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 − 1. Selanjutnya, misal 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘−1 

adalah bilangan bulat non-negatif, sedemikian sehingga 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘−1 ≤ 𝑛. 

Maka probabilitas terdapat 𝑥1 elemen di 𝐶1, 𝑥2 elemen di 𝐶2, … , 𝑥𝑘−1 elemen di 

𝐶𝑘−1, dan 𝑛 − ( 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘−1) elemen di 𝐶𝑘  adalah 

𝑛!

𝑥1! …𝑥𝑘−1! 𝑥𝑘 !
𝑝1

𝑥1 …𝑝𝑘−1
𝑥𝑘−1𝑝𝑘

𝑥𝑘  

di mana 𝑥𝑘  adalah singkatan untuk 𝑛 − (𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘−1). Ini adalah p.d.f. 

multinomial dari 𝑘 − 1 variabel acak diskrit 𝑋1,𝑋2,… , 𝑋𝑘−1.  

M.g.f. dari distribusi multinomial adalah : 

𝑀 𝑡1,… , 𝑡𝑘−1 =  𝑝1𝑒
𝑡1 + ⋯ + 𝑝𝑘−1𝑒

𝑡𝑘−1 + 𝑝𝑘 
𝑛      (2.6) 

untuk setiap nilai riil 𝑡1, 𝑡2 , … , 𝑡𝑘−1. Jadi setiap p.d.f. marginal 1 variabel adalah 

binomial. 

 

2.1.4. Distribusi Chi-Square 

Misal 𝑋1,𝑋2,… , 𝑋𝑛  menyatakan sampel acak berukuran n dari 

distribusi 𝑁 𝜇, 𝜎2  , maka variabel acak  

𝑌 =   
𝑋𝑖 − 𝜇

𝜎
 

2𝑛

𝑖=1

                                                        (2.7) 

Memiliki distribusi Chi-Square dengan derajat bebas n. 

Bukti : 

Diketahui bahwa 𝑋1,𝑋2, … , 𝑋𝑛  sampel acak dari distribusi 𝑁 𝜇, 𝜎2 . Karena 

diketahui 𝑋𝑖~𝑁 𝜇, 𝜎2 , distribusi 𝑁 𝜇, 𝜎2  ,𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. maka  

𝑋𝑖 − 𝜇

𝜎
~𝑁 0,1  , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Sehingga bisa didapatkan variabel random 𝑍𝑖  yaitu : 

𝑍𝑖 =  
𝑋𝑖 − 𝜇

𝜎
 

2

~𝜒 1 
2  , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 
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Selanjutnya akan didefinisikan variabel acak Y yaitu : 

𝑌 =  
𝑋1 − 𝜇

𝜎
 

2

+  
𝑋2 − 𝜇

𝜎
 

2

+ ⋯ +  
𝑋𝑛 − 𝜇

𝜎
 

2

= 𝑍1 + 𝑍2 + ⋯ + 𝑍𝑛  . 

𝑍1, 𝑍2 , … , 𝑍𝑛  saling bebas karena 𝑋1,𝑋2,… , 𝑋𝑛  saling bebas. 

Selanjutnya perhatikan bentuk berikut ini : 

𝐸 𝑒𝑡𝑌 = 𝐸 𝑒𝑡 𝑍1+𝑍2+⋯+𝑍𝑛    

= 𝐸 𝑒𝑡𝑍1+𝑡𝑍2+⋯+𝑡𝑍𝑛   

= 𝐸 𝑒𝑡𝑍1𝑒𝑡𝑍2 …𝑒𝑡𝑍𝑛   

= 𝐸 𝑒𝑡𝑍1 𝐸 𝑒𝑡𝑍2 …𝐸 𝑒𝑡𝑍𝑛   

=  1 − 2𝑡 −1 2  1 − 2𝑡 −1 2 … 1 − 2𝑡 −1 2  

=  1 − 2𝑡 −𝑛 2  

Terlihat dari hasil di atas merupakan m.g.f. dari distribusi Chi-Square berderajat 

bebas n. 

Jadi, terbukti bahwa 𝑌 berdistribusi 𝜒 𝑛 
2  . 

 

2.2  Uji Chi-Square [8], [9] 

 Uji Chi-Square atau Goodness of fit adalah pengujian statistik yang 

digunakan untuk membandingkan data observasi dengan data yang diharapkan 

dapat diperoleh dengan mengasumsikan hipotesis tertentu. Uji ini memiliki 

hipotesis sebagai berikut : 

H0 : Frekuensi setiap kategori memenuhi suatu nilai/perbandingan 

H1 : Ada kategori yang tidak memenuhi nilai/perbandingan tersebut 

Statistik uji : 

𝜒2 =  
 𝑜𝑖 − 𝑒𝑖 

2

𝑒𝑖

𝑘

𝑖=1

                                                                 (2.8) 

di mana       k : banyaknya kategori yang dilihat 

 𝑜𝑖    : frekuensi observasi untuk kategori ke-i 

 𝑒𝑖    : frekuensi harapan untuk kategori ke-i 

Statistik uji tersebut memiliki pendekatan distribusi Chi-Square dengan derajat 

bebas 𝑘 − 1 . 
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2.3  Dalil Limit Pusat Multivariat  [3], [4] 

 Misalkan 𝑿 1 , 𝑿 2 , … , 𝑿 𝑛   merupakan vektor acak yang berdistribusi 

sama dari suatu populasi dan saling independen dengan vektor mean 𝝁 dan 

matriks kovariansi Σ yang definit positif. Misal : 

𝒀𝑛 =
1

 𝑛
  𝑿 𝑖 − 𝝁 

𝑛

𝑖=1

 

di mana : 

𝑿 𝒊 =  

𝑋1(𝑖)

⋮
𝑋𝑘(𝑖)

  , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

Jumlahan dari vektor-vektor tersebut adalah : 

 𝑿 𝒊 =

𝑛

𝑖=1

 

𝑋1(1)

⋮
𝑋𝑘(1)

 +  

𝑋1(2)

⋮
𝑋𝑘(2)

 + ⋯ +  

𝑋1(𝑛)

⋮
𝑋𝑘(𝑛)

  

Maka dalil limit pusat multivariat ini menyatakan bahwa saat 𝑛 → ∞,  𝒀𝑛  

konvergen dalam distribusi menuju distribusi Multivariat Normal (𝟎, Σ) atau 

dapat ditulis : 

𝒀𝑛 =
1

 𝑛
  𝑿 𝑖 − 𝝁 

𝑛→∞
    

𝑛

𝑖=1

𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑡 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙  𝟎, Σ               (2.9) 

 

2.4 Matriks Kovariansi 

Misal X adalah vektor  acak, 𝑿 =  
𝑋1

⋮
𝑋𝑛

  dengan vektor mean 𝝁 = 𝐸 𝑿  

maka matriks kovariansi dari X didefinisikan sebagai berikut : 

Σ𝑋 = 𝐸  𝑿 − 𝐸 𝑿   𝑿 − 𝐸 𝑿  𝑇  

Misalkan X adalah vektor berukuran 𝑛 × 1 dan A adalah matriks konstan 

berukuran 𝑝 × 𝑛 maka matriks kovariansi di atas memiliki sifat yaitu : 

Σ𝑨𝑋 = 𝐴Σ𝑋𝐴
𝑇                                                      (2.10) 
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Bukti : 

Berdasarkan definisi 

Σ𝑋 = 𝐸  𝑿 − 𝐸 𝑿   𝑿 − 𝐸 𝑿  𝑇  

Dengan menggunakan sifat 𝐸 𝑿 𝑇 = 𝐸 𝑿𝑇  (karena ekspektasi dari vektor adalah 

ekspektasi dari setiap komponen) maka diperoleh : 

Σ𝑋 = 𝐸  𝑿 − 𝐸 𝑿   𝑿 − 𝐸 𝑿  𝑇  

= 𝐸  𝑿 − 𝐸 𝑿   𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿 𝑇   

= 𝐸 𝑿𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿 𝑿𝑇 − 𝑿𝐸 𝑿 𝑇 + 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇  

= 𝐸 𝑿𝑿𝑇 − 𝐸 𝐸 𝑿 𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿𝐸 𝑿 𝑇 + 𝐸 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇  

= 𝐸 𝑿𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇 + 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇  

= 𝐸 𝑿𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇 − 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇 + 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇  

= 𝐸 𝑿𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇 

Berdasarkan hal tersebut diperoleh : 

Σ𝐗 = 𝐸 𝑿𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿 𝑇  

Dengan menggunakan rumus di atas untuk 𝐴𝑿 di mana A adalah matriks 

berukuran 𝑝 × 𝑛 dan merupakan matriks konstan maka diperoleh : 

ΣA𝐗 = 𝐸 𝐴𝑿 𝐴𝑿 𝑇 − 𝐸 𝐴𝑿 𝐸 𝐴𝑿 𝑇  

= 𝐸 𝐴𝑿 𝑿𝑇𝐴𝑇  − 𝐸 𝐴𝑿 𝐸  𝐴𝑿 𝑇  

= 𝐸 𝐴𝑿 𝑿𝑇𝐴𝑇  − 𝐸 𝐴𝑿 𝐸 𝑿𝑇𝐴𝑇  

= 𝐴𝐸 𝑿𝑿𝑇 𝐴𝑇 − 𝐴𝐸 𝑿 𝐸 𝑿𝑇 𝐴𝑇  

= 𝐴 𝐸 𝑿𝑿𝑇 − 𝐸 𝑿 𝐸 𝑿𝑇  𝐴𝑇  

= 𝐴Σ𝐗𝐴
𝑇  

Terbukti bahwa Σ𝐴𝑋 = 𝐴Σ𝑋𝐴
𝑇    untuk X adalah vektor berukuran 𝑛 × 1 dan A 

adalah matriks konstan berukuran 𝑝 × 𝑛 . 

                                                    

2.5 Diagonalisasi Ortogonal Matriks 

Suatu matriks 𝐴 simetris berukuran 𝑛 × 𝑛 dikatakan dapat didiagonalkan 

secara ortogonal jika ada suatu matriks 𝑃 di mana 𝑃−1 = 𝑃𝑇  sedemikian sehingga 
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𝑃−1𝐴𝑃 = 𝑃𝑇𝐴𝑃 = 𝐷 ,di mana D adalah matriks diagonal. Matriks 𝑃 dikatakan 

mendiagonalkan A secara ortogonal. 

Kolom-kolom matriks 𝑃 berisi vektor-vektor basis ortonormal untuk setiap 

ruang-eigen dari matriks A. Sedangkan elemen diagonal matriks D berisi nilai-

eigen yang bersesuaian dari matriks A. 

 

2.6 Matriks Diagonal Blok 

Sebuah matriks 𝐴 berukuran 𝑛 × 𝑛 disebut matriks diagonal blok jika 

memiliki bentuk sebagai berikut :  

𝐴 =  
𝐴1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝐴𝑘

  

 𝐴𝑖  adalah submatriks berukuran 𝑛𝑖 × 𝑛𝑖  , 𝑖 = 1, … , 𝑘, di mana  𝑛𝑖 = 𝑛𝑘
𝑖=1 .  

Matriks diagonal blok ini dapat dinyatakan sebagai 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐴1, 𝐴2 , … , 𝐴𝑘) yaitu 

menyatakan matriks diagonal blok dengan submatriks 𝐴1, 𝐴2 , … , 𝐴𝑘  di sepanjang 

diagonal dan bernilai nol untuk lainnya. Matriks A tersebut dapat dinyatakan 

dalam bentuk direct sum dari 𝐴1 , 𝐴2, … , 𝐴𝑘  dengan operator ⊕, yaitu : 

𝑑𝑖𝑎𝑔 𝐴1, 𝐴2 , … , 𝐴𝑘 = 𝐴1 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑘 . 

Sehingga, secara notasi, matriks 𝐴 dapat ditulis sebagai berikut : 

𝐴 = 𝐴1 ⊕ 𝐴2 ⊕ …⊕ 𝐴𝑘  atau secara singkat,   

⊕  𝐴𝑖

𝑘

𝑖=1
 , 𝑖 = 1, … , 𝑘 . 

Karena dalam tugas akhir ini akan digunakan submatriks 𝐴𝑖  berukuran 

2 × 2 untuk setiap 𝑖 = 1, … , 𝑘  di mana 𝐴1 = 𝐴2 = ⋯ = 𝐴𝑘  maka dapat 

dibuktikan bahwa matriks diagonal blok tersebut memiliki sifat yaitu :  

det ⊕ 𝑘 𝐴1  =  det 𝐴1 
𝑘                                             (2.11) 

Bukti : 

Akan dibuktikan det ⊕ 𝑘 𝐴1  =  det 𝐴1 
𝑘  menggunakan induksi matematik. 

Pertama-tama akan ditunjukkan benar untuk 𝑘 = 2. 
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Misalkan suatu matriks diagonal blok 𝐴 merupakan ⊕ 2 𝐴1  dengan bentuk 

sebagai berikut : 

 

𝐴 =  
𝐴1 0
0 𝐴1

  

di mana submatriks 𝐴1 didefinisikan sebagai berikut : 

𝐴1 =  
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
  

Sehingga matriks 𝐴 dapat ditulis : 

𝐴 =⊕ 2 𝐴1 =  

𝑎1 𝑎2 0 0
𝑎3 𝑎4 0 0
0 0 𝑎1 𝑎2

0 0 𝑎3 𝑎4

  

Selanjutnya akan dicari determinan dari matriks 𝐴. 

det ⊕ 2 𝐴1  = 𝑑𝑒𝑡  

𝑎1 𝑎2 0 0
𝑎3 𝑎4 0 0
0 0 𝑎1 𝑎2

0 0 𝑎3 𝑎4

  

= 𝑎1  𝑑𝑒𝑡  
𝑎4 0 0
0 𝑎1 𝑎2

0 𝑎3 𝑎4

  − 𝑎2  𝑑𝑒𝑡  
𝑎3 0 0
0 𝑎1 𝑎2

0 𝑎3 𝑎4

   

= 𝑎1𝑎4  𝑑𝑒𝑡  
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
  − 𝑎2𝑎3  𝑑𝑒𝑡  

𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
   

=  𝑎1𝑎4 − 𝑎2𝑎3 𝑑𝑒𝑡  
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
  

= 𝑑𝑒𝑡  
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
 𝑑𝑒𝑡  

𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
  

= 𝑑𝑒𝑡𝐴1𝑑𝑒𝑡𝐴1 

det ⊕ 2 𝐴1  =  𝑑𝑒𝑡𝐴1 
2 

Terbukti benar untuk 𝑘 = 2 

Langkah selanjutnya adalah anggap benar untuk 𝑘 = 𝑚. 

Misalkan suatu matriks diagonal blok 𝐴 merupakan ⊕ 𝑚 𝐴1  dengan bentuk 

sebagai berikut : 
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𝐴 =

 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 ⋯ 0 0
𝑎3 𝑎4 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎1 𝑎2

0 0 ⋯ 𝑎3 𝑎4 
 
 
 
 

=  
𝐴1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝐴1

  

Maka akan dianggap benar bahwa : 

det ⊕ 𝑚 𝐴1  =  𝑑𝑒𝑡𝐴1 
𝑚  

Berikutnya akan dibuktikan benar untuk 𝑘 = 𝑚 + 1 

Misalkan suatu matriks diagonal blok 𝐴 merupakan ⊕  𝑚 + 1  𝐴1  dengan 

bentuk sebagai berikut : 

 

𝐴 =

 
 
 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 0 0 ⋯ 0 0
𝑎3 𝑎4 0 0 ⋯ 0 0
0 0 𝑎1 𝑎2 ⋯ 0 0
0 0 𝑎3 𝑎4 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 𝑎1 𝑎2

0 0 0 0 ⋯ 𝑎3 𝑎4 
 
 
 
 
 
 

=  

𝐴1 0 ⋯ 0
0 𝐴1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝐴1

  

Selanjutnya akan ditinjau determinan dari matriks A tersebut. 

𝑑𝑒𝑡 ⊕  𝑚 + 1  𝐴1  = 𝑑𝑒𝑡

 
 
 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 0 0 ⋯ 0 0
𝑎3 𝑎4 0 0 ⋯ 0 0
0 0 𝑎1 𝑎2 ⋯ 0 0
0 0 𝑎3 𝑎4 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 𝑎1 𝑎2

0 0 0 0 ⋯ 𝑎3 𝑎4 
 
 
 
 
 
 

 

= 𝑎1

 

 
 
 
𝑑𝑒𝑡

 
 
 
 
 
 
𝑎4 0 0 ⋯ 0 0
0 𝑎1 𝑎2 ⋯ 0 0
0 𝑎3 𝑎4 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑎1 𝑎2

0 0 0 ⋯ 𝑎3 𝑎4 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

− 𝑎2

 

 
 
 
𝑑𝑒𝑡

 
 
 
 
 
 
𝑎3 0 0 ⋯ 0 0
0 𝑎1 𝑎2 ⋯ 0 0
0 𝑎3 𝑎4 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑎1 𝑎2

0 0 0 ⋯ 𝑎3 𝑎4 
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= 𝑎1𝑎4

 

 
 
𝑑𝑒𝑡

 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 ⋯ 0 0
𝑎3 𝑎4 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎1 𝑎2

0 0 ⋯ 𝑎3 𝑎4 
 
 
 
 

 

 
 

− 𝑎2𝑎3

 

 
 
𝑑𝑒𝑡

 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 ⋯ 0 0
𝑎3 𝑎4 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎1 𝑎2

0 0 ⋯ 𝑎3 𝑎4 
 
 
 
 

 

 
 

 

=  𝑎1𝑎4 − 𝑎2𝑎3  𝑑𝑒𝑡

 
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2 ⋯ 0 0
𝑎3 𝑎4 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎1 𝑎2

0 0 ⋯ 𝑎3 𝑎4 
 
 
 
 

 

= 𝑑𝑒𝑡  
𝑎1 𝑎2

𝑎3 𝑎4
  𝑑𝑒𝑡𝐴1 

𝑚  

𝑑𝑒𝑡 ⊕  𝑚 + 1  𝐴1  =  𝑑𝑒𝑡𝐴1 
𝑚+1 

Terbukti benar untuk 𝑘 = 𝑚 + 1. 

 Sehingga berdasarkan pembuktian dengan induksi matematika di atas 

dapat disimpulkan bahwa  

𝑑𝑒𝑡 ⊕ 𝑘 𝐴1  =  𝑑𝑒𝑡𝐴1 
𝑘  . 
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BAB 3 

UJI SERIAL UNTUK BARISAN BILANGAN BINER 

 

  

 Pada bab 3 ini, akan dibahas mengenai bagaimana mendapatkan statistik 

uji untuk Uji serial serta bagaimana pengujian dalam Uji Serial untuk barisan 

bilangan biner. 

 

3.1 Penentuan Distribusi dari Frekuensi Pola m-bit dalam Blok-Blok 

Overlapping pada Barisan Bilangan Biner  

  Pada subbab ini akan digunakan notasi-notasi sebagai berikut : 

𝜀  : barisan bilangan biner yang akan diuji keacakannya 

𝜀′ : circular string / barisan bilangan biner yang diperbesar 

n  : panjang bit barisan bilangan biner 𝜀 

m  : panjang bit tiap blok overlapping yang dibentuk dari 𝜀 

𝑖1 … 𝑖𝑚  : pola berukuran m-bit 

𝑣𝑖1…𝑖𝑚   : frekuensi pola 𝑖1 … 𝑖𝑚  dalam n-blok overlapping 

Berikut ini akan diperlihatkan terlebih dahulu bagan untuk mempermudah 

pemahaman mengenai bagaimana cara mendapatkan frekuensi pola m-bit dalam 

blok-blok overlapping jika diketahui suatu barisan bilangan biner yang akan diuji 

keacakannya. 

 

 

Gambar 3.1   Bagan Penentuan Frekuensi Pola m-bit 
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Misalkan terdapat suatu barisan bilangan biner berukuran n yang akan 

diuji keacakannya, dalam kasus ini dilambangkan dengan 𝜀 = 𝜀1𝜀2 … 𝜀𝑛  , di mana 

𝜀𝑖  bernilai 0 atau 1, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. Dari 𝜀 ini akan dilihat frekuensi pola. Berikut 

ini akan dijelaskan bagaimana menentukan frekuensi pola tersebut. Untuk melihat 

frekuensi pola dari 𝜀 perlu ditentukan terlebih dahulu ukuran bit blok overlapping 

yang ingin digunakan. Ukuran blok overlapping ini dilambangkan dengan m. 

Maksud dari overlapping di sini adalah pembentukan blok saling overlap satu 

sama lain (mekanisme pembentukan blok overlapping akan diperlihatkan dalam 

ilustrasi). Setelah ukuran blok overlapping ditentukan selanjutnya ukuran pola 

menyesuaikan. Pola yang dimaksud di sini adalah pola berukuran m-bit dengan 

bentuk  𝑖1𝑖2 …𝑖𝑚   di mana kemungkinan nilai dari masing-masing 𝑖𝑗  adalah 0 

atau 1, dengan 𝑗 = 1, 2, … , 𝑚 . Berdasarkan hal ini, jika akan digunakan pola 

berukuran m-bit maka akan terdapat 2
m

 pola m-bit yang mungkin terbentuk.  

Setelah  2
m

  pola ditentukan, langkah selanjutnya adalah membentuk 

circular string dari 𝜀. Tujuan pembentukan circular string ini agar jumlah blok 

overlapping yang terbentuk sama dengan n dan setiap 𝜀𝑖  digunakan sama 

banyaknya dalam keseluruhan blok overlapping. Cara membentuk circular string 

yaitu pada bagian ujung 𝜀 = 𝜀1𝜀2 … 𝜀𝑛  ditambahkan (m-1)-bit pertama dari 

barisan awal yaitu 𝜀1𝜀2 … 𝜀𝑚−1. Sehingga circular string yang terbentuk 

berukuran  𝑛 + 𝑚 − 1 -bit yang dilambangkan dengan 𝜀′, di mana  

𝜀 ′ = 𝜀1𝜀2 … 𝜀𝑛𝜀1𝜀2 … 𝜀𝑚−1.  

Dari  circular string yang telah dibentuk akan dibagi menjadi n-blok 

overlapping berukuran m-bit. Setelah n-blok overlapping terbentuk, akan dilihat 

banyaknya frekuensi masing-masing dari 2
m

 pola m-bit yang muncul pada n-blok 

overlapping tersebut. Frekuensi ini dilambangkan dengan  𝑣𝑖1…𝑖𝑚  yaitu frekuensi 

untuk pola 𝑖1 … 𝑖𝑚  yang bersesuaian. Berdasarkan frekuensi pola m-bit tersebut, 

pada akhirnya akan dapat ditentukan apakah suatu barisan bilangan biner 𝜀 

merupakan barisan yang acak atau tidak. 
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Ilustrasi 

Misalkan barisan bilangan biner yang akan ditinjau adalah 

𝜀 = 011001011100 ,  dengan panjang barisan yaitu 𝑛 = 12. Diinginkan ukuran 

dari pola yaitu  𝑚 = 3 maka terdapat 2𝑚 = 23 = 8 pola 3-bit yang mungkin yaitu 

: 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 . 

Selanjutnya akan dibentuk circular string yaitu dengan menambahkan 

𝑚 − 1 = 2 bit pertama dari 𝜀 ke bagian akhir barisan 𝜀 sehingga membentuk 𝜀′. 2 

bit pertama tersebut adalah 01 sehingga circular string yang terbentuk adalah : 

𝜀 ′ = 01100101110001 

Setelah 𝜀′ dibentuk maka akan ditentukan 12 blok overlapping dengan 

cara sebagai berikut : 

 

 

0      1      1      0      0      1       0       1        1        1      0      0      0      1 

 

 

Sehingga 12 blok overlapping yang dibentuk adalah : 

 

Tabel 3.1   Hasil 12 Blok Overlapping 3-bit

Blok ke- i1i2i3 Blok ke- i1i2i3 Blok ke- i1i2i3 

1 011 5 010 9 110 

2 110 6 101 10 100 

3 100 7 011 11 000 

4 001 8 111 12 001 

 

Berikutnya akan dilihat 𝑣𝑖1𝑖2𝑖3
, yaitu frekuensi dari suatu pola m-bit  𝑖1𝑖2𝑖3 

dalam 12-blok overlapping yang dibentuk dari circular string. Dari 12-blok 

overlapping berukuran 3-bit yang telah ditentukan, dilihat berapakah jumlah 

masing-masing dari 8 pola 3-bit yang muncul.

Blok 1 Blok 3 Blok 5 Blok 7 Blok 9 Blok 11 

Blok 8 Blok10 

10101

0 

Blok 12 Blok 2 Blok 6 Blok 4 
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Berdasarkan contoh sebelumnya akan ditentukan frekuensi dari setiap 

pola. Berikut ilustrasinya : 

 

Blok-blok overlapping     

1)  011 

2)  110 Pola 3-bit 

3)  100 000 

4)  001 001 

5)  010 010 

6)  101 011 

7)  011 100 

8)  111 101 

9)  110 110 

10)  100 111 

11)  000 

12)  001 

Berdasarkan pencocokkan di atas dapat dilihat frekuensi dari masing-

masing pola 3-bit dan dapat ditulis sebagai berikut :

1) 𝑣000 = 1 

2) 𝑣001 = 2 

3) 𝑣010 = 1  

4) 𝑣011 = 2 

5) 𝑣100 = 2 

6) 𝑣101 = 1 

7) 𝑣110 = 2 

8) 𝑣111 = 1

 

Setelah dijabarkan bagaimana cara menentukan frekuensi dari masing-

masing pola m-bit, berikutnya akan ditinjau distribusi frekuensi pola (𝑖1𝑖2 … 𝑖𝑚 ) 

dalam circular string (𝜀1𝜀2 … 𝜀𝑛𝜀1 … 𝜀𝑚−1) yang dinyatakan dengan 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  . 

 

3.1.1 Distribusi Bersama dari 2𝑚 − 1 Frekuensi Pola m-bit 

Akan dibuktikan bahwa distribusi bersama dari 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  untuk 2𝑚 − 1 pola 

𝑖1 … 𝑖𝑚  ialah multinomial  𝑛, 𝑝
1
, 𝑝

2
 , … , 𝑝2𝑚 −1   
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Bukti : 

Berikut akan dilihat distribusi bersama dari frekuensi 2𝑚 − 1 pola m-bit.  

Pada setiap blok overlapping m-bit, nilai dari blok overlapping tersebut akan 

sesuai dengan salah satu dari pola m-bit yang mutually exclusive dan exhaustive. 

Misal 𝑝𝑘  adalah probabilitas pola ke-k yang muncul dalam setiap blok 

overlapping m-bit. Dimisalkan variabel acak 𝑣𝑘  adalah frekuensi pola   

𝑖1𝑖2 … 𝑖𝑚  ke-k ,di mana 𝑘 = 1, 2, … , 2𝑚 − 1. Selanjutnya, misal 𝑣1, 𝑣2 , … , 𝑣2𝑚 −1 

sedemikian sehingga 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣2𝑚 −1 + 𝑣2𝑚 = 𝑛, di mana 𝑣2𝑚  adalah 

singkatan untuk 𝑛 − (𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣2𝑚 −1). 

 Dengan demikian, banyak cara memilih 𝑣1, 𝑣2 , … , 𝑣2𝑚 −1 dalam n-blok 

overlapping adalah sebagai berikut : 

 
𝑛
𝑣1

  
𝑛 − 𝑣1

𝑣2
 …  

𝑛 − 𝑣1 − ⋯−𝑣2𝑚 −2

𝑣2𝑚 −1
 =

𝑛!

𝑣1! … 𝑣2𝑚 −1! 𝑣2𝑚 !
  . 

Dan bahwa probabilitas dari banyak cara memilih tersebut adalah : 

 𝑝1 
𝑣1 …  𝑝2 

𝑣2𝑚 −1 𝑝2𝑚  𝑣2𝑚   . 

Berdasarkan penjabaran tersebut, probabilitas 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣2𝑚 −1 dalam n-blok 

overlapping adalah sebagai berikut : 

𝑛!

𝑣1! … 𝑣2𝑚 −1! 𝑣2𝑚 !
 𝑝1 

𝑣1 …  𝑝2 
𝑣2𝑚 −1 𝑝2𝑚  𝑣2𝑚  . 

Terlihat bahwa fungsi di atas adalah p.d.f. multinomial dari 2𝑚 − 1 variabel acak 

diskrit 𝑣1, 𝑣2 , … , 𝑣2𝑚 −1 . Sehingga terbukti bahwa distribusi bersama dari 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  

untuk 2𝑚 − 1 pola 𝑖1 … 𝑖𝑚  ialah multinomial  𝑛, 𝑝1, 𝑝2 , … , 𝑝2𝑚 −1  

 

3.1.2 Distribusi untuk Frekuensi Sebuah Pola m-bit 

Pada subbab ini akan dilihat distribusi marginal dari frekuensi pola-pola, 

𝑣𝑖1…𝑖𝑚  di atas yaitu untuk suatu pola 𝑖1 … 𝑖𝑚  . Dengan perkataan lain, akan dilihat 

distribusi dari suatu 𝑣𝑘  yaitu frekuensi pola  ke-k, dengan 𝑘 = 1, 2, … , 2𝑚 − 1.  

Berdasarkan subbab 3.1.1 telah didapatkan bahwa distribusi bersama dari 

𝑣𝑖1…𝑖𝑚  untuk 2𝑚 − 1 pola m-bit adalah multinomial  𝑛, 𝑝1, … , 𝑝2𝑚 −1  . 
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Telah didapatkan juga pada bab 2 pada persamaan (2.6) bentuk m.g.f. dari suatu 

distribusi multinomial, sehingga dalam kasus ini m.g.f. untuk distribusi 

multinomial  𝑛, 𝑝1, … , 𝑝2𝑚 −1  adalah sebagai berikut : 

𝑀 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡2𝑚 −1 =  𝑝1𝑒
𝑡1 + 𝑝2𝑒

𝑡2 + ⋯ + 𝑝2𝑚  𝑛  

Selanjutnya, akan ditinjau m.g.f. marginal untuk 1 variabel acak 𝑣1, yaitu : 

𝑀𝑣1
 𝑡 = 𝑀𝑣1 ,𝑣2 ,…,𝑣2𝑚 −1

 𝑡, 0, … . , 0  

=  𝑝1𝑒
𝑡 + 𝑝2 + ⋯ + 𝑝2𝑚  𝑛  

=  𝑝1𝑒
𝑡 +  1 − 𝑝1  

𝑛  

Berdasarkan hasil dari m.g.f. marginal di atas jika dibandingkan dengan m.g.f. 

binomial pada persamaan (2.3) terlihat bahwa variabel acak 𝑣1 berdistribusi 

binomial  𝑛, 𝑝1  

Sedangkan untuk variabel acak 𝑣2, m.g.f. marginalnya adalah sebagai berikut : 

𝑀𝑣2
 𝑡 = 𝑀𝑣1 ,𝑣2 ,…,𝑣2𝑚 −1

 0, 𝑡, … . , 0  

=  𝑝1 + 𝑝2𝑒
𝑡 + ⋯ + 𝑝2𝑚  𝑛  

=  𝑝2𝑒
𝑡 +  1 − 𝑝2  

𝑛  

Berdasarkan hasil dari m.g.f. marginal di atas jika dibandingkan dengan m.g.f. 

binomial pada persamaan (2.3) terlihat bahwa variabel acak 𝑣2 berdistribusi 

binomial  𝑛, 𝑝2  

Sehingga, jika diperumum untuk suatu variabel acak 𝑣𝑘 , maka m.g.f. marginalnya 

yaitu : 

𝑀𝑣𝑘
 𝑡 =  𝑝1 + ⋯ + 𝑝𝑘−1 + 𝑝𝑘𝑒𝑡 + 𝑝𝑘+1 + ⋯ + 𝑝2𝑚  𝑛  

=  𝑝𝑘𝑒𝑡 +  1 − 𝑝𝑘  𝑛  

Jika dibandingkan dengan m.g.f. binomial pada persamaan (2.3) terlihat bahwa 

hasil akhir tersebut merupakan bentuk m.g.f. 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 𝑛, 𝑝𝑘  maka dapat 

disimpulkan 𝑣𝑘  berdistribusi binomial  𝑛, 𝑝𝑘  untuk suatu pola 𝑖1 …𝑖𝑚  ke-k di 

mana 𝑘 = 1, 2, … , 2𝑚 − 1. 
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3.2  Pengujian Keacakan Barisan Bilangan Biner pada Uji Serial 

Uji Serial merupakan uji keacakan yang memperhatikan frekuensi 2
m

 

pola m-bit dalam n-blok overlapping berukuran m-bit yang dibentuk dari barisan 

bilangan biner berukuran n.  Tujuan uji ini adalah menentukan apakah  

banyak terjadinya pola m-bit tersebut kira-kira sama seperti yang diharapkan 

untuk suatu barisan yang acak. Sehingga, berdasarkan tujuan ini maka hipotesis 

dari Uji Serial adalah : 

H0 : Barisan bilangan biner 𝜀 adalah barisan yang acak 

H1 : Tidak demikian 

Fokus Uji Serial ini adalah yang diharapkan barisan bilangan biner 

tersebut acak, dalam kasus ini diinginkan frekuensi semua pola m-bit sama. 

Berdasarkan hal tersebut, karena terdapat 2
m

 pola berukuran m-bit yang 

mungkin dan diharapkan pola tersebut mempunyai kemungkinan muncul yang 

sama di setiap blok overlapping maka probabilitas tiap pola  muncul  dalam blok 

overlapping sebesar 1 2𝑚 . Sehingga, hipotesis di atas disesuaikan menjadi : 

H0 : P(setiap pola m-bit) = 1 2𝑚  

H1 : Tidak demikian 

Sekarang akan dilihat, berdasarkan penjabaran di subbab 3.1.1 telah 

didapatkan bahwa distribusi bersama dari 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  untuk 2𝑚 − 1 pola (𝑖1𝑖2 … 𝑖𝑚 ) 

ialah multinomial (𝑛, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝2𝑚 −1). Di bawah H0 yang telah disesuaikan 

tersebut maka distribusi bersama dari 𝑣𝑖1…𝑖𝑚   menjadi multinomial  𝑛,
1

2𝑚
, … ,

1

2𝑚
 .  

Selain itu,  berdasarkan penjabaran di subbab 3.1.2 didapatkan bahwa untuk suatu 

pola 𝑖1𝑖2 … 𝑖𝑚  ke-k di mana 𝑘 = 1, 2, … , 2𝑚 − 1 , 𝑣𝑘  berdistribusi 

𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙  𝑛, 𝑝𝑘  . Sehingga di bawah H0 yang telah disesuaikan tersebut, 

distribusi 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  untuk suatu pola 𝑖1 … 𝑖𝑚  adalah 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙  𝑛,
1

2𝑚
 .   

Berdasarkan bab 2 pada persamaan (2.4) dan (2.5) telah didapatkan bahwa untuk 

suatu variabel acak  yang berdistribusi binomial 𝑛, 𝑝  mean dan variansinya 

adalah  𝜇 = 𝑛𝑝 dan 𝜎2 = 𝑛𝑝 1 − 𝑝  . Sehingga di bawah H0 yang telah  
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disesuaikan tersebut didapatkan 𝐸 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  =
𝑛

2𝑚  dan 𝑣𝑎𝑟 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  =
𝑛

2𝑚  1 −
1

2𝑚  . 

Setelah distribusi dari frekuensi pola m-bit didapatkan, selanjutnya akan 

dicari bentuk statistik yang dapat digunakan untuk uji statistik pada Uji Serial. 

Statistik tersebut dibentuk berdasarkan frekuensi pola m-bit. 

 

3.2.1 Bentuk Statistik Ψ𝑚
2  

Sekarang akan dibentuk suatu statistik berdasarkan 𝑣𝑖1…𝑖𝑚 . Berdasarkan 

persamaaan (2.8) jika diinginkan uji Goodness of fit maka dapat dibentuk suatu 

statistik Ψ𝑚
2  dengan bentuk sebagai berikut : 

Ψ𝑚
2 =  

 𝑣𝑖1…𝑖𝑚 − 𝐸 𝑣𝑖1…𝑖𝑚   
2

𝐸 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  
𝑖1…𝑖𝑚

 

=  
 𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛
2𝑚 

2

𝑛
2𝑚𝑖1…𝑖𝑚

 

Ψ𝑚
2 =

2𝑚

𝑛
  𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛

2𝑚
 

2

𝑖1…𝑖𝑚

                                                       (3.1) 

Karena frekuensi pola-pola  𝑖1 …𝑖𝑚  dihitung berdasarkan blok-blok overlapping 

yang tidak saling independen maka  Ψ𝑚
2  tidak dapat disimpulkan memiliki 

pendekatan distribusi chi-square kecuali untuk 𝑚 = 1. Sehingga nanti akan 

ditinjau kembali modifikasi dari bentuk statistik Ψ𝑚
2  dan dicari statistik  yang 

distribusinya mendekati suatu distribusi tertentu. 

Dalam memodifikasi bentuk statistik Ψ𝑚
2  perlu didefinisikan vektor Z 

yaitu vektor berukuran 2𝑚 × 1 yang dibentuk oleh 2𝑚  buah 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  , di mana  

𝑧𝑖1…𝑖𝑚 =
1

 𝑛
 𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛

2𝑚
                                                     (3.2) 

Bentuk vektor 𝒁 ini akan digunakan dalam pembuktian pada subbab berikutnya 

namun terlebih dahulu akan dicari distribusinya pada subbab ini untuk mengetahui 

distribusi dari 𝑧𝑖1…𝑖𝑚 . 
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Akan dibuktikan Z mempunyai pendekatan distribusi multivariat normal  𝟎, Σm  

di mana Σm =
1

2𝑚
𝐼𝑚 −

1

22𝑚
𝒆𝒎𝒆𝒎

𝑇 dengan 𝐼𝑚  ialah matriks identitas 2𝑚 × 2𝑚  

dan 𝒆𝒎
𝑇  ialah  1, 1, … , 1 .  

Pertama-tama akan dibuktikan bahwa 𝐸 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  = 0 dan 𝑣𝑎𝑟 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  =
1

2𝑚 −
1

22𝑚 . 

Bukti : 

𝐸 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  = 𝐸  
1

 𝑛
 𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛

2𝑚
   

=
1

 𝑛
 𝐸  𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛

2𝑚
  

=
1

 𝑛
  𝐸 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  −

𝑛

2𝑚
  

=
1

 𝑛
 

𝑛

2𝑚
−

𝑛

2𝑚
  

= 0 

Terbukti bahwa 𝐸 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  = 0. Selanjutnya akan dicari nilai dari 𝑣𝑎𝑟 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  . 

𝑣𝑎𝑟 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  = 𝐸 𝑧𝑖1…𝑖𝑚
2 −  𝐸 𝑧𝑖1…𝑖𝑚   

2
 

= 𝐸 𝑧𝑖1…𝑖𝑚
2 − 0 

= 𝐸   
1

 𝑛
 𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛

2𝑚
  

2

  

=
1

𝑛
𝐸   𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛

2𝑚
 

2

  

Terlihat bahwa bentuk 𝐸   𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −
𝑛

2𝑚  
2

  merupakan variansi dari 𝑣𝑖1…𝑖𝑚  yang 

sebelumnya telah didapatkan nilainya. Sehingga,  

𝑣𝑎𝑟 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  =
1

𝑛
 

𝑛

2𝑚
  1 −

1

2𝑚
  

=
1

2𝑚
 1 −

1

2𝑚
  

=
1

2𝑚
−

1

22𝑚
 

Terbukti bahwa 𝑣𝑎𝑟 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  =
1

2𝑚
−

1

22𝑚
 . 
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Selanjutnya akan dicari nilai dari 𝑐𝑜𝑣 𝑧𝑖 , 𝑧𝑗   dengan 𝑖 ≠ 𝑗. 

Bukti : 

𝑐𝑜𝑣 𝑧𝑖 , 𝑧𝑗  = 𝐸 𝑧𝑖𝑧𝑗  − 𝜇𝑧𝑖
𝜇𝑧𝑗

 

= 𝐸   
1

 𝑛
 𝑣𝑖 −

𝑛

2𝑚
   

1

 𝑛
 𝑣𝑗 −

𝑛

2𝑚
    

=
1

𝑛
𝐸   𝑣𝑖 −

𝑛

2𝑚
  𝑣𝑗 −

𝑛

2𝑚
   

=
1

𝑛
𝐸  𝑣𝑖𝑣𝑗 −

𝑛

2𝑚
𝑣𝑖 −

𝑛

2𝑚
𝑣𝑗 +

𝑛2

22𝑚
  

=
1

𝑛
 𝐸 𝑣𝑖𝑣𝑗  −

𝑛

2𝑚
𝐸 𝑣𝑖 −

𝑛

2𝑚
𝐸 𝑣𝑗  +

𝑛2

22𝑚
  

=
1

𝑛
 𝐸 𝑣𝑖𝑣𝑗  −

𝑛

2𝑚
 

𝑛

2𝑚
 −

𝑛

2𝑚
 

𝑛

2𝑚
 +

𝑛2

22𝑚
  

=
1

𝑛
 𝐸 𝑣𝑖𝑣𝑗  −

𝑛2

22𝑚
  

Akan dicari terlebih dahulu 𝐸 𝑣𝑖𝑣𝑗  . Perhatikan bentuk m.g.f. bersama untuk 

2𝑚−1 frekuensi pola 𝑖1 … 𝑖𝑚 , yaitu : 

𝑀 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡2𝑚 −1 =  
1

2𝑚
 𝑒𝑡1 + 𝑒𝑡2 + ⋯ + 𝑒𝑡2𝑚 −1 +

1

2𝑚
 
𝑛

 

m.g.f. marginal untuk 2 variabel acak adalah : 

𝑀𝑣1𝑣2 𝑡1, 𝑡2 = 𝑀 𝑡1, 𝑡2 , 0, … , 0  

=  
1

2𝑚
 𝑒𝑡1 + 𝑒𝑡2 +

2𝑚 − 3

2𝑚
+

1

2𝑚
 

𝑛

 

=  
1

2𝑚
 𝑒𝑡1 + 𝑒𝑡2 +

2𝑚 − 2

2𝑚
 

𝑛

 

Tahap selanjutnya adalah menurunkan 𝑀𝑣1𝑣2 terhadap 𝑡1 

𝜕𝑀𝑣1𝑣2

𝜕𝑡1
= 𝑛  

1

2𝑚
 𝑒𝑡1 + 𝑒𝑡2 +

2𝑚 − 2

2𝑚
 

𝑛−1 1

2𝑚
𝑒𝑡1  

Lalu diturunkan lagi terhadap 𝑡2 

𝜕2𝑀𝑣1𝑣2

𝜕𝑡1𝜕𝑡2
=

𝑛

2𝑚
𝑒𝑡1  (𝑛 − 1)  

1

2𝑚
 𝑒𝑡1 + 𝑒𝑡2 +

2𝑚 − 2

2𝑚
 

𝑛−2 1

2𝑚
𝑒𝑡2  
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Berdasarkan hasil tersebut disubstitusi 𝑡1 = 𝑡2 = 0 

 𝜕
2𝑀𝑣1𝑣2

𝜕𝑡1𝜕𝑡2
 
𝑡1=𝑡2=0

=
𝑛 𝑛 − 1 

2𝑚
 

1

2𝑚
 

=
𝑛(𝑛 − 1)

22𝑚
 

Sehingga, berdasarkan hasil akhir tersebut didapatkan : 

𝐸 𝑣𝑖𝑣𝑗  =
𝑛(𝑛 − 1)

22𝑚
=

𝑛2

22𝑚
−

𝑛

22𝑚
 

Hasil ini disubstitusikan ke dalam 𝑐𝑜𝑣 𝑧𝑖 , 𝑧𝑗   yang sedang dicari sebelumnya. 

𝑐𝑜𝑣 𝑧𝑖 , 𝑧𝑗  =
1

𝑛
 𝐸 𝑣𝑖𝑣𝑗  −

𝑛2

22𝑚
  

=
1

𝑛
 

𝑛2

22𝑚
−

𝑛

22𝑚
−

𝑛2

22𝑚
  

=
1

𝑛
 −

𝑛

22𝑚
  

= −
1

22𝑚
 

Jadi, 𝑐𝑜𝑣 𝑧𝑖 , 𝑧𝑗  = −
1

22𝑚  

Berdasarkan penjabaran di atas didapatkan 𝑣𝑎𝑟 𝑧𝑖1…𝑖𝑚  =
1

2𝑚 −
1

22𝑚  dan 

𝑐𝑜𝑣 𝑧𝑖 , 𝑧𝑗  = −
1

22𝑚  sehingga dapat dibentuk matriks kovariansi dari Z yaitu : 

Σm =

 
 
 
 
 
 
 

1

2𝑚
−

1

22𝑚
−

1

22𝑚
⋯ −

1

22𝑚

−
1

22𝑚

1

2𝑚
−

1

22𝑚
⋯ −

1

22𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−
1

22𝑚
−

1

22𝑚
⋯

1

2𝑚
−

1

22𝑚  
 
 
 
 
 
 

 

Dapat dilihat pada matriks kovariansi Σm  , elemen non-diagonal bernilai tidak nol 

sehingga dapat disimpulkan  𝑧𝑖1…𝑖𝑚  tidak saling independen. 

Selanjutnya akan ditunjukkan Z mempunyai pendekatan distribusi 

multivariat normal  𝟎, Σm  dengan Σm  sebagai matriks kovariansi dari Z . 

Bukti : 
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Berdasarkan penjabaran sebelumnya diketahui bahwa frekuensi untuk suatu pola 

m-bit merupakan banyaknya blok-blok overlapping yang elemen-elemennya sama 

dengan pola m-bit tersebut. Sehingga frekuensi untuk suatu pola m-bit ke-k dapat 

dinyatakan sbb : 

𝑣𝑘 = 𝑣𝑘(1) + 𝑣𝑘 2 + ⋯ + 𝑣𝑘(𝑛) , 𝑘 = 1, 2, … , 2𝑚  

di mana 𝑣𝑘(𝑗 ) akan bernilai 1 jika setiap elemen blok overlapping ke-j sama 

dengan elemen-elemen pada pola m-bit ke-k, dengan 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 , dan bernilai 

0 jika berbeda. 

Jika ditinjau untuk setiap blok overlapping dengan asumsi bahwa keadaan acak 

terpenuhi maka probabilitas suatu blok overlapping tersebut cocok dengan salah 

satu diantara 2𝑚  pola m-bit adalah 1 2𝑚 . Sehingga dapat disimpulkan bahwa 

𝑣𝑘(1) berdistribusi bernoulli (1 2𝑚 ) , 𝑣𝑘(2) berdistribusi bernoulli (1 2𝑚 ) , …, 

𝑣𝑘(𝑛) berdistribusi bernoulli (1 2𝑚 )  

Berdasarkan penjabaran tersebut, vektor acak Z  dapat ditulis sbb : 

𝒁 =  

𝑧1

⋮
𝑧2𝑚

 =

 
 
 
 
 

1

 𝑛
 𝑣1 −

𝑛

2𝑚
 

⋮
1

 𝑛
 𝑣2𝑚 −

𝑛

2𝑚
 
 
 
 
 
 

 

=
1

 𝑛

 

 
 

 

𝑣1

⋮
𝑣2𝑚

 −

 
 
 
 
 

𝑛

2𝑚

⋮
𝑛

2𝑚  
 
 
 
 

 

 
 

 

=
1

 𝑛

 

 
 

 
 
 
 
  𝑣1(𝑗 )

𝑛

𝑗=1

⋮

 𝑣2𝑚 (𝑗 )

𝑛

𝑗=1  
 
 
 
 

− 𝑛

 
 
 
 
 

1

2𝑚

⋮
1

2𝑚  
 
 
 
 

 

 
 

 

=
1

 𝑛

 

 
 

  

𝑣1(𝑗 )

⋮
𝑣2𝑚 (𝑗 )

 

𝑛

𝑗 =1

− 𝑛

 
 
 
 
 

1

2𝑚

⋮
1

2𝑚  
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=
1

 𝑛
 

 

 
 

 

𝑣1(𝑗 )

⋮
𝑣2𝑚 (𝑗 )

 −

 
 
 
 
 

1

2𝑚

⋮
1

2𝑚  
 
 
 
 

 

 
 

𝑛

𝑗 =1

 

=
1

 𝑛
  𝒗(𝑗 ) − 𝝁 

𝑛

𝑗 =1

 

Perhatikan bentuk akhir Z tersebut berdasarkan Dalil Limit Pusat Multivariat 

dapat disimpulkan bahwa : 

𝒁
𝑛→∞
    𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑡 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 (𝟎, Σm ) 

Selanjutnya akan dibuktikan  bahwa matriks kovariansi  Z dapat 

dinyatakan sebagai  
1

2𝑚 𝐼𝑚 −
1

22𝑚 𝒆𝒎𝒆𝒎
𝑇  dengan 𝐼𝑚  ialah matriks identitas 

2𝑚 × 2𝑚  dan 𝒆𝒎
𝑇  ialah  1, 1, … , 1  

Bukti : 

Misalkan terdapat suatu matriks A di mana 𝐴 =
1

2𝑚 𝐼𝑚 −
1

22𝑚 𝒆𝒎𝒆𝒎
𝑇  . Akan 

ditinjau bentuk dari matriks A.  

A =
1

2𝑚
𝐼𝑚 −

1

22𝑚
𝒆𝒎𝒆𝒎

𝑇 

=
1

2𝑚
 

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

 −
1

22𝑚
 

1
1
⋮
1

  1 1 ⋯ 1  

=

 
 
 
 
 
 
 

1

2𝑚
0 ⋯ 0

0
1

2𝑚
⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯
1

2𝑚  
 
 
 
 
 
 

−
1

22𝑚
 

1 1 ⋯ 1
1 1 ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 ⋯ 1
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=

 
 
 
 
 
 
 

1

2𝑚
0 ⋯ 0

0
1

2𝑚
⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 0 ⋯
1

2𝑚  
 
 
 
 
 
 

−

 
 
 
 
 
 
 

1

22𝑚

1

22𝑚
⋯

1

22𝑚

1

22𝑚

1

22𝑚
⋯

1

22𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1

22𝑚

1

22𝑚
⋯

1

22𝑚  
 
 
 
 
 
 

 

=

 
 
 
 
 
 
 

1

2𝑚
−

1

22𝑚
−

1

22𝑚
⋯ −

1

22𝑚

−
1

22𝑚

1

2𝑚
−

1

22𝑚
⋯ −

1

22𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−
1

22𝑚
−

1

22𝑚
⋯

1

2𝑚
−

1

22𝑚  
 
 
 
 
 
 

 

Terlihat bahwa bentuk matriks A tersebut sama dengan bentuk matriks Σm . 

Sehingga berdasarkan penjabaran ini dapat disimpulkan bahwa dapat dinyatakan 

Σm =
1

2𝑚 𝐼𝑚 −
1

22𝑚 𝒆𝒎𝒆𝒎
𝑇 . 

Berdasarkan penjabaran di atas terbukti bahwa Z mempunyai pendekatan 

distribusi multivariat normal  𝟎, Σm  di mana Σm =
1

2𝑚 𝐼𝑚 −
1

22𝑚 𝒆𝒎𝒆𝒎
𝑇 dengan 

𝐼𝑚  ialah matriks identitas 2𝑚 × 2𝑚  dan 𝒆𝒎
𝑇  ialah  1, 1, … , 1 .  

Karena telah didapatkan bahwa Z mempunyai pendekatan distribusi 

multivariat normal  𝟎, Σm  maka dapat disimpulkan 𝑧𝑖1…𝑖𝑚

𝑛→∞
    𝑁  0,

1

2𝑚 −  
1

22𝑚   

yang tidak saling independen. 

Selanjutnya akan dilakukan modifikasi terhadap persamaan (3.1). Pertama-

tama perhatikan terlebih dahulu berikut ini. Berdasarkan persamaan (3.2) dapat 

dibentuk sebagai berikut : 

𝑧𝑖1…𝑖𝑚 =
1

 𝑛
 𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛

2𝑚
  

𝑧𝑖1…𝑖𝑚  𝑛 = 𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −
𝑛

2𝑚
 

𝑛 𝑧𝑖1…𝑖𝑚
2 =   𝑣𝑖1…𝑖𝑚 −

𝑛

2𝑚  
2

 (3.3) 

Persamaan (3.3) disusbtitusikan ke persamaan (3.1) yaitu : 
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Ψm
2 =

2𝑚

𝑛
 𝑛 𝑧𝑖1…𝑖𝑚

2

𝑖1…𝑖𝑚

 

Ψm
2 = 2𝑚   𝑧𝑖1…𝑖𝑚

2
𝑖1…𝑖𝑚   (3.4) 

di mana 𝑧𝑖1…𝑖𝑚

𝑛→∞
    𝑁  0,

1

2𝑚 −  
1

22𝑚   yang tidak saling independen.  

Jadi Ψ𝑚
2  merupakan suatu bentuk kuadratik tetapi tidak memiliki pendekatan 

distribusi chi-square. 

 

3.2.2 Bentuk Statistik ∇Ψ𝑚
2  

Pada subbab sebelumnya terlihat bahwa Ψ𝑚
2  tidak mendekati distribusi 

chi-square sehingga pada subbab ini akan dibentuk suatu statistik lain yang 

pendekatan distribusinya bisa dicari namun tetap didasarkan pada statistik Ψ𝑚
2 . 

Statistik yang dimaksud tersebut dilambangkan dengan ∇Ψ𝑚
2  dan selanjutnya akan 

dicari distribusi dari ∇Ψ𝑚
2 .  

Didefinisikan statistik ∇Ψ𝑚
2  sebagai berikut : 

∇Ψ𝑚
2 = Ψ𝑚

2 − Ψ𝑚−1
2  

Ide dari pembentukan statistik ini adalah membandingkan frekuensi pola jika 

suatu barisan bilangan biner yang diuji dipecah menjadi blok overlapping 

berukuran m-bit dengan frekuensi pola jika barisan yang sama dipecah menjadi 

blok overlapping berukuran (m-1)-bit. 

Pada subbab sebelumnya telah didapatkan persamaan (3.4) yaitu : 

Ψm
2 = 2𝑚   𝑧𝑖1…𝑖𝑚

2

𝑖1…𝑖𝑚

 

Sehingga bentuk ∇Ψ𝑚
2  dapat ditulis sebagai berikut : 

∇Ψ𝑚
2 = 2𝑚  𝑧𝑖1…𝑖𝑚

2
𝑖1…𝑖𝑚 − 2𝑚−1  𝑧𝑖1…𝑖𝑚 −1

2
𝑖1…𝑖𝑚−1

  (3.5) 

Di bawah ini akan diberikan jabaran pembuktian bahwa : 

∇Ψm
2 𝑛→∞

   χ 2m −1 
2  . 

Pertama-tama akan diperlihatkan terlebih dahulu bagan untuk memperjelas 

bagaimana tahap-tahap pembuktian hingga dapat disimpulkan bahwa ∇Ψm
2  

memiliki pendekatan distribusi Chi-Square dengan derajat bebas 2m−1. 
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Gambar 3.2  Bagan Pembuktian Pendekatan Distribusi dari Statistik ∇Ψm
2  
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Sekarang akan ditunjukkan bahwa ∇Ψ𝑚
2  pada persamaan (3.5) dapat ditulis 

sebagai : 

∇Ψ𝑚
2 = 2𝑚−1 𝒁𝑇𝑄𝒁     (3.6) 

di mana Z = vektor acak 2𝑚 × 1 dan  Q = matriks diagonal blok ukuran 2𝑚 × 2𝑚  

yang dibentuk oleh 2𝑚−1 blok 𝑄1 =  
1 −1

−1 1
  . 

Bukti : 

Pembuktian ini akan menggunakan teknik induksi matematik. 

Akan dilihat terlebih dahulu untuk  𝑚 = 2 

∇Ψ2
2 = 22  zi1i2

2

i1i2

− 2  zi1
2

i1

= 4 z00
2 + z01

2 + z10
2 + z11

2 − 2 z0
2 + z1

2  

z0 pada bagian ini menyatakan jumlahan antara  z00  dengan z01  , dan z1 

menyatakan jumlahan antara  z10  dengan z11  , sehingga dapat dinyatakan : 

∇Ψ2
2 = 4 z00

2 + z01
2 + z10

2 + z11
2 − 2  z00 + z01 2 +  z10 + z11 2  

= 4 z00
2 + z01

2 + z10
2 + z11

2 

− 2 z00
2 + z01

2 + z10
2 + z11

2 + 2z00z01 + 2z10z11  

= 2 z00
2 + z01

2 + z10
2 + z11

2 − 4 z00z01 + z10z11  

= 2  z00
2 + z01

2 + z10
2 + z11

2 − 2 z00z01 + z10z11   

= 2 z00 z01 z10 z11  

1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1

  

z00

z01

z10

z11

  

∇Ψ2
2 = 2 ZTQZ  

Jadi, ∇Ψ𝑚
2 = 2𝑚  𝑧𝑖1…𝑖𝑚

2
𝑖1…𝑖𝑚 − 2𝑚−1  𝑧𝑖1…𝑖𝑚−1

2 = 2𝑚−1 𝒁𝑇𝑄𝒁 𝑖1…𝑖𝑚−1
  

terbukti benar untuk 𝑚 = 2 

Selanjutnya, anggap benar untuk 𝑚 = 𝑘 

∇Ψ𝑘
2 = 2𝑘  𝑧𝑖1…𝑖𝑘

2

𝑖1…𝑖𝑘

− 2𝑘−1  𝑧𝑖1…𝑖𝑘−1
2

𝑖1…𝑖𝑘−1

 

= 2𝑘−1  𝒁𝑇
 1×2𝑘 𝑄 2𝑘×2𝑘 𝒁 2𝑘×1      

 

Akan dibuktikan benar untuk 𝑚 = 𝑘 + 1 
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∇Ψ𝑘+1
2 = 2𝑘+1  𝑧𝑖1…𝑖𝑘+1

2

𝑖1…𝑖𝑘+1

− 2𝑘  𝑧𝑖1…𝑖𝑘
2

𝑖1…𝑖𝑘

 

= 2𝑘+1  𝑧𝑖1…𝑖𝑘 𝑖𝑘+1
2

𝑖1…𝑖𝑘 𝑖𝑘+1

− 2𝑘   𝑧𝑖1…𝑖𝑘0 + 𝑧𝑖1…𝑖𝑘1 
2

𝑖1…𝑖𝑘

 

= 2𝑘+1   𝑧𝑖1…𝑖𝑘0
2 +

𝑖1…𝑖𝑘

 𝑧𝑖1…𝑖𝑘1
2

𝑖1…𝑖𝑘

 − 2𝑘   𝑧𝑖1…𝑖𝑘0 + 𝑧𝑖1…𝑖𝑘1 
2

𝑖1…𝑖𝑘

 

= 2𝑘+1   𝑧𝑖1…𝑖𝑘0
2 +

𝑖1…𝑖𝑘

 𝑧𝑖1…𝑖𝑘1
2

𝑖1…𝑖𝑘

  

−2𝑘   𝑧𝑖1…𝑖𝑘0
2 +

𝑖1…𝑖𝑘

 𝑧𝑖1…𝑖𝑘1
2

𝑖1…𝑖𝑘

+ 2  𝑧𝑖1…𝑖𝑘0𝑧𝑖1…𝑖𝑘1

𝑖1…𝑖𝑘

  

=  2𝑘+1 − 2𝑘   𝑧𝑖1…𝑖𝑘0
2 +

𝑖1…𝑖𝑘

 𝑧𝑖1…𝑖𝑘1
2

𝑖1…𝑖𝑘

 − 2.2𝑘  𝑧𝑖1…𝑖𝑘0𝑧𝑖1…𝑖𝑘1

𝑖1…𝑖𝑘

 

= 2𝑘   𝑧𝑖1…𝑖𝑘0
2 +

𝑖1…𝑖𝑘

 𝑧𝑖1…𝑖𝑘1
2

𝑖1…𝑖𝑘

 − 2𝑘+1  𝑧𝑖1…𝑖𝑘0𝑧𝑖1…𝑖𝑘1

𝑖1…𝑖𝑘

 

= 2𝑘    𝑧𝑖1…𝑖𝑘0
2 +

𝑖1…𝑖𝑘

 𝑧𝑖1…𝑖𝑘1
2

𝑖1…𝑖𝑘

 − 2  𝑧𝑖1…𝑖𝑘0𝑧𝑖1…𝑖𝑘1

𝑖1…𝑖𝑘

  

= 2𝑘   𝑧𝑖1…𝑖𝑘+1
⋯ 𝑧𝑖1…𝑖𝑘+1 

 
 
 
 
 

1 −1 ⋯ 0 0
−1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 −1
0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 

 

𝑧𝑖1…𝑖𝑘+1

⋮
𝑧𝑖1…𝑖𝑘+1

  

= 2𝑘  𝒁𝑇
 1×2𝑘+1 𝑄 2𝑘+1×2𝑘+1 𝒁 2𝑘+1×1      

Terbukti benar untuk 𝑚 = 𝑘 + 1 

Sehingga dapat disimpulkan 

∇Ψ𝑚
2 = 2𝑚  𝑧𝑖1…𝑖𝑚

2

𝑖1…𝑖𝑚

− 2𝑚−1  𝑧𝑖1…𝑖𝑚−1
2

𝑖1…𝑖𝑚 −1

 

dapat ditulis sebagai 

∇Ψ𝑚
2 = 2𝑚−1 𝒁𝑇𝑄𝒁  . 
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Perhatikan bentuk dari ∇Ψ𝑚
2 = 2𝑚−1 𝒁𝑇𝑄𝒁  . Pada tahap ini, statistik 

tersebut akan dimodifikasi sedemikian sehingga dapat dibuktikan bahwa  

∇Ψm
2 𝑛→∞

   χ 2m −1 
2  . 

Berikut ini adalah jabaran pembuktiannya. 

Pertama-tama perhatikan bentuk matriks 𝑄. akan diperlihatkan bahwa ternyata 

matriks 𝑄 tersebut memiliki sifat khusus yaitu Q2 = 2Q . 

Q =

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 

Q2

=

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 

=

 
 
 
 
 
 
 

2 −2 0 0 ⋯ 0 0
−2 2 0 0 ⋯ 0 0
0 0 2 −2 ⋯ 0 0
0 0 −2 2 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 2 −2
0 0 0 0 ⋯ −2 2  

 
 
 
 
 
 

 

= 2

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 

Q2 = 2Q 

Selanjutnya akan dilihat bentuk dari Q3. 

Q3 = Q2Q 
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Telah diketahui bahwa  Q2 = 2Q . Sehingga, 

Q3 = 2Q. Q = 2Q2 = 2 2Q = 4Q 

Terbukti bahwa Q3 = 4Q  atau dapat ditulis sebagai : 

                                       𝑄 =
1

4
Q3  (3.7) 

Selanjutnya, substitusi persamaan (3.7) ke persamaan (3.6) menjadi : 

∇Ψm
2 = 2m−1  𝐙T

1

4
Q3𝐙  

= 2m−2  𝐙T
1

2
Q3𝐙  

=  
2m 2 

2
𝐙TQ  

1

2
Q  

2m 2 

2
Q𝐙  

∇Ψm
2 =  

2m 2 

2
Q𝐙 

T

 
1

2
Q  

2m 2 

2
Q𝐙  (3.8) 

Perhatikan persamaan (3.8) di atas. Bentuk ∇Ψm
2  akan disederhanakan 

penulisannya dengan memisalkan suatu vektor yaitu : 

W =
2m 2 

2
Q𝐙 (3.9) 

Telah didapatkan matriks kovariansi dari vektor 𝐙 yaitu Σm  sehingga berdasarkan 

persamaan (2.10), matriks kovariansi dari W dapat dicari sebagai berikut : 

ΣW =  
2m 2 

2
Q Σm  

2m 2 

2
QT = Q 2m−2 Σm QT 

=

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
2𝑚 − 1

22𝑚
−

1

22𝑚
⋯ −

1

22𝑚

−
1

22𝑚

2𝑚 − 1

22𝑚
⋯ −

1

22𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−
1

22𝑚
−

1

22𝑚
⋯

2𝑚 − 1

22𝑚  
 
 
 
 
 
 

 

2m−2

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 

Uji serial..., Gayatri Bagawanti, FMIPA UI, 2012



34 

 

 
 Universitas Indonesia 

= 2m−2  
1

22𝑚
 

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 

 

2𝑚 − 1 −1 ⋯ −1
−1 2𝑚 − 1 ⋯ −1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−1 −1 ⋯ 2𝑚 − 1

 

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 

=
1

2m+2

 
 
 
 
 
 
 

2𝑚 −2𝑚 0 0 ⋯ 0 0
−2𝑚 2𝑚 0 0 ⋯ 0 0

0 0 2𝑚 −2𝑚 ⋯ 0 0
0 0 −2𝑚 2𝑚 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 2𝑚 −2𝑚

0 0 0 0 ⋯ −2𝑚 2𝑚  
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 

= 2𝑚  
1

2m+2
 

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  

 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 ⋯ 0 0
−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 1 −1 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 −1
0 0 0 0 ⋯ −1 1  
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=
1

4
Q2 

=
1

4
 2Q  

ΣW =
1

2
Q 

Sehingga didapatkan bahwa matriks kovariansi untuk W adalah matriks 
1

2
Q. 

Selanjutnya perhatikan kembali persamaan (3.8). Substitusi persamaan 

(3.9) ke persamaan (3.8) tersebut sehingga didapatkan : 

 ∇Ψm
2 = WT  

1

2
Q W                                                       (3.10) 

Sekarang perhatikan matriks  
1

2
𝑄 yang ada di tengah persamaan (3.10) 

tersebut. Ternyata matriks 
1

2
𝑄 ini dapat didiagonalisasi ortogonal sehingga untuk 

membentuk hasil dari diagonalisasi ortogonalnya perlu dicari nilai-eigen dari 

matriks 
1

2
𝑄 terlebih dahulu.  

Akan dibuktikan nilai-nilai-eigen dari 
1

2
𝑄 ialah 1 dengan multiplisitas 

2𝑚−1 dan 0 dengan multiplisitas 2𝑚−1. 

Bukti : 

Berdasarkan definisi matriks 𝑄sebelumnya maka dapat disimpulkan 
1

2
𝑄 adalah 

matriks diagonal blok ukuran 2𝑚 × 2𝑚  yang dibentuk oleh 2𝑚−1 blok  

1

2
𝑄1 =  

1

2
−

1

2

−
1

2

1

2

  . Berikut ini akan ditinjau bentuk dari matriks 
1

2
𝑄. 

1

2
𝑄 =

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

2
−

1

2
⋯ 0 0

−
1

2

1

2
⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 0 ⋯
1

2
−

1

2

0 0 ⋯ −
1

2

1

2  
 
 
 
 
 
 
 
 

=

 
 
 
 
 
1

2
𝑄1 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯
1

2
𝑄1 
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Berdasarkan sifat matriks diagonal blok pada bab 2, matriks 
1

2
𝑄 dapat ditulis 

sebagai berikut : 

1

2
𝑄 =

1

2
𝑄1 ⊕

1

2
𝑄1 ⊕ … ⊕

1

2
𝑄1 =⊕ 2𝑚−1  

1

2
𝑄1  

ini disebut direct sum dari 2𝑚−1 matriks 
1

2
𝑄1. 

Jika ingin dicari nilai-eigen dari matriks 
1

2
𝑄 maka perlu ditinjau determinan dari 

matriks  𝜆𝐼 −
1

2
𝑄 , yaitu : 

𝜆𝐼 −
1

2
𝑄 =

 
 
 
 
 
 
 
 
 𝜆 −

1

2

1

2
⋯ 0 0

1

2
𝜆 −

1

2
⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 0 ⋯ 𝜆 −
1

2

1

2

0 0 ⋯
1

2
𝜆 −

1

2 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

 
 
 
 
 𝜆𝐼 −

1

2
𝑄1 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 𝜆𝐼 −
1

2
𝑄1 

 
 
 
 

 

Terlihat bahwa matriks  𝜆𝐼 −
1

2
𝑄  merupakan matriks diagonal blok yang 

dibentuk oleh 2𝑚−1 matriks  𝜆𝐼 −
1

2
𝑄1  atau dapat ditulis sebagai berikut : 

 𝜆𝐼 −
1

2
𝑄 =⊕ 2𝑚−1  𝜆𝐼 −

1

2
𝑄1  

Berdasarkan persamaan (2.11) didapatkan bahwa matriks ini memiliki sifat yaitu : 

det  𝜆𝐼 −
1

2
𝑄 = det  ⊕ 2𝑚−1  𝜆𝐼 −

1

2
𝑄1  =  det  𝜆𝐼 −

1

2
𝑄1  

2𝑚−1

 

Berdasarkan hal ini akan dicari nilai-eigen untuk matriks 
1

2
𝑄. Nilai-eigen tersebut 

dilambangkan dengan 𝜆. 𝜆 ini didapatkan saat 𝑑𝑒𝑡  𝜆𝐼 −
1

2
𝑄 = 0 

Berikut ini adalah penentuan nilai-eigen dari 
1

2
𝑄. 

𝑑𝑒𝑡  𝜆𝐼 −
1

2
𝑄 = 0 

 det  𝜆𝐼 −
1

2
𝑄1  

2𝑚−1

= 0 
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 det  
𝜆 −

1

2

1

2
1

2
𝜆 −

1

2

  

2𝑚−1

= 0 

  𝜆 −
1

2
 

2

−
1

4
 

2𝑚−1

= 0 

 𝜆2 − 𝜆 +
1

4
−

1

4
 

2𝑚−1

= 0 

 𝜆2 − 𝜆 2𝑚−1
= 0 

 𝜆 𝜆 − 1  2𝑚−1
= 0 

𝜆 = 0 dengan multiplisitas 2𝑚−1 dan 𝜆 = 1 dengan multiplisitas 2𝑚−1. 

Jadi, berdasarkan penjabaran di atas dapat disimpulkan bahwa nilai-eigen untuk 

1

2
𝑄 adalah 0 dan 1 dengan masing-masing memiliki multiplisitas 2𝑚−1. 

Selanjutnya, lihat kembali bentuk dari  matriks 
1

2
𝑄. Matriks tersebut ialah 

suatu matriks simetris.  Seperti yang telah disebutkan sebelumnya, akan 

dibuktikan bahwa matriks 
1

2
𝑄 dapat didiagonalkan secara ortogonal. Dengan kata 

lain, akan dibuktikan bahwa terdapat matriks ortogonal P sehingga 

 𝑃𝑇  
1

2
𝑄 𝑃 = 𝐷 atau  

1

2
𝑄 = 𝑃𝐷𝑃𝑇    

di mana D ialah matriks diagonal dengan elemen-elemen diagonal utamanya ialah 

nilai-nilai-eigen dari 
1

2
𝑄. 

Bukti : 

Pada penjabaran sebelumnya telah didapatkan nilai-eigen untuk 
1

2
𝑄 adalah 

0 dan 1 dengan masing-masing memiliki multiplisitas 2𝑚−1. Diketahui juga  

1

2
𝑄 =⊕ 2𝑚−1  

1

2
𝑄1 . Sehingga akan dicari 𝑃1dan 𝐷1 sedemikian sehingga   

 ⊕ 2𝑚−1 𝑃1  
𝑇  ⊕ 2𝑚−1  

1

2
𝑄1   ⊕ 2𝑚−1 𝑃1  =  ⊕ 2𝑚−1 𝐷1   

Di mana 𝑃 =  
𝑃1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑃1

  dan 𝐷 =  
𝐷1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝐷1

 , P dan D adalah matriks 

diagonal blok yang masing-masing dibentuk oleh  2𝑚−1 matriks 𝑃1 dan 𝐷1. 
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Pertama-tama perhatikan 
1

2
𝑄1 =  

1

2
−

1

2

−
1

2

1

2

 . 

Untuk nilai-eigen 0 akan dicari vektor-eigen yang bersesuaian. Berikut adalah 

cara menentukan vektor-eigen tersebut. 

 

1

2
−

1

2

−
1

2

1

2

  
𝑥1

𝑥2
 =  

0
0
  

1

2
𝑥1 −

1

2
𝑥2 = 0 

𝑥1 = 𝑥2 

Dimisalkan 𝑥1 = 𝑐1 sehingga  
𝑥1

𝑥2
 =  

𝑐1

𝑐1
 = 𝑐1  

1
1
  

Jadi, vektor-eigen yang bersesuaian untuk nilai-eigen 0 adalah 𝑣1 = 𝑐1  
1
1
  

Selanjutnya akan dibentuk vektor-eigen dengan norm 1 dari 𝑣1. 

Norm dari  𝑣1 adalah : 

 𝑣1 =  12 + 12 =  2 

Sehingga vektor-eigen dengan norm 1 dari 𝑣1 yang dilambangkan dengan 𝑢1 

adalah : 

𝑢1 =
1

 2
 
1
1
 =

 
 
 
 

1

 2
1

 2 
 
 
 

 

Untuk nilai-eigen 1 akan dicari vektor-eigen yang bersesuaian. 

 

1

2
−

1

2

−
1

2

1

2

  
𝑥1

𝑥2
 =  

𝑥1

𝑥2
  

1

2
𝑥1 −

1

2
𝑥2 = 𝑥1 

−
1

2
𝑥2 =

1

2
𝑥1 

−𝑥2 = 𝑥1 
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Jadi, vektor-eigennya adalah 𝑣2 = 𝑐2  
1

−1
  

Vektor-eigen dengan norm 1 dalah 𝑢1 =
1

 2
 

1
−1

 =  

1

 2

−
1

 2

  

Dari kedua vektor-eigen dengan norm 1 tersebut dapat dibentuk matriks 𝑃1 yaitu  

𝑃1 =

 
 
 
 

1

 2

1

 2
1

 2
−

1

 2 
 
 
 

    . 

Sehingga berlaku    𝑃1
𝑇  

1

2
𝑄1 𝑃1 = 𝐷1 

 
 
 
 

1

 2

1

 2
1

 2
−

1

 2 
 
 
 
𝑇

 

1

2
−

1

2

−
1

2

1

2

 

 
 
 
 

1

 2

1

 2
1

 2
−

1

 2 
 
 
 

=  
0 0
0 1

  

Di mana 𝐷1 =  
0 0
0 1

  ialah matriks diagonal dengan elemen-elemen diagonal 

utamanya ialah nilai-nilai-eigen dari 
1

2
𝑄1. Karena telah dijelaskan sebelumnya 

bahwa 𝑃 =  
𝑃1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑃1

  dan 𝐷 =  
𝐷1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝐷1

  maka dapat disimpulkan : 

𝑃 =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

 2

1

 2
0 0 ⋯ 0 0

1

 2
−

1

 2
0 0 ⋯ 0 0

0 0
1

 2

1

 2
⋯ 0 0

0 0
1

 2
−

1

 2
⋯ 0 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

0 0 0 0 ⋯
1

 2

1

 2

0 0 0 0 ⋯
1

 2
−

1

 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ,  dan  

𝐷 =

 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 ⋯ 0 0
0 1 0 0 ⋯ 0 0
0 0 0 0 ⋯ 0 0
0 0 0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 0 0
0 0 0 0 ⋯ 0 1 
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Terbukti bahwa matriks 
1

2
𝑄 dapat didiagonalkan secara ortogonal yaitu 

terdapat matriks ortogonal P sehingga 

 
1

2
𝑄 = 𝑃𝐷𝑃𝑇   (3.11) 

di mana D ialah matriks diagonal dengan elemen-elemen diagonal utamanya ialah 

nilai-nilai-eigen dari 
1

2
𝑄 

Perhatikan kembali bentuk (3.10) yaitu : 

∇Ψm
2 = WT  

1

2
Q W 

Substitusi persamaan (3.11) ke dalam persamaan (3.11) menjadi : 

∇Ψm
2 = WTPDPTW 

∇Ψm
2 =  PTW TD PTW                                             (3.12) 

Terlihat bahwa pemfaktoran ∇Ψm
2  memiliki matriks D ditengahnya sehingga jika 

dimisalkan vektor 𝑌 yaitu : 

Y = PTW (3.13) 

di mana Y =  

y1

y2

⋮
y2m

  maka bentuk ∇Ψm
2  akan menyisakan separuh dari anggota-

anggota vektor 𝑌.  

Selanjutnya akan ditinjau matriks kovariansi dari 𝑌.Telah didapatkan 

matriks kovariansi dari vektor W yaitu ΣW =
1

2
Q sehingga berdasarkan persamaan 

(2.10), matriks kovariansi dari Y dapat dicari sebagai berikut : 

ΣY = PTΣW P 

= PT  
1

2
Q P 

ΣY = D 

Ternyata matriks kovariansi untuk 𝑌 merupakan matriks D yang telah didapatkan 

sebelumnya. Sehingga dapat disimpulkan hanya separuh dari anggota-anggota 

vektor 𝑌 yang memiliki variansi bernilai 1 dan sisanya memiliki variansi 0. 
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Selanjutnya substitusi persamaan (3.13) ke persamaan (3.12) sehingga 

didapatkan : 

∇Ψm
2 = YTDY =  yi

2

2m −1

i=1

 

Terlihat apa yang telah disebutkan sebelumnya yaitu bentuk ∇Ψm
2  menyisakan 

separuh dari anggota-anggota vektor 𝑌 yang awalnya berukuran 2𝑚 × 1 sekarang 

menjadi 2m−1 buah yi  , 𝑖 = 1, 2, … , 2m−1 

Berdasarkan matriks kovariansi dari Y yaitu D terlihat bahwa :  

𝑣𝑎𝑟 yi = 1,   i = 1, 2, … , 2m−1 

Sebelumnya telah didapatkan bahwa 𝒁
𝑛→∞
    𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑡 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 (𝟎, Σm ) 

maka dapat disimpulkan yi

𝑛→∞
    N 0,1 , i = 1, 2, … , 2m−1. Karena yi  memiliki 

pendekatan distribusi normal dan elemen non-diagonal matriks kovariansi dari 𝑌 

bernilai nol maka yi  saling independen dengan  i = 1, 2, … , 2m−1. 

Karena yi

𝑛→∞
    N 0,1 , i = 1, 2, … , 2m−1 dan saling independen maka berdasarkan 

persamaan (2.7) dapat disimpulkan bahwa bentuk : 

∇Ψm
2 =  yi

2

2m −1

i=1

 

Memiliki pendekatan distribusi Chi-Square dengan derajat bebas 2m−1 atau dapat 

ditulis sebagai berikut : 

∇Ψm
2 𝑛→∞

   χ 2m −1 
2  

 

3.2.3 Bentuk Statistik ∇2Ψm
2  

Pada subbab sebelumnya telah dilihat statistik ∇Ψm
2  dan dicari distribusi 

pendekatan dari statistik ini. Selanjutnya akan dilihat distribusi dari ∇2Ψm
2  . 

Didefinisikan ∇2Ψm
2  sebagai berikut : 

∇2Ψ𝑚
2 = ∇Ψ𝑚

2 − ∇Ψ𝑚−1
2  

Ide dari pembentukan statistik ini adalah membandingkan frekuensi pola jika 

suatu barisan bilangan biner yang diuji dipecah menjadi blok overlapping 
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berukuran m-bit dengan frekuensi pola jika barisan yang sama dipecah menjadi 

blok overlapping berukuran (m-2)-bit. 

Berdasarkan pembahasan di bagian sebelumnya telah didapatkan bahwa : 

∇Ψm
2 =  yi

2

2m −1

i=1

 

Sehingga bentuk ∇2Ψ𝑚
2  dapat ditulis sebagai berikut : 

∇2Ψ𝑚
2  =  yi

2

2m −1

i=1

−  yi
2

2m −2

i=1

 

=  y1
2 + ⋯ + y2m −2

2 + y2m −2+1
2 + ⋯ + y2m −1

2  −  y1
2 + ⋯ + y2m −2

2   

Terlihat bahwa terdapat komponen-komponen yang saling menghilangkan 

sehingga dapat ditulis sebagai berikut : 

∇2Ψ𝑚
2 = y2m −2+1

2 + ⋯ + y2m −1
2  

∇2Ψ𝑚
2 =  yi

2

2m −1

i=2m −2+1

 

Terlihat bahwa yi
2 yang tersisa ada 2m−2 buah , i = 2m−2 + 1, … , 2m−1. 

Berdasarkan pembahasan sebelumnya diketahui : 

yi

𝑛→∞
   N 0,1  , i = 2m−2 + 1, … , 2m−1 

Sehingga berdasarkan persamaan (2.7) dapat disimpulkan bahwa : 

∇2Ψ𝑚
2 𝑛→∞

    𝜒 2𝑚−2 
2  

 

3.2.4 Bentuk Statistik ∇3Ψm
2  

Berkaca pada ide sebelumnya akan dibentuk statistik  ∇3Ψm
2  dan dilihat 

distribusi dari statistik tersebut. Didefinisikan ∇3Ψm
2  sebagai berikut : 

∇3Ψ𝑚
2 = ∇2Ψ𝑚

2 − ∇2Ψ𝑚−1
2  

Berdasarkan pembahasan di bagian sebelumnya telah didapatkan bahwa : 

∇2Ψ𝑚
2 =  yi

2

2m −1

i=2m −2+1
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Sehingga bentuk ∇3Ψ𝑚
2  dapat ditulis sebagai berikut : 

∇3Ψ𝑚
2  =  yi

2

2m −1

i=2m −2+1

−  yi
2

2m −2

i=2m −3+1

 

=  y2m −2+1
2 + ⋯ + y2m −1

2  −  y2m −3+1
2 + ⋯ + y2m −2

2   

Terlihat bahwa tidak ada komponen yang saling menghilangkan jadi belum dapat 

disimpulkan ∇3Ψ𝑚
2  memiliki pendekatan distribusi apa. Oleh karena itu akan 

dilihat bentuk ∇3Ψ𝑚
2  untuk 𝑚 = 3 terlebih dahulu. 

∇3Ψ3
2  =  yi

2

4

i=3

−  yi
2

2

i=1

= y3
2 + y4

2 − y1
2 − y2

2 

Terlihat bahwa tidak dapat dikatakan bahwa ∇3Ψ3
2 memiliki pendekatan distribusi 

Chi-Square. 

Berdasarkan hal ini disimpulkan bahwa ∇3Ψ𝑚
2  tidak memiliki pendekatan 

distribusi Chi-Square. 

 

3.2.5  Pengujian Statistik pada Uji Serial 

Misalkan terdapat suatu barisan bilangan biner yang akan diuji 

keacakannya menggunakan Uji Serial. 

Hipotesis dari uji ini adalah :   

H0 : P(setiap pola m-bit) = 1 2𝑚  

H1 : Tidak demikian  

Berdasarkan subbab 3.2.1 – 3.2.4  didapatkan bahwa Uji Serial didasarkan 

pada statistik uji Ψ𝑚
2  yang merupakan suatu bentuk kuadratik tetapi tidak memilki 

pendekatan distribusi chi-square, kecuali untuk 𝑚 = 1 statistik uji Ψ𝑚
2  memiliki 

pendekatan distribusi chi-square. Uji Serial memiliki dua statistik uji yaitu  𝛻𝛹m
2  

yang memiliki pendekatan distribusi χ 2m −1 
2  (chi-square berderajat bebas 2m−1) 

dan ∇2Ψ𝑚
2  yang memiliki pendekatan distribusi χ 2m −2 

2 . ∇3Ψ𝑚
2  tidak dijadikan 

statistik uji pada Uji Serial karena tidak dapat ditemukan pendekatan 

distribusinya. Alasan mengapa tidak hanya  𝛻𝛹m
2  yang dijadikan statistik uji pada  
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Uji Serial melainkan harus ditambah dengan statistik uji ∇2Ψ𝑚
2  adalah apabila 

dimiliki suatu barisan bilangan biner yang tidak acak, terdapat kemungkinan 

kondisi di mana nilai  Ψ𝑚
2  besar dan Ψ𝑚−1

2  juga besar sehingga selisih dari 

keduanya kecil dan mengakibatkan keputusan yang diambil adalah tidak menolak 

H0 padahal seharusnya H0 ditolak karena barisan tersebut tidak acak. Oleh karena 

itu, diperlukan juga statistik uji ∇2Ψ𝑚
2  yang mengakomodir Ψ𝑚

2 , Ψ𝑚−1
2 , dan Ψ𝑚−2

2 .  

 

Oleh karena itu, aturan keputusannya adalah sbb : 

Jika  

∇Ψ𝑚
2 < χ

 2m −1 ,α
2  

dan  

∇2Ψ𝑚
2 < 𝜒 2m −1 ,𝛼

2  

Kedua-duanya terpenuhi maka H0 tidak ditolak, dengan α menyatakan tingkat 

signifikansi. 

Jika H0 tidak ditolak maka kesimpulan yang diambil adalah barisan 

bilangan biner yang di uji merupakan barisan yang  acak.  

Perlu dicatat, karena statistik uji di atas memiliki distribusi pendekatan 

maka ukuran bit barisan bilangan biner yang diuji harus besar. 
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BAB 4 

ILUSTRASI 

 

 

Dalam bab ini akan diberikan contoh penentuan apakah suatu barisan 

bilangan biner merupakan barisan bilangan yang acak atau tidak, menggunakan 

Uji Serial. 

Berikut ini adalah ilustrasinya : 

Misalkan terdapat suatu barisan bilangan biner ε yang akan diuji 

keacakannya dengan hipotesis : 

H0 ∶ ε merupakan barisan bilangan biner yang acak 

H1 ∶ Tidak demikian 

Barisan bilangan biner yang akan diuji keacakannya adalah : 

ε = 10111011110010110100011100101110111110000  

10110100011101011100001001001010110111001  

000100100011101111001011011010010110111  

Terlihat bahwa panjang bit ε tersebut sebanyak n = 121. Dalam ilustrasi ini akan 

dipilih panjang blok overlapping yaitu m = 3. Sehingga untuk menentukan 

keacakan ε tersebut menggunakan Uji Serial, perlu dicari nilai dari ∇Ψ3
2 dan 

∇2Ψ3
2. Berikut akan dijabarkan bagaimana mendapatkan nilai dari ∇Ψ3

2 dan ∇2Ψ3
2. 

 

4.1  Penentuan Nilai ∇Ψ3
2 

Nilai ∇Ψ3
2 akan dihitung menggunakan rumus : 

∇Ψ3
2 = 4 𝒁𝑇𝑄𝒁  

di mana 𝑄 merupakan matriks berukuran 8 × 8 dengan bentuk : 
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Q =

 
 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0 −1 1  

 
 
 
 
 
 
 

 

Karena ukuran blok overlapping yang dipilih adalah m = 3 maka panjang pola 

yang akan digunakan disesuaikan sehingga pola yang dapat terbentuk sebanyak 

23 = 8 pola 3-bit yaitu :  

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 . 

Berdasarkan hal ini, maka vektor 𝒁 tersebut di atas adalah vektor berukuran 8 × 1 

dengan bentuk sebagai berikut : 

𝒁 =

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑧000

𝑧001

𝑧010

𝑧011

𝑧100

𝑧101

𝑧110

𝑧111  
 
 
 
 
 
 
 

 

di mana  

𝑧𝑖1𝑖2𝑖3
=

1

11
 𝑣𝑖1𝑖2𝑖3

−
121

8
  ,    𝑖1𝑖2𝑖3 = 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 . 

Berdasarkan rumus tersebut maka perlu dicari terlebih dahulu 

𝑣000 , 𝑣001 , 𝑣010 , 𝑣011 , 𝑣100 , 𝑣101 , 𝑣110 , dan 𝑣111  yaitu merupakan frekuensi dari 

pola 3-bit 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, dan 111 dalam blok-blok 

overlapping.  

Sehingga pertama-tama akan ditentukan circular string untuk membentuk 

blok overlapping 3-bit dari barisan bilangan biner ε di atas. Cara mendapatkan 

circular string tersebut yaitu dengan menambahkan 2-bit awal dari ε ke bagian 

akhir dari ε tersebut. 2 bit awal dari ε yaitu 10. Sehingga circular string yang 

terbentuk adalah sbb : 
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ε′ = 10111011110010110100011100101110111110000  

10110100011101011100001001001010110111001  

000100100011101111001011011010010110111 10 

Langkah berikutnya adalah menentukan 121 blok overlapping 3-bit berdasarkan 

circular string yang telah didapatkan tadi. Berikut ini adalah tabel hasil penentuan 

blok-blok overlapping 3-bit. 

 

Tabel 4.1  Hasil penentuan blok-blok overlapping 3-bit 

No. Blok No. Blok No. Blok No. Blok No. Blok 

1 101 26 010 51 111 76 011 101 001 

2 011 27 101 52 110 77 111 102 010 

3 111 28 011 53 101 78 110 103 101 

4 110 29 111 54 010 79 100 104 011 

5 101 30 110 55 101 80 001 105 110 

6 011 31 101 56 011 81 010 106 101 

7 111 32 011 57 111 82 100 107 011 

8 111 33 111 58 110 83 000 108 110 

9 110 34 111 59 100 84 001 109 101 

10 100 35 111 60 000 85 010 110 010 

11 001 36 110 61 000 86 100 111 100 

12 010 37 100 62 001 87 001 112 001 

13 101 38 000 63 010 88 010 113 010 

14 011 39 000 64 100 89 100 114 101 

15 110 40 001 65 001 90 000 115 011 

16 101 41 010 66 010 91 001 116 110 

17 010 42 101 67 100 92 011 117 101 

18 100 43 011 68 001 93 111 118 011 

19 000 44 110 69 010 94 110 119 111 

20 001 45 101 70 101 95 101 120 111 

21 011 46 010 71 010 96 011 121 110 

22 111 47 100 72 101 97 111 

  23 110 48 000 73 011 98 111 

  24 100 49 001 74 110 99 110 

  25 001 50 011 75 101 100 100 
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Selanjutnya, akan ditentukan frekuensi dari masing-masing pola 3-bit 

dalam 121 blok overlapping di atas. Berikut ini adalah tabel hasil frekuensi 8 pola  

3-bit tersebut. 

 

Tabel 4.2  Hasil frekuensi 8 pola 3-bit 

No. 𝑣𝑖1𝑖2𝑖3
 Frekuensi 

1 v000  8 

2 v001  14 

3 v010  16 

4 v011  17 

5 v100  14 

6 𝑣101  19 

7 𝑣110  17 

8 𝑣111  16 

 

Langkah berikutnya adalah menghitung zi1i2i3
 dengan rumus yang telah tertulis di 

atas. Berikut ini adalah hasil perhitungan zi1i2i3
 , dengan  

i1i2i3 = 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. 

 

z000 =
1

 121
 v000 −

121

8
 =

1

11
 8 −

121

8
 =

64 − 121

88
= −

57

88
 

z001 =
1

 121
 v001 −

121

8
 =

1

11
 14 −

121

8
 =

112 − 121

88
= −

9

88
 

z010 =
1

 121
 v010 −

121

8
 =

1

11
 16 −

121

8
 =

128 − 121

88
=

7

88
 

z011 =
1

 121
 v011 −

121

8
 =

1

11
 17 −

121

8
 =

136 − 121

88
=

15

88
 

z100 =
1

 121
 v100 −

121

8
 =

1

11
 14 −

121

8
 =

112 − 121

88
= −

9

88
 

z101 =
1

 121
 v101 −

121

8
 =

1

11
 19 −

121

8
 =

152 − 121

88
=

31

88
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z110 =
1

 121
 v110 −

121

8
 =

1

11
 17 −

121

8
 =

136 − 121

88
=

15

88
 

z111 =
1

 121
 v111 −

121

8
 =

1

11
 16 −

121

8
 =

128 − 121

88
=

7

88
 

Sehingga bentuk vektor Z menjadi seperti berikut : 

𝒁 =
1

88

 
 
 
 
 
 
 
 
−57
−9
7

15
−9
31
15
7  

 
 
 
 
 
 
 

 

Setelah didapatkan vektor Z barulah dapat dihitung nilai dari ∇Ψ3
2. 

∇Ψ3
2 = 23−1 𝐙TQ𝐙  

= 4  
1

88
 

 
 
 
 
 
 
 
 
−57
−9
7

15
−9
31
15
7  

 
 
 
 
 
 
 

T

 
 
 
 
 
 
 
 

1 −1 0 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0 0 −1 1  

 
 
 
 
 
 
 

 
1

88
 

 
 
 
 
 
 
 
 
−57
−9
7

15
−9
31
15
7  

 
 
 
 
 
 
 

 

=  
1

22
  

1

88
  −48 48 −8 8 −40 40 8 −8 

 
 
 
 
 
 
 
 
−57
−9
7

15
−9
31
15
7  

 
 
 
 
 
 
 

 

=  
1

22
  

1

11
  −6 6 −1 1 −5 5 1 −1 

 
 
 
 
 
 
 
 
−57
−9
7

15
−9
31
15
7  

 
 
 
 
 
 
 

 

=  
1

22
  

1

11
  342 − 54 − 7 + 15 + 45 + 155 + 15 − 7  
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=
504

242
 

∇Ψ3
2 = 2.083 

Terlihat bahwa nilai dari ∇Ψ3
2 sebesar 2.083. Setelah nilai ∇Ψ3

2 didapatkan 

selanjutnya akan dicari nilai dari ∇2Ψ3
2. 

 

4.2  Penentuan Nilai ∇2Ψ3
2 

Nilai ∇2Ψ3
2 akan dihitung menggunakan rumus : 

∇2Ψ3
2 = ∇Ψ3

2 − ∇Ψ2
2 

Berdasarkan subbab 4.1 telah didapatkan bahwa ∇Ψ3
2 = 2.083 sehingga untuk 

mendapatkan nilai dari ∇2Ψ3
2 akan dicari terlebih dahulu nilai dari ∇Ψ2

2. 

∇Ψ2
2 akan dihitung menggunakan rumus : 

∇Ψ2
2 = 2 𝒁𝑇𝑄𝒁  

di mana 𝑄 di sini merupakan matriks berukuran 4 × 4 dengan bentuk : 

Q =  

1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1

  

∇Ψ2
2 di sini berarti 𝑚 = 2 yaitu ukuran blok overlapping yang akan ditinjau 

adalah  2 − bit maka panjang pola yang akan digunakan disesuaikan sehingga 

pola yang dapat terbentuk sebanyak 22 = 4 pola 2-bit yaitu :  

00, 01, 10, 11. 

Berdasarkan hal ini, maka vektor 𝒁 tersebut di atas adalah vektor berukuran 4 × 1 

dengan bentuk sebagai berikut : 

𝒁 =  

𝑧00

𝑧01

𝑧10

𝑧11

  

di mana  

𝑧𝑖1𝑖2
=

1

11
 𝑣𝑖1𝑖2

−
121

4
  ,    𝑖1𝑖2 = 00, 01, 10, 11 . 
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Berdasarkan rumus tersebut maka perlu dicari terlebih dahulu 𝑣00 , 𝑣01 , 𝑣10 , dan 

𝑣11  yaitu merupakan frekuensi dari pola 3-bit 00, 01, 10, dan 11 dalam blok-blok 

overlapping. Pada tahap ini akan ditentukan circular string untuk membentuk 121 

blok overlapping 2-bit berdasarkan ε di atas. Pembentukan circular string kali ini 

yaitu dengan cara menambahkan 1 bit awal dari ε ke bagian akhir dari ε tersebut. 

1 bit awal dari ε yaitu 1. Sehingga circular string yang terbentuk adalah sbb : 

ε′ = 10111011110010110100011100101110111110000  

10110100011101011100001001001010110111001  

0001001000111011110010110110100101101111  

Berdasarkan circular string ini akan dibentuk 121 blok overlapping 2-bit. Berikut 

ini adalah tabel hasil penentuan blok-blok overlapping 2-bit. 
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Tabel 4.3    Hasil penentuan blok-blok overlapping 2-bit 

No. Blok No. Blok No. Blok No. Blok No. Blok 

1 10 26 01 51 11 76 01 101 00 

2 01 27 10 52 11 77 11 102 01 

3 11 28 01 53 10 78 11 103 10 

4 11 29 11 54 01 79 10 104 01 

5 10 30 11 55 10 80 00 105 11 

6 01 31 10 56 01 81 01 106 10 

7 11 32 01 57 11 82 10 107 01 

8 11 33 11 58 11 83 00 108 11 

9 11 34 11 59 10 84 00 109 10 

10 10 35 11 60 00 85 01 110 01 

11 00 36 11 61 00 86 10 111 10 

12 01 37 10 62 00 87 00 112 00 

13 10 38 00 63 01 88 01 113 01 

14 01 39 00 64 10 89 10 114 10 

15 11 40 00 65 00 90 00 115 01 

16 10 41 01 66 01 91 00 116 11 

17 01 42 10 67 10 92 01 117 10 

18 10 43 01 68 00 93 11 118 01 

19 00 44 11 69 01 94 11 119 11 

20 00 45 10 70 10 95 10 120 11 

21 01 46 01 71 01 96 01 121 11 

22 11 47 10 72 10 97 11 

  23 11 48 00 73 01 98 11 

  24 10 49 00 74 11 99 11 

  25 00 50 01 75 10 100 10 

   

Selanjutnya, akan ditentukan frekuensi dari masing-masing pola 2-bit 

dalam 121 blok overlapping di atas. Frekuensi ini dilambangkan dengan 𝑣𝑖1𝑖2
, di 

mana    𝑖1𝑖2 = 00, 01, 10, 00 . Berikut ini adalah tabel hasil frekuensi pola  

tersebut. 
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Tabel 4.4  Hasil frekuensi 4 pola 2-bit 

No 𝑣𝑖1𝑖2
 Frekuensi 

1 𝑣00  22 

2 𝑣01  33 

3 𝑣10  33 

4 𝑣11  33 

 

Langkah berikutnya adalah menghitung 𝑧𝑖1𝑖2
. Berikut ini adalah hasil 

perhitungan 𝑧𝑖1𝑖2
 , dengan  i1i2 = 00, 01, 10, 11. 

z00 =
1

 121
 𝑣00 −

121

4
 =

1

11
 22 −

121

4
 =

88 − 121

44
= −

3

4
 

z01 =
1

 121
 𝑣01 −

121

4
 =

1

11
 33 −

121

4
 =

132 − 121

44
=

1

4
 

z10 =
1

 121
 𝑣10 −

121

4
 =

1

11
 33 −

121

4
 =

132 − 121

44
=

1

4
 

z11 =
1

 121
 𝑣11 −

121

4
 =

1

11
 33 −

121

4
 =

132 − 121

44
=

1

4
 

Sehingga vektor Z di atas bentuknya menjadi sbb : 

𝐙 =
1

4
 

−3
1
1
1

  

Berikut ini akan dihitung statistik uji ∇Ψ2
2. 

∇Ψ2
2 = 2  

1

4
  

1

4
  −3 1 1 1  

1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 −1 1

  

−3
1
1
1

  

∇Ψ2
2 = 2 

Setelah nilai dari ∇Ψ2
2 didapatkan maka nilai dari ∇2Ψ3

2 dapat dicari. 

∇2Ψ3
2 = ∇Ψ3

2 − ∇Ψ2
2 

= 2.083 − 2 

= 0.083 

Sehingga didapatkan bahwa nilai dari ∇2Ψ3
2 = 0.083 
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4.3  Uji Statistik pada Uji Serial 

Setelah nilai dari statistik uji ∇Ψ3
2 dan ∇2Ψ3

2 didapatkan maka akan 

diambil keputusan terhadap hipotesis di atas. Karena ∇Ψ3
2 memiliki pendekatan 

distribusi χ 4 
2  dan ∇2Ψ3

2 memiliki pendekatan distribusi χ 2 
2  maka aturan 

keputusannya adalah sebagai berikut : 

Jika ∇Ψ3
2 < χ 4 ,α

2  dan ∇2Ψ3
2 < χ 2 ,α

2  terpenuhi maka H0 tidak ditolak , di mana α 

menyatakan tingkat signifikansi. 

Berdasarkan aturan keputusan tersebut maka berikut ini adalah keputusan 

yang diambil : 

Dalam penentuan keputusan ini akan digunakan tingkat signifikansi 0.01. Karena 

didapatkan ∇Ψ3
2 = 2.083 > 0.297 = χ 4 ,0.01

2  dan  

∇2Ψ3
2 = 0.083 > 0.020 = χ 2 ,0.01

2  

maka H0 ditolak. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa barisan bilangan biner  

ε = 10111011110010110100011100101110111110000  

10110100011101011100001001001010110111001  

000100100011101111001011011010010110111  

merupakan barisan bilangan biner yang tidak acak. 
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BAB 5 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

5.1 Kesimpulan 

Dalam pembahasan tugas akhir ini didapat kesimpulan bahwa penentuan 

distribusi dari frekuensi pola m-bit dalam blok-blok overlapping pada barisan 

bilangan biner yang acak adalah sbb : 

1. Distribusi bersama dari frekuensi pola m-bit untuk 2𝑚 − 1 pola 𝑖1 … 𝑖𝑚  

ialah multinomial  𝑛,
1

2𝑚 ,
1

2𝑚  ,… ,
1

2𝑚   . 

2.  Distribusi marginal dari frekuensi pola-pola m-bit di atas yaitu frekuensi 

pola m-bit untuk suatu pola  𝑖1 … 𝑖𝑚  adalah binomial dengan parameter 𝑛 

dan  
1

2𝑚 . 

Pengujian keacakan barisan bilangan biner menggunakan Uji Serial dilakukan 

dengan dua statistik uji yaitu statistik uji 𝛻𝛹m
2  yang memiliki pendekatan 

distribusi chi-square dengan derajat bebas  2m−1 dan ∇2Ψ𝑚
2  yang memiliki 

pendekatan distribusi chi-square dengan derajat bebas  2m−2 .  

Perlu dicatat, karena statistik uji di atas memiliki distribusi pendekatan 

maka barisan bilangan biner yang diuji harus memiliki ukuran bit yang besar. 

 

5.2 Saran 

Saran yang perlu diperhatikan adalah : 

1. Tugas akhir ini difokuskan pada Uji Serial untuk barisan bilangan biner. 

Lebih lanjut dapat dicari distribusi statistik uji dari Uji Serial untuk 

pengujian barisan bilangan non-biner yaitu angka 0 sampai 9 maupun 

abjad/huruf yang terdiri dari a sampai z.  

2. Untuk penelitian berikutnya dapat dilakukan perbandingan kekurangan 

maupun kelebihan antara Uji Serial dengan uji-uji lainnya dalam menguji 

keacakan barisan bilangan biner maupun non-biner. 
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