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ABSTRAK

Nama - Luthfatul Amaliana

Program Studi : Matematika

Judul : Penaksiran Mean Squared Error (MSE) Empirical Best
Linear Unbiased Predictor (EBLUP) pada Model Fay-
Herriot

Model Fay-Herriot merupakan salah satu kasus khusus dari model area level
dalam small area estimation (SAE). Penaksiran parameter pada model Fay-
Herriot dapat dilakukan dengan beberapa metode, diantaranya metode BLUP dan
EBLUP. Metode yang digunakan pada tugas akhir ini adalah metode EBLUP,
sehingga dapat diperoleh penaksir EBLUP. Untuk mengukur seberapa baik
taksiran EBLUP yang diperoleh, akan dicari nilai MSE EBLUP. Namun, nilai
MSE EBLUP tersebut masih bergantung pada variansi pengaruh acak small area
yang tidak diketahui. Oleh karena itu, dilakukan penaksiran terhadap MSE
EBLUP dengan mensubstitusikan taksiran variansi pengaruh acak small area ke
dalam MSE EBLUP, sehingga diperoleh taksiran MSE EBLUP.

Kata Kunci : SAE, model Fay-Herriot, penaksir EBLUP, MSE
EBLUP, taksiran MSE EBLUP.
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ABSTRACT

Name . Luthfatul Amaliana
Program Study : Mathematics
Title . The Estimation of Mean Squared Error (MSE)

Empirical Best Linear Unbiased Prediction (EBLUP)
in Fay-Herriot Model

Fay-Herriot model is one of the special case of basic area level model in small
area estimation (SAE). Parameter in Fay-Herriot model can be estimated with
many methods, such as BLUP and EBLUP method. In this minithesis, the method
will be used is EBLUP method and then the EBLUP estimator can be gotten. The
MSE EBLUP will be found to measure how good the EBLUP estimator is.
However, it still depends on variance of random effect of small area which is
unknown. Therefore, the MSE EBLUP will be estimated by substituting the
estimated variance of random effect of small area to the MSE EBLUP, so that the
estimator of MSE EBLUP is obtained.

Keywords - SAE, Fay-Herriot model, EBLUP estimator, MSE
EBLUP, MSE EBLUP estimator.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Small area didefinisikan sebagai suatu subpopulasi kecil atau gambaran
suatu area geografis kecil (Rao, 2003). Small area dapat berupa desa/kelurahan,
kecamatan, kabupaten, kelompok suku, maupun kelompok umur. Suatu teknik
statistika yang memanfaatkan informasi tambahan (auxiliary variables), seperti
data sensus dan atau catatan administratif small area tersebut, maupun catatan
administratif small area lain yang memiliki karakteristik hampir sama dinamakan
small area estimation (Rao, 2003).

Penaksiran parameter pada small area dapat dilakukan dengan
menggunakan model desain penarikan sampel, yang disebut sebagai penaksiran
langsung (direct estimation), dan penaksiran tidak langsung (indirect estimation).
Namun, penaksiran langsung tidak dapat menghasilkan ketelitian yang cukup
apabila ukuran sampel dari small area yang diamati kecil, sehingga untuk
memperkecil standar error penaksiran, diperlukan metode penaksiran tidak
langsung (indirect estimation).

Pada penaksiran tidak langsung, terdapat dua jenis model penghubung
yaitu model implisit dan eksplisit. Model implisit menghubungkan small area
yang satu dengan small area lainnya melalui informasi tambahan (auxiliary
variables). Metode yang dapat digunakan pada model implisit diantaranya metode
sintetik dan komposit, yang masing-masing akan menghasilkan penaksir sintetik
dan komposit.

Berbeda dengan model implisit, model eksplisit termasuk dalam mixed
model yang mengandung pengaruh acak small area. Pengaruh acak tersebut
menjelaskan variasi antar small area yang belum dijelaskan oleh auxiliary
variables yang terkandung di dalam model. Selanjutnya model eksplisit ini
disebut dengan model small area. Berdasarkan ketersediaan datanya, model small

area terbagi menjadi model area level dan model unit level. Salah satu kasus
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khusus dari model area level adalah model Fay-Herriot. Dalam tugas akhir ini,
model yang akan digunakan adalah model Fay-Herriot.

Metode penaksiran yang dapat digunakan pada model Fay-Herriot yaitu
metode Bayes dan non-Bayes, dimana metode Bayes terdiri dari Empirical Bayes
(EB) dan Hierarchical Bayes (HB). Sedangkan metode non-Bayes antara lain
metode BLUP (Best Linear Unbiased Prediction) dan EBLUP (Empirical Best
Linear Unbiased Prediction). Pada metode BLUP, variansi pengaruh acak small
area diasumsikan telah diketahui, sedangkan pada metode EBLUP tidak diketahui
nilainya dan harus ditaksir. Metode EBLUP inilah yang akan digunakan dalam
penaksiran pada model Fay-Herriot di tugas akhir ini.

Salah satu ukuran untuk mengetahui seberapa baik taksiran parameter
yang diperoleh dalam suatu penaksiran adalah dengan melihat nilai Mean Squared
Error (MSE) dari taksiran yang diperoleh. Penaksiran parameter pada model Fay-
Herriot dengan metode EBLUP akan menghasilkan MSE EBLUP. Namun, nilai
MSE EBLUP ini masih bergantung pada variansi pengaruh acak yang tidak
diketahui nilainya, sehingga perlu dilakukan penaksiran pada MSE EBLUP yang
telah diperoleh. Oleh karena itu, pada tugas akhir ini akan dibahas mengenai
penaksiran MSE EBLUP pada model Fay-Herriot dengan metode EBLUP.

1.2 Perumusan Masalah

Dalam tugas akhir ini, akan diselesaikan masalah bagaimana mencari

taksiran MSE pada model Fay-Herriot dengan metode EBLUP.

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah mencari taksiran MSE pada
model Fay-Herriot dengan metode EBLUP.

Universitas Indonesia
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1.4 Pembatasan Masalah
Permasalahan dalam tugas akhir ini dibatasi pada variabel acak yang akan
digunakan yaitu variabel acak kontinu dan penaksiran yang akan dilakukan

didasarkan pada model (model-based), bukan didasarkan pada sampel (sample-
based).

Universitas Indonesia
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini, akan dibahas mengenai teori-teori dasar yang mendukung
dan akan digunakan untuk mencari taksiran mean squared error (MSE) pada
model Fay-Herriot. Teori-teori tersebut antara lain mengenai definisi MSE,
metode lagrange, bentuk kuadratik dan definit positif, matriks partisi,
differensiasi matriks, definisi translation-invariant dan maximal-invariant,
general linear mixed model (GLMM), metode BLUP dan MSE BLUP pada
GLMM, serta metode EBLUP dan taksiran MSE EBLUP pada GLMM.

2.1 Definisi Mean Squared Error (MSE)

Misalkan 6 merupakan suatu parameter dan 8 merupakan taksiran dari
parameter 0. MSE dari 8 didefinisikan sebagai berikut:

Misalkan: E[8] = a, yang belum tentu 6,

MSE[6] = E[(6 — 0)?]
=E[(6 —a+a-0)%]
=E[(6 - a)2 +2(0—a)@a—0) + (a—0)?]
— E[(8 —a)"] + 2E[(8 — a)](a — ) + E[(a — 0)?]
= E[(8 —a)]+ 2E[(B—a)] (a— ) + E(a— 6)?

=0

MSE[8] = var[@] + [bias(8)?] ; karena2E[(6 —a)] =0 (2.1)

Berdasarkan definisi MSE tersebut, jika 8 yang diperoleh unbiased, maka
MSE dari 8 akan sama dengan variansi dari 8. Sedangkan standar error dari 8
didefinisikan sebagai akar kuadrat positif dari MSE[8].

Nilai MSE dari suatu taksiran parameter memiliki peranan penting untuk
diketahui, diantaranya adalah untuk mengukur seberapa baik taksiran parameter

yang diperoleh (Rao, 2003).
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2.2 Metode Lagrange

Metode Lagrange merupakan suatu metode yang digunakan untuk
memaksimumkan atau meminimumkan suatu fungsi f(x) terhadap kendala g (x)
dengan cara menyelesaikan sistem persamaan berikut:

Vf(x) =nVg(x) dan g(x) =0
sehingga didapat x dan 7 yang meminimumkan atau memaksimumkan fungsi
f(x). Setiap x yang memenuhi sistem persamaan di atas disebut vektor kritis

untuk masalah nilai ekstrim dengan kendala. Sedangkan n disebut pengali

Lagrange dan Vf(x) = ;_:flil + ;—fiz +-- ;Tfni" (Purcell, 2000).

X2
2.3 Bentuk Kuadratik dan Definit Positif

Misalkan matriks A = [a;;] berukuran nxn. Pandang fungsi berikut:
xTAx = z QX Xj = z a;x? + Z aijXX;
i) i ij#i
dengan xT = (x4, x5, ..., X,) di R™. Fungsi tersebut merupakan bentuk kuadratik.
Berikut adalah beberapa definisi dan lemma dari bentuk kuadratik dan

matriks definit positif:

Definisi 2.1
Misalkan x” Ax merupakan bentuk kuadratik dengan A = [a;;] adalah matriks
berukuran nxn dan vektor x = (x4,x5, ..., X,) di R™. Bentuk kuadratik dikatakan
definit positif jika:

xTAx > 0, untuk setiap x # 0
(Howard Anton, 2000).

Definisi 2.2
Matriks simetris A disebut matriks definit positif jika xT Ax adalah bentuk

kuadratik definit positif (Howard Anton, 2000).
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Lemma 2.1
Sembarang matriks definit positif adalah matriks nonsingular (bukti diberikan
pada Lampiran 1) (Howard Anton, 2000).

2.4 Matriks Partisi
Setiap matriks dapat dipartisi menjadi matriks-matriks yang lebih kecil.

Matriks yang lebih kecil itu disebut submatriks. Berikut contoh matriks partisi

yang mungkin dibuat dari matriks A berukuran 4x3.

[A11 | Q12 Qg3

A Qz1 | Q22 Q323 _ (A1 Aq
az1 ‘ azz; az3 A,y Ay
As1 | Qup Q43
a1 Q12 Qi3 A1q

A= 21 "GEREN: | i
a3z dzz dazz Asq
Ay Qg Q43 Ayq

Selanjutnya, untuk mencari invers dari suatu matriks partisi apabila
submatriks dari matriks partisi merupakan submatriks yang nonsingular, maka

dapat digunakan teorema berikut (bukti diberikan pada Lampiran 2):

Teorema 2.1

Misalkan matriks M berukuran (p + q)x(p + q) yang dipartisi menjadi M =
[‘é g] dengan ukuran submatriks Apxp, Bpxg, Cqxp Dgxq dan A nonsingular

(A~'ada). M nonsingular jika dan hanya jika E = D — CA~1B nonsingular.
Bentuk M~1 sebagai berikut:

1 _[A B
M=
¢ vl
_ [A‘1 +A'BE"'cA™! -AT'BE!
—E~1cAa? E-1

dengan E = D — CA~1B (Magnus dan Neudecker, 1999).
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2.5 Differensiasi Matriks

Berikut adalah definisi, teorema dan lemma yang berkaitan dengan
differensiasi pada matriks. Bukti-bukti dari teorema dan lemma tersebut, diberikan

pada Lampiran 3.

Teorema 2.2
JikaaT =[a; a, .. ap] adalah vektor baris dan
X1
X2
X == E
Xl’l
maka
ap
@)  |a;
B |
an
(Magnus dan Neudecker, 1999).
Teorema 2.3
Misalkan xTAx adalah
311 312 aln X1
xTAx = [XTee. W xn][i : ”]
an1 anz dnn Xn

dimana A adalah matriks simetris. Maka

J(xTA
dax
(Magnus dan Neudecker, 1999).

Definisi 2.3

Misalkan A adalah matriks nxn, yang elemen pada baris ke—i dan kolom ke—k
nya merupakan fungsi dari vektor parameter x = (x4, ..., x,,)7, dimana
i=1,..,n;k =1,..,n. Turunan parsial pertama dari matriks A terhadap suatu

skalar parameter x;, dimana j = 1, ..., n adalah sebagai berikut:
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[aan daq, 8a1n]
oa_|% %5 %
% oay 2w Oamm

l ax] ax,- ax, J

(Barnes, 2006).

Lemma 2.2

Misalkan a dan b adalah suatu konstanta. Bentuk matriks 7 dan ;x sesuai
J J

dengan Definisi 2.3 adalah sebagai berikut:

[aan daj, aaln]
. N A B
9% |aan1 e 4o
dan
[0b11  Obyp dbin]
%N LR ud” oo
an (')x] ’ c')x}
maka
d(aA + bB) 0A 0B
axj A ax, ax,-
dan

0(AB) _ 0B 0A

=A—+—B
ax,- axj ax]

(Barnes, 2006).

Lemma 2.3

Misalkan A matriks nonsingular (A~! ada), berukuran nxn, yang elemen-
elemennya adalah fungsi dari vektor parameter x = (x4, ..., x,,)7, sesuai dengan
Definisi 2.3. Maka turunan parsial pertama dan kedua dari A~* terhadap x;,
dimanaj =1, ...,n adalah

0A™! L,0A |
=—-A""—A
an 6xj
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dan
0%2A~1 0A 0A 0A 0A 0A
=-A"" AT HAT — AT AT AT AT AT
(?xi(?xj Oxiax]- Oxi 6x] 6x] 6xl-

(Barnes, 2006).

Lemma 2.4
Misalkan A adalah matriks nxn yang elemen-elemennya adalah fungsi dari
X = (x4, ..., x,)T, sesuai dengan Definisi 2.3. Maka turunan parsial pertama dari
det(A) terhadap skalar parameter x;, dimana j = 1, ..., n adalah

0 det(A)

an

0A
=tr [ad](A) E]
]

(Barnes, 2006).

Lemma 2.5

Misalkan A adalah matriks nxn yang elemen-elemennya merupakan fungsi dari
X = (x4, ..., x,)T, sesuai dengan Definisi 2.3 dan det(A) adalah determinan dari
matriks A. Maka turunan parsial pertama dan kedua dari log det(A) terhadap

skalar parameter x;, dimana j = 1, ..., n adalah

dlog det(A dA
LTLOY e
]

axj 0x;

dan

9% log det(A 0A 0A 0A
(At e (A A o).
YA j i

(Barnes, 2006).

2.6 Definisi Translation-Invariant dan Maximal-Invariant

Sebuah fungsi s(y) dikatakan translation-invariant jika s (y - X[?(B)) =

s(y) untuk setiap y dan B(8).
Jika diberikan & translation-invariant dan distribusi bersama dari (&) — t

dan y — XB(6) adalah multivariat normal, maka (&) — t independen terhadap
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y — XB(8) dan juga independen terhadap setiap fungsi dari y — XB(8) (Kackar
and Harville, 1984).

Misalkan y suatu ruang vektor dan G adalah himpunan dari transformasi di
x- Fungsi T (x) pada y dikatakan maximal-invariant pada g jika:
i. T(g(x)=T(x),untuk setiap x € y dan g € G ; (invariant)
ii. T(xy)=T(x3) —x; = g(x,), untuk setiap g € G.

2.7 General Linear Mixed Model (GLMM)

Sebelum membahas GLMM, terlebih dahulu akan dijelaskan mengenai
model regresi linear berganda. Pandang bentuk model regresi linear berganda
(Montgomery, Peck, & Vining, 2001) berikut ini:

y=XB+e
dimana
y : vektor dari variabel dependen, berukuran nx1

X : matriks dari variabel prediktor, berukuran nxp, dimanap = k + 1
8 : vektor dari parameter, berukuran px1
€ : vektor dari error, berukuran nx1, dengan &; ~ NID (0, 6%).

Pada model regresi linear tersebut, pengaruh tetap yang terkandung di
dalam model telah diperhatikan, yaitu X. Namun, pengaruh acak, yaitu v, tidak
terkandung di dalam model. Sedangkan bentuk General Linear Mixed Model
adalah sebagai berikut:

y=XB+Zv+e (2.2)
dimana
y : vektor dari variabel respon, bersifat random, berukuran nx1
X : matriks full rank dari variabel prediktor yang diketahui, berukuran nxp
B : vektor dari parameter, bersifat fixed, berukuran px1
Z : matriks full rank dari variabel prediktor yang diketahui, berukuran nxh
v : vektor dari parameter, bersifat random, berukuran hx1
e : vektor dari error, bersifat random, berukuran nx1
dengan asumsi:

E(v)=0,E(e) =0,
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v dan e saling independen,
E(vwT) =G, E(ee’) = R. (2.3)
Karena v dan e saling independen, maka
cov(v,e) = cov(e,v)
=E(v—0)(e—-0)T
=E(e—0)(v—-0)T=0
sehingga corr(v,e) = 0. G dan R masing-masing adalah matriks varians-

kovarian dari v dan e yang elemen-elemennya merupakan fungsi dalam

8= (81,8, ..,6,) . & adalah vektor parameter dari variansi v dan e.

Bentuk dari matriks G dan R yaitu:

911(6)  912(8) - g1n(d)
G(8) = 921.(5) 922.(5) = 92h.(5)
9.®) 92 g (®)
dan (2.4)
111(8) 112(8) -+ 11,(8)
R(5) = 7"21.(6) 7’22.(5) % an-(‘S)

118 1@ ()
Sedangkan E (y) dan var(y) didapat dari:
E(y)=EXB+Zv +e)
=E(XB) + E(Zv) + E(e)
= XB + ZE(V) + E(e)
=XB ; karena E(v) =0dan E(e) =0 (2.5)
var(y) = E((y = XB)(y = XB)")
=E((Zv+e)(Zv+e)T)
= E((Zv +e)(vIZT + eT))
= E(ZvTZT + Zve! + evTZT + eel)
= E(Zvv'Z") + E(ZveT) + E(ev'ZT) + E(ee’)

=ZE(vwh)ZT + ZE(ve) + E(ev))ZT + R : karena E(ee”) = R
=ZGZ"+0+0+R ; karena v dan e saling independen
=ZGZT + R = V() (2.6)

dengan V(&) menyatakan matriks varians-kovarian dari y (Rao, 2003).
Universitas Indonesia

Penaksiran mean..., Luthfatul Amaliana, FMIPA Ul, 2012



12

2.8 Metode BLUP dan MSE BLUP pada GLMM

Pada metode Best Linear Unbiased Prediction (BLUP) diasumsikan bahwa
nilai & diketahui. Penaksiran parameter dengan metode BLUP pada GLMM dapat

dilakukan dengan beberapa tahapan. Pertama, dimisalkan nilai-nilai dari

Vi U1
V= V:Z adalah v = U:Z . Dalam hal ini, yang akan ditaksir adalah kombinasi
Vh Vn
/11 (1)1
; T T _[ 4 _ | W2
linear, A"B + w"v,dengan A =| "* |danw = | .
Ap Wp

Misalkan T'(y) = Ty + b adalah sembarang penaksir dari kombinasi linear
l
ATB + wTv ,dimanal = l:z dan b adalah suatu konstanta. T(y) disebut
Ly
penaksir BLUP yang dapat mengestimasi kombinasi linear tersebut jika T (y)

merupakan penaksir yang bersifat:

1. Linear,

T(y) dikatakan linear jika T(pyy + qy2) = pT(y1) + qT (y2) (Howard
Anton, 2000) dengan p dan g suatu skalar. Dengan T(y) = Iy + b, akan
ditunjukkan bahwa T (y) bersifat linear:

T(py1 + qy2) = ' (pys + qy2) + b

= l"py, + l"qy, + pb, + qb,; dengan b; = % dan b, = 2

2q
=p(l"y,) + pby + q(I"y2) + qb;,

=p(l"y + by) + q(U"y + by)

= pT(y1) +qT(y2) (2.7)

2. Unbiased,
Definisi unbiased yang biasa digunakan adalah E(T(y)) = 278 + wv.
Namun, pada ruas kanan persamaan tersebut, masih terkandung vektor random v,

sehingga perlu dicari nilai ekspektasi dari v. Oleh karena itu, definisi unbiased
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yang digunakan dalam hal ini adalah E (T (y)) = E(ATB + w”v) (Rao, 2003).
Berikut akan ditunjukkan bahwa T (y) bersifat unbiased.

Diketahui: T(y) = Ty + b

Akan ditunjukkan: E(T(y)) = E(ATB + w"v)

E(T(y)) = E"y + b)

=E(I"XB+ 1"Zv + ITe) + E(b)
=E("XB) +E(I"Zv) + E(I"e) + b

=I"EXB) + "ZE(v) + I"E(e) + b

=I"XB +1"Z(0) +1T(0) + b ; karena E(v) =0 ,E(e) =0
=I"XB+b (2.8)

EQATB + w'v) = E(ATB) + E(wV)
=78 + W E(W)
=ATB + w’(0) ; karena E(v) = 0
=1"B (2.9)
Dari persamaan (2.8) dan (2.9) diperoleh E(T(y)) # E(ATB + w"v),
sehingga T (y) bersifat biased. Namun, jika b = 0 dan AT kombinasi linear dari
baris-baris X, yaitu AT = I"X, maka T(y) bersifat unbiased terhadap A7 8 + wv.
Berikut akan ditunjukkan bahwa jika b = 0 dan AT = I"X, maka
T(y) = 'y + b merupakan penaksir unbiased untuk A7 + w’v.
Diketahui: b = 0 dan A7 = "X,
Akan ditunjukkan: E(T(y)) = EAATB + w™V)
E(T(y)) = E(I"y + b)
=E(I"(XB+Zv+e)+0);karenab = 0.
=E(I"XB+1TZv +1"e)
=E("™XB) + E(A"Zv) + E(l"e)
=I"XB + I"ZE(v) + I"E(e)
= ITXB + ITZ(0) + I7(0) ; karena E(v) = 0 dan E(e) = 0
=ITXB
= ATB : karena AT = 17X, (2.10)
Untuk selanjutnya, akan digunakan T'(y) = [Ty sebagai penaksir untuk
AT+ 0.
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3. Terbaik (best)

Penaksir T (y) dikatakan bersifat best jika T'(y) memiliki MSE terkecil
diantara penaksir unbiased dan linear lainnya (Rao, 2003). Ambil sembarang
kombinasi linear T = A7 B + w” v yang dapat diestimasi oleh T (y) = ITy. Selain
itu, didefinisikan juga E[(T (y) — (AT B + w'v))?] sebagai MSE dari T (y).

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa E[(T (y) — (ATB + w"v))?]
minimum terhadap kendala I”X — AT = 0. Kemudian akan digunakan metode
Lagrange, untuk meminimumkan MSE dari T (y) terhadap satu kendala
(Robinson, 1991). Namun, sebelumnya akan didefinisikan fungsi-fungsi berikut:
T(y)— A"+ @'v) =U"(XB+Zv+e)— (AT + w'v)

=U'XB+1U"Zv+1"e —2ATB — w'v
=(U"X-2ADB+1"(Zv+e)—w'v
=(0)B+1"(Zv+e) —w'v;karenal"X— 2T =0
=1"(Zv+e)— v (2.11)
(I"(Zv+e)—o™V) =" (Zv+e) — (™)
=@Zv+e)l-viw
=W'ZT +e)l—viw (2.12)
Dari persamaan (2.11) dan (2.12), kemudian akan diturunkan bentuk MSE
dari T(y):
MSE [T(y)] = E[(T(y) — (A"B + @"V))?]
=E[(T(y) - A"+ &"V)(T () — A" +w'V)]
=E[(I"(Zv+e) — o"™V)(IT(Zv + &) — »'Vv)T] ; dari (2.11)
=E[(I"(Zv +e) — @"V)((v'ZT + eT)l — vT w)] ; dari (2.12)
=E[lT(Zv+e)(VIZT + el -l (Zv + e)viw
—w'v(VTZT + el + 0 v w]
=E[("Zv+1Te)(vTZT1+ eTD)] — E[(I"Zv + ITe)v" w]
(€] )
—E[w"v(VIZTL + eT])] — E[w"vv w]
©) (4)
Berikut akan dijabarkan masing-masing nilai dari (1), (2), (3), dan (4).
(1) E[("Zv + 1"e)(vTZTL + e D)]
=E[I"ZvwTZ Tl + I"ZveTl + TevTZT1 + TeeTl]
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= E[I"Zvw"Z"1] + E[I"ZveTl] + E[1TevTZ"I] + E[l"Teel]
=ITZE(wvDZT1 + I"ZE (ve)l + ITE(ev))ZTL + ITE(eeT)l
=I"ZGZ"1+ I"Z(0)l + 1" (0)Z"1 + I"RI
=I"ZGZ"1 + I"RI
(2 E[(I"Zv + lTe)v w]
=E[I"Zvw w + TevT w]
=I"ZE(wNw + I"E(evHw
=U"ZGw + " (0)w
=1"ZGw
(3) E[w™v(vTZTL + eTD)]
= E[w v ZTl + w"veTl]
= w E(vw)Z'l + w"E(ve)l
= w'GZTl + wT (0)1
= w!'GZTl
(4) E[w"vwT w]
=w'E(whw

=w' Gw

Dari (1), (2), (3), dan (4) didapat:
MSE [T(y)] = I"ZGZTL+ "Rl — I"ZGw — w"GZ"l + 0" Gw
=1"ZGZ"l + I"Rl — 2I"ZGw + 0" Gw ; (2.13)
karena (w” GZTI)T = I"ZGw dan G simetris.
Kemudian dengan metode Lagrange yang telah dibahas pada subbab sebelumnya,

dibentuk fungsi Lagrange berikut:

f=UZGZTL + "Rl - 2I"ZGw + w"Gw — 29" (XT1 - 2) (2.14)
Fungsi Lagrange tersebut akan diturunkan terhadap I dan n, dengan
M

n= 7752 adalah pengali Lagrange, sehingga akan didapat nilai I dan n yang
Mp

meminimumkan fungsi f.
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Berikut ini turunan parsial dari f terhadap I dan n.

f=UZGZ"l+ "Rl - 2I"2Gw + w"Gw — 29" (XT1 - 2)

=I"ZGZTl + "Rl - 2U"2Gw + " Gw — 2n"XTL + 2T A
dengan
of O"ZGZ"1+1"Rl - 2I"ZGw + 0" Gw — 2n"X"L + 20" 2)
ol ol
_O(I"ZGZ™D) + 9(I"RD) — 0(2I"ZGw) + 0(w" Gw) — d(2n"X"D) + 0(2n" 2)
B ol
_o(I"ZGZ™D) N A(I"RD) 0QI"ZGw) b d(w'Gw) a2nTXTD) N a(2nT2)
B al ol al al al al
=2ZGZ"l+ 2Rl — 2ZGw + 0 — 2Xn + 0

= 2ZGZ"l + 2Rl — 2ZGw — 2Xn

dan
of O"ZGZ"1 +1"Rl - 21"ZGw + " Gw — 2" X"1 + 20" 2)
on on
_O(I"ZGZ™D) + 0(I"RD) — (21" 2Gw) + d(w" Gw) — d(2n"X"D) + 3(2n" 2)
= oy
o(l"2GZ™l) o(I"RlD) 0QI"ZGw) I(w'Gw) daR2y"XTD) 9(2yTA)
on on on on on on
=0+0—-0+0—2X"l+22
=—-2XT1+22
sehingga diperoleh:
af
P 2ZGZT1 + 2Rl — 2ZGw — 2Xn
d
filags —2XT1+ 24
an
Berdasarkan metode Lagrange, nilai I dan i dapat diperoleh dari:
af
5= 2(ZGZT + R)l — 2Xn = 2ZGw
0
—f=—2xT1+2/1=0
on
dengan ZGZT + R = V = V(§) didapat persamaan:
VI -Xn =72Gw
XTl-2=0
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kemudian dibentuk menjadi persamaan:
V(f) x] [ iA] _ [zcw]
X" oll-7 A
Matriks G, R, dan V adalah matriks definit positif. Berdasarkan Lemma 2.1

pada subbab sebelumnya, sembarang matriks definit positif merupakan matriks
nonsingular. Untuk mencari nilai T dan 7j , dapat digunakan teorema invers untuk
matriks partisi yang telah dijelaskan pada subbab 2.4, sehingga didapat:

[ l ] _ lV‘l(S)[I - XX V(X)) XV V‘1(5)X(X‘1V‘1(5)X)‘1l [ZGw]
-1 XTV1(5)X)1XTv-1(8) —XTv1(&HXx)? A
dengan

1=V XX WLOHX) A+ VI - XXV 1(H)X) XV 1(§)]ZGw
-1 = XTV1(®X) X"V 1(§)Z6w — XV 1(6)X)" 12 (2.15)

Karena sembarang penaksir T'(y) = Ty memenuhi sifat best, linear, dan

unbiased, maka:
T(y) ="y

= {V1(OXX WV IOX) 1A+ V1@ - XX VLX) XTV1(H)]ZGw}Ty
karena G dan V~1(8) simetris, maka:

= 2T XTV1(&)X) X'V 18y + wGZTV-1(8)y

B
—0'GZTV I (OX X'V X)XV (8)y
B

dengan (XTV=1(6)X)"'XTV~1(8)y = B, persamaan sebelumnya dapat ditulis:

= A8 + w'GZTV 1(&)y — 0" GZTV 1(6)XP

=18 + 0T GZTV-1(8)(y — XB)

v

sehingga didapat taksiran BLUP untuk B dan v sebagai berikut:
B.y) = XTV (X XV (8)y

dan (2.16)
v(8,y) = GZ'V-(8)(y — XB(8,y))

dimana
V(6) =R+ ZGZT.
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Dengan demikian, taksiran BLUP dari T = AT B + w”v adalah:
t(8,y) = ATB(8,y) + o"D(8,y) (2.17)
yang memiliki MSE minimum dari semua taksiran yang unbiased dan linear.
Selanjutnya akan dicari nilai MSE BLUP untuk mengukur seberapa baik
taksiran BLUP yang telah diperoleh. Namun, untuk mempermudah perhitungan,
dengan melakukan sedikit modifikasi aljabar, taksiran BLUP yang diperoleh pada
persamaan (2.16) dinyatakan dalam bentuk lain, yaitu:
2(8,y) = A"B(8,y) + 0 D(8,y)
=2"B(8,y) + ®"GZ"V ' (8)(y — XB(5,y))
=ATB(6,y) + o"GZTV1(8)y — " GZTV-1(8)XB(S,y)
=ATB(6,y) + " GZTV1(§)y — w"GZTV-1()XB(8,y) + AT — "B
+ wTGZTV-1(8)XB — w"GZTV (&)X
=A"B + w'GZTV1(8)y — " GZTV L(&)XB + ATB(8,y) — A" B
—w'GZTV1(5)XB(S,y) + 0" GZTV1(8)XPB
=2"B + w"GZ"V (&) (y = XB) + A"(B(8,y) - B)
— o"GZTV 1(5)X(BB,y) = B)
=A"B + w"GZTV () (y — XB) + (AT — 0" GZTV-1(8)X) (B(S,y) — B)

al dr
T (8,8y)

=(8,B,y) +d"(B(8) = B) (2.18)

dengan

(6,By)=A"B+a’(y—Xp)
al = w'GZ"V1(8)
dT = 2T - @TGZTV 1 (§)X = AT — a’X
Kemudian didefinisikan t = 27 B + wv, sehingga diperoleh MSE dari

7(6,y) berikut:
MSE[#(8,y)] = E[2(3,y) — ]?

= E[%*(8,B,y) + d"(B(8) — B) — t]?

= E[#"(8,8,y) — t) + d"(B(&) - B)]?

= E[#°(8,B,y) - t]* + E[d"(B(®) - B)]°

+2cov[(#°(8, B,y) — 1), d"(B(8) - B)]
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karena (*(8, B,y) — t) dan d(B(8) — B) independen (dibuktikan pada
Lampiran 4), maka:
MSE[%(8,y)] = E[2"(8,B,y) — t]* + E[d"(B(8) — B)
= 91(8) + g2(8)
dengan
91(8) = E[2"(8,B,y) — t]?
=E[(A"B +a'(y - XB)

~A"B+ @"V)(ATB + @"(y—XB) — (AT B + w"V))T]
=E[(@"(y - Xp) —o"V)(@" (y —XB) — @' V)]
=E[((@T(Zv+e) — w"v)((Zv + e)Ta — v w)]
=E[@’'(Zv+e)—w'v)(Zv+e)a— (@T(Zv+e) — w ' v)v' w]
=E[@"(Zv+e) — w"Vv)(Zv+e)'V1(8)ZG w]

—E[@"(Zv+e) — o' V)V w]
=0-E[(@’'(Zv+e) — 0"V)VIw]
= E[(w"v —aT(Zv + e))v' w]
=E[(w"v—w GZTV 1(8)(Zv + e))v' w]
= E[w" (v — GZTV™1(8)(Zv + e))v  w]
= w E[vwT — GZTV71(8)(Zvv" + ev!)]w
= w" (G- GZ'V1(§)Z6)w.

92(8) = E[d"(B(8) — B)P?
= E[d"(B(8) - B)(d"(B(8) = B))']
= £[d"(B6) - B)(B(@®) - B)"d]
_ [ dT(xTV-l(5_))()-1XTV—1 e ]
(Zv + e)(Zv + e)TV1(&)X(XTV1(8)X)1d
=dTXT"V-1(6€)X)"'XTv-1(s)

E[(Zv+ e)(Zv + )TV 1(O)XXTV1(6)X) d
=dTXTV1(&X) " XTV LSV V I(&XXTV1(6)X) 1d
=dTXTV1(&X) " XTV1(HIXXTV-1(6)X)'d
=dT(X'V1(&)X) XV 1(H)X)XTV1(6€)X)'d
= d"1IX"V-1(8)X)'d

=dTXTVv-1(6€)X) 1d.
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Dengan demikian, bentuk MSE BLUP yang diperoleh, sebagai berikut:
MSE[2(8,y)] = E[2°(6,B,y) — t]* + E[d"(B(8) — B)*
= 91(8) + g2(8) (2.19)
dimana
91(8) = " (G- GZ'V1ZG)w
g.(8) = dTXTv-1x)~1d.

2.9 Metode EBLUP pada GLMM dan Taksiran MSE EBLUP

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, pada metode BLUP, diasumsikan
bahwa & diketahui nilainya. Dengan menggunakan metode BLUP, didapat
B(8,y) dan (8, y) sebagai berikut:

B(6,y) = X"V 1(®X) X'V (8)y
dan
v(8,y) = GOZV(8)(y - XB(8,y))
Dengan demikian, taksiran BLUP untuk T = AT B + w” v adalah:
2(8,y) = A'B(8,y) + w" D(8,y)
yang memiliki MSE minimum dari semua taksiran unbiased dan linear.

Namun pada kenyataannya, nilai & tidak diketahui, sehingga perlu ditaksir
dari data. Salah satu metode yang dapat digunakan adalah metode Maximum
Likelihood (ML). Dengan metode ML, diperlukan fungsi likelihood yang
merupakan pdf bersama dari y = (y4, ¥z, .., ¥)" dimana v dan e diasumsikan
berdistribusi normal dengan vektor mean dan matriks varians-kovarians masing-
masing yaitu (0, G) dan (0, R). Karena v dan e berdistribusi normal, maka y juga
berdistribusi normal dan berdasarkan persamaan (2.5) dan (2.6), dapat dituliskan
sebagai y ~ N(XB, V(8)). Oleh karena itu, diperoleh fungsi likelihood sebagai
berikut:

L(B.8:Y) = G &P |3 O~ XOTVI® G -XB)|  (220)

Dari persamaan (2.20) tersebut, kemudian diperoleh fungsi log-likelihood

berikut yang akan digunakan dalam metode ML.:
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InL(B,8y) = —2In(2m) — 2In(IV(B)]) — 5 (v — XB)V-1(8) (y — XB)
= c—>(In(IV®D + (y - XB)'V1(8) (y — XB))
dengan c suatu konstanta.
Selanjutnya, dengan menggunakan differensiasi parsial pada matriks,
fungsi log-likelihood tersebut diturunkan terhadap 8 dan dinotasikan dengan
s(B, 8). Untuk elemen ke-j dari s(B, §)dapat dituliskan sebagai berikut:

JdlnL(B,d;
5,(8,8) = 0L 07)
]
(-7 (V@D + (v = XB'V 1 (B)(y - XB)))
= a6;
oc  1aIn(lV(®)]) 1 oV-1(8)
= a—(sj—za—(sj—i(y—xﬁya—(sj(y—xﬁ)
=— % tr(V=1(8)Vy) + % (v —XB)T(VV;) Vv 1)y - XB) (2.21)
dengan Vi) = a@"—?.

Sesuai dengan prosedur metode ML, selanjutnya akan dicari solusi dari

persamaan s;(B,8) = 0, sehingga diperoleh:

tr(V1(@)Vg) = (y = XB) (VI@Ve,V'(8)) (y—XB)  (222)
Namun, dari persamaan (2.22), terlihat bahwa & tidak dapat dicari
solusinya. Oleh karena itu, taksiran & dengan metode ML, diselesaikan secara
iteratif dengan menggunakan Scoring Algorithm. Sebelumnya akan dijelaskan
terlebih dahulu mengenai Scoring Algorithm.
Scoring Algorithm merupakan salah satu metode numerik dari Metode

Newton-Raphson. Berikut adalah bentuk formula metode Newton-Raphson:

57 =5~ (n (s@))_l s(37) a=12,..

dengan
s(8@) adalah vektor turunan parsial pertama dari [(8), pada & = 8@, 1(8)
merupakan fungsi log-likelihood dari vektor é.

H(8) adalah matriks turunan parsial kedua dari [(8), pada & = §@.
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Dengan mengganti H( @) dengan nilai ekspektasinya, E[H( §)] ,
maka akan diperoleh Scoring Algorithm yang akan digunakan untuk mencari

penyelesaian dari persamaan (2.22) sebagai berikut:

3D _ 5@ (Y(?s(a)))_ls (3(3(“)),3(“))
dengan
s(B.8) = (51(B.8),52(B.8), ..., 54(B, 8))"
Y(3) = (F7(3).¥7(3), . X (3))"
dimana

8% InL(B,5;y) 1 1A 1A
ij(a) = —E (W) = ;tT(V I(S)V(j)v 1(8)V(k)) (2.23)

(dibuktikan pada Lampiran 5).

. : . 3 . NS
Proses iterasi berhenti jika 8(a+ s 6(a), misalkan dengan 6(a+ ) _

S(a) < 107°. Kemudian 3(a+1) dapat diambil sebagai taksiran dari é.

Setelah diperoleh taksiran untuk &, yang dinotasikan dengan &(y), maka

akan didapat taksiran parameter baru, dengan mensubstitusikan 8(y) ke B dan ¥
pada persamaan (2.16) yaitu:
AN A | A —1 _ ~
B(6(.y) = X'V'(8)X) X'V '(8)y
dan (2.24)
v (6, y) = GOZ'V (&) vy - XBG¥),¥))
Berdasarkan persamaan (2.24), maka taksiran T = AT + w” v baru yang

disebut dengan taksiran EBLUP adalah sebagai berikut:

T(8(y),y) = A"B(8(y).y) + " ¥(8(y).y). (2.25)

Untuk mengetahui seberapa baik taksiran EBLUP yang telah didapat
tersebut, akan dicari MSE EBLUP nya, yaitu:

MSE[2(8)] = E[%(8) — ¢]?
= E[%(8) — t + 2(8) — 2(8)]?
= E[(#(8) — t) + (2(8) — 2(&))]?

Universitas Indonesia

Penaksiran mean..., Luthfatul Amaliana, FMIPA Ul, 2012



23

= E[#(8) — t] + E[2(8) — #(8)]? + 2cov[(2(8) — t), (3(8) — 2(8))]
MSE[#(6)]

= MSE[2(8)] + E[#(8) — 2(8)]? + 2cov[(#(8) — b), (3(8) — 2(8))]
Karena #(&) — t dan #(8) — (&) independen (dibuktikan pada Lampiran
6), maka diperoleh:
MSE[%(8)]| = MSE[2(8)] + E[%(8) — 2(8)]? (2.26)

ii

dimana
MSE[Z(6)] merupakan bentuk dari MSE BLUP.
Karena bagian (ii) pada persamaan (2.26) nilainya sangat sulit dicari, maka

digunakan aproksimasi Taylor untuk menghitungnya. Kemudian didapat:

T T
E[#(8) -2 ®F = tr [(Z)V(Z) 1;'(®)] = 0.8 027
dimana
I51(8) = var(6) = —t r(V- 1(8) 1(/\) aV(S)

(dibuktikan pada Lampiran 7).
Berdasarkan persamaan (2.19) dan (2.27), didapatkan aproksimasi kedua
untuk MSE[7(6)] pada persamaan (2.26) sebagai berikut:
MSE[2(8)] ~ g1(8) + g2(8) + g5(8) (2.28)
dengan
91(6) = ®" (G- GZ"V'ZG)w
g2(8) =d"X"v-1X)'d

dal

9:(8) ~ tr [(%)v(@”g%&}

Pada metode EBLUP, diasumsikan bahwa & tidak diketahui. Dengan
demikian, MSE EBLUP yang diperoleh pada persamaan (2.28) juga masih
bergantung pada nilai 6 yang tidak diketahui, sehingga nilai MSE EBLUP tidak
dapat dicari. Oleh karena itu, perlu dilakukan penaksiran terhadap nilai MSE
EBLUP tersebut.

Ada beberapa cara untuk menaksir MSE EBLUP. Cara pertama, dengan
mengganti & dengan & pada MSE BLUP di persamaan (2.19), sehingga diperoleh:

msey[2(8)] = g1(8) + 9.() (2.29)
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dan dikenal dengan naive estimator. Akan tetapi, naive estimator ini tidak mengikutsertakan penambahan variasi & yaitu bagian (ii) dari
persamaan (2.26), sehingga tidak sesuai dengan MSE EBLUP. Kemudian digunakan cara lain untuk menaksir MSE EBLUP, yaitu dengan
mensubstitusikan & ke & pada aproksimasi kedua MSE EBLUP di persamaan (2.28). Hasil taksiran MSE EBLUP yang didapat yaitu:

mse[f(@)] = gl(S) + gz(?s\) 4 gg(s). (2.30)
Namun ternyata taksiran MSE EBLUP pada persamaan (2.30) bias terhadap MSE[%(S)] (dibuktikan pada Lampiran 8). Oleh karena
itu, perlu dicari taksiran dari aproksimasi MSE EBLUP yang unbiased untuk MSE[%(E)] dan diperoleh:
E{mse[2(8)]} = E{g.(5) + 92(8) + 9:(8)}
= E[9:(8)] + E[g2(8)] + E[g5(8)]
~ 91(8) + c5(5)Vg1(8) — g5(8) + g2(8) + g3(8)
E{g1(8) + 92(8) + 95(8)} = 91(8) + c5(8)Vg.(8) — g5(8) + g2(8) + g5(&)
E{91(8) + 92(8) + g5(8)} — c5(8)Vg1(8) + g3(8) ~ g1(8) + g2(8) + g5(8)
E{91(8) + 92(8) + 95(8) — ¢5(8)V3:(8) + 93(8)} = 91(8) + g2(8) + 95(8)
E{9:(8) + 9:(8) + 295(8) — c5(8)Vg1(8)} ~ 9:(8) + 62(8) + 95(8)
E{gl(g) + 9> (3) + 295 (3) - CST(S)Vgl(S)} ~ MSE[%(?S\)]
Dengan demikian, taksiran yang unbiased untuk MSE[%(S)] adalah:
mse[2(8)] = g1(8) + 92(8) + 295(8) — ¢4 (8)Vg.(5) (2.31)
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BAB 3
METODE EMPIRICAL BEST LINEAR UNBIASED PREDICTION
(EBLUP) PADA MODEL FAY-HERRIOT

Pada bab 3 ini, akan dibahas mengenai model small area, termasuk model
area level, serta model Fay-Herriot yang merupakan kasus dari model area level.
Kemudian akan dicari taksiran parameter pada model Fay-Harriot. Metode yang
akan digunakan adalah metode Empirical best Linear Unbiased Prediction
(EBLUP). Setelah diperoleh taksiran parameter EBLUP, pembahasan kemudian
dilanjutkan dengan mencari MSE EBLUP dan taksiran MSE EBLUP.

3.1 Model Small Area

Small area sering digunakan sebagai gambaran sebuah area geografis
kecil, seperti propinsi, kabupaten, kecamatan, maupun kelurahan/desa dari suatu
negara. Selain itu, small area dapat juga menggambarkan suatu subpopulasi kecil
untuk demografi maupun kelompok orang yang memiliki sosial ekonomi (ras,
jenis kelamin, umur) tertentu yang berada dalam area geografis yang lebih luas
(Rao, 2003).

Penaksiran parameter di small area dapat dilakukan dengan dua cara, yaitu
penaksiran langsung (direct estimation) dan penaksiran tidak langsung (indirect
estimation). Model desain penarikan sampel digunakan pada penaksiran langsung.
Akan tetapi, penaksiran ini tidak dapat menghasilkan ketelitian yang cukup
(standar error nya besar) jika ukuran sampel dari small area yang diamati kecil,
sehingga diperlukan motode penaksiran tidak langsung. Suatu teknik statistika
untuk menaksir parameter pada small area yang ukuran sampelnya kecil, dengan
memanfaatkan informasi tambahan (auxiliary variable), seperti data sensus dan
atau catatan administratif small area tersebut, maupun catatan administratif small
area lain yang hampir sama, dinamakan small area estimation (Rao, 2003).

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, pada subbab 2.7, bahwa pada
model regresi linear berganda, pengaruh tetap yang terkandung di dalam model

telah diperhatikan, yaitu X. Akan tetapi, pengaruh acak, yaitu v, tidak terkandung
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di dalam model. Sedangkan pada general linear mixed model (GLMM) yang telah
dituliskan dalam persamaan (2.2), pengaruh tetap dan pengaruh acak telah
terkandung di dalam model.

Salah satu model yang merupakan kasus khusus dari GLMM adalah model
small area. Karena pengaruh tetap dan pengaruh acak small area terkandung
dalam model ini, variasi antar small area yang tidak dijelaskan oleh pengaruh
tetap, dijelaskan melalui pengaruh acak tersebut. Berdasarkan ketersediaan
datanya, model small area dapat dikelompokkan menjadi dua yaitu model area
level dan model unit level. Namun, dalam tugas akhir ini yang akan dijelaskan

lebih lanjut hanya model area level.

3.1.1 Model Area Level

Model area level adalah salah satu jenis model small area, dimana data
pendukung yang tersedia hanya sampai pada tingkat area, yaitu z] =
(21, «.., 2p; ). Parameter small area yang ingin diamati adalah ;. Parameter small
area ini berhubungan linear dengan z! mengikuti model linear berikut:
0;=zB+bv; i=1,..,m (3.1)
dengan
B = (,81, a3, )T adalah vektor parameter yang fixed, berukuran px1
b; konstanta positif yang diketahui
v; pengaruh acak small area, diasumsikan v;~iid(0, 5:2)
m jumlah small area.
Namun, dalam membuat kesimpulan tentang populasi di bawah model
(3.1), diasumsikan bahwa penaksir langsung ; telah ada pada model dan dapat
dituliskan sebagai:
0;=0,+e i=1,...,m (3.2)
dimana e; adalah sampling error yang diasumsikan diketahui dengan
e;~ind(0,vy;).
Model pada persamaan (3.1) dan (3.2), jika digabungkan akan menjadi:
0, =z'B+bv;+e i=1,..,m (3.3)
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dengan asumsi bahwa v;~iid(0, 62) dan e;~ind(0,v;). Model ini merupakan

salah satu kasus khusus dari general linear mixed model (GLMM) dengan block

diagonal covariance structure, yaitu GLM

dari v;, e;, dan 8; masing-masing sebagai
g 0
G=| 0 o
0 0
Ui 0
R=[ 0 ¥
0 0
dan
/0127 + Y,
0

V=G+R=

"

M dengan matriks varians-kovarians

berikut:
o)
0
)
0
0
Yn
(3.4)
0 0 \
01% + 9, 0
0 o2 + l/)n/

Pada model area level ini, yang akan ditaksir adalah parameter small area,

yaitu 91’ = Z;TB + bivi =a1, ...%m.

3.2 Model Fay-Herriot

Model ini diperkenalkan oleh Fay dan Herriot (1979) sebagai model dasar

untuk menaksir pendapatan per kapita pada small area - small area (dengan

populasi yang kurang dari 1.000 jiwa pend

uduk) di Amerika Serikat. Model Fay-

Herriot ini merupakan kasus model area level seperti pada persamaan (3.3)

dengan b; = 1.

Berikut ini akan didefinisikan bentuk model Fay-Harriot yang memiliki

nilai taksiran langsung 8; dan vektor variabel pendukung z!. Untuk selanjutnya,

model ini akan digunakan dalam penaksiran parameter dan perhitungan nilai MSE

dengan metode EBLUP.

Bentuk model Fay-Herriot (Rao, 2003) adalah sebagai berikut:

§i=ziTB+vl-+
=9i+ei

e; i=12,..,m

(3.5)
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dengan

; - nilai taksiran langsung, berukuran 1x1

> >

o~

: parameter small area, berukuran 1x1

z; . vektor variabel pendukung, berukuran px1

B : vektor parameter yang fixed, berukuran px1

v; : pengaruh acak small area, berukuran 1x1, diasumsikan v;~ NID (0, 63 )

e; . sampling error, berukuran 1x1, diasumsikan e;~ NID (0,;), ¥; diketahui,
dimana v; dan e; saling independen, sehingga E (v;e;7) = E(e;v;T) = 0 dan
E(v;v;T) = o%. Matriks varians-kovarians dari v;dan e; yaitu masing-masing

G dan R merupakan matriks block diagonal dan memiliki bentuk sebagai berikut:

03 - O
(0 @ o 0
\o -~
dan (3.6)
Y, O 0
r| 0 ¥ 0
G .

Matriks G merupakan matriks varians-kovarians, definit positif, berukuran
nxn, dari variansi antar small area, yang biasanya tidak diketahui dan harus
ditaksir. Matriks R adalah matriks varians-kovarians definit positif berukuran nxn
dari sampling error. Sedangkan V = G + R adalah matriks varians-kovarians dari

0;, yang berbentuk:

o2+, 0 0 \
2
V= 0 Oy g - 0 (3.7)
0 0 o2 +¢n/

Pada model Fay-Herriot ini, parameter yang akan ditaksir adalah 8, =

z] B + v;. Metode yang akan digunakan adalah metode EBLUP.

3.3 Penaksir Langsung, Sintetik, dan Komposit pada Model Fay-Herriot
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3.3.1 Penaksir Langsung (direct estimator)

Pada model Fay-Herriot yang telah dijelaskan sebelumnya, parameter
small area (6;) ditaksir secara langsung dengan 8;. Nilai 8; ini berhubungan

secara linear dengan 6; mengikuti model linear berikut:

éi:Z;rB-i-Ui'i'ei:ei'*'ei i=1,..,m (38)
0;

dimana e; adalah sampling error pada area ke—i yang diasumsikan diketahui
dengan e;~NID (0, ;).

Penaksiran langsung ini dilakukan hanya berdasarkan pada data dari
sampel dalam small area. Akan tetapi, taksiran langsung yang dihasilkan
memiliki standar error yang besar karena ukuran sampel dari small area yang
diamati terlalu kecil. Oleh karena itu, diperlukan penaksiran tidak langsung

(indirect estimation) yang dapat memperkecil standar error (Rao, 2003).
3.3.2 Penaksir Sintetik

Penaksir sintetik dihasilkan dari metode sintetik, yang merupakan salah
satu metode penaksiran tidak langsung dalam small area estimation. Penaksiran
tidak langsung dilakukan untuk meningkatkan keakuratan dalam penaksiran
(memperkecil standar error) dengan memanfaatkan informasi dari small area lain
yang memiliki karakteristik hampir sama.

Penaksir sintetik dengan informasi variabel-variabel pendukung
(auxiliary variables) yang tersedia pada area ke—i, yaitu z;, dapat dinyatakan
dalam bentuk:

0, =z;B;i=12,..,m (3.9)
dimana
z; berukuran px1,
B merupakan vektor parameter yang fixed, berukuran px1.

Definisi penaksir sintetik telah dijelaskan oleh Gonzales (1973) dalam
Rao (2003), bahwa suatu penaksir disebut penaksir sintetik jika suatu penaksir
langsung yang reliable untuk area luas yang mencakup small area - small area,
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digunakan untuk menurunkan penaksir tidak langsung untuk small area, di bawah
asumsi bahwa small area tersebut memiliki karakteristik yang sama sep