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ABSTRAK

Nama : Sri Endang Arumarianti
NPM : 0906577406

Program Studi : Magister Matematika
Judul :

Pola Elemen-Elemen Pada Matriks Invers Dari Matriks Segitiga Bawah
Pascal Modulo 2
A p adalah matriks segitiga bawah Pascal modulo p yang elemen-elemennya

didefinisikan sebagai G){mud p), 0 <ij<m—1 untuk i > j. Dalam tesis ini

ditunjukkan bahwa pola yang dibentuk oleh elemen-elemen pada matriks invers
dari A,; ;, dengan p = 2 akan bersesuaian dengan barisan Thue-Morse.

Kata kunci:
Matriks segitiga bawah, invers matriks, barisan Thue-Morse, mod p.
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ABSTRACT

Name : Sri Endang Arumarianti
Program : Master Program on Mathematics
Title :

Patern Of Element Of Inverse Pascal Lower Triangular Matrix modulo 2

Apmp 18 the Pascal lower triangular matrixs modulo p that every elements is

satisfy G){mud p),0<1ij<m-—1fori>]. In this thesis we showed that the

invers of A, , with p = 2, has elements that satisfy Thue-Morse sequence.

Keyword:
Triangular matrix, Matriks inverse, Thue-Morse sequence, mod p.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 LATAR BELAKANG

Matriks adalah bagian dari aljabar linear yang memiliki banyak hal
menarik untuk dibahas, misalnya jenis matriks, matiks invers atau aplikasi matriks
dalam disiplin ilmu lain. Salah satu jenis matriks adalah matriks segitiga bawah,
yaitu matriks persegi yang elemen-elemen ke (i,j) = O untuk i < j . Jika elemen-
elemen ke (i,j) untuk i > j pada matriks segitiga bawah tersebut mempunyai pola
seperti bilangan Pascal maka matriks tersebut dinamakan matriks segitiga bawah
Pascal.

Selanjutnya jika elemen-elemen ke (i,j) untuk i = j pada matriks segitiga
bawah Pascal tersebut, dinyatakan dalam modulop dengan p adalah bilangan
prima , maka akan ada pola yang terbentuk. Setelah melihat pola yang ada, maka
penulis tertarik untuk mengetahui apakah matriks segitiga bawah tersebut
mempunyai matriks invers. Jika memiliki matriks invers, adakah pola yang

terbentuk pada matriks invers tersebut?

1.2 PERUMUSAN MASALAH

Adakah pola yang terbentuk pada elemen-elemen matriks invers segitiga

bawah Pascal modulo 2 ?

1.3 TUJUAN PENULISAN

e Bagaimana bentuk pola elemen-elemen pada matriks invers dari suatu
matriks segitiga bawah Pascal modulo 2 ?
e Merumuskan pola yang terjadi pada elemen-elemen matriks invers

segitiga bawah Pascal modulo 2
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1.4 BATASAN MASALAH

Batasan masalah pada penulisan ini adalah
e Adakah pola pada elemen-elemen matriks invers segitiga bawah Pascal

modulo p dengan p = 2
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Penulisan tesis ini meliputi matriks, teori bilangan dan kombinasi
bilangan, karena itu pada Bab 2 perlu dibahas beberapa definisi dan sifat-sifat dari
matriks, teori bilangan dan kombinasi agar mempermudah pembaca dalam

memahami pembahasan selanjutnya.

2.1 MATRIKS

Banyak buku yang membahas tentang matriks. Pembahasan dalam buku-
buku tersebut secara umum tentu tidak berbeda tetapi mungkin penulisan
notasinya berbeda. Karena itu pada bagian ini dijelaskan notasi yang digunakan
dalam pembahasan selanjutnya. Selain notasi juga dibahas beberapa definisi dan

sifat-sifat yang digunakan dalam penulisan tesis ini.

Definisi 2.1.

Suatu matriks A adalah susunan bilangan yang diatur dalam m  baris dan n

Ay @y .. din
_| Q21 gz .. Qp

kolom

| (Ortega,1987).

1 Azl Ui Bn
Elemen - elemen ke (i j) dari matriks A, dinotasikan dengan (a j}, dapat
berupa bilangan real atau kompleks. Oleh sebab itu matriks A dapat dinotasikan
dengan A = (a;) dengan 1 <i<m,l<j<n

Jika sebuah matriks A terdiri atas m baris dan » kolom maka matriks A
dikatakan berorder m x n. Matriks A disebut matriks persegi jika m = n.
(Ortega,1987).

Pada pembahasan selanjutnya penomoran baris dan kolom matriks
dimulai dari 0 sampai m — 1jika mempunyai m baris dan dari 0 sampai n — 1 jika

matriks mempunyai z kolom, seperti yang ditunjukkan berikut ini :
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Qpg Qyy e Opin-1) - baris ke 0
4 ﬁl_l} 1y o Qi(n-1) | - hariske 1
Am-1)0  Gm-1)1 v @ m-1ym-1y > baris ke(m—1)
T :
kolomke 0 kolomke1l .. kolomke(mn—1)
Definisi 2.1.

Sub matriks dari matriks A adalah sebuah matriks yang diperoleh dengan
menghapus atau menghilangkan beberapa baris atau kolom dari matriks A.
(Ortega,1987).

Jika pada matriks A yang berorder n X n dilakukan penghapusan
sebanyak (1 — m) baris dan(n — m) kolom, dengan n > m, maka akan diperoleh
matriks B berorder m X m yang merupakan merupakan principal submatriks dari
matriks A. Jika yang dihapus adalah (n— m) baris dan kolom terakhir dari
matriks A maka diperoleh Leading principal submatriks dari matriks A
(Ortega,1987).

Contoh 2.1 :

O wu R,
NOA NN
B R OoN -
W Nk W
o
Il
w T
Bops N
_ o

Pada contoh 2.1, untuk matriks A yang berorder 4 X 4, maka B adalah Leading
principal submatriks dari A yang berorder 3 X 3 dan diperoleh dengan
menghapus sebanyak (4 — 3) baris dan kolom terakhir dari matriks A.

Beberapa matriks mempunyai elemen- elemen dengan kriteria tertentu di
antaranya matriks identitas. Matriks identitas adalah matriks persegi yang
diagonal utamanya selalu 1 sedangkan elemen yang lain adalah 0. Selain itu kita

juga mengenal matriks segitiga bawah.

Definisi 2.3
Matriks persegi A disebut matriks segitiga bawah jika memenuhi

a;; =0 untuk i<j (Ortega,1987).
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Pada pembahasan matriks juga didefinisikan pengertian transpose sebuah
matriks, operasi penjumlahan 2 matriks, perkalian matriks dengan bilangan scalar
dan juga perkalian dua buah matriks. Berikut ini didefinisikan perkalian dua buah

matriks

Definisi 2.4

Perkalian 2 matriks A dan B didefinisikan jika banyaknya kolom matriks A sama
dengan banyaknya baris matriks B. Jika matriks A berorder n X p dan matriks B
berorder p X m, maka dari perkalian matriks A dan B didapat matriks C yang
berorder n X m dengan elemen-elemen ke (i, /) memenuhi

CU = Z;Cl:j ﬂ'ft.h;{j (Ortega,1987) .

Dalam mempelajari matriks, kita juga mengenal determinan matriks A
yaitu suatu nilai skalar yang dinotasikan dengan det(A). Jika det(A) # 0 maka
matriks A disebut nonsingular atau mempunyai matriks invers yang dinotasikan
dengan A™' (Ortega,1987).

Jika suatu matriks persegi A4 mempunyai matriks invers A~! maka

perkalian A. A™' = A™'. A = I dengan I adalah matriks identitas.

Setelah membahas beberapa hal tentang matriks selanjutnya kita akan
membahas beberapa hal tentang teori bilangan yang akan digunakan dalam

pembahasan tesis ini.
2.1 TEORI BILANGAN

Bagian ini dimulai dengan merepresentasikan penjumlahan dari bilangan
a,, dz, ..., , dengan notasi ZL‘:i ay = a; +a; + -+ a, (Rossen,2007).
Sifat-sifat pada penjumlahan tersebut adalah:
(1). Z j=mka; =k Z j=m @; dengan k konstan

(11) Z; m(a,l'+b) E} m ;+Z; m ;
(111) Za JHZ} pa'bj = Za m [E ] Ej-‘ pZit_mﬂi‘hj

Universitas Indonesia
Pola elemen..., Sri Endang Arumarianti, FMIPAUI, 2012



Sedangkan untuk merepresentasikan perkalian dari bilangan a;, a,, ..., a,

dinotasikan dengan l‘lﬁzj Ay = A4.03 ... Ay
Berikut ini akan diberikan definisi dari n faktorial

Definisi 2.5
Untuk n bilangan bulat positif, n! dibaca n faktorial, didefinisikan sebagai

n! =[]j=1/=n.(n—1)..2.1. Dengan 0! = 1 (Rossen, 2007).

Selanjutnya dijelaskan pengertian tentang pembagian untuk bilangan

bulat.

Definisi 2.6:

Untuk @ dan b bilangan bulat dengan a # 0, maka a dikatakan membagi b,
dinotasikan sebagai a|b jika ada bilangan bulat ¢ sedemikian sehingga b = ac.
(Rossen, 2007).

Selanjutnya jika a tidak membagi b, maka dinotasikan dengan a t b.

Dalam operasi pembagian kita mengenal algoritma yang dituangkan

dalam suatu teorema yang dijelaskan berikut ini.

Teorema 2.1

Jika @, b adalah bilangan bulat dengan b > 0, maka ada bilangan bulat g , r yang
unik sedemikian sehingga @ = bg +r dan O < r < b (Rossen, 2007).

Dengan a disebut yang dibagi, b disebut pembagi, g disebut hasil bagi dan r

disebut sisa pembagian.

Dalam keseharian, representasi untuk suatu bilangan bulat biasanya

dinyatakan dalam basis 10,

Contoh 2.2:
3107 =3.10* +1.10* +0.10' + 7. 10"
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Selain dalam basis 10, suatu bilangan bulat posistif dapat direpresentasikan dalam
basis lain. Misalnya dalam bidang komputasi, penyajian bilangan bulat biasanya

dalam basis 2.

Teorema 2.2
Untuk bilangan bulat positif p, dengan p > 1, maka setiap bilangan bulat positif
n dapat ditulis secara unik dalam bentuk

n=np*+n_ ptt+ o+ p+ny,
dengan k adalah bilangan bulat non negatif, n; adalah bilangan bulat dengan
Osn;<p—1untuk, i =0,1,..,kdann, #0 (Rosen, 2007).
Penulisan bilangan bulat nn dengan basis p dinotasikan dengan [ngn;_; .. n;ngly

dan n; disebut digit

Contoh 2.3 :
untuk n = 12
e Dalam basis p = 2
12=1.2%+1.2°+0.2' +0.2°
dan ditulis [1100];
e Dalam basis 3
12=1.3*+1.3'+0.3"
dan ditulis [110]_-;

Operasi penjumlahan dua bilangan, dapat dilakukan dengan cara
menjumlahkan satu-persatu disetiap digit yang bersesuaian dari kedua bilangan
tersebut, sehingga pada penjumlahan ini muncul pengertian tentang carries yaitu
bilangan yang dipindahkan dari suatu kolom digit ke kolom digit disebelah
kirinya. Carries muncul jika penjumlahan dua digit memperoleh nilai lebih
dari basis yang digunakan, sehingga Carries akan bernilai 0 atau 1 (Rossen,
2007).

Sedangkan pada operasi pengurangan dua bilangan muncul pengertian
borrow atau meminjam yaitu bilangan yang diambil dari kolom digit disebelah

kirinya. Teknik meminjam ini dilakukan apabila angka digit pada pengurang lebih
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besar dari angka digit yang dikurang. Borrow bernilai sama dengan basis yang

digunakan dalam operasi pengurangan tesebut.

Contoh 2.4 :
2.4.1  Penjumlahan dalam basis 10

11 carries

195
S

213

2.4.2  Penjumlahan dalam basis 2

11 carries
1011
110 +
10001

2.4.3  Pengurangan dalam basis 10

10 borrow
19
1

==l |
|

17

=]

2.4.4  Pengurangan dalam basis 2

vl borrow
11010

101 -
10101

Relasi Kongruensi

Karl Friedrich Gauss, seorang tokoh yang terkenal dalam bidang
matematika, telah mengembangkan relasi kongruensi dua bilangan bulat. Relasi
ini banyak digunakan dalam teori bilangan. Definisi kongruen dua bilangan bulat

dan beberapa teorema yang berlaku dijelaskan berikut ini.
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Definisi 2.7 :

Untuk bilangan bulat positif m, jika a, b bilangan bulat , a dikatakan kongruen ke
b modulo m jika m|(a — b) . Ditulis dengan a = b(maod m) (Rossen,2007).
Sedangkan jika a tidak kongruen ke b5 modulo m dinotasikan dengan
a# b(modm)

Contoh 2.5:

13 = 3(mod 5) karena 5|(13 — 3)

18 = 3(mod 5) karena 5|(18 — 3)

32 = 4(mod 7) karena 7|(32 — 4)

Selanjutnya kita membahas beberapa teorema dalam kongruensi

Teorema 2.3

Untuk bilangan bulat positif m, kongruensi dalam modulo m bersifat :

(i). Refleksif, yaitu jika a bilangan bulat maka a = a (modulo m).

(i1). Simetri, yaitu jika @ dan b adalah bilangan bulat sedemikian schingga
a = b (mod m) maka b = a (mod m).

(iii). Transitif, yaitu jika a,b dan c bilangan bulat dengan a = b (mod m) dan
b = ¢ (mod m) , maka a = ¢ (mod m)

(Rossen, 2007).

Teorema 2.4
Untuk @ dan b bilangan bulat, a = b (mod m) jika dan hanya jika ada bilangan
bulat k sedemikian sehingga @ = b + km (Rossen, 2007).

Teorema2.5

Jika a, b, ¢ dan m adalah bilangan bulat dengan m > 0 dengan a = b (mod m)
maka :

(). a+c=b+c (modm)

(i))). a—c=h—c (modm)

(iii). ac = bc (modm)

(Rossen,2007).

Universitas Indonesia
Pola elemen..., Sri Endang Arumarianti, FMIPAUI, 2012



10

Teorema 2.6

Jika a, b, ¢, d dan m adalah bilangan bulat dengan m > 0 dengan a = b (mod m)
dan ¢ = m (mod m) maka :

(i). a+c=h+d(modm)

(i). a—c=h—d (modm)

(iii). ac = bd (modm)

(Rossen, 2007).

Teorema2.7
Jika @, b, k dan m bilangan bulat dengan k >0,m >0 dan a = b (mod m)

maka a* = b* (mod m) (Rossen,2007).

Teorema 2.8

Jika diketahui a = b (modm,),a= b (modm,), a= b (med my),..., a=
b (modm,) untuk a, b, m,, m,, ..., m; bilangan bulat dan m,,m,,..m; >0,
maka a=bh (mﬂ‘d[_m1 ‘Mo, ..., mk]) dengan  [my,my,...,my] merupakan

kelipatan persekutuan terkecil dari  m,, mg, ..., m; (Rossen, 2007).

2.2 Kombinasi

Jika A adalah himpunan yang mempunyai n obyek berbeda, maka
dapat dibuat kombinasi r obyek anggota A dengan r < n. C(n,r) adalah notasi
yang menyatakan banyaknya kombinasi yang diperoleh dengan memilih r obyek
dari sejumlah n obyek, atau ditulis dengan (]:)

Untuk selanjutnya kombinasi r obyek dari sejumlah n obyek akan

. (n
menggunakan notasi (:—-)

Teorema 2.9 (Teorema Binomial)

Untuk variabel x dan y dan bilangan bulat positif 1, maka

= (g)et+ (Damty s (2 Joyn e ()

= Sr=o (f) x""y"  (Rossen,2007).
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Pada Teorema 2.9, (]:') merupakan koefisien dari suku-suku pada penjumlahan

dan selanjutnya disebut sebagai koefisien binomial.

Definisi 2.8

Untuk bilangan bulat non negatif r, n dengan r < n, koefisien binomial

Ci) didefinisikan sebagai :

nl
(]:) —Ir! (n—r)!

Sedangkan untuk bilangan bulat positif r, n dengan r > n, didefinisikan (]:) =0

(Rossen,2007).
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BAB 3
POLA ELEMEN -ELEMEN PADA
MATRIKS INVERS DARI MATRIKS SEGITIGA BAWAH PASCAL
MODULO 2

Pada bab ini akan dicari pola dari elemen-elemen pada matriks invers
dari matriks segitiga bawah Pascal. Tetapi sebelum mencari pola tersebut Kkita,
akan membahas terlebih dahulu tentang barisan Thue - Morse dan matriks

segitiga bawah Pascal.

3.1 BARISAN THUE - MORSE

Barisan Thue-Morse diungkapkan pertama kali oleh Axel Thue pada tahun
1906 dan dibahas kembali oleh Morse tahun 1921. Seperti halnya barisan yang
lain maka barisan Thue - Morse juga mempunyai pola tertentu yaitu seperti yang

didefinisikan berikut ini.

Definisi 3.1:
Barisan Thue - Morse atas {0,1} dinotasikan dengan & = (tn)n=zo adalah barisan
yang didefinisikan secara rekursif oleh

(1. t;=0

(ii). tgn =ty

(iii). t3n41 = f, dengan £, = 1 — t,, untuk semua n = 0

(Allouche & Shallit, 1999)

Pembentukan Barisan Thue - Morse Atas {I[L 1}

Dalam proses pembentukkan barisan Thue-Morse diperlukan pengertian
tentang representasi suatu bilangan pada basis tertentu yang sudah dijelaskan pada
Teorema 2.2 bahwa suatu bilangan bulat positif n dapat dinyatakan dalam bentuk

n= Pt + ne pt ey p g
dengan bilangan bulat non negatif k, bilangan bulat n; dengan O0<n;<p—1
untuk, i = 0,1, ..., k dan ;. # 0 (Rosen, 2007).
Selanjutnya untuk representasi bilangan bulat n dengan basis p menggunakan

notasi [n;ng_q .. Ny Nglp
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Jika p = 2 maka representasi untuk bilangan bulat positif n =0,1,2,3,4,5,6
dalam basis 2 adalah sebagai berikut:

0=0.2° [0]2 =0

1=1.20 [12=1

2=1.2"+0.2° 2], = 10
3=1.2"+1.2° 3] = 11
4=1.22+0.2"+0.2°  [4], =100
5=1.22+0.2' +1.2°  [5], =101
6=1.22+12"+0.2°  [6], =110

Selanjutnya untuk [n], = [MgMy—1 ... 1y Ne], didefinisikan s,(n) sebagai
penjumlahan dari n; dengan 0 < i <k yaitu s,(n) =ny+ng_q+-+n;+
ny +ng. Jika sp(n) dinyatakan dalam modulo p maka untuk p =2 dan n =

0,1,2,3,4,5,6 akan didapat

s2(0y=0 S2(0) (mod 2) =0
s2(h)=1 S2(1) (mod 2) =1
S202)=1+0=1 S2(2) (mod 2) =1
23)=1+1=2 S2(3) (mod 2) =0

S24)=1+0+0=1 s5(4) (mod2) =1
$2(5)=1+0+1=2 55(5) (mod2) =0
S2(6)=1+1+0=2  s55(6) (mod2) =0

Dari hasil perhitungan di atas diperoleh barisan s;(0) (mod2), s;(1) (mod2),
$2(2) (mod2), s;(3) (mod2), s3(4) (mod2), 53(5) (mod2), s,(6) (mod2)
= 0110100

Kemudian akan ditunjukkan bahwa ada pola yang sama antara barisan di
atas dengan pola yang didefinisikan dalam barisan Thue Morse
().  s2(0) (mod2)=0
(i).  sz(2) (mod 2) = s3(1) (mod 2)
S2(4) (mod 2) = s3(2) (mod 2)
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$2(6) (mod 2) = s,(3) (mod 2)
Sz (2m) (mod 2) = sp(n) (mod 2)

(ii).  sz(1) (mod 2) =1 — s5,(0) (mod 2)
s2(3) (mod 2) = 1 — s5(1) (mod 2)
S2(5) (mod 2) = 1 — 5,(2) (mod 2)
Sz(2n+ 1) (mod 2) = 1 — sp(n) (mod 2)

Ternyata pola yang kita dapat dari pembahasan di atas sama dengan pola
dari definisi barisan Thue-Morse.
Selanjutnya jika (Sz(n) (mod2)),zo dinyatakan sebagai t(n) maka didapat
t = (¢(n) = sp(n) (mod2))°__ = 0110100
Seperti barisan pada umumnya maka barisan Thue - Morse ini dapat dilanjutkan
untuk n yang lebih besar misalnya :
o Untuk n =7 didapat t = {t(n) = sp(n) (M0d2)};-, = 01101001.
e Untuk n = 8didapat t = {t(n) = s,(n) (M0od2)};-o = 011010011
e Untuk n besar adalah t = {t(n) = s;(n) (M0d2)};-, = 0110100110010 ...

Definisi 3.2:
Jika pada barisan Thue — Morse yang didefinisikan sebagai berikut,angka 0
diganti dengan huruf @ dan angka 1 dengan huruf 4 maka didapat barisan dalam
alphabet {a, b}yang dinamakan barisan Thue —Morse dalam huruf. (Callan ,2006).
Contoh 3.1:

3.1.1. Untuk n = 6, t = abbabaa.

3.1.2. Untuk n = 8, t = abbabaabb

3.1.3. Untuk n yang besar , t = abbabaabbaaba ...

Jika barisan Thue- Morse sebelumnya terdiri atas 0 dan 1 maka berikut
ini akan didefinisikan barisan Thue- Morse yang terdiri atas angka —1 dan 1 yang

selanjutnya akan didefinisikan sebagai barisan Thue — Morse +1
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Definisi 3.3
Jika huruf a dan huruf b pada barisan Thue-Morse dalam kata diganti dengan 1
dan — 1 berturut-turut maka diperoleh barisan Thue — Morse *1

(Imani & Mochddamfar, 2010).

Contoh 3.2:

Untuk n = 6, n = 8 dan n yang besar dari contoh 3.1 didapat :
3.2.1. Untukn=6,t=1,-1-11,-111.
3.22. Untukn=8,t=1,-1-11,-111-1,-1
3.2.3. Untukn t=1,-1,-11-111-1-111-11,..

3.2 MATRIKS SEGITIGA BAWAH PASCAL MODULO P

Pada Definisi 2.3 telah dijelaskan bahwa suatu matriks persegi A disebut
matriks segitiga bawah jika memenuhi a;; = O untuk { < j dan a;; sembarang
untuk { = j. Berikut ini akan didefinisikan suatu matriks segitiga bawah yang
elemen q;; untuk { = j mempunyai aturan tertentu.

Suatu matriks persegi A beorder m dinotasikan dengan A,,, contoh untuk

m = 7 dinotasikan dengan A, ,untuk m = 9 dinotasikan dengan Aq.

Definisi 3.4:
Suatu matriks A, disebut matriks segitiga bawah Pascal berorder m jika untuk
i=01,2... m—1danj=0,1,2...,m— 1 elemen—elemennya memenubhi :
(a;)=0 untuk i < j
(a;) = G) = (1-;!3)!;'! untuk i = j
(Imani & Mochddamfar, 2010).
Contoh 3.3 :

331 As=|

A L
N — O
= OO
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100 0
3.3.2. A4:[}%88|
13 3 1
100 0 0
/11000
333. A<s=|1 2 1 0 0]
133 10
\14641/
100 0 0 0 O
/1100000\
'1 2 1 0 0 0 o0,
334. A,=11 3 3 1 0 0 0!
|1 4 6 4 1 0 ol
\151010510/
16 15 20 15 6 1
10 0 0 0 0 0 0 O
/110000000\
112 1. 0 0 0 0 0 0
;11 3 3 1 0 0 0 0 0
335. A,=11 4 6 4 1 0 0 0 Ol
1 5 10 10 5 1 o o0 ol
l'1 6 15 20 15 6 1 0 ol
\1721 35 3 21 7 1 o/
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Dari Contoh 3 terlihat bahwa matriks segitiga bawah Pascal A adalah
submatriks dari A4, matriks A, submatriks dari As, matriks A5 submatriks dari
A-, matriks A, submatriks dari A9 dan Ag adalah submatriks dari  matriks
segitiga bawah Pascal A,, seperti yang sudah dijelaskan pada Definisi 2.2. .

Sesuai dengan definisi matriks segitiga bawah Pascal yaitu untuk i = j
berlaku (;au-) = (i) = 1, maka determinan dari matriks segitiga bawah Pascal
adalah 1 karena nilai determinan dari suatu matriks segitiga adalah perkalian dari
elemen—elemen pada diagonal utama (Ortega,1987).

Selanjutnya jika elemen—elemen pada suatu matriks segitiga bawah

Pascal A,, dinyatakan dalam modulo p, dengan p adalah bilangan prima, maka

matriks tersebut dinamakan matriks segitiga bawah Pascal modulo p dan

dinotasikan dengan A, , dan elemen-clemennya adalah (a,- j)p dengan O0<i<

m—10<j=m-—-1
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Definisi 3.5:

Suatu matriks Ap,, disebut matriks segitiga bawah Pascal modulo p jika untuk
i=01,2... m—1danj=0,1,2...,m— 1 elemen—elemennya memenubhi :

(a,-j)p =0 , untuk i <j

' i! _ o
(au)p = C) = ("—J)'J' (modp) untuki=j

(Imani & Mochddamfar, 2010).

Contoh 3.4 :

Untuk p = 2 maka untuk 43, A, , A5, A; dan Ag pada Contoh 3.3 menjadi

1 00
34.1. A3, =1
1

1

1
1

1

1

1
3.4.3. A5_2 = I 1

\:

1

342, Ay, =|

H
Or o000 rPOOO
RO OOoOo
\___/

[EEN

3.44. Ay, =

OrRrOFRORp ©OFRPOFRO POFRO OF
)
HOOHI—‘OO OFRPRFRPROO RPPFLPOO i

cNeoNeol _NeoleNe)
PR, PO OCOO
Or 00 OO0 o
R OO0 OO o
N

PR RR

— T~

3.4.5. Ag,

[l
NN S
OFrPOFrORFrOrOo
OrPFrROORrRrFr, OO
ol NeoloNeol JeolNelNe
OFrRrPFRPFRPRPFPOOOO
OFrRLPOFrRrP OO0 OO0O
OFrRPPFRPOOOOOO
ol NeloleoNeoloNe N
P OOO OO0 OO

N
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Sesuai dengan uraian sebelumnya bahwa determinan dari matriks
segitiga bawah Pascal adalah 1, maka determinan dari matriks segitiga bawah

Pascal modulo p juga 1 sehingga setiap matriks segitiga bawah Pascal modulo p

mempunyai matriks invers yang dinotasikan dengan Amjp_l.

3.3 MATRIKS INVERS SEGITIGA BAWAH PASCAL MODULO 2
Berikut ini akan dibahas hubungan antara elemen-elemen pada matriks
invers dari matriks segitiga bawah Pascal modulo p = 2 dengan barisan Thue -

Morse *+1

Contoh 3.5 :

maka berdasarkan perhitungan

O OrR OFR O
P OORRL,ROO
OO OrR 0O o
PR RPO OO o
OFr OO0 00 o

dengan menggunakan software Matlab diperoleh:

1 0 0 0 00 0
/—1 1 0 0 0 0 0\
A;,7'=11 -1 -1 1 0 0 O!
l-1 o o o 1 o0 ol
\1 1 0 0 -1 1 o/

1 0 -1 0 -1 0 1

Pada kolom ke- 0 di A7_2_1 membentuk barisan Thue - Morse *1 vyaitu

1,—-1,—-1,1,—1,1,1.seperti yang terlihat pada Contoh 3.2.1. untuk n = 6.
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—

3.5.2. Ay,

T T T T

[N

P RRPRRPRR R PR
OrRr OFRORORO
ORrFRPROORR OO
Or O0OO0OO0ORrROOO
ORr RPRPRRPLPOOOO
OrRr OFrR OO0 O0OO
ORrRPOOO0OOOO
el NeoloNoNoloNoNo)
Ro o000

maka berdasarkan perhitungan dengan menggunakan software Matlab diperoleh:

1 0 0 O O 0O 0 0 O
-1 1 0 0 0 0 0 O o\
|11 0 1 0 0 0 0 0 0
;] 1 -1 -1 1 0O 0O 0 0 0
Ag;'=1-1 0 0 0 1 0 0 0 ol
l'17 -2 0o o -1 12 o o ol
l 17 0o -1 0o -1 o0 1 o ol
\—1 1 1 -1 1 -1 -1 1 o/

-1 0 0 O 0O O 0 0 1

Pada kolom ke-0 di Ag}z_l membentuk barisan Thue - Morse *1 yaitu
1,-1,-1,1 —-1,1,1,—1,—1 seperti yang terlihat pada Contoh 3.2.2. untuk
n =8.

Dari pembahasan diatas terlihat ada hubungan antara elemen-elemen
pada matriks invers dari matriks segitiga bawah pascal modulo p = 2 untuk orde
7 dan 9 dengan barisan Thue-morse +1 padan = 6 dann = 8.

David Callan menyatakan hubungan tersebut dalam suatu teorema yang dijelaskan

berikut ini.

Teorema David Callan
Misalkan A,, , adalah matriks segitiga bawah Pascal modulo p = 2 maka matriks
invers Ap, adalah matriks dengan elemen (O, £1), yang bersifat bahwa:
(1). Posisi elemen-elemen 0 akan sama dengan posisi elemen-elemen 0
pada’ A, , itu sendiri.
(i1). Elemen- elemen yang # O di setiap kolom akan membentuk barisan Thue
- Morse +1.

(Callan D, 2006).
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Untuk membuktikan teorema David Callan diperlukan beberapa definisi

dan teorema yang akan dijelaskan berikut ini .

Definisi 3.6

Andaikan p adalah bilangan prima , i dan j adalah bilangan bulat positif.
Jikai danj dinyatakan dalam basis p yaitu i = ¥y ixp* dan = S k=20 Jkp®
maka I dikatakan p-fiee darij jika O < i, + j, < p — 1 untuk setiap k
(Imani & Mochddamfar,2010).

Contoh 3.6 :
3.6.1. Untukp=2,i=38danj =25

38=1.2°+0.2*+0.22+1.22+1.2'+0.2°
25=1.2*+1.23+0.22+0.2'+1.2°

38 — 100110
25 — 11001 +
111111

maka 38 dikatakan 2-free dari 25.

3.6.2. Untukp=3,i=38danj=25

38=13%+132+0.3"+223°
25=23*+23"+13°

38 — 1102
25 — 221 +
1323 — 2100

maka 38 tidak 3-free dari 25

Selain Definisi 3.6 diperlukan juga pendefinisian suatu matriks segitiga

bawah yang elemen-elemen ke (i,j) diperoleh dengan cara mengalikan kombinasi

C) (mod p) dengan fungsi x, dimana x sembarang.
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Definisi 3.7

Untuk x sembarang , Ap, (x) adalah matriks segitiga bawah dengan
elemen-elemen (a; j)p (x) memenuhi

I{(aij)p(x) = G) (0N (mod py, untuki=j=0

4 dan (i —j)p — free dari j
| (a[-j)p(x) =0 untuk i < j
k atau(i — j) tidak p — free dari j

(Imani & Mochddamfar,2010).

Sesuai dengan Definisi 3.7, untuk m = 5 dan p = 2 akan didapat
matriks As(x) dengan elemen-elemen (a; J')z (x) sebagai berikut :

e Untuk i <j, (CIU)Z(X) =0
e Untuk {=j =0, (a;),(x) dapat dilihat pada Tabel 3.1

Tabel 3.1(elemen-elemen (a; j)z(x) )

LiJj C’) =) | E=Tle | Uz | $2G6=)) | (ay),(0) | (—J)
Terhadap

(mod?2) _

]

00 1 0 0 0 0 1 2-free
1[0 1 1 1 0 1 X 2-free
11 1 0 0 1 0 1 2-free
2|0 1 2 10 0 1 X 2-free
2|1 0 1 1 1 1 0 Tidak 2 -
free

212 1 0 0 10 0 1 2-free
3100 1 3 11 0 2 x? 2-free
311 1 2 10 1 1 X 2-free
312 1 1 1 10 1 X 2-free
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313 1 0 0 11 0 1 2-free
410 1 4 100 0 1 X 2-free
411 0 3 11 1 2 0 Tidak 2-
free
4|2 0 2 10 10 1 0 2-free
413 0 1 1 11 1 0 Tidak 2-
free
4| 4 1 0 0 100 0 1 2-free
Sehingga diperoleh matriks Ag(x) yaitu :
/ 1 00 0O
N x 1 0 0 O
As(xy=| x 0 1 0 O]
) MxlxpPT O
x 0 0 0 1

22

Sedangkan untuk matriks yang mempunyai order lebih besar, maka

elemen (ai j)z(x) dapat diperoleh dengan melanjutkan perhitungan yang ada di

Tabel 3.1. Untuk m = 7 atau m = 9 elemen-elemen (a;;),(x) dapat dilihat pada

Tabel 3.2
Tabel 3.2 (clemen-elemen (a; j)z(x) )
LiJj C') =0 | E=Tl2 | Uz | $2G=0) | (ay),0)| (E—J)
(mod2) Terhadap
]
510 1 5 101 0 2 X 2-free
511 1 4 100 1 1 X 2-free
502 0 3 11 10 2 0 Tidak 2 -
free
513 0 2 10 11 1 0 Tidak 2 -
free
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1 1 100 1 X 2-free

0 0 101 0 1 2-free

6 110 0 2 x? 2-free

5 101 1 2 0 Tidak 2 -
free

4 100 10 1 X 2-free

3 11 11 2 0 Tidak 2 -
free

2 10 100 1 X 2-free

1 1 101 1 0 Tidak 2-
free

0 0 110 0 1 2-free

7 111 0 3 x3 2-free

6 110 1 2 x? 2-free

5 101 10 2 X 2-free

4 100 11 1 X 2-free

3 11 100 2 X 2-free

2 10 101 1 X 2-free

1 1 110 1 X 2-free

0 0 111 0 1 2-free

8 1000 0 1 X 2-free

7 1001 1 2 0 Tidak 2-
free

6 110 10 2 0 Tidak 2-
free

5 101 11 2 0 Tidak 2-
free
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84, O 4 100 100 1 0 Tidak 2-
free
85 O 3 11 101 2 0 Tidak 2-
free
g6/ 0 2 10 110 1 0 Tidak 2-
free
87| O 1 1 111 1 0 Tidak 2-
free
8|8 1 0 0 1000 0 1 2-free

Sehingga untuk A;;(x) dan A, (x) diperoleh sebagai berikut:

0

0)
0
0!

Y

OO OFr OO O
2= =2 POOOO
OPrLP OO OO0 O

R R P

=
o

I
O
7~ .
ks
~
Il

)
V=" POOOO

=

[N
N
=
N

=
=
OO orOFrS

oR xgOORPEQOO
OxXOpoorooo
ox oRPOOOOO
O RrOOOOOO
OrO0OO0OO0CO0OOOO
PFOOOOOO OO

— T T T T T T~
=
~—_ D B N

=
o

Dari penjelasan di atas terlihat bahwa Ag(x) merupakan submatriks dari
A7 (x), dan A7(x) merupakan submatriks dari Ag(X)
Untuk x =1 maka A5(1), A7(1) dan Ag(1l) diperoleh matriks segitiga bawah
Pascal modulo 2, dengan kata lain As(1) = 4As,, A7(1) = A7, dan Ag(1) = Agp.
Sedangkan untuk x =0 , maka A5(O), A;;(O) dan Aq (0), merupakan matriks

identitas untuk order yang bersesuaian.
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Dari pembahasan di atas, untuk membuktikan teorema David Callan akan
ditunjukkan berikut ini.
Sifat :
Untuk p prima, x dan y sembarang berlaku Ay, (X). Ay (¥) = Am(X + ¥)

Sesuai dengan Definisi 2.3, jika matriks A adalah matriks Am(x) dan

matriks B adalah Am(y) maka perkalian kedua matriks tersebut dinotasikan

dengan Am(x. ¥), yang merupakan matriks dengan elemen-elemen (ai j)p (x.y)
memenubhi :
(@), (. 7) = (@i0)p (¥): (a0;), ) + (@ir)p(¥): (a1), ) +
-+ (a (m—l))p(x)- (a(m—lﬁ)j)p(Y)
dengan (=012 . m—1,j=012.. . m-1
(ai;),(x.7) = 3k%0 (@in)p(x) - (ax;), ),
Sesuai dengan Definisi 3.7, maka untuk memperoleh elemen-elemen

(ai j)p (x.y) , akan dibagi dalam 3 kelompok berdasarkan i dan j

. Untuki<j
Jika matriks Am(x) dan matriks Am(y) keduanya merupakan matriks
segitiga bawah, maka hasil perkalian kedua matriks tersebut adalah matriks
segitiga bawah (Bill Jacob, 1990).

Dengan demikian untuk i < j elemen-elemen (a; j)p (x.y)=0.

II. Untuki=j
Elemen-elemen (ai j)p(x.y) untuk i =j diperoleh dari perkalian
clemen-elemen baris ke i dari A, (x) dengan kolom ke i dari Ap(Y), yang

nilainya selalu 1 karena setiap pasangan dalam perkalian tersebut akan bernilai 0

kecuali pada pasangan (a;),(X) dan (a;)p(y). Hal ini menyebabkan

(aij)p(x.y) =1
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II. Untuk i >j
Pada kasus ke III, sesuai dengan definisi (3.7) akan dibagi lagi dalam 2
kasus yaitu

(a) Elemen (aij)p(x.y) dengan (i — j) bukan merupakan p — free dari j

(b) Elemen (aij)p(x. y) dengan (i — j) merupakan p — free dari j

Untuk membuktikan i > j dengan kasus III (a) dan III (b) ini diperlukan

lemma berikut :

Lemma 3.1
Untuk bilangan prima p, bilangan bulat positif i dan j dengan i = j, jika
[ dan j dinyatakan dalam basis p yaitu [ = Yx»o i,p* dan j = k=20 jip® , maka
pernyataan berikut ini ekivalen:
(a) (i —j)adalah p-free dari j
(b) k=0,ix=jk
(c) Adalantara i dan j sedemikian sehingga (i — l) p-fiee dari [ dan (I — j)
p-free dari J

d 0% C) (mod p)
(Imani & Mochddamfar,2010).

Sebelum membuktikan Lemma 3.1 ini perlu diperhatikan pengertian dan
sifat-sifat berikut:

(1). Untuk bilangan bulat { dan j yang dinyatakan dalam basis p :

P N i ERel k-1 Pl g p 00— g P
"——L p” = p" Figp" T Pt F gD = [lklk-1 - l1lo]p
k=0

J= ) kb = b e e ipt o+ op® = ko - Judolp
k=0

Untuk > j , maka proses pengurangan [ — j akan dilakukan pada digit yang

bersesuaian dan dimulai dari digit paling akhir.
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Jka i = j, maka dapat langsung menggunakan operasi pengurangan, tetapi jika
I < Jr maka tehniknya dengan meminjam dari digit sebelumnya yang bernilai
sama dengan basis p sehingga menjadi p + iy — jx . Dengan kata lain dapat
dinyatakan sebagai berikut :

Ik = Jk Jika by = ji

(E_j)kZ{PJffk—fknjikafk <Jk (3-2)

(2). Sifat Legendre

Untuk i = th(=0 i;pt, dan Sp(b) = Z‘¥=0 it , jika p™, dengan p adalah bilangan
prima, membagi i!dan p™*! tidak membagi i! maka

bl =2l - 520

n=1
(Paulo Ribenboim,2004).
Bukti :

Diketahui p™, dengan p adalah bilangan prima, membagi i! dan p™** tidak
membagi ! artinya i!=p™c dengan pitc
(3.3)

Andaikan i = g¢;p + r dengan q; =0 dan 0 < r < pmaka q, = EJ

Di antara bilangan 1, 2, ..., 1, ada sebanyak EJ bilangan yang habis dibagi p atau

merupakan kelipatan dari p, yaitu p, 2p, 3p, ..., EJ p
(Imani & Mochddamfar,2010).

Maka i! = (p. 2p.3p ... EJ p) c; ,dengan c; adalah perkalian bilangan antara 1, 2,
.. 1 yang bukan merupakan kelipatan p, atau p t ¢

i

Dengan kata lain i! = ({p.2p.3p... EJ p} cl), karena q; = l;J maka
i'=(p.2p.3p ... 1)1
=[p112..91)]a

i = [p* (g1 (3.4)
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Di antaral, 2, ..., g4, ada sebanyak [%I bilangan yang merupakan kelipatan dari

p, yaitu p, 2p, 3p, ..., l%l p

Maka ¢q,! = |p. 2p.3p ... l%l p] ¢, dengan ¢, adalah perkalian bilangan antara
1,2, ..., g, yang bukan merupakan kelipatan p, atau p t ¢,

Maka dari persamaan (3.4) diperoleh

1= loo (o (L)1) )|

)
1= ol (1)) | dengan p e danc = eacy

Jika proses tersebut dilakukan sampai p™ < i sedemikian sehingga diperoleh

il = (ng:l I%Jc) dengan p f ¢

ki
Atau il = pzn:llpn] .c denganp t c

Sedangkan persamaan (3.3) i! = p™c dengan p t ¢, dari dua kesamaan tersebut

diperoleh : p™c z“ 11;:”1
maka m = Zi‘lﬂlp—;] (3.5)

karena i = i oip" = ixp" + ix_p" "t + -+ iyp! + iy, maka diperoleh

[
Ml 2 e i 8 k-2 P2 ;
[El_lkp +ig P TE A pt L+ iy

[

jiiitis & k=2 : k-3 Lty | :
[FJ—W + i P e ppt + i
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Jika dilakukan penjumlahan [;J + I i J + lil + -+ L}%J = Ziﬁ:l lpinJ akan

p? p?
didapat :

= il+i2(p+1)+i3(p2+p+1)+-'-+ik(pk_1+pk_2+...+p+1)
J— 1 '} , - . 2 o F k
_p_1[_£1(“p—l)+[2(p _1)+"'+£k(p _1)]

1 i i gl i .k . i §
:p_l[."dp_ﬁ"'lzp —lpF e+ pt — i+ g — ]

Lo i i 12 . r ; . ] ;
=p_1[£0+£1p+[2p +--.+[kp —(l{0+[1+{2+...+£k_1+£k)]

Shot |oa] = =28 (3.6)

Sesuai dengan persamaan (3.5) m = Z;ﬁ:l lp—inJ, sehingga jika persamaan (3.6)

disubstitusi ke persamaan (3.5) didapat:

Maka sifat Legendre terbukti.

(3). Sifat Kummer
Misalkan i = Zf=0 it j= Ys=0Jsp® dan > j,
Jika p™ dengan p prima membagi (t -1_-} ) , dan pM*?* tidak membagi (t -1_-} )
maka M =gy + & + - +g, dengan &y, €4, ... €, merupakan carries yang
muncul pada penjumlahan { dan j yang dinyatakan dalam basis p (Paulo
Ribenboim,2004).

Bukti :

Karena = z.i‘ﬂ] iipt,j= S.s=0Jsp® dan i > jmaka k =7

L = [k lk-1 lk—2 Ig-3lk—alk-5ik—6 - I3 12 U1 lo]p
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J = Ur Jr—tr-2jr-sir-a .. J3 Jj2 J1 Jolp
Jika dilakukan penjumlahan i+ j maka proses penjumlahan {+ j ini dimulai
dari digit paling akhir sampai digit terdepan sehingga diperoleh:
o lg + Jjo = &p + ¢y dengan O < ¢y < p dan €, adalah caries yang muncul
pada penjumlahan i, dan jg
o gg+ip+ji =¢&p+cq dengan 0 <c¢y <p dan €; adalah caries yang

muncul pada penjumlahan i, dan j,

o Eg—3 t lg—p + Jr = E—2P + Cx—p, dengan O < ¢;_, < p dan €;_; adalah
caries yang muncul pada penjumlahan i,_, dan j,

J Ex—1 + i = &p + cy, dengan O < ¢, < p dan € adalah caries yang
muncul pada penjumlahan i, dan €;,_4
* & = Eg+1P = Cp+1,dengan 0 < iy <p,

Sehingga penjumlahan ini dapat dinyatakan dalam basis p yaitu (r, +)) =

k+1 r—
Yr=0CrP = [Ck+1Ck Ck—1 Ck-2Ck-3 - C2 C1 Co]p-

Untuk mendapatkan caries-caries, maka dilakukan penjumlahan pada semua ruas

kiri dan ruas kanan pada persamaan-persamaan tersebut sehingga diperoleh :

(ot e+ e+ Fe g+ )+ (lp+ip+ ot +iy)

+Uotiit ot t)=p(Eot ettt e )+

(CoF C1¥ -+ g+ O+ Cryr) (3.7)

Karena i =S¢ oip" , j = Siojsp® dan (i +j)= yyZ5c,p” maka diperoleh

Sp(i) = Sit=oit » Sp(J) = Sh=oJs dan Sp(i+j) = 55%j ¢, schingga berdasarkan

persamaan (3.7) didapat :

(fo+ &+ &+ Heg g+ )+ 5,(0)+5,()) =

=P(Eo+ et e+t g+ E )T Syl +))

atau

Sp(d) * Sp()) ~Sp(i+)) =P(fot a1+ &+t gt a) T (ot at et

ek Epog + &)

atau

Sp() * sp() ~Sp(E+N) = @~ L) (Bo+Er+ e+t gy)

atau
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151+ sp0) = sp(i+ )]

[spti) + sp(f) = sp(i+ ) +i+j—i=

= L[+ gy = spi+dy = (1= spiy ) = (7 = p) )|

1

=[5 (@n = s+ n)| = [ (- 50)] - =0 -50)]

Berdasarkan sifat Legendre diperoleh:

(3.8)

o jika p™i! dan p™*' 4 il maka m= [ﬁ(i—sp(i)” sehingga dapat

dinyatakan i! = ¢;p™ dengan p t ¢,

e jika p")j! dan p™14j! maka n= [p%(j*%(j)” sehingga dapat

dinyatakan j! = ¢,p™ dengan p ¢ ¢,

o jika p¥|(i+)) ! dan pFtUE i+ )l maka k= | (G gy = sp(i+ ) )|

p_

sehingga dapat dinyatakan (i + j) | = c;p* dengan p 1 c;

Karena (i TJ) — @t

itj!
Kk
G3p — pk-m-n 3
cip™ep™ €162
. C: . . .
Jika - Z disubstitusi dengan ¢ maka :
1t2

i+ o
( ij) — pk m-n.
Karena ptcy,ptcydanptcymakaptc
sehingga (t TJ) = pk=m=n( dan pk-m-n+1 (l Tj)

atau

1

(:‘ +) = sl n=stte =55 (-5 )} 050 00)]
L

Persamaan (3.8) menyatakan

(80 + &1+ & + -+ &)
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= =G+~ s+ | -

. 1. .
(t=s®)| = ;= U —s0)l
Maka dapat dinyatakan :

i+
()

(:80 + & + & + -+ &) = M merupakan banyaknya caries yang muncul pada

p(_'s(,+sl +ex++Eg)

penjumlahan i dan j yang dinyatakan dalam basis p

Maka sifat Kummer terbukti.

Berdasarkan pengertian (1) , sifat Legendre dan Kummer berikut ini akan

dibuktikan lemma 3.1

Lemma 3.1 terdiri atas 4 pernyataan yang ekivalen, maka untuk
membuktikan lemma 3.1 akan dilakukan dengan cara membuktikan (a) o
(0) (@) = (€) dan (@) = (d).

(1. @ < (b)
(=)
Akan dibuktikan jika (i — j) adalah p-free dari j maka 'k =0, i = ji
Bukti:
Pembuktian dilakukan dengan kontradiksi, yaitu diandaikan ada k sehingga
I < Jr maka berdasar (3.2)
E—Nek=P+ik—Jk

E=Ne*tik=p+ ik —Jx+k

E=Netik=p+ix
Sedangkan pada [ = Y=g ixp® maka O0<i,<p-—1
berarti k+p>p—1
dan menyebabkan EC—NDe+jk>p—1
Hal ini menyatakan (i —j) tidak p-free dari j maka kontradiksi dengan yang
diketahui yaitu (i — j) p-free dari j, schingga pengandaian bahwa ada k sehingga
I < Ji salah atau 'k =0,1i, = j,. Berarti terbukti bahwa jika (L — J) adalah p-

free dari j maka 'k =0,i, = ji
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()
Akan dibuktikan bahwa jika 'k =0, i) = j, maka (i — j) adalah p-free dari j
Bukti :
Karena i = Y k20 iyp¥maka 0<ip<p-—-1
L 0sip+jrjrk<p-—-1 (3.9)

Menurut (3.2) jika iy = jx maka (i = j)x = ix — jk
Sehingga persamaan (3.9)

Osi+jk—Jk=p—1

- Os(@—Jytjk=p-1

Sesuai dengan definisi 3.6, maka (t — J) p-free dari j
Sehingga terbukti jika 'k =0, i) = j, maka (i — j) adalah p-fiee dari j.

(a) & (b) terbukti

(2). (@) < (©)
(=)
Akan dibuktikan jika (i — j) adalah p-free dari j maka ada [ antara i dan j
sedemikian sehingga (i — l) p-fiee dari [ dan (L — j) p-fiee dari j
Bukti :
Jika (i — j) adalah p-free dari j menurut lemma3.1b) k=0, = j
Ambil [ untuk suatu k sedemikian sehingga , iy = [y = ji dengan [ = S > L.p"
(i).  Untuk iy = I
Karena O<iy<p-1
Maka O<ip+[li—lxy<sp—1 (3.10)
berdasar (3.2) jika iy = Iy maka (I — l), = i — I
sehingga dari persamaan (3.10) diperoleh
Os(@(—-Dr+lr=p—1

Sesuai dengan definisi 3.6, maka(i — l) p-free dari [
Dengan demikian terbukti jika iy =l maka (i — ) adalah p-fiee dari [

(11) Untuk Ek = jk

Karena O0<l[,<p-1
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Maka O< [, +j,—jpk<p—1 (3.11)
berdasar (3.2) jika [y = j maka (I — j)x = U — ji
sehingga dari persamaan (3.11) diperoleh:
O=s(U—r+iksp—1
Sesuai dengan definisi 3.6, maka(ir —J) p-free dari j

Dengan demikian terbukti jika [ = j, maka (I — j) adalah p-fiee dari j

Dari (i) dan (ii)

terbukti jika iy =l = jymaka (i — l) adalah p-fiee dari [ dan ([ — j) adalah p-
free dari J

()

Akan dibuktikan jika ada [ antara i dan j sedemikian sehingga (i — ) p-free dari
l dan (I — j) p-free dari j maka (i — j)adalah p-fiee dari j

Bukti :
Menurut lemma 3 .1 b
Jika (i — l) p-free dari L maka 'k =0, i) = [ dan
Jika (I = J) p-free dari j maka 'k =0, l; = ji
Artinya berlaku iy = I, = j, atau i, = ji
Karena O<iy=p-1
HOSEk—jk*‘ijp—l (312)
berdasar (3.2) jika iy = j maka (i = j)x = ik = jk
sehingga dari persamaan (3.12) diperoleh:
Os(@{—tjksp—1
Sesuai dengan definisi 3.6, maka(i —J) pfree dari j
Terbukti jika ada [ antara i dan j sedemikian sehingga (i — [) p-free dari [ dan

(L= J) p-fiee dari j maka (i — j) adalah p-fiee dari j

Dengan demikian (@) < (c) terbukti

3)- (@) <« (d)
(=)
Akan dibuktikan jika (i — j) adalah p-fiee dari j maka O # C) (mod p).
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Pembuktian hal tersebut dengan menggunakan sifat Kummer, yaitu

(}+({—J))=pm G)(mnlﬁﬁl*(1+({—;)]:
J J

pMt1} C) maka M merupakan carries yang muncul pada penjumlahan(i =)

(;) dan

pt 4 C) Dengan demikian G) % 0 (mod p) atau berdasarkan sifat symmetry

0% C) (mod p)

Untuk p prima, jika p™

dan j yang dinyatakan dalam basis p yaitu 0. Dengan kata lain p°

()
Akan dibuktikan jika O # C) (mod p) maka (i — j) adalah p-free dari j

Jika O # C) (mod p),makaC.) # 0 (mod p) artinya C) — 0 # kp, 'k, sechingga

C) dan p relatif prima atau G) dapat dibagi dengan p* hanya apabila k = 0.
Menurut sifat (i) dan (ii) karena k = O merupakan pangkat tertinggi p yang dapat
membagi G) berarti carries pada penjumlahan (i — j) dan j adalah 0, artinya

(I —J) p-free dari j terbukti
(d) < (@) terbukti.

Dengan demikian lemma 3.1 terbukti
Setelah membuktikan lemma 3.1, maka kita kembali pada tujuan awal
yaitu akan menunjukkan sifat Ay, (X). Ay (V) = Ap(x + ), untuk kasus III (a)

pada elemen-elemen(aij)p(x. y) dengan (i — j) tidak p — freedari j

Lemma 3.1 ¢ menjelaskan, jika (i — J) p-free dari j maka ada [ antara
i dan j sedemikian sehingga (i — [) p-free dari [ dan (I — j) p-free dari j, maka
pada elemen (ai j)p(x. y) dengan (i — j) tidak p — free dari j, tidak ada [ antara

i dan j yang menyebabkan (i — [) akan p-free dari | ataupun menyebabkan (I — j)
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p-free dari j. Akibatnya menurut definisi (3.7) (a;)p(¥) =0 dan juga
(aki)p(Y) = 0. Dengan demikian berlaku:

(@), 9 = 5 @u)p(¥) - (@a)p(¥) = 0
Selanjutnya kita akan menyelidiki kasus III (b) yaitu untuk elemen

(aij)p(x.y) dengan (i —j) merupakan — freedarij. Dan untuk kasus ini

diperlukan sifat berikut:

. (1) (k) - C) (i —J ) i =k = j (lmani & Mochddamfar,2010).

k/\Jj k—j
Bukti :
i\ (k il k!
(i) (1) T - kylkl (k=]
il k!
T U—k—JF K (k= !
il k!
(=) — (k= )Y k! (k= )yl
_ il (i—Jj)
A=) = R DRE D) (k=)
il (i—Jjy!

T DT — (k= DY k=)

—(\(L—J :
= C) (k —j) terbukti

(ii). untuk p prima berlaku (7) =0 (modp) wntk1<r<p-1
(Chong and Meng,1999).

Bukti:

Sesuai dengan definisi 2.7 untuk O < r < p, berlaku

PN__p _p@-1)_ sl
(?”) i ri(p-r)! - ri(p-r)! =P [r!(p—r)!l
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Maka (i) adalah kelipatan dari p, sehingga di dapat (f) =0 (modp) untuk

1<r<p-—1terbukti
(iif). Untuk x bilangan bulat dan p prima , berlaku (1 + x)? =1+ xP (mod p)
Bukti:

Berdasarkan teorema 2.9

*x+»)"= Ir=o (?) x"T T (3.13)

Jika untuk x = 1,y = x dengan x merupakan bilangan bulat dan n = p dengan p

prima disubstitusi pada persamaan (3.13) diperoleh :
@+x? =357 () i@ =50 () @y
— (g) (x')o . (i’) (x)l + (g) (x')z + (g) (x)? F ot (P 3 1] ()P~ + (z) (x')p

Karena ( g) = 1dan (;) = 1 maka

_ : 14 i -
=10+ () 0+ () @+ (, Dy ) @+ Ly G4
Sesuai dengan sifat (i) yang menyatakan (i) =0 (modp)untukl<r<=p-—1

maka dari persamaan (3.14) diperoleh :
A+x)P =1+0+0+0+--+0+xP (modp)

A +x)P =1+xP (modp) terbukti

(iv). Untuk p prima dan x, k bilangan bulat berlaku
a+ x_)?’k =1+ xP" (mod p)
Bukti :

Pembuktian dengan induksi
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Untuk k =1 maka (1+x)? =1+ xP (modp) hal ini berlaku sesuai dengan
sifat (iii).
Diasumsikan untuk k = n berlaku (1 + x)p“ =1+ xP" (mod p)
Untukk =n+1
AL+ = A+ x)P" P = [+ x)P P (3.15)

Telah diasunsikan bahwa (1 + x)p“ =1+ x?" (mod p) dan berdasarkan teorema

2.7 ,maka sesuai dengan persamaan (3.15) diperoleh :

(L+x)P"" =[(1+x)P" 1P = [1+xP" ]P (mod p)

Berdasarkan teorema 2.9 bahwa :

= (o) () amtyee (2 Yo+ ()

Untuk x = 1,y = p™ dan n = p diperoleh

= ()07 T+ ("1 + G |-+, Zg) e
+ (i) [xPP" | (modp)
= ()4 () (D) [t P 0
+ (i) [xpwr1 | modp)
Karena (g) = 1 dan (g) = 1 maka

c 1 (P) " 4 (O) et () [0
+ 1[x?""" | (modp)
Sesuai dengan sifat (ii) yang menyatakan () = 0 (mod p) untuk 1 <7 <p—1
Maka:
=1+0+0+-+0+[x?"" | (modp)
=1+ [x?""" | (modp)

Dengan demikian terbukti (1 + x_)pk =1+ xP" (mod p)
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(v). Sifat Lucas

Untuk = Z.LG iipt,j= Z.§=0j5p3 dan i = j berlaku :

C) = GO) Cl) Gd) (mod p)
o/ V1 d
(Imani & Mochddamfar,2010).

Bukti :
Karena i = 5¢_ i;p' maka

(L + Xy} = (1 + x)lep Hloap" T i +iop?
= (1 + x)ikﬂkl (1 + x)ik—1pk_1 (1 + x:)ilpl. (1 + x)fupn
= |(1 + x)pk]ik . [(1 + x)p 1] l(l + x)P ] [(1 + x)P ] (3.16)

: n :
Berdasarkan teorema 2.9 : (x + y)" = Y- (r) x™7". y" maka dari persamaan

(3.16) diperoleh :
@rni= () =@+ T Jaw T e o+ x|
=0

Sesuai dengan sifat (iv) a-+ x)pk =1+ P (mod p) , maka :

x i [
A+x)'= ) x/
50
= {1+ x?’k)ik 1+ x?’k_l)ik_1 ~(1+ xpl)il(l + xpo)io] (mod p)

k .
= ]_[(1 + xpt)It (mod p)

t=0

Dengan teorema 2.9 :x =1,y = xP" dann = I; diperoleh :

3 (5| <[ ()] moam

Ik
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EKZ ()i (Z (1) ). Z(, e ) > (1) )‘

J1=0 Jk-1=0 Jk=0

(mod p)

Iy ,;J(])xJ =
foﬂ ZL z”‘ 1 z h i L_k_l l:k x}'(}ﬂU*‘fiI’l“""+fk—1pk_1+jkpk
0=0 &£ J1= k-1 Lk k-1 k

(modp) (3.17)

Penjumlahan pada ruas kiri akan ada sebanyak (i + 1)suku dengan koefisien dari
x/ pada setiap suku adalah G) dan nilai j bergerak dari 0 sampai i. Sementara
koefisien dari xJoP’Hiip tik-ap T 4" pada ruas kanan ditentukan oleh
(o) Go)-Gi) i)

0o/ N1/ " \k-1/) \Uk/’
Karena penyajian j dalam basis p bersifat unik, maka

()= ()6 (2) omin
o/ \1 k-1

Diketahui bahwa i = Z.i‘zo i ' z.szojsp dan [ = artinya k = d .Jika
k > d akan diperolch (l[ﬂ = 1,maka perkalian (3.18) ditentukan sampai k = d

Sehingga dari persamaan (3.18) didapat:

()= (o) (1)~ (m2) (i) cmoa

Dengan demikian sifat Lucas terbukti

(vi). Untuk p prima,i dan a bilangan bulat positif dengan

i = 5o ip", Sp(E) = Bt=ole dan a = 550agP7 5p(@) = 5h-0g = d

berlaku :

Z‘i a=0 (1) = (Sp( )) (mod p) (Imani & Mochddamfar,2010).
Bukti:
(1 + x)sp(i) — (1 + x)iu+£1+---+ik
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(L +x0)%0 = A +xyel+x)t . (L+x)k

Berdasarkan teorema 2.9 : (x + )" = 7, (?:) x"7T.y" diperoleh :

sp(t) ) Lo . iy ] ik .
> (70)x = > (a)xe 2 ()= 2 (a)x
E) azu 1 a=0 0 ar=0 "
SP(E) ig iy ik . i .

[ A L L
2 (a0) =0 0 2 () (a) L
d=0 l?[(.}_:(.1'511_:0 ar=0

Untuk d =ag+a, +--+a,

sp(i)

> EO)at =3 3w () () ()
d=0 Qo= @1=0 ar=0

Dengan membandingkan pangkat dari x pada ruas kiri dan kanan persamaan

tersebut, terlihat disebelah kiri ditentukan oleh (

(ae) (&) - (o e

Spg)) sedangkan ruas kanan oleh

(72 = () (&) (&) 6.19)

Dengan sifat Lucas maka dari persamaan (3.19) diperoleh

(") = (@) (&) (&) = () Cmodp

(Spf)) = (;) (mod p)

Maka :

Dengan sifat simetri

terbukti

Selanjutnya dengan menggunakan lemma 3.1 dan sifat (i) sampai (vi)
tersebut akan dibahas kasus III (b) yaitu untuk elemen (a; j)p(x.y) dengan

(E —J) bersifat p — free terhadap j dengani > j
Lemma 3.1 menyatakan jika i — j bersifat p-free dari j maka ada [

antara [ dan j sedemikian sehingga (i — ) p-fiee dari I dan (L — j) p-free dari j,
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(@)p(X) = () sp=h (modp) dan (au) )= (I) spU=J) (mod p) sesuai
Definisi 3.7

Pembahasan kasus ini dimulai dengan

(@), (x.y) = l’au)p(x) (ay), )

i

t s (i—1 AT (-j
(4 () ot

l=j

)(}) x5 @=bySl=) (mod p) (3.20)

(z
l
(J) (l _}) i = k = j maka dari persamaan

=
Berdasarkan sifat ( )
(3.20) diperoleh

i

g (g 1 e o

l=j

xS (1 (L)) Sp((1+)) ,r)
@ ((z+ j) - Pk (o)

=555 (;) (7)) @by (modpy  321)

Lemma 3.1 juga menyatakan (i —j) p — free terhadap j jika dan hanya jika
0% C) (mod p), sehingga{(i —j)—1} p— free terhadap [jika dan hanya
jika O # ((l Ij)) (mod p).

Untuk = j dan (i—j) p— free terhadap j maka sp(i—J) = sp(i) — Sp(J)
sehingga untuk (i — j) = L dan {({ —j) —l} p — free terhadap [ berlaku
sp((E=J) =D = sp(t = J) = sp(d)

Maka dari persamaan (3.21) diperoleh:

= C) = 0( j)xsp(l Jy— Sp(i)ysp(i) (mod p)
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Dengan sifat (vi):

i G- [Sp(i—J T
(}) IEZE(Z)!O( pSp(i) ) ) x5y 0| (mod p)

Untuk sp(i) = ¢ maka
Sp(i_j:)

=(j)| 2. (¢ D)xswi=h-cye| (mod p)
c=0 &
Dengan teorema binomial
= (;) G+ vy mod p)

- (G.U)p(x + y) (modp)

Sehingga diperoleh bahwa untuk { > j dan (t — J) merupakan p — free dari j
diperoleh :

(aij)p(x- y)= C) (x+ y:)sp(-'i—i) (mod p)

Pada halaman 24 telah dijelaskan bahwa (ai f)p (x.y) merupakan elemn-
elemen dari matriks Am(x. ¥) , yang merupakan hasil perkalian antara Am(x) dan
Am(y). Berdasarkan pembahasan sebelumnya diperoleh :

i. i< jdiperoleh (aij)p(x. y)=0

ii. i = j diperoleh (au)p(x.y) =1

iii. { > jdan (i — j) tidak p — freedari j diperoleh (aij)p(x. y)=0
iv. i > jdan (i — j) merupakan p — free dari j diperoleh

(a), @) = (j) G+ vy (mod py

Dengan menggunakan definisi 3.7 untuk Am(x + y) adalah matriks
dengan elemen-elemen (a; j)p (x + y) memenuhi:

I{(aij)p(x +y) = C) (x +¥)*r¢=) (mod p), untuki=j =0
dan (i —jyp — freedarij
| (aij)p(x +y)=0 untuk i < j
\ atau(i — j)tidak p — free dari j
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Dapat disimpulkan:
(1). untuk i < j atau(i — j) tidak p — freedari j diperoleh (au)p(x +y)=
0= (aij)p(x.y)

(2). untuk i = j diperoleh (aij)p(x +y)= (i) (x + yys©

=1(x +y)°

=1

(aij)p(x +y)= (aiij(x-Y)
(3). Untuk (i — j) p — free dari j (a,-j)p(x +yy = C) (x + )= (modp)
= (ay),(x-y)(mod p)

Dengan demikian sifat ~ Ap,(X). A (V) = Am(x + Y) . terbukti

AKkibat 3.1
Untuk n bilangan bulat positif maka 4,,(x)" = Ap(nx)
Bukti dengan induksi
Jika n =1 makaAp(x)" = Ay (¥)
A (%) = A (X) benar

Andaikan untuk n =k, Ay, (x)* = Ay, (kx) diasumsikan benar
Selanjutnya untuk n = k + 1 akan ditunjukkan berlaku
A () *1 = Ap((k + 1)x)

A (¥ = A (0K Ay ()1
Karena diasumsikan bahwa A,, (x)* = A (kx)
Maka A () = fAp (kxy . A (X))
Dengan sifat Ay, (X). Ap(¥) = Am(X + )
A () = (A (kx + x)}

Ap ()t = A ((k + 1)x)

Sehingga diperoleh :
Ap ()1 = A ((k + 1)x)

maka A, (X)" = Ay (nx)  terbukti
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Akibat 3.2

Jika 7 bilangan rasional , maka A, (1) = A (1)"

Bukti :

Misalkan 7 bilangan rasional, maka r dapat dinyatakan sebagai r = % dengan
m, n bilangan bulat positif

Akibat 3.1 menyatakan untuk n bilangan bulat positif maka A,,(x)" = A, (nx)

Jika x diganti dengan % maka akan diperoleh :

B = A (n)
=Ap(@m.1)
= Am(l. m)
Ap (M) =A™ (3.22)

m

Untuk n:1maka'r=n =m

Maka dari persamaan (3.22) diperoleh :

Ap,(M' =A,Q) terbukti
Selanjutnya untuk 7 negative , ambil r = —1
Maka An(—D = An (@)

Sesuai sifat A, (X). A (V) = Am(X + )
An(1). A (1) = A (0) (3.23)

Sebelumnya telah dijelaskan dengan definisi 3.7 serta tabel 3.1 dan 3.2

diperoleh :
1 00 0O
_ / x 1 00 0\
As(xy=1x 0 1 0 O]
x> x x 10
x 0 0 0 1 /

Universitas Indonesia
Pola elemen..., Sri Endang Arumarianti, FMIPAUI, 2012



46

100 00 OO

— T T
o000 O«
— T T T
Oo0oo0cO0O0O0O O Soocococoood
_—_— COOERCEl " J _——m—— 0000000 HAO
\Oloooy O = O ©Cocoococod
OO0 oO0O0OoOd ecNoNeoloNoNoRo R Ne
oo 0O HO O ~O
cNeNoNoR T W) CEOCOAC sooooHoHoO
OO O0OdH & =R o T TN
O0OO0OHO0OOg o <= Boood PCPOOAdAA s o000 ddd = O
o — o
©—ococo oo RLO mOOOlOOOOlOOOOOOlOOOlO
oo -
© IR0 O st .,mIOOllO OCHAO0 O A s o o O O
oHdoRO Ro%, o =
—qO RO ® O ® f ododo ©HO0OHO0OHd0 OoHOHO HO H O
™~ ™™ 1xx2xx2x23 ©
RR X R R 8 A Ad A A A A A A AAAA A A AA A A A
/III'\ /IIIII'\ __ /II\ /Ill /Illlll\
1 Il = 1 1 I
~ ~ - ~ ~ ~
< < 2 = < <
I~ = =) e ™~ o
< < ) < < <C

Universitas Indonesia

., Sri Endang Arumarianti, FMIPAUI, 2012

Matriks Ag(1), A7(1) dan As(1l) sama dengan matriks segitiga bawah
Pola elemen..

Pascal modulo 2 yang dinotasikan As, , A7 5 dan Ag; ( perhatikan contoh 3.4.3.,
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3.4.4 dan 3.4.5 ). Matriks As, adalah submatriks dari A, ,, matriks A, , adalah
submatriks dari matriks Ag, dan seterusnya hingga A, ,. Demikian juga matriks
A5(1) adalah submatriks dari matriks A;(1) , matriks A;(1) merupakan
submatriks dari Ag(1l) dan seterusnya hingga A, (1) maka diperoleh sifat
An(1) = Am

Dari uraian diatas untuk x =1 diperoleh Ag(1) = As;, A7(1) = A7
dan Ag(1) = Ag , sedangkan untuk x = O diperoleh :

100 0 0
/01000
As(0y=]0 0 1 0 O
000 10
\00001
100 00 0 O
0100000\
'o o100 0 0
A00y='0 0 0 1 0 O O!
lo o 0 012 0 ol
\0000010/
00 000 0 1
10000000 O0
/010000000\
J00 100000 0
;0O 0O O 12 0 0 0O 0 0
Ay(0)y=10 0 0 0 1 0 0 0 O
lo o oo 012000!
lo o o o001 0 o0l
\000000010/
000O0O0O0O0GU 01

As5(0), A7(0) dan Ag(0) berturut — turut merupakan matriks identitas
untuk orde 5,7 dan 9. Matriks A5(0) submatriks dari A7(0) , mtriks A7(0)
submatriks dari Ag(0) dan seterusnya sehingga diperoleh A;,(0) meupakan

matriks identitas dengan order m yang dinotasikan dengan /

Dari persamaan (3.23) diperoleh :
Ama Apm(—1) =1
Sehingga : Am(—1) = Amy " (3.24)
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Matriks A (—1) untuk m = 5, m = 7 dan m = 9 adalah sebagai berikut
1 0 000
/—1 1 0 0 O
As(-1y=|-1 0 1 0 0|
1 -1 -1 1 0
\—1 0 0 O 1/
1 0 0 0 00 O
/—1 1 0 0 0 0 O
A-1)=!' 1 -1 -1 1 0 0 0!
l-1 0o o o 1 o ol
\1 -1 0 0 -1 1 o/
1 0 -1 0 -1 0 1
1 0 0 O O 0O 0 0 O
/—1 1 0 0O 0 0 0 O o\
j-1 0 1 0 0 0 0 0 0
|1 -1 -1 1 0 0 0 0 0]
Aq(-1y=1-1 0 0 0 1 0 0 0 Ol
17 -1 0 o -1 1 o o ol
l 17 0 -1 0 =1 o 1 o ol
\—1 1 1 -1 1 -1 -1 1 o/
-1 0 0 O 0 O 0 0 1

Elemen- elemen yang tidak 0 pada As(—1), A;(—1) dan Ag(—1)
ternyata membentuk barisan Thue Morse disetiap kolomnya. Dan elemen-elemen
0 pada As(—1), A7(—1) dan Ag(—1) mempunyai posisi yang sama dengan
elemen-elemen dari As(1), A7(1l) dan Ag(l). Sedangkan matriks As(—1)
merupakan submatriks dari A7(—1) , matriks A;(—1) merupakan submatriks dari
Ag(—1) dan seterusnya hingga Ap, (—1)

Persamaan (3.24) menyatakan An(—1) = Amaz_l maka terbukti bahwa
elemen-elemen yang tidak 0 pada matriks Amﬁz_l membentuk barisan Thue Morse

disetiap kolomnya.
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BAB 4

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 KESIMPULAN

Matriks segitiga bawah Pascal modulo 2 merupakan matriks segitiga
bawah yang elemen-elemennya mempunyai pola tertentu. Pola yang dimiliki
elemen-elemen tersebut merupakan koefisien binomial berdasarkan nomor baris
dan nomor kolom yang bersesuaian dengan elemen-elemen itu sendiri.

Elemen diagonal utama matriks segitiga bawah Pascal modulo 2 selalu 1,
maka matriks segitiga bawah Pascal modulo 2 mempunyai invers. Berdasarkan
pembahasan pada bab 3 didapat kesimpulan sebagai berikut:

1.  Elemen-clemen pada Matriks Invers segitiga bawah Pasacl modulo p untuk
p = 2 mempunyai pola tersendiri yaitu memenuhi teorema dari David

Callan

2. Pola yang terbentuk pada matriks invers segitiga bawah Pascal adalah pada
setiap kolomnya membentuk suatu barisan yang dinamakan barisan Thue-

Mose.+1

4.2 SARAN

Pembahasan pada tesis ini hanya sampai melihat pola elemen-elemen
matriks invers segitiga bawah Pascal modulo pr dengan p = 2 yang membentuk

barisan Thue -Morse+1.

Perlu pembahasan lebih lanjut untuk melihat pola yang terbentuk pada
matriks invers dari matriks segitiga bawah Pascal dengan modulo selain 2
Dengan melanjutkan pembahasan tentunya akan jauh melengkapi bahkan

menyempurnakan penulisan tesis yang sangat sederhana ini.
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