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  Lobster Ln(2; r) dan Ln(2; r, s) 

Misalkan suatu graf G = (V, E) dengan v = |V| simpul dan e = |E| busur adalah 

graf berhingga, sederhana, dan tidak berarah. Pelabelan total busur ajaib pada G 

adalah pemetaan bijektif f dari     ke himpunan bilangan bulat *          

 +, dimana terdapat suatu konstanta k sedemikian sehingga bobot busur   (  )  

 ( )   (  )   ( )    untuk setiap     . Pelabelan total busur ajaib b-

busur berurutan pada G adalah pelabelan total busur ajaib dan  ( )  

*                 +      . Pada skripsi ini diberikan konstruksi 

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan pada graf lobster (semi) teratur Ln(2; 

r) dan Ln(2; r, s) dengan n, r, dan s bilangan-bilangan bulat positif. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Pelabelan graf merupakan salah satu cabang yang dipelajari dalam teori 

graf. Tokoh yang memperkenalkan pelabelan graf untuk pertama kalinya adalah 

Sedláček pada tahun 1963. Salah satu jenis pelabelan pada graf ialah pelabelan 

ajaib. Pelabelan ajaib merupakan pengembangan dari persegi ajaib. 

Sejarah persegi ajaib dimulai sekitar 2800 sebelum masehi di Cina dan 

India. Masyarakat Cina percaya bahwa persegi ajaib 3x3 ini sebagai kekuatan 

pelindung dari roh jahat. Suatu hari banjir besar melanda sungai Lo. Masyarakat 

mencoba mencari sesuatu untuk meredakan kemarahan dari Dewa sungai. 

Kemudian seekor kura-kura muncul dari sungai dengan pola persegi ajaib pada 

tempurungnya. Angka-angka yang tersusun berpola 3x3, pola sembilan kisi 

tersebut menghasilkan jumlah yang sama yaitu 15 pada setiap baris, kolom, dan 

diagonalnya. Sungai Lo mulai tenang sejak kemunculan kura-kura tersebut. Sejak 

peristiwa ini, masyarakat mulai percaya bahwa persegi ajaib ini dapat digunakan 

untuk mengontrol sungai (Jahannathan, 2005, p. 3&4). Pola persegi ajaib yang 

terdapat pada tempurung kura-kura tersebut ditunjukkan oleh Gambar 1.1. 

 

Gambar 1.1 Persegi ajaib pada kura-kura 

Persegi ajaib adalah suatu persegi dengan ukuran nxn petak dimana 

entrinya adalah susunan himpunan bilangan bulat *          +, jika elemen 

pada setiap baris, kolom, maupun diagonal utamanya dijumlahkan akan 
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menghasilkan jumlah yang sama (Wallis, 2001, p. 1). Contoh persegi ajaib 

ditunjukkan oleh Gambar 1.2. 

1 9 5 

6 2 7 

8 4 3 

Gambar 1.2 Persegi ajaib 

Suatu graf G terdiri dari himpunan berhingga   obyek-obyek yang disebut 

simpul-simpul bersama dengan himpunan   dari pasangan tak terurut simpul yang 

disebut busur. Order dari   dan   adalah v dan e, masing-masing disebut order 

dan ukuran dari G. Derajat atau valensi dari suatu simpul adalah banyaknya busur 

dimana x merupakan salah satu titik ujungnya (Wallis, 2001, p. 8).  

Graf lingkaran adalah graf terhubung yang setiap simpulnya berderajat 

dua. Graf lingkaran dengan n simpul dinotasikan dengan   . Suatu graf yang 

dibentuk dari    dengan menghapus satu busurnya disebut graf lintasan dengan n 

simpul, dinotasikan dengan    (Wilson, 1996, p. 17). Lingkaran adalah barisan 

berhingga simpul dan busur dimana tidak ada simpul dan busur yang berulang, 

dengan simpul awal sama dengan simpul akhir. Suatu graf disebut asiklik jika graf 

tersebut tidak memiliki lingkaran; graf asiklik yang terhubung disebut graf pohon 

(Wallis, 2001, p 10). Contoh dari graf pohon ialah graf caterpillar, graf lobster, 

dan graf bintang. Graf caterpillar ialah graf yang dibangun dari graf lintasan 

dengan menambahkan sejumlah daun pada setiap simpul pada graf lintasan 

(Sugeng & Miller, 2008). Graf caterpillar teratur adalah graf caterpillar dimana 

banyak simpul daun yang dimiliki simpul pada graf lintasan adalah sama.Graf 

lobster adalah graf pohon yang terdiri dari satu lintasan (dengan panjang 

maksimum) dimana setiap simpul lain pada lobster memiliki jarak paling banyak t 

terhadap lintasan, dengan t adalah suatu bilangan bulat (Khan, Pal dan Pal, 2009). 

Pada definisi tersebut, yang dimaksud dengan jarak adalah jarak antara simpul 

lain pada lobster dengan simpul terdekat pada lintasan. yang akan dibahas pada 

skripsi ini adalah graf lobster dengan t = 2. Graf lobster teratur adalah graf yang 

diperoleh dengan menambahkan sejumlah yang sama simpul daun pada setiap 

simpul daun dari graf caterpillar teratur. Graf lobster teratur dinotasikan dengan 

Ln(q; r), dengan n adalah banyak simpul pada lintasan, dimana q adalah banyak 
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simpul berjarak 1 dari setiap simpul lintasan dan r adalah banyak daun pada setiap 

simpul yang berjarak 1 dari lintasan. Graf lobster yang akan dibahas pada skripsi 

ini adalah graf lobster teratur Ln(2; r) dan graf lobster semi teratur Ln(2; r, s), 

dimana 2 menyatakan banyak simpul berjarak 1 dari setiap simpul lintasan (kedua 

simpul ini disebut simpul pertama dan simpul kedua), r menyatakan banyak daun 

pada simpul pertama dan s menyatakan banyak daun pada simpul kedua. 

Pelabelan graf merupakan salah satu cabang yang dipelajari dalam teori 

graf.  Pelabelan dari suatu graf G adalah pemetaan setiap elemen graf G ke 

himpunan bilangan (biasanya adalah himpunan bilangan bulat positif atau 

himpunan bilangan butlat nonnegatif) (Wallis, 2001, p. 10). Pelabelan yang akan 

dibahas dalam skripsi ini ialah pelabelan yang menggunakan bilangan bulat 

positif. Jika domain dari pelabelan adalah himpunan simpul, maka pelabelannya 

disebut pelabelan simpul, sedangkan jika domainnya adalah himpunan busur, 

maka pelabelannya disebut pelabelan busur. Jika domain dari pelabelan adalah 

gabungan himpunan simpul dan busur, maka pelabelannya disebut pelabelan total 

Jumlah dari semua label yang terkait dengan suatu elemen graf disebut bobot. 

Bobot busur xy didefinisikan sebagai   (  )   ( )   (  )   ( ) (Wallis, 

2001, p. 10 & 11).  

Pelabelan total busur ajaib pada graf G adalah pemetaan bijektif f dari 

    ke himpunan bilangan bulat *           + dengan sifat bahwa jika 

diberikan sembarang busur xy, maka bobot busur   (  )    untuk suatu 

konstanta k (Wallis, 2001, p. 17). Konstanta k ini disebut dengan konstanta ajaib. 

Pelabelan f disebut pelabelan total simpul ajaib jika setiap busurnya memiliki 

bobot yang sama.  

Suatu pemetaan bijektif       *         + disebut pelabelan total 

a-simpul berurutan busur ajaib (PTBA a-simpul berurutan) dari suatu graf   jika f 

adalah pelabelan total busur ajaib dan  ( )  *                

 +      . Suatu pemetaan bijektif       *         + disebut 

pelabelan total b-busur berurutan busur ajaib (PTBA b-busur berurutan) dari suatu 

graf   jika f adalah pelabelan total busur ajaib dan  ( )  *          

       +      . Suatu graf yang memiliki PTBA a-simpul berurutan 

(atau b-busur berurutan) disebut graf a-simpul berurutan (atau b-busur berurutan) 
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busur ajaib. Jika suatu graf terhubung G memiliki PTBA b-busur berurutan busur 

ajaib, dimana   *         +, maka G adalah graf pohon (Sugeng & Miller, 

2008). 

Setiap graf b-busur berurutan busur ajaib memiliki pelabelan simpul busur 

anti ajaib. Dual dari PTBA b-busur berurutan pada suatu graf G adalah PTBA (n-

b)-busur berurutan. Setiap graf caterpillar memiliki pelabelan b-busur berurutan 

busur ajaib untuk setiap b (Sugeng dan Miller, 2008). 

Banyak penelitian telah dilakukan mengenai PTBA b-busur berurutan 

pada suatu graf G. Jenis graf yang telah diteliti ialah graf lingkaran, graf matahari, 

graf korona, graf hairycyle, graf dumbbell, dan graf kecebong. Skripsi ini akan 

membahas tentang PTBA b-busur berurutan pada graf lobster khusus, yaitu graf 

lobster dengan t = 2, hal ini dikarenakan belum ada penelitian mengenai PTBA b-

busur berurutan pada graf lobster.  

 

1.2 Permasalahan dan Ruang Lingkup 

Skripsi ini membahas tentang bagaimana mengkonstruksi pelabelan total 

busur ajaib busur berurutan (PTBA b-busur berurutan) pada graf lobster. 

Penelitian dibatasi pada graf lobster Ln(2; r) dan graf lobster Ln(2; r, s). 

 

1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan 

Jenis penelitian yang digunakan pada skripsi ini adalah penelitian dasar, 

yaitu penelitian yang melakukan percobaan atau pekerjaan teoritis untuk 

memperoleh pengetahuan baru bagi pengembangan ilmu. Metode yang digunakan 

adalah mengkonstruksi pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan pada graf-

graf lobster berukuran kecil untuk mendapatkan pola pelabelan graf lobster, 

merumuskan fungsi pelabelan, kemudian membuktikan bahwa fungsi pelabelan 

yang dirumuskan berlaku secara umum. 
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1.4  Tujuan Penulisan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk mengkonstruksi pelabelan total 

busur ajaib b-busur berurutan (PTBA b-busur berurutan) pada graf pohon, yaitu 

graf lobster Ln(2; r) dan graf lobster Ln(2; r, s). 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

2.1 Definisi dan istilah dalam teori graf 

Suatu graf G adalah himpunan tak kosong berhingga dari objek-objek 

yang disebut simpul (vertex) bersama dengan himpunan (mungkin kosong) tak 

terurut dari simpul-simpul yang berbeda pada G yang disebut busur (edge). 

Himpunan simpul (vertex set) pada graf G dinotasikan sebagai V dan himpunan 

busur (edge set) pada G dinotasikan dengan E. Banyaknya anggota (cardinality) 

dari himpunan simpul pada G disebut order dari G dan dinotasikan dengan v, 

sedangkan banyaknya anggota dari himpunan busur merupakan ukuran (size) 

dari G dan dinotasikan dengan e. Busur xy menghubungkan simpul x dan y. Jika e 

= xy adalah busur pada graf G, maka x dan y merupakan simpul bertetangga 

(adjacent), sedangkan e hadir (incident) pada x dan y. Jika e1 dan e2 adalah dua 

busur yang berbeda pada graf G dan hadir pada simpul yang sama, maka e1 dan e2 

adalah busur bertetangga. Derajat (degree) dari simpul v pada graf G adalah 

banyaknya busur yang hadir pada v dinotasikan sebagai deg(v). Suatu simpul 

berderajat 0 pada graf G disebut simpul terisolasi (isolated vertex) dan simpul 

yang berderajat 1 disebut simpul ujung (end-vertex) dari G. Suatu graf G 

dikatakan teratur (regular) dengan derajat r jika setiap simpul v pada G memiliki 

derajat yang sama, yaitu r, deg(v) = r (Chartrand & Lesniak, 1986. p. 4-9). Titik 

ujung (endpoint) dari busur xy adalah x dan y (Wallis, 2001, p.8). 

v1

v2 v3

v4 v5 v6 v7

e1 e2

e3 e4 e5 e6

v8

 

Gambar 2.l Graf G 
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 Berikut ini merupakan penjelasan dari Gambar 2.l. Contoh graf G 

ditunjukkan oleh Gambar 2.l. Graf G memiliki himpunan simpul   

*                       + dan himpunan busur   *                 +. 

Banyaknya anggota himpunan simpul pada graf G adalah     dan banyaknya 

anggota himpunan busurnya adalah    . Busur e3 menghubungkan v2 dan v4, 

maka v2 dan v4 adalah simpul bertetangga. Pada graf G, busur yang hadir pada 

simpul v3 adalah busur e2, e5 dan e6, maka busur busur e2, e5 dan e6 adalah busur 

bertetangga. Derajat tiap simpul graf G adalah    (  )   ,    (  )   , 

   (  )   ,    (  )   ,    (  )   ,    (  )   ,    (  )   ,    (  )  

 . Simpul v4, v5, v6 dan v7 merupakan simpul-simpul ujung karena berderajat 1, 

dan karena v8 berderajat 0, maka v8 merupakan simpul terisolasi. Titik ujung dari 

busur e1 adalah v1 dan v2. Graf G bukanlah graf teratur karena setiap simpulnya 

tidak memiliki derajat yang sama.  

 Jalan (walk) pada suatu graf G adalah barisan berhingga dari simpul 

           dan busur            dari G dimana titik ujung dari    adalah      

dan    untuk setiap i. Jalan sederhana (simple walk) adalah jalan dimana tidak 

ada busur yang berulang. Lintasan (path) merupakan jalan dimana tidak ada 

simpul yang berulang; panjang (length) dari suatu lintasan adalah banyak busur 

pada lintasan tersebut. Suatu jalan disebut tertutup (closed) jika simpul awal dari 

jalan sama dengan simpul akhirnya. Lingkaran (cycle) dengan panjang n adalah 

jalan tertutup sederhana dengan panjang n, n ≥ 3, dimana simpul 

             merupakan simpul yang berbeda. Suatu graf disebut asiklik 

(acyclic) jika graf tersebut tidak memiliki lingkaran; graf asiklik yang terhubung 

disebut pohon (tree) (Wallis, 2001, p. 10). Contoh dari pohon ialah graf bintang, 

graf caterpillar, dan graf lobster. Suatu graf disebut terhubung (connected) jika 

terdapat lintasan diantara sembarang 2 simpul pada graf tersebut (Baca&Miller, 

2008, p. 27). 

Suatu graf disebut graf lengkap (complete graph) jika setiap dua 

simpulnya bertetangga. Suatu graf G adalah n-partit (n-partite), n ≥ 1, jika 

dimungkinkan membagi V menjadi n subhimpunan               (disebut 

himpunan partisi) sedemikian sehingga setiap elemen dari E menghubungkan 
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simpul pada    ke simpul pada       . Jika n = 2, maka graf tersebut merupakan 

graf bipartit (bipartite graph). Suatu graf lengkap n-partit adalah graf n-partit 

dengan himpunan partisi               ditambah dengan sifat bahwa jika      

dan         , maka     . Suatu graf lengkap bipartit dengan himpunan 

partisi    dan    yang dinotasikan sebagai K(m, n), dimana   pada    adalah m 

dan   pada    adalah n (Chartrand & Lesniak, 1986. p. 9&10).  

 Setelah dijelaskan mengenai definisi dan istilah dalam teori graf, 

selanjutnya yang akan dibahas pada Subbab 2.2 ialah mengenai jenis-jenis graf. 

 

2.2 Jenis - Jenis Graf 

Graf lingkaran adalah graf terhubung yang setiap simpulnya berderajat 

dua. Graf lingkaran dengan n simpul dinotasikan dengan   (Wilson, 1996, p. 17).  

Contoh dari graf lingkaran dengan 6 simpul ditunjukkan oleh Gambar 2.2.  

 

Gambar 2.2 Graf lingkaran C6 

Suatu graf yang dibentuk dari    dengan menghapus satu busurnya disebut 

graf lintasan dengan n simpul, dinotasikan dengan    (Wilson, 1996, p. 17). 

Contoh dari graf lintasan dengan 6 simpul ditunjukkan oleh Gambar 2.3. 

 

Gambar 2.3 Graf lintasan P6 

Graf bintang yang dinotasikan sebagai Sn merupakan graf K(1, n), dimana 

simpul yang berderajat n disebut pusat (center) (Wallis, 2001. p. 10). Contoh dari 

graf bintang S8 ditunjukkan oleh Gambar 2.4. 
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Gambar 2.4 Graf bintang S8 

Graf caterpillar ialah graf yang dibangun dari graf lintasan dengan 

menambahkan sejumlah daun pada setiap simpul pada graf lintasan (Sugeng & 

Miller, 2006). Graf caterpillar teratur adalah graf caterpillar dimana banyak 

simpul daun yang dimiliki simpul pada graf lintasan adalah sama. Contoh dari 

graf caterpillar ditunjukkan oleh Gambar 2.5.  

 

Gambar 2.5 Graf Caterpillar 

Graf lobster adalah graf pohon yang terdiri dari satu lintasan (dengan 

panjang maksimum) dimana setiap simpul lain pada lobster memiliki jarak paling 

banyak t terhadap lintasan, dengan t adalah suatu bilangan bulat (Khan, Pal dan 

Pal, 2009). Jarak yang dimaksud adalah jarak simpul lain pada lobster terhadap 

simpul terdekat pada lintasan. Pada Gambar 2.6 diberikan contoh graf lobster 

dengan t = 4. 

Simpul berjarak 1

Simpul berjarak 2

Simpul berjarak 3

Simpul berjarak 4

n = 3
 

 Gambar 2.6 Graf lobster  
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Pada Gambar 2.6 terlihat bahwa jumlah simpul pada lintasan adalah n = 3 

dan jarak terjauh simpul pada lintasan terhadap simpul lain pada lobster ialah 4, 

sehingga graf lobster tersebut merupakan graf lobster dengan t = 4. 

Pada skripsi ini akan dibahas graf lobster dengan t = 2. Graf lobster 

dengan t = 2 dapat juga dipandang sebagai graf yang diperoleh dari caterpillar 

dengan menambahkan sejumlah daun pada daun dari caterpillar. Graf lobster 

teratur adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan sejumlah yang sama 

simpul daun pada setiap simpul daun dari graf caterpillar teratur. Graf lobster 

teratur dinotasikan dengan Ln(q; r), dengan n adalah banyak simpul pada lintasan, 

q adalah banyak simpul lain yang terhubung pada setiap simpul lintasan atau 

dengan kata lain q adalah banyak simpul berjarak 1 dari setiap simpul lintasan dan 

r adalah banyak daun pada setiap simpul yang berjarak 1 dari lintasan. Graf 

lobster yang akan dibahas pada skripsi ini adalah graf lobster teratur Ln(2; r) dan 

graf lobster semi teratur Ln(2; r, s), dimana 2 menyatakan banyak simpul berjarak 

1 dari setiap simpul lintasan (kedua simpul ini disebut simpul pertama dan simpul 

kedua), r menyatakan banyak daun pada simpul pertama dan s menyatakan 

banyak daun pada simpul kedua.  

Simpul pertama Simpul kedua

r = 5

s = 3

 

Gambar 2.7 Graf lobster L4(2; 5, 3) 
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Pada Gambar 2.7 diberikan contoh graf lobster L4(2; 5, 3). Gambar 2.7 

merupakan graf lobster dengan t = 2, banyak simpul berjarak 1 dari setiap lintasan 

adalah p = 2, banyak simpul daun pada simpul pertama adalah r = 5 dan banyak 

simpul daun pada simpul kedua adalah s = 3. 

Setelah membahas jenis-jenis graf , pada Subbab 2.3 akan dibahas 

mengenai pelabelan graf.  

 

2.3 Pelabelan Graf  

 Pelabelan graf merupakan salah satu cabang yang dipelajari dalam teori 

graf.  Pelabelan dari suatu graf G adalah pemetaan setiap elemen graf G ke 

himpunan bilangan (biasanya adalah himpunan bilangan bulat positif atau 

himpunan bilangan bulat nonnegatif). Jika domain dari pelabelan adalah 

himpunan simpul, maka pelabelannya disebut pelabelan simpul, sedangkan jika 

domainnya adalah himpunan busur, maka pelabelannya disebut pelabelan busur. 

Jika domain dari pelabelan adalah gabungan himpunan simpul dan busur, maka 

pelabelannya disebut pelabelan total. Jumlah dari semua label yang terkait 

dengan suatu elemen graf disebut bobot. Bobot busur xy didefinisikan sebagai 

 (  )   ( )   (  )   ( ) (Wallis, 2001, p. 10 & 11). Contoh pelabelan 

simpul, pelabelan busur, dan pelabelan total pada graf lobster L4(2; 2) ditunjukkan 

oleh Gambar 2.8. 

Gambar 2.8 merupakan pelabelan pada graf lobster L4(2; 2), perbedaannya 

terletak pada elemen graf yang dilabel. Pada Gambar 2.8 (a) yang dilabel adalah 

simpul sehingga disebut pelabelan simpul, pada Gambar 2.8 (b) yang dilabel 

adalah busur sehingga disebut pelabelan busur, dan Gambar 2.8 (c) disebut 

pelabelan total karena yang dilabel adalah simpul dan busur graf lobster. 
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Gambar 2.8 (a) Pelabelan simpul, (b) Pelabelan busur, 

             (c) Pelabelan total pada graf lobster L4(2; 2) 

 Pelabelan total busur ajaib pada graf G adalah pemetaan bijektif f dari 

    ke himpunan bilangan bulat *           + dengan sifat bahwa jika 

diberikan sembarang busur xy, maka bobot busur  (  )    untuk suatu 

konstanta k (Wallis, 2001, p. 17). Konstanta k disebut konstanta ajaib. Contoh 

pelabelan total busur ajaib pada graf lintasan dengan k = 9 ditunjukkan oleh 

Gambar 2.7. 

1 235 4
 

Gambar 2.9 Pelabelan total busur ajaib pada graf lintasan P3 

 Pada Subbab 2.3 telah dibahas mengenai pelabelan total busur ajaib. 

Secara lebih khusus, yang akan dibahas pada skripsi ini ialah mengenai pelabelan 

total busur ajaib b-busur berurutan yang akan dijelaskan pada Subbab 2.4. 
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2.4 Pelabelan Total Busur Ajaib b-Busur Berurutan  

 Pemetaan       *           + adalah pelabelan total busur 

ajaib b-busur berurutan (PTBA b-busur berurutan) pada G jika f adalah 

pelabelan busur ajaib dan  ( )  *                 +      . 

Suatu graf yang memiliki PTBA b-busur berurutan disebut graf b-busur berurutan 

busur ajaib (Sugeng & Miller, 2008). Gambar 2.10 merupakan contoh PTBA 23-

busur berurutan pada graf lobster L7(2; 2). 

Graf lobster pada Gambar 2.10 memiliki pelabelan total karena yang 

dilabel adalah gabungan himpunan simpul dan busur, dengan himpunan label 

simpul adalah *        +  *          + dan himpunan label adalah 

*          +. Bobot setiap busurnya sama, yaitu k =144 yang disebut sebagai 

konstanta ajaib, dan label simpul terbesar pada himpunan pertama b = 23. 
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Gambar 2.10 PTBA 23-busur berurutan pada graf lobster L7(2; 2) 
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Sifat yang terkait dengan PTBA b-busur berurutan ditunjukkan oleh 

Teorema 2.1. 

Teorema 2.1 Jika suatu graf terhubung G memiliki PTBA b-busur berurutan 

busur ajaib, dimana   *         +, maka G adalah graf pohon (Sugeng & 

Miller, 2008). 

Pada pelabelan total busur ajaib didefinisikan pelabelan dual. Misal f 

adalah pelabelan total busur ajaib, maka pelabelan dual f’ didefinisikan sebagai 

  ( )  (     )   ( ) untuk setiap simpul x, dan   (  )  (     )  

 (  ) untuk setiap busur xy (Wallis, 2008, p. 20). Teorema yang berkaitan 

dengan pelabelan dual ditunjukkan oleh Teorema 2.2.  

Teorema 2.2 Dual dari PTBA b-busur berurutan pada graf G adalah suatu PTBA 

(v-b)-busur berurutan (Sugeng & Miller, 2008).  

Gambar 2.11 merupakan pelabelan dual dari PTBA 23-busur berurutan 

pada graf lobster L7(2; 2), dan berdasarkan Teorema 2.2, pelabelan pada Gambar 

2.11 adalah PTBA 26-busur berurutan. Contoh PTBA 23-busur berurutan pada 

graf lobster L7(2; 2, 2) dan pelabelan dualnya ditunjukkan oleh Gambar 2.10 dan 

Gambar 2.11. Berdasarkan definisi pelabelan dual, simpul yang berlabel 1 pada 

PTBA 23-busur berurutan menjadi berlabel 97 pada pelabelan dualnya, hal ini 

juga berlaku pada simpul-simpul lain dan busurnya. Perubahan juga terjadi pada 

konstanta ajaib dan nilai b, pada PTBA 23-busur berurutan k = 144 dan b = 23, 

sedangkan pada pelabelan dualnya k = 150 dan b = 26. 

Banyak penelitian telah dilakukan mengenai PTBA b-busur berurutan 

pada suatu graf G. Jenis graf yang telah diteliti ialah graf bintang ganda, graf 

caterpillar, dan graf firecrackers. 

 Suatu graf bintang ganda Sn1,n2 memiliki PTBA b-busur berurutan untuk 

beberapa   *       + dan  

 Jika b = 1 maka Sn1,n2 adalah graf bintang 

 Jika b > 1 maka b = n2+1   (Sugeng& Miller, 2008). 
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Setiap graf caterpillar memiliki suatu PTBA b-busur berurutan untuk setiap b, 

dimana :  

  {
⌈
   

 
⌉  ∑                           

⌈
   

 
⌉ ∑      (    )                         

.   

(Sugeng& Miller, 2008). 

 Setiap graf firecrackers teratur memiliki suatu PTBA b-busur berurutan, 

dimana   ⌊
 

 
⌋   ⌈

 

 
⌉, dengan s merupakan banyak daun pada setiap simpul 

pusat (Sugeng & Silaban, 2008). 
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Gambar 2.11 Pelabelan PTBA 26-busur berurutan pada graf lobster L7(2; 2) 

 Pada bab berikutnya, akan dibahas PTBA b-busur berurutan pada graf 

lobster Ln(2; r, s) dan graf lobster Ln(2; r, s).  
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BAB 3 

PELABELAN TOTAL BUSUR AJAIB b-BUSUR BERURUTAN  

PADA GRAF LOBSTER 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai konstruksi pelabelan total busur ajaib 

b-busur berurutan (PTBA b-busur berurutan) pada graf lobster Ln(2; r) dan graf 

lobster Ln(2; r, s). Pemetaan       *           + adalah pelabelan total 

busur ajaib b-busur berurutan (PTBA b-busur berurutan) pada G jika f adalah 

pelabelan total busur ajaib dan  ( )  *                 +     

 . Suatu graf yang memiliki PTBA b-busur berurutan disebut graf b-busur 

berurutan busur ajaib (Sugeng & Miller, 2008). Nilai b yang akan dibahas pada 

skripsi ini ialah      . Lemma 3.1 digunakan untuk membuktikan suatu 

pelabelan pada graf G adalah PTBA b-busur berurutan. 

Lemma 3.1 Suatu graf G dengan v simpul dan e busur adalah suatu graf b-busur 

berurutan busur ajaib jika dan hanya jika terdapat suatu pemetaan bijektif 

      *           + sedemikian sehingga  ( )  *           +  

*                 +       dan himpunan   * ( )  

 ( )       + terdiri dari e bilangan bulat positif berurutan. Dalam kasus ini, f 

ditingkatkan menjadi PTBA b-busur berurutan pada G dengan konstanta ajaib 

        dengan       * + dan   * ( )   ( )       +  *  

(   )   (   )     (   )+ (Silaban & Sugeng, 2010). 

 Pernyataan pada Lemma 3.1 adalah biimplikasi. Jika suatu graf G dengan 

v simpul dan e busur adalah suatu graf b-busur berurutan busur ajaib, maka 

terdapat suatu pemetaan bijektif       *           + sedemikian 

sehingga  ( )  *           +  *                 +       

dan himpunan   * ( )   ( )       + terdiri dari e bilangan bulat positif 

berurutan, hal ini juga berlaku sebaliknya. Pernyataan pada Lemma 3.1 yang akan 

digunakan pada skripsi ini adalah arah sebaliknya. Untuk menunjukkan bahwa 

graf G adalah graf b-busur berurutan busur ajaib, akan ditunjukkan bahwa pada 
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graf G terdapat pemetaan bijektif       *           +,  sedemikian 

sehingga  ( )  *           +  *                 +       

dan himpunan   * ( )   ( )       + terdiri dari e  bilangan bulat positif 

berurutan. Label simpul pada graf G adalah  ( )  *           +  

*                 +  Jika nilai b yang digunakan adalah      , 

label simpul terbagi dalam 2 himpunan bilangan berurutan yang berbeda, yaitu 

himpunan pertama dari label simpul tersebut adalah *         + dan himpunan 

kedua dari label simpul tersebut *                 +, himpunan 

pertama dan himpunan kedua terpisah sejauh e, sehingga label simpul dapat 

ditulis sebagai  ( )  *         +  *                      

 +. 

Selain itu, jika   * ( )   ( )       + merupakan himpunan e  bilangan 

bulat positif berurutan, maka himpunan bobot busur adalah konstan.  

   * ( )   ( )   (  )           + 

    ( ).  

Karena   adalah himpunan e bilangan bulat positif berurutan dan  ( ) juga 

himpunan e bilangan berurutan, dengan melakukan pengurutan pada W dan 

pengurutan terbalik pada  ( ), lalu menjumlahkan keduanya, akan didapat 

   * +. Artinya, bobot setiap busur adalah k (konstan). Jika       ( ), 

maka        . 

Pada skripsi ini akan ditunjukkan bahwa pada graf lobster Ln(2; r) dan graf 

lobster Ln(2; r, s) adalah graf b-busur berurutan busur ajaib. Seperti yang telah 

dijelaskan sebelumnya, untuk membuktikan bahwa suatu graf adalah graf b-busur 

berurutan busur ajaib, maka alur pembuktiannya adalah sebagai berikut: 
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 Definisikan fungsi pelabelan untuk simpul. 

 Tunjukkan bahwa label simpul akan terbagi menjadi dua himpunan 

bilangan berurutan yang terpisah sejauh e. 

 Tunjukkan bahwa himpunan   * ( )   ( )       + terdiri dari e 

bilangan bulat positif berurutan. 

Selanjutnya pada Subbab 3.1 akan dibahas hasil yang diperoleh untuk 

PTBA b-busur berurutan pada graf lobster Ln(2;r). 

 

3.1 PTBA b-Busur Berurutan pada Graf Lobster Ln(2; r) 

 Graf lobster Ln(2;r), adalah graf lobster teratur dengan n menyatakan 

banyak simpul pada lintasan, 2 menyatakan banyak simpul berjarak 1 dari setiap 

simpul lintasan dan r adalah banyak daun pada simpul yang berjarak 1 dari setiap 

simpul lintasan. 

1
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Gambar 3.1 Penamaan simpul dan busur pada graf lobster Ln(2; r) 

Gambar 3.1 merupakan penamaan simpul dan busur pada graf lobster Ln(2; 

r),    adalah simpul ke-i pada lintasan,    dan    adalah simpul-simpul berjarak 1 
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dari simpul ke-i pada lintasan,   
 
 dan   

 
 adalah simpul daun ke-j pada simpul 

berjarak 1 dari simpul ke-i pada lintasan. Banyaknya simpul pada graf lobster 

Ln(2; r) adalah           (    ) dan banyaknya busur adalah   

            (      )     (    )   . 

Diberikan hasil yang diperoleh untuk PTBA b-busur berurutan pada graf 

lobster Ln(2; r) yang ditunjukkan oleh Teorema 3.1. 

Teorema 3.1 Setiap graf lobster Ln(2; r) memiliki PTBA b-busur berurutan 

dengan 

  {

   

 
(    )            

 

 
(    )         

. 

Bukti :   

Nyatakan    {

    

 
(    )             

  

 
(    )           

 ;   *       +      

  *       +.  

Berikut ini adalah label simpul dari graf lobster Ln(2; r). 

 (  )  {

   

 
(    )                

  
 

 
(    )               

    (3.1). 

 (  )  {

   

 
(    )                 

  
 

 
(    )              

     (3.2). 

 (  
 )  {

  
   

 
(    )                       

 

 
(    )  (    )                      

   (3.3). 

 (  
 )  {

  
   

 
(    )                           

 

 
(    )                        

  (3.4). 
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 (  )  {
  

   

 
(    )                   

 

 
(    )               

    (3.5). 

Akan ditunjukkan bahwa himpunan label graf lobster Ln (2; r), terbagi menjadi 2 

himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh e. Berikut ini adalah himpunan 

label         
 
   
 
, dan    dari graf lobter Ln (2; r), dengan    . 

   * (  )             + 

 {
   

 
(    )    

   

 
(    )    

   

 
(    )      

   

 
(   

 )   }  

 {  (    )     (    )      
   

 
(    )   }  

   * (  )            + 

 {  
 

 
(    )      

 

 
(    )      

 

 
(    )        

 

 
(    )   }  

 {  (    )       (    )       (    )        

 

 
(    )   }   

   * (  )             + 

 {
   

 
(    )    

   

 
(    )    

   

 
(    )      

   

 
(    )  

 }  

 {  (    )     (    )      
   

 
(    )   }   

   * (  )            + 

 {  
 

 
(    )   

 

 
(    )   

 

 
(    )     

 

 
(    )}  

 {  (    )    (    )    (    )     
 

 
(    )}   
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   { (  
 )                  } 

 {  
   

 
(    )      

   

 
(    )        

   

 
(    )    

  
   

 
(    )      

   

 
(    )        

   

 
(    )  

       
   

 
(    )      

   

 
(    )        

   

 
(    )   }  

 {                (    )      (    )        

(    )       
   

 
(    )      

   

 
(    )        

   

 
(    )   }   

   { (  
 )                 } 

 {
 

 
(    )  (    )    

 

 
(    )  (    )      

 

 
(    )  

(    )    
 

 
(    )  (    )    

 

 
(    )  (    )  

    
   

 
(    )  (    )      

 

 
(    )  (    )    

 

 
(    )  (    )      

   

 
(    )  (    )   }  

 {                               
 

 
(    )     

 

 
(    )         

 

 
(    )  (   )}   

   { (  
 )                  } 

 {  
   

 
(    )             

   

 
(    )               

   

 
(    )             

   

 
(    )             

   

 
(    )            

   

 
(    )            

   

 
(    )              

   

 
(    )               

   

 
(    )       }  
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 {                             (    )        

(    )          (    )           
   

 
(    )  

         
   

 
(    )             

   

 
(    )      }   

   { (  
 )                 } 

 {
 

 
(    )      

 

 
(    )        

 

 
(    )      

 

 
(    )      

 

 
(    )          

 

 
(    )        

 

 
(    )      

 

 
(    )        

 

 
(    )     }  

 {              (    )  (    )      (    )    

     (    )   
 

 
(    )      

 

 
(    )        

 

 
(    )}   

   * (  )             + 

 {  
   

 
(    )           

   

 
(    )          

   

 
(    )     }  

 {           (    )             
   

 
(    )     }   

    * (  )            + 

 {
 

 
(    )    

 

 
(    )    

 

 
(    )      

 

 
(    )   }  

 {     (    )     (    )      
 

 
(    )   }   

Maka himpunan label simpul graf lobster Ln(2; r) adalah 

 ( )                                 
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 {  (    )     (    )      
   

 
(    )   }  

{  (    )       (    )       (    )        

 

 
(    )   }  {  (    )     (    )      

   

 
(    )  

 }  {  (    )    (    )    (    )     
 

 
(    )}  

{                (    )      (    )        

(    )       
   

 
(    )      

   

 
(    )        

   

 
(    )   }  {                               

 

 
(    )     

 

 
(    )         

 

 
(    )  (   )}  

{                             (    )        

(    )          (    )           
   

 
(    )  

         
   

 
(    )             

   

 
(    )      }  

{              (    )  (    )      (    )    

     (    )   
 

 
(    )      

 

 
(    )        

 

 
(    )}  {           (    )             

   

 
(    )  

   }  {     (    )     (    )      
 

 
(    )   }  

 

{
 
 

 
 {        

   

 
(    )   }  {            

   

 
(    )      }         

                                                                                                                                            

{        
 

 
(    )}  {            

 

 
(    )}                          

 

 (3.6). 

Dari persamaan (3.6) didapat nilai b, yaitu   {

        
   

 
(    )             

 

 
(    )          

.  
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Jika pada persamaan (3.6) disubstitusikan nilai 

  {

    

 
(    )             

  

 
(    )           

, didapat jarak antara himpunan pertama dan 

himpunan kedua label simpul, yaitu  

 Untuk n ganjil 

    
    

 
(    )    (

   

 
(    )   )   (    )        

 Untuk n genap  

    
  

 
(    )    

 

 
(    )   (    )       

Terlihat bahwa himpunan label simpul graf lobster Ln(2; r) terbagi menjadi 2 

himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh e. 

 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa himpunan   * ( )  

 ( )       + membentuk himpunan bilangan bulat positif berurutan. Pembuktian 

ini akan dibagi menjadi 5 kasus, yaitu : 

1.     
 
 untuk    ;    . 

2.      untuk    . 

3.      untuk    . 

4.     
 
 untuk    ;    . 

5.        untuk    . 

Ilustrasi untuk setiap kasus ditunjukkan oleh Gambar 3. 2. 
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Gambar 3.2 (a) Kasus 1, (b) Kasus 2, (c) Kasus 3, (d) Kasus 4, (e) Kasus 5 

 

1. Kasus 1: Busur     
 
 dengan     dan    .  

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap.  

 Untuk i ganjil 

    (  )   (  
 ) 

 
   

 
(    )      

   

 
(    )    

    (    )   (   )     

 Untuk i genap 

    (  )   (  
 ) 

   
 

 
(    )    

 

 
(    )  (    )    

    (    )   (   )     

Untuk i ganjil dan i genap didapat persamaan yang sama, yaitu      

 (    )   (   )   . 
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Dengan mensubstitusi     dan   , didapat himpunan  

   { (  )   (  
 )        } 

 *  (    )   (   )      (    )   (   )      

  (    )   (   )       (    )   (   )    

   (    )   (   )         (    )   (   )  

       (    )   (   )       (    )  

 (   )         (    )   (   )   +. 

 

2. Kasus 2: Busur      dengan    .  

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap. 

 Untuk i ganjil 

    (  )   (  ) 

   
   

 
(    )      

   

 
(    )    

    (    )  (   )  

 Untuk i genap 

    (  )   (  ) 

 
 

 
(    )      

 

 
(    )    

    (    )  (   )  

Untuk i ganjil dan i genap didapat persamaan yang sama, yaitu      

 (    )  (   ). 

Dengan mensubstitusi    , didapat himpunan 

   * (  )   (  )    + 

 *  (    )  (   )    (    )  (   )   

 (    )  (   )      (    )  (   )+. 
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3. Kasus 3: Busur      dengan    .  

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap. 

 Untuk i ganjil 

    (  )   (  ) 

   
   

 
(    )      

   

 
(    )    

    (    )     

 Untuk i genap 

    (  )   (  ) 

 
 

 
(    )      

 

 
(    ) 

    (    )     

Untuk i ganjil dan i genap didapat persamaan yang sama, yaitu      

 (    )   . 

Dengan mensubstitusi    , didapat himpunan  

   * (  )   (  )    + 

 *  (    )       (    )       (    )      

   (    )   +. 

 

4. Kasus 4: Busur     
 
 dengan    dan    .  

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap. 

 Untuk i ganjil 

    (  )   (  
 ) 

 
   

 
(    )      

   

 
(    )        

    (    )      

 Untuk i genap 

    (  )   (  
 ) 

   
 

 
(    )  

 

 
(    )      

    (    )       
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Untuk i ganjil dan i genap didapat persamaan yang sama, yaitu       

 (    )     . 

Dengan mensubstitusi     dan    , didapat himpunan  

   { (  )   (  
 )        } 

 *  (    )        (    )          (    )  

        (    )         (    )          

 (    )           (    )         (    )  

         (    )     +  

     *  (    )           (    )          (    ) 

   (    )         (    )          

 (    )      (    )         (    )     

       (    )+   

 

5. Kasus 5: Busur        dengan    . 

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap. 

 Untuk i ganjil. Tanpa kehilangan keumuman, asumsikan i ganjil dan i+1 

genap. 

    (  )   (    ) 

   
   

 
(    )      

   

 
(    )    

    (    )     

 Untuk i genap. Tanpa kehilangan keumuman, asumsikan i genap dan i+1 

ganjil. 

    (  )   (    ) 

 
 

 
(    )      

(   )   

 
(    )      

    (    )     

Untuk i ganjil dan i genap didapat persamaan yang sama, yaitu      

 (    )   . 

 

Pelabelan total..., Syarifani Rachmawati, FMIPA UI, 2012



29 

   

  Universitas Indonesia 

Dengan mensubstitusi    , didapat himpunan 

   * (  )   (    )    + 

 *  (    )       (    )       (    )      

   (    )   +   

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa himpunan   * ( )   ( )       + 

membentuk himpunan bilangan berurutan. 

                 

   *  (    )   (   )      (    )   (   )        

(    )   (   )       (    )   (   )      

 (    )   (   )         (    )   (   )        

 (    )   (   )       (    )   (   )        

 (    )   (   )   +  *  (    )  (   )   

 (    )  (   )    (    )  (   )      (    )  

(   )+  *  (    )        (    )       (    )  

       (    )   +  *  (    )           (    )  

        (    )    (    )         (    )    

       (    )      (    )         (    )  

          (    )+  *  (    )       (    )    

   (    )         (    )   +  

 *                 (    )   +   (3.7). 

Dari persamaan (3.7) terlihat bahwa himpunan   * ( )   ( )       + 

membentuk himpunan bilangan bulat positif berurutan, sehingga menurut Lemma 

3.1 terbukti bahwa graf lobster Ln(2; r) memiliki PTBA b- busur berurutan dengan  

  {

   

 
(    )            

 

 
(    )         

.  ■ 
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Seperti yang diberikan oleh Lemma 3.1, pelabelan f dapat ditingkatkan 

menjadi PTBA b- busur berurutan dengan konstanta ajaib        . 

Konstanta ajaib pada PTBA b- busur berurutan pada graf lobster Ln(2; r) adalah  

       , dimana      ( )      dan 

  {

    

 
(    )             

  

 
(    )           

. 

          

 {

   

 
(    )     (    )    

    

 
(    )               

 

 
(    )   (    )    

  

 
(    )              

 

 {
(    )(    )             

  (    )         
.  

Contoh pemberian label pada graf lobster Ln(2; r) dengan menggunakan 

persamaan (3.1) sampai (3.5) ditunjukkan oleh Gambar 3.3 (a) untuk n ganjil yaitu 

L5(2; 3) dan Gambar 3.3 (b) untuk n genap yaitu L6(2; 3). Pada graf lobster L5(2; 

3) disubstitusikan niai   
    

 
(    )    

     

 
(     )    

   sehingga diperoleh PTBA 20-busur berurutan busur ajaib graf lobster L5(2; 3) 

seperti pada Gambar 3.3 (c) dan pada L6(2; 3) disubstitusikan nilai   

  

 
(    )    

   

 
(     )       sehingga diperoleh PTBA b-busur 

berurutan busur ajaib graf lobster L5(2; 3) seperti pada Gambar 3.3 (d). Graf 

lobster L5(2; 3) memiliki himpunan label simpul *        +  *          +, 

himpunan label busur *          +, dan konstanta ajaib k =130. Sedangkan graf 

lobster L6(2; 3) memiliki himpunan label simpul *        +  

*           +, himpunan label busur *          +, dan konstanta ajaib k 

=162.  
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Gambar 3.3 (a)Pemberian label simpul pada graf lobster L5(2; 3), 

(b) Pemberian label simpul pada graf lobster L6(2; 3), 

(c) PTBA 20-busur berurutan pada graf lobster L5(2; 3), 

(d) PTBA 27-busur berurutan pada graf lobster L6(2; 3). 

 

Seperti yang telah dijelaskan pada Teorema 2.2, bahwa dual dari PTBA b-

busur berurutan pada graf G adalah suatu PTBA (v-b)-busur berurutan.  

Pada Teorema 3.1 diberikan PTBA b-busur berurutan pada graf lobster 

Ln(2; r). Banyaknya simpul pada graf lobster Ln(2; r) adalah    (    ) dan 
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nilai b pada Teorema 3.1 adalah    {

   

 
(    )            

 

 
(    )         

 , sehingga 

didapat     {

   

 
(    )            

 

 
(    )         

 yang merupakan nilai b untuk 

pelabelan dual dari pelabelan yang diberikan Teorema 3.1. Dual dari PTBA b-

busur berurutan pada graf lobster Ln (2; r) ditunjukkan oleh Akibat 3.1. 

Akibat 3.1 Setiap graf lobster Ln (2; r) memiliki PTBA b-busur berurutan dengan 

  {

   

 
(    )            

 

 
(    )          

. 

Nilai konstanta ajaib pada pelabelan yang diberikan Akibat 3.1 adalah 

  {
(    )(    )            
  (    )         
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(a) (b)

Gambar 3.4 (a) PTBA 25-busur berurutan pada graf lobster L5(2; 3),  

                     (b) PTBA 27-busur berurutan pada graf lobster L6(2; 3) 

Contoh pelabelan dual dari PTBA 20-busur berurutan graf lobster L5(2; 3) 

yaitu PTBA 25-busur berurutan ditunjukkan oleh Gambar 3.4 (a) dan pelabelan 

dual dari PTBA 27-busur berurutan pada graf lobsterL6(2; 3) yaitu PTBA 27-

busur berurutan ditunjukkan oleh Gambar 3.4 (b). Pada PTBA 20-busur berurutan 
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graf lobster L5(2; 3), nilai      dan      , sedangkan pada pelabelan 

dualnya, nilai      dan      . Pada PTBA 27-busur berurutan graf lobster 

L5(2; 3), nilai      dan      , sedangkan pada pelabelan dualnya, nilai 

     dan      . 

Selanjutnya pada Subbab 3.2 akan dibahas PTBA b-busur berurutan pada 

graf lobster Ln(2; r, s). 

 

3.2 PTBA b-Busur Berurutan pada Graf Lobster Ln(2; r, s) 

Pada subbab ini akan dibahas mengenai PTBA b-busur berurutan pada 

graf lobster Ln(2; r, s). Graf lobster Ln(2; r, s), adalah graf lobster semi teratur 

dengan n menyatakan banyak simpul pada lintasan, 2 menyatakan banyak simpul 

berjarak 1 dari setiap simpul lintasan (kedua simpul ini disebut simpul pertama 

dan simpul kedua), r adalah banyak daun pada simpul pertama dan s adalah 

banyak simpul daun pada simpul kedua. 
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Gambar 3.5 Penamaan simpul dan busur pada graf lobster Ln(2;r, s) 
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Gambar 3.5 merupakan penamaan simpul dan busur pada graf lobster Ln(2; 

r, s),    adalah simpul ke-i pada lintasan,    dan    adalah simpul-simpul berjarak 

1 dari simpul ke-i pada lintasan,   
 
 dan   

 
 adalah simpul daun ke-j pada simpul 

berjarak 1 dari simpul ke-i pada lintasan. Banyaknya simpul pada graf lobster 

Ln(2; r, s) adalah            (     ) dan bayaknya busur adalah 

                (     )   . 

Diberikan hasil yang diperoleh untuk PTBA b-busur berurutan pada graf 

lobster Ln(2; r, s) yang ditunjukkan oleh Teorema 3.2. 

Teorema 3.2 Setiap graf lobster Ln (2; r, s) memiliki PTBA b-busur berurutan 

dengan   {

   

 
(     )            
 

 
(     )         

. 

Bukti :  

Nyatakan   {

    

 
(     )             

  

 
(     )           

   *       +    

  *       +       *       +. 

Label simpul dari graf lobster Ln(2; r, s) adalah sebagai berikut: 

 (  )  {

   

 
(     )                

  
 

 
(     )             

    (3.8). 

 (  )  {

   

 
(     )                

  
 

 
(     )               

    (3.9). 

 (  
 
)  {

  
   

 
(     )                      

 

 
(     )                     

   (3.10). 

 (  
 )  {

  
   

 
(   )  

   

 
(   )                    

   

 
(     )                      

 (3.11). 
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 (  )  {
  

   

 
(   )  

   

 
(   )              

 

 
(     )               

   (3.12). 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa himpunan label simpul graf lobster 

Ln (2; r, s) terbagi menjadi 2 himpunan bilangan berurutan yang terpisan sejauh e. 

Pertama akan diberikan himpunan label         
 
   
 
, dan    dari graf lobter Ln (2; 

r, s). 

   * (  )             + 

 {
   

 
(     )    

   

 
(     )    

   

 
(     )      

   

 
(     )   }  

 {  (     )     (     )      
   

 
(     )   }   

   * (  )            + 

 {  
 

 
(     )   

 

 
(     )     

 

 
(     )}  

 {  (     )    (     )     
 

 
(     )}   

   * (  )             + 

 {
   

 
(     )    

   

 
(     )    

   

 
(     )      

   

 
(     )   }  

 {  (     )     (     )      
   

 
(     )   }   

   * (  )            + 

 {   
 

 
(     )      

 

 
(     )        

 

 
(     )   }  

 {  (     )       (     )        
 

 
(     )   }   
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   { (  
 )                 } 

 {  
   

 
(     )      

   

 
(     )        
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 )      
   

 
(     )      

   

 
(     )        

   

 
(     )        
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(     )  

   }  
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(     )  

    
 

 
(     )        

 

 
(     )}   

   { (  
 )                 } 

 {  
   

 
(   )  

   

 
(   )      

   

 
(   )  

   

 
(   )      

  
   

 
(   )  

   

 
(   )      

   

 
(   )  

   

 
(   )    

  
   

 
(   )  

   

 
(   )        

   

 
(   )  
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(   )      
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 {                         (   )  (   )  

     (   )  (   )        (   )  (   )        

   

 
(   )  

   

 
(   )      

   

 
(   )  
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(     )  
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 )     }   
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(   )  
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Maka himpunan label simpul graf lobster Ln(2; r, s) adalah  

 ( )                                 

     {  (     )     (     )      
   

 
(     )   }  

{  (     )    (     )     
 

 
(     )}  

{  (     )    (     )     
 

 
(     )}  

{  (     )       (     )        
 

 
(     )  

 }  {                (     )      (     )  

      (     )        
   

 
(     )      

   

 
(     )        

   

 
(     )   }  {(     )    

  (     )        (     )  (     )      

 (     )         (     )   
 

 
(     )      

 

 
(     )        

 

 
(     )}  {              

           (   )  (   )       (   )  (   )  

      (   )  (   )        
   

 
(   )  

   

 
(   )    

  
   

 
(   )  

   

 
(   )        

   

 
(   )  

   

 
(   )  

 }  {          (     )    (     )     (     )  

      
   

 
(     )      

   

 
(     )        

   

 
(  

   )     }  {         (   )  (   )     

   

 
(   )  

   

 
(   )}  {(     )     (     )  

   (     )      
 

 
(     )   }  

 

{
 
 

 
 {        

   

 
(     )   }  {            

   

 
(   )  

   

 
(   )}

                                                                                                                                                           

{        
 

 
(     )}  {            

 

 
(     )}                                    

 

(3.13). 
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Pada persamaan (3.13) didapat nilai   {

   

 
(     )             

 

 
(     )          

.  

Jika pada persamaan (3.13) disubstitusikan nilai 

  {

    

 
(     )             

  

 
(     )           

 akan didapat jarak antara himpunan 

pertama dan himpunan kedua pada label simpul, yaitu  

 Untuk n ganjil 

    
    

 
(     )    (

   

 
(     )   )   (     )       

 Untuk n genap 

    
  

 
(     )    (

 

 
(     ))   (     )     . 

Dapat dilihat bahwa himpunan label simpul graf lobster Ln(2; r, s) terbagi menjadi 

2 himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh e.  

 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa himpunan   * ( )  

 ( )       + membentuk himpunan e bilangan bulat positif berurutan. 

Pembuktian ini akan dibagi menjadi 5 kasus, yaitu : 

1.     
 
 untuk    ;    . 

2.      untuk    . 

3.      untuk    . 

4.     
 
 untuk    ;    . 

5.        untuk    . 

Ilustrasi untuk setiap kasus ditunjukkan oleh Gambar 3.6. 
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Gambar 3.6 (a) Kasus 1, (b) Kasus 2, (c) Kasus 3, (d) Kasus 4, (e) Kasus 5 

 

1. Kasus 1:Busur     
 
 dengan     dan    .  

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap. 

 Untuk i ganjil  

    (  )   (  
 ) 

 
   

 
(     )      

   

 
(     )    

   (   )(     )      

Dengan mensubstitusi              dan    , didapat himpunan  

   { (  )   (  
 )                  } 

 *  (   )(     )        (   )(     )    

      (   )(     )        (   )(    

 )        (   )(     )        (   )(  

   )          (   )(     )        
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(   )(     )          (   )(     )    

  +. 

 *                      (     )        

 (     )            (     )          

(   )(     )        (   )(     )        

  (   )(     )      +   

 Untuk i genap 

    (  )   (  
 ) 

   
 

 
(     )  

 

 
(     )      

    (     )       

Dengan mensubstitusi             dan    , didapat himpunan  

   { (  )   (  
 )                } 

 *   (     )         (     )          

 (     )            (     )        

 (     )            (     )          

 (     )         (     )          

 (     )      +   

 

2. Kasus 2: Busur      dengan    . 

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap. 

 Untuk i ganjil 

    (  )   (  ) 

   
   

 
(   )  

   

 
(   )  

   

 
(     )    

    (     )       

Dengan mensubstitusi             ,  didapat himpunan  

   * (  )   (  )    + 

 *  (     )         (     )          

 (     )      +   
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 Untuk i  genap 

    (  )   (  ) 

 
 

 
(     )      

 

 
(     ) 

    (     )     

Dengan mensubstitusi            , didapat himpunan  

   * (  )   (  )            + 

 *   (     )       (     )        

 (     )    +   

 

3. Kasus 3: Busur      dengan    .  

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap. 

 Untuk i ganjil  

    (  )   (  ) 

   
   

 
(   )  

   

 
(   )  

   

 
(     )    

    (     )     

Dengan mensubstitusi              dan didapat himpunan  

   * (  )   (  )             + 

 *  (     )       (     )         (    

 )   +   

 Untuk i genap 

    (  )   (  ) 

 
 

 
(     )      

 

 
(     )    

    (     )       

Dengan mensubstitusi             dan didapat himpunan  

   * (  )   (  )            + 

 *   (     )         (     )          

 (     )      +   
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4. Kasus 4: Busur     
 
 dengan     dan    .  

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i ganjil dan i genap. 

 Untuk i ganjil  

    (  )   (  
 ) 

 
   

 
(     )      

   

 
(   )  

   

 
(   )    

    (     )       

Dengan mensubstitusi              dan    , didapat himpunan  

   { (  )   (  
 )                  } 

 *  (     )        (     )          

(     )         (     )        

 (     )         (     )          

 (     )         (     )        

 (     )     +  

 *  (     )        (     )          

(     )    (     )         (     )    

     (     )      (     )        

 (     )         (     )+. 

 Untuk i genap 

    (  )   (  
 ) 

   
   

 
(     )    

   

 
(     )      

    (     )  (     )     

Dengan mensubstitusi              dan    , didapat himpunan  

   { (  )   (  
 )                 } 

 *   (     )  (     )       (     )  

(     )         (     )  (     )      

 (     )  (     )       (     )  

(     )       (     )  (     )        
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 (     )  (     )       (     )  

(     )         (     )  (     )   +   

 

5. Kasus 5: Busur        dengan    .  

Kasus ini akan dibagi menjadi 2 bagian, yaitu untuk i genap dan i ganjil.  

 Untuk i ganjil. Tanpa kehilangan keumuman, asumsikan i ganjil dan i+1 

genap. 

    (  )   (    ) 

   
   

 
(   )  

   

 
(   )  

   

 
(     )    

    (     )     

 Untuk i genap. Tanpa kehilangan keumuman, asumsikan i genap dan i+1 

ganjil. 

    (  )   (    ) 

 
 

 
(     )      

(   )   

 
(   )  

(   )   

 
(   ) 

    (     )     

Untuk i ganjil dan i genap didapat persamaan yang sama, yaitu      

 (     )   . 

Dengan mensubstitusi     dan didapat himpunan  

   * (  )   (    )    + 

  *  (     )       (     )         

 (     )   +   

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bobot busur   * ( )   ( )       + 

membentuk himpunan e bilangan bulat positif berurutan. 

                             

   *                      (     )        

 (     )            (     )          

(   )(     )        (   )(     )          

(   )(     )      +  *   (     )        

 (     )           (     )            (    
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 )         (     )            (     )        

   (     )         (     )          

 (     )      +  *  (     )         (     )  

         (     )      +  *   (     )      

 (     )         (     )    +  *  (     )  

     (     )         (     )   +  *  

 (     )         (     )           (    

 )      +  *  (     )        (     )        

  (     )    (     )         (     )      

   (     )      (     )         (     )  

       (     )+  *   (     )  (     )      

 (     )  (     )         (     )  (     )  

     (     )  (     )       (     )  

(     )       (     )  (     )        

 (     )  (     )       (     )  (     )  

       (     )  (     )   +  *  (     )      

 (     )          (     )   +  

 *                 (     )   +  (3.14). 

Dari persamaan (3.14) dapat dilihat bahwa himpunan   * ( )   ( )       + 

membentuk himpunan e bilangan bulat positif berurutan, sehingga menurut 

Lemma 3.1 terbukti bahwa graf lobster Ln(2; r, s) memiliki PTBA b-busur 

berurutan dengan 

  {

   

 
(     )            

 

 
(     )         

.    ■ 

Seperti yang diberikan oleh Lemma 3.1, pelabelan f dapat ditingkatkan 

menjadi PTBA b- busur berurutan dengan konstanta ajaib        . 

Konstanta ajaib pada PTBA b- busur berurutan pada graf lobster Ln(2; r, s) adalah  
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       , dimana      ( )      dan 

  {

    

 
(     )               

  

 
(     )           

  

          

 {

   

 
(     )     (     )    

    

 
(     )              

 

 
(     )   (     )    

  

 
(     )             

 

 {
(    )(     )            

  (     )         
.  

Contoh pemberian label pada graf lobster Ln(2; r, s) dengan menggunakan 

persamaan (3.8) sampai (3.12) ditunjukkan oleh Gambar 3.7 (a) untuk n ganjil 

yaitu L3(2; 3, 5) dan Gambar 3.7 (b) untuk n genap yaitu L4(2; 3, 5). Pada graf 

lobster L3(2; 3, 5) disubstitusikan nilai   
    

 
(     )    

     

 
(    

 )       sehingga diperoleh PTBA 13-busur berurutan busur ajaib graf 

lobster L3(2; 3, 5) seperti yang ditunjukkan oleh Gambar 3.7 (c) dan pada graf 

lobster L4(2; 3, 5) disubstitusikan nilai   
  

 
(     )    

   

 
(    

 )       sehingga diperoleh PTBA 22-busur berurutan busur ajaib graf 

lobster L4(2; 3, 5) seperti yang ditunjukkan oleh Gambar 3.7 (d). Graf lobster pada 

L3(2; 3, 5) memiliki himpunan label simpul *        +  *          +, 

himpunan label busur *          +  dan konstanta ajaib k = 92. Sedangkan graf 

lobster L4(2; 3, 5) memiliki himpunan label simpul 

*        +  *          +, himpunan label busur *          +, dan 

konstanta ajaib k =132. 
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Gambar 3.7 (a) Pemberian label simpul pada graf lobster L3(2; 3, 5), 

(b) Pemberian label simpul pada graf lobster L4(2; 3, 5), 

(c) PTBA 13-busur berurutan pada graf lobster L3(2; 3, 5), 

(d) PTBA 22-busur berurutan pada graf lobster L4(2; 3, 5). 

 

Seperti yang telah dijelaskan pada Teorema 2.2, bahwa dual dari PTBA b-

busur berurutan pada graf G adalah suatu PTBA (v-b)-busur berurutan.  

Pada Teorema 3.2 diberikan PTBA b-busur berurutan pada graf lobster 

Ln(2; r). Banyaknya simpul pada graf lobster Ln(2; r, s) adalah    (     ) 
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dan nilai b pada Teorema 3.2 adalah    {

   

 
(     )            

 

 
(     )         

 , 

sehingga didapat     {

   

 
(     )            

 

 
(     )         

 yang merupakan nilai 

b untuk pelabelan dual dari pelabelan yang diberikan Teorema 3.2. Dual dari 

PTBA b-busur berurutan pada graf lobster Ln (2; r) ditunjukkan oleh Akibat 3.2. 

Akibat 3.2 Setiap graf lobster Ln (2; r, s) memiliki PTBA b-busur berurutan 

dengan   {

   

 
(     )            

 

 
(     )         

. 

Nilai konstanta ajaib pada pelabelan yang diberikan Akibat 3.2 adalah 

  {
(    )(     )            
  (     )         

.  

(a)

65 64
20

19

18

15

14

13

17 2524
21

22

23

27
28
29

30

26 16
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10 11
57
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Gambar 3.8 (a) PTBA 20-busur berurutan pada graf lobster L3(2; 3,5), 

       (b) PTBA 22-busur berurutan pada graf lobster L4(2; 3, 5) 

Contoh pelabelan dual dari PTBA 13-busur berurutan pada graf  lobster 

L3(2; 3, 5) yaitu PTBA 20-busur berurutan ditunjukkan oleh Gambar 3.8 (a) dan 

contoh pelabelan dual dari PTBA 22-busur berurutan pada graf lobster L4(2; 3, 5) 

yaitu PTBA 22-busur berurutan ditunjukkan oleh Gambar 3.8 (b). Pada PTBA 13-

busur berurutan pada graf lobster L3(2; 3, 5), nilai              , sedangkan 
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pada pelabelan dualnya, nilai               . Pada PTBA 22-busur 

berurutan pada graf lobster L4(2; 3, 5), nilai               , sedangkan 

pada pelabelan dualnya, nilai               .  

Telah dibuktikan pada Bab 3 bahwa graf lobster Ln(2; r) dan Ln(2; r, s) 

memiliki PTBA b-busur berurutan. Pada bab selanjutnya akan dibahas mengenai 

kesimpulan dari hasil-hasil yang telah diperoleh.  
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BAB 4 

KESIMPULAN 

 

 Dalam skripsi ini telah dibuktikan bahwa graf lobster Ln(2; r) dan Ln(2; r, 

s) memiliki PTBA b-busur berurutan. Pada tabel 4.1 diberikan kesimpulan dari 

hasil-hasil yang telah diperoleh. 

Tabel 4.1 Pelabelan Total Busur Ajaib b-Busur Berurutan  

Graf b p k Keterangan 

Lobster Ln(2; r) 

   

 
(    )    

    

 
(    )    

(    )(    )    

n ganjil 
   

 
(    )    

    

 
(    )    

(    )(    )    

 

 
(    ) 

  

 
(    )    

  (    ) n genap 

Lobster Ln(2; r, s) 

   

 
(     )    

    

 
(     )    

(    )(     )    

n ganjil 
   

 
(     )    

    

 
(     )    

(    )(     )    

 

 
(     ) 

  

 
(     )    

  (     ) n genap 

 

 Penelitian lebih lanjut mengenai konstruksi PTBA b-busur berurutan pada 

graf lobster Ln(q; r) dan Ln(q; r, s) untuk nilai b yang belum ditemukan diberikan 

pada masalah terbuka berikut. 

Masalah Terbuka 1. Apakah graf lobster Ln(q; r) memiliki PTBA b-busur 

berurutan untuk setiap nilai q. 

Masalah Terbuka 2. Apakah graf lobster Ln(q; r, s) memiliki PTBA b-busur 

berurutan untuk setiap nilai q. 
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