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ABSTRAK

Nama : Setiawan
Program Studi : Magister Matematika
Judul - Kontrol Optimal Penyebaran Tuberkulosis dengan

Exogenous Reinfection

Penyakit TBC adalah penyakit menular yang disebabkan oleh bakteri Mycobacterium
tuberkulosis (Mtb). Sejak tahun 1993, WHO (World Health Organization) menyatakan
bahwa penyakit Tuberkulosis (TBC) merupakan kedaruratan global. Indonesia sekarang
berada pada ranking kelima negara dengan beban TBC tertinggi di dunia. Model
matematis kontrol epidemik TBC dengan Exogenous Reinfection sebagai permasalahan
kontrol optimal yang diselesaikan dengan mentransformasikan ke dalam bentuk
permasal ahan pemrograman tak linear (nonlinier programming). Kontrol dalam
penelitian ini adalah pengontrolan yang ditujukan untuk menekan terjadinya Exogenous
Reinfection, bertujuan untuk meminimalkan jumlah individu TBC aktif (infectious)
melalui penerapan kontrol optimal. Simulas padatesisini ditinjau dari dua keadaan

Ry (Basic Reproduction Ratio) , dengan Ry > 1 untuk kasus terjadinya endemik dan Ry <
1 untuk kasus tidak terjadinya endemik.

Kata kunci : Kontrol Optimal, Tuberkulosis, Exogenous Reinfection ,
Model TBC

Xiv+90 halaman ; 27 gambar; 6 tabel; 2 lampiran
Daftar Pustaka  : 11 (1985-2011)
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ABSTRACT

Name : Setiawan
Study Programe : Mathematics
Title : Optimal Control of the Spread of Tuburculosis with

Exogenous Reinfection

Tuberculosisis an infectious disease caused by the bacterium Mycobacterium
tuberculosis (Mtb) . In 1993, World Health Organization (WHO) declared Tuberculosis
(TB) isaglobal emergency. Indonesia now is ranked fifth highest TB burden countriesin
the word. The mathematical epidemic model of TB control with Exogeneous
Reinfectionthe asthe optimal control problem is solved by transforming the problem
into form nonlinier programming. Control of the research is aimed at controlling the
pressure of Exogenous Reinfection, aiming to minimize the number of individualswith
active TB through the application of optimal control. Simulation in this thesis are in terms
of two states R, (Basic Reproduction Ratio), with Rg > 1 for case accurrence of endemic

and Ry < 1 for case no accurrence of endemic

Keywords: Optimal control, Tuberculosis, Exogenous Reinfection,
TB mode

Xiv+90 pages ; 27 pictures; 6 tables; 2 attachments
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sgjak tahun 1993, WHO menyatakan bahwa penyakit Tuberkulosis (TBC)
merupakan kedaruratan global. Sejak tahun 2003 sampai dengan 2011,
diperkirakan masih terdapat sekitar 9,5 juta kasus baru TBC, dan sekitar 0,5 juta
orang meninggal akibat TBC di seluruh dunia[9]. Indonesia sekarang berada pada
ranking kelima negara dengan beban TBC tertinggi di dunia. Estimasi prevalensi TBC
untuk semua kasus adalah sebesar 660.000 dan estimasi insidensi berjumlah 430.000
kasus baru per tahun. Jumlah kematian akibat TBC diperkirakan 61.000 kematian per
tahunnya[11]. Selain itu, pengendalian TBC mendapat tantangan baru seperti ko-
infekst TBC/HIV, TBC yang resistan obat dan tantangan lainnya dengan tingkat
kompleksitas yang makin tinggi bagi kemanusiaan.

Penyakit TBC adalah penyakit menular yang disebabkan ol eh bakteri
Mycobacterium tuberkulosis (Mtb). TBC menular dan menyebar melalui udara
oleh partikel kecil yang berisi kuman tuberkul osis yang disebut “droplet nukleus™ .
Jikatidak diobati, setiap orang dengan TBC aktif menginfeks padarata-rata 10
sampai 15 orang setiap tahun [9].

Penderita Tuberkulosis yang tidak mengalami gejala-gejala terinfeks
Tuberkulosis, tetapi sebenarnya bakteri Mtb sudah dalam tubuh penderita tersebut
namun belum aktif disebut dengan penderita Tuberkulosislaten. Hal itu terjadi
karena adanya imunitas (daya tahan tubuh) yang dapat menghentikan
perkembangan bakteri tersebut. Penderita Tuberkulosis laten dapat berkembang
menjadi Tuberkulosis aktif jikaterjadi kontak langsung dengan individu yang
menderita Tuberkulosis aktif. Hal ini terjadi karena bakteri pada penderita
Tuberkulosis laten berkembang pesat dengan adanya kontak tersebut. Akibatnya
jikaindividu terjangkit Tuberkulosis, maka hal tersebut tidak dapat hanya dilihat
sebagai akibat utama dari faktor-faktor yang menyebabkan penyakit Tuberkulosis
tetapi juga kemungkinan terjadinya exogenous reinfection .

Karena yang menjadi sumber penyebaran TBC adalah penderita TBC itu
sendiri, pengendalian TBC dapat dilakukan dengan mengurangi banyaknya pasien
1
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TBC tersebut. Adadua carayang tengah dilakukan untuk mengurangi banyaknya
penderita TBC saat ini, yaitu terapi dan imunisasi. PengendalianTBC dapat juga
dilakukan dengan upaya pencegahan agar tidak tertular.

Salah satu pendekatan untuk menjelaskan solusi dari permasalahan yang
terjadi dalam dunia nyata adalah menerjemahkan permasal ahan ke dalam bahasa
matematika. Dengan menerjemahkan permasal ahan ke dalam bahasa matematika
akan didapatkan model matematika, yaitu hasil perumusan yang menggambarkan
permasal ahan yang akan dicari solusinya. Model matematika dapat diterapkan
untuk mengetahui penyebaran penyakit Tuberkulosis, diharapkan model
matematika yang didapat bisa membantu untuk mencari solusi bagaimana
mengatasi penyebaran penyakit Tuberkulosis yang kompleksitasnya cenderung
meningkat.

Seringkali parailmuan menganalisis suatu sistem dari suatu fenomena
(alam atau buatan) dengan tujuan agar sistem tersebut terkontrol atau bisa
dioptimalkan kinerjanya dengan membuat model matematikanya.

Dalam tugas akhir ini, dibentuk suatu model pengontrolan optimal
Penyebaran Tuberkulosis dengan exogenous reinfection . Exogenous Reinfection
adalah terkenainfeksi ulang dari luar tubuh penderita.

1.2 Rumusan Masalah

Bagaimana strategi pengontrolan optimal penyebaran tuberkulosis dengan
exogenous reinfection di suatu daerah tertutup dimana seseorang dalam
populasi tersebut akan terinfeks jika melakukan kontak |angsung dengan

individu yang terinfeksi ?

1.3 Tujuan Penulisan

Menemukan strategi pengontrolan optimal penyebaran tuberkulosis dengan

exogenous reinfection.
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1.4 Metode Penelitian
1.4.1 Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan dengan mencari
referensi yang menunjang penelitian. Referensi yang dipakai adalah buku, jurnal
ilmiah, maupun artikel dari internet tentang penanganan Tuberkulosis dan kontrol
optimal. Memperdalam pemahaman tentang model sistem sebagai ide untuk
melakukan pembahasan masalah, dan juga pemahaman masalah kontrol optimal
yang nantinya digunakan untuk mencari bentuk kontrol optimal dari model yang
akan dibahas. Selain itu memahami teori-teori yang mendukung pembahasan
Prinsip Maksimum (Minimum) Pontryagin dan metoda numerik terutamayang

membahas tentang diferensiasi numerik.

1.4.2 Penyelesaian Kontrol Optimal

Padatahap ini dicari penyelesaian masal ah kontrol optimal dengan
menggunakan metoda Prinsip Maksimum (Minimum) Pontryagin yaitu dengan
membentuk persamaan Hamiltoniannya dan menentukan co-state sehingga

selanjutnya dapat diperoleh fungs pengontrolnya.

1.4.3 Simulasi Numerik

Pada tahap ini dilakukan pendeskritan dengan menggunakan metoda
Runge Kutta Orde 4 dan disimulasikan dengan menggunakan MATLAB. Pada
persamaan state disel esaikan dengan menggunakan skema maju yaitu
menggunakan hampiran beda maju (forward difference approximation) sedangkan
persamaan co-state diselesaikan dengan menggunakan skema mundur yaitu

menggunakan hampiran beda mundur (backward difference approximation).

1.4.4 Penarikan Kesimpulan

Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan mengenai kontrol
optimal dan penanganannya pada model tuberkul osis dengan melihat dari hasil
pembahasan analitik dan simulasi numeriknya.
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BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Aspek Klinis Penyakit Tuberkulosis (TBC)

Penyakit TBC adalah penyakit menular yang disebabkan oleh bakteri
Mycobacterium tuber culosis yang sebagian besar menyerang organ paru-paru
manusia. Selain menyerang paru-paru, bakteri Mycobacterium tuberculosis juga
dapat menyerang otot, sendi, tulang, sumsum, sistem pusat syaraf, sistem limpa,
dan saluran urine, serta menyerang banyak sistem organ.

Jika seseorang terinfeksi TBC, maka bakteri penyebab TBC tinggal di
dalam tubuhnya dalam kondisi tidak aktif. Tetapi, bakteri tersebut dapat
berkembang menjadi bakteri yang berada dalam kondisi aktif.

Walaupun bakteri penyebab TBC, yang tinggal di dalam tubuh penderita
TBC, dapat berkembang menjadi bakteri yang berada dalam kondisi aktif, namun
sistem kekebalan tubuh manusia pada umumnya dapat mencegah terjadinya hal
tersebut dan membuat bakteri tetap berada dalam kondisi tidak aktif. Tetapi, jika
sistem kekebalan tubuh melemah, maka bakteri penyebab TBC akan mudah
berkembang menjadi bakteri yang berada dalam kondisi aktif. Oleh karenaitu,
individu yang terinfeksi TBC dapat dibedakan menjadi terinfekst TBC tanpa
menimbulkan gejala dan tidak dapat menularkannya ke individu lain disebut
individu TBC laten (exposed), dan terinfekst TBC dengan menimbulkan gejala
dan dapat menularkannya ke individu lain, disebut dengan individu TBC aktif
(infectious).

Indikasi dan gejala TBC aktif biasanya berkembang dalam 2 — 8 minggu
setelah terinfeksi TBC. Indikasi dan gegjala TBC aktif antaralain : batuk
berkepanjangan (lebih dari 3 minggu) yang terkadang disertai dengan batuk darah,
rasa sakit saat mengambil nafas atau saat batuk, kehilangan berat badan secara
drastis, badan terasa amat |elah, demam ringan, keringat deras di malam hari,
kedinginan, dan kehilangan selera makan.

Individu TBC laten dapat berubah menjadi individu TBC aktif, dimana
perubahannya disebabkan oleh salah satu dari dua faktor berikut:

4
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1. Karenalemahnya sistem kekebalan tubuh individu TBC laten
sehingga bakteri di dalam tubuhnya berkembang menjadi bakteri
yang aktif (endogenous reactivation).

2. Individu exposed memperoleh infeksi baru karena kembali
melakukan kontak langsung dengan individu TBC aktif
(exogenous reinfection).

Berdasarkan karakteristik penyebaran penyakit TBC yang tingkat
penyebarannya sangat ditentukan oleh penderita TBC aktif, usaha untuk menekan
perubahan individu TBC laten menjadi individu TBC aktif menjadi suatu
keharusan di samping pengobatan efektif terhadap individu TBC aktif.

Penderita TBC yang telah menerima pengobatan efektif dan dinyatakan
sembuh secara klinis, namun demikian bakteri TBC masih adadi dalam tubuh
dengan jumlah kecil sertalemah. Oleh sebab itu daya tahan tubuh (imunitas)
masih dapat menekan bakteri tersebut berkembang. Dalam kondisi tertentu
apabila penderita yang telah sembuh dapat terinfeksi kembali setelah mel akukan
kontak yang individu aktif TBC. Oleh sebab itu pengendalian yang efektif bagi
populasi penderita TBC aktif menjadi sangat penting, sehingga bila suatu daerah
dengan tingkat keterinfeksian kembali tinggi hal ini akan mengakibatkan semakin
beratnya penanganan penyebaran penyakit TBC pada daerah tersebuit.

Dengan permasalahan di atas penanganan medis akan semakin berat
apabilatingkat keterinfeksian kembali tidak dikendalikan. Proses pengendalian
menjadi suatu keharusan untuk mengurangi biaya medis yang dilakukan bila tidak
semakin banyak biaya yang dikeluarkan untuk melakukan usaha medis tersebut.

Perubahan banyaknya penduduk pada daerah tersebut dipengaruhi oleh
penyebaran epidemi TBC dengan exogenous reinfection . Penyebaran epidemi
TBC dengan exogenous reinfection secara matematis dapat digambarkan sebagai

suatu sistem persamaan diferensial nonlinear.

2.2 Proses Pemodelan

Di dalam epidemiologi dikenal istilah individu susceptible, individu
exposed, individu infectious, dan individu recovered. Individu susceptible adalah
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individu yang sehat dan dapat terinfeksi penyakit. Individu exposed adalah
individu yang terinfeksi penyakit tetapi belum dapat menularkannya ke individu
yang lain. Individu infectious adalah individu yang terinfeksi penyakit dan dapat
menularkannya ke individu yang lain. Individu recovered adalah individu yang
telah sembuh dari penyakit.[6]

Model epidemi penyakit yang membagi populasi menjadi empat kelas
individu, yaitu individu susceptible, individu exposed, individu infectious, dan
individu recovery disebut dengan model SEIR. Salah satu contoh penyebaran
penyakit yang dapat dimodelkan dengan model SEIR adalah penyebaran TBC. [1]

2.2.1 Pemodelan Penyebaran TBC dengan Exogenous Reinfection

Dalam proses pemodelan penyebaran TBC dengan exogenous reinfection pada
suatu daerah, banyaknya individu terbagi menjadi empat kelas individu, yaitu: [2]
1. Individu yang belum terinfeksi TBC dan dapat terinfeksi TBC disebut
individu rentan (susceptible).

2. Individu yang terinfeks TBC tetapi belum dapat menularkannya ke
individu lain disebut individu TBC laten.

3. Individu yang terinfeksi TBC dan dapat menularkannya ke individu lain
disebut individu TBC aktif.

4. Individu yang telah sembuh dari TBC dan dapat terinfeksi kembali oleh
TBC disebut individu sembuh TBC (Treated).

v

s S E T

l H lﬂ i lﬂ lu

\ 4

Gambar 2.1. Diagram kompartemen model penyebaran TBC

dengan exogenous reinfection
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Adapun parameter-parameter yang digunakan dalam proses pemodelan
penyebaran penyebaran TBC dengan exogenous reinfection dapat dilihat pada
Tabel 2.1,

Tabel 2.1 Parameter-parameter Epidemik yang digunakan [2][7]

Parameter | Deskripsi

A Banyaknyaindividu rentan yang dilahirkan per satuan waktu
£ Laju Transmisi penginfeksian TBC dari individu rentan ke
individu TBC laten dan individu TBC aktif
p Proporsi menjadi individu TBC aktif, ( faktor exogenous
reinfection) 0<p </
ps Proporsi rata-rata banyaknya individu TBC laten memperoleh
infeks baru dari satu individu TBC aktif per satuan waktu,
H Laju kematian alami
d Laju kematian individu TBC aktif
k Laju perubahan individu TBC laten menjadi individu TBC aktif
per satuan waktu
r Laju kesembuhan individu TBC aktif per satuan waktu
c Laju kontak per kapita
o Proporsi individu TBC aktif yang gagal dalam pengobatannya dan
berubah menjadi individu TBClaten 0<o<1
off proporsi rata-rata banyaknyaindividu sembuh TBC terinfeks

TBC oleh satu individu TBC aktif per satuan waktu

Asumsi-asumsi yang digunakan dalam proses pemodelan penyebaran TBC

dengan exogenous reinfection adalah sebagai berikut :

1. Populas penduduk bersifat tertutup dalam pengertian bahwa terjadinya
pertambahan atau pengurangan jumlah penduduk melalui emigrasi dan
imigrasi diabaikan.
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Populasi penduduk bersifat homogen.

3. Setigp individu TBC aktif memiliki probabilitas yang sama untuk
menularkan TBC ke setiap individu rentan dan individu sembuh.

4.  Individu rentan dan individu sembuh dapat terinfeksi TBC jika melakukan
kontak langsung dengan individu TBC aktif

5. Individu TBC aktif yang telah diobati namun tidak menyelesaikan
pengobatannya dapat berubah menjadi individu TBC laten .

6. Individu yang telah sembuh dari TBC tidak kembali menjadi individu TBC
laten.

Selanjutnya akan dijelaskan proses pembentukan model epidemik TBC dengan

exogenous reinfection untuk tiap-tiap kelas.

A. Perubahan banyaknya individu rentan terhadap waktu (t)

Misalkan S (t ) menyatakan banyaknya individu rentan pada saat t maka pada
selang waktu At akan terjadi perubahan banyak individu rentan yang dipengaruhi
oleh:
1. Jikabanyaknyaindividu yang dilahirkan padawaktu t sebesar A maka S(t)
akan bertambah sebesar A At.
2. Jikaproporsi banyaknyaindividu TBC aktif yang melakukan kontak

langsung dengan individu rentan padawaktu t sebesar Iﬁ dan laju
penginfeksian sebesar 3, dan laju kontak perkapita sebesar ¢ maka S(t)
akan berkurang sebesar (. Slﬁ)At.

3. Jikalgu kematian alami dari individu rentan per satuan waktu sebesar u ,
maka S (t ) akan berkurang sebesar (uS )At.
Sehingga model matematis dari perubahan banyaknya individu rentan terhadap
waktu (t) adalah sebagai berikut:
AS=S(t+At) - (t) = (4 - BcSd - uS)At

. AS
lim—=A-4cSL—uS
At—0 At IB N #
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%zA—ﬂCS'W—yS (2.1)

B. Perubahan banyaknya individu TBC laten terhadap waktu (t)

Misalkan E(t) menyatakan banyaknyaindividu TBC laten pada saat t maka pada
selang waktu At akan terjadi perubahan banyak individu TBC laten yang
dipengaruhi oleh:

1. Jikapropors banyaknyaindividu TBC aktif yang melakukan kontak

langsung dengan individu rentan pada waktu t sebesar lﬁ danlgju

penginfeksian sebesar A, maka E(t) akan bertambah sebesar

|
[ pc SﬁjAt :

2. Jikapropors banyaknyaindividu TBC aktif yang melakukan kontak
langsung dengan individu sembuh TBC pada waktu t sebesar Iﬁ , dan lgju

penginfeksiannya sebesar gfic , maka E(t) akan bertambah sebesar

I
offcT — |At.
P
3. Jikapropors banyaknyaindividu TBC aktif yang melakukan kontak
langsung dengan individu sembuh TBC pada waktu t sebesar lﬁ , tingkat

exogenous reinfection sebesar p maka lgju penginfeksiannya sebesar pfc ,
maka E(t) akan berkurang sebesar ( pp cElﬁjAt :

4. Jikalaju kematian alami dari individu TBC laten per satuan waktu sebesar u
, maka E (t ) akan berkurang sebesar (1E) At.

5. Jikalgu perubahan dari individu TBC laten menjadi individu TBC aktif
persatuan waktu sebesar k maka E (t ) akan berkurang sebesar (KE )At.

Sehingga model matematis dari perubahan banyaknya individu exposed

terhadap waktu (t) adalah sebagai berikut:
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AE = E(t+ 4t)— E(t) = (8¢S — pACE L — (1 + K)E+ofcT L)t
im 55 = S - PACE L —(u+K)E+apeT &

——=pBcSt - pBCEL —(u+K)E+oBcT L (2.2)

C. Perubahan banyaknya individu TBC aktif terhadap waktu (t)

Misalkan I(t) menyatakan banyaknyaindividu TBC aktif pada saat t maka pada
selang waktu At akan terjadi perubahan banyak individu TBC aktif yang
dipengaruhi oleh:

1. Jikaproporsi banyaknyaindividu TBC aktif yang melakukan kontak

langsung dengan individu TBC |aten pada waktu t sebesar Iﬁ , tingkat
exogenous reinfection sebesar p maka laju penginfeksiannya sebesar pfc ,
maka | (t) akan bertambah sebesar (pﬂcElﬁjAt .

2. Jkalau kematian alami dari individu TBC aktif per satuan waktu sebesar u
, makal (t) akan berkurang sebesar ( ul )At.
3. Jkalgukematian individu TBC aktif per satuan waktu sebesar d , maka |
(t) akan berkurang sebesar ( dI )At.
4. Jkalaju pengobatan dari individu TBC aktif menjadi individu sembuh
TBC persatuan waktu sebesar r makal (t) akan berkurang sebesar ( rl )4t.
5. Jikalgu perubahan dari individu TBC laten menjadi individu TBC aktif
persatuan waktu sebesar k maka E (t ) akan bertambah sebesar ( kE )At.
Sehingga model matematis dari perubahan banyaknya individu TBC aktif
terhadap waktu (t) adalah sebagai berikut:

Al =1 (t+4t)=1(t)=(pBCEL +KE—(u+r +d)l )t

Al |
Ll‘tlm)]_pﬂcEN+kE (p+r+d)l

%: PBCE L +KE —(u+r+d)l (2.3)
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D. Perubahan banyaknya individu sembuh TBC terhadap
waktu (t)

Misalkan T(t) menyatakan banyaknyaindividu yang sembuh dari TBC pada saat
t maka pada selang waktu At akan terjadi perubahan banyak individu sembuh
TBC yang dipengaruhi oleh :

1. Jkapropors banyaknyaindividu TBC aktif yang melakukan kontak

langsung dengan individu sembuh TBC padawaktu t sebesar Iﬁ danlgu

penginfeksiannya sebesar ofic , maka T(t) akan berkurang sebesar

(O‘ﬁ cT IﬁjAt i

2. Jkalau kematian alami dari individu sembuh TBC per satuan waktu
sebesar 1, makaT (t) akan berkurang sebesar ( «T")At.
3. Jkalau pengobatan dari individu TBC aktif menjadi individu sembuh
TBC persatuan waktu sebesar r makaT (t ) akan bertambah
sebesar (rl )At.
Sehingga model matematis dari perubahan banyaknya individu sembuh TBC
terhadap waktu (t) adalah sebagai berikut:

AT =T(t+4t)— 1(t) = (1l =oBCcT 4 — 1T At

. AT
lim=—=rl —oBcT - —uT.
At—0 At Gﬁ NTH
daT
E:rl —ofCT 4 — uT . (2.4)

Dari persamaan 2.1 sampai dengan 2.4 maka pola penyebaran epidemi TBC
dapat dibuat model matematika sebagai berikut : [ 2]

ds
= _ A-BcS)l—usS,
p BCSy—u

dE _
dt
di

e PBCE L +KE—(u+r+d)l,

PSSy — PBCEL —(u+K)E+ofcT;,
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daT

— =1l —ofCT - — uT,

a BCT G-

dengan N=S+E+1+T. (2.5

2.2.2 Model Epidemik Exogenous Reinfection TBC dengan Kontrol

Pengendalian Penyebaran TBC dapat dilakukan dengan menekan jumlah
individu TBC aktif dan individu TBC laten. Upaya untuk menilai efektivitas
relatif dari tindakan intervensi (mengontrol) yang bertujuan untuk mengurangi
jumlah individu TBC laten dan individu TBC aktif menular dengan biaya minimal
pada horizon waktu yang terbatas. Selanjutnya tindakan intervens efektif dan
efesien disebut kontrol optimal.

Beberapa upaya tindakan untuk mengontrol :

1. Upayayang dibutuhkan untuk mengurangi atau mencegah reinfeksi
individu yang sembuh diobati.

2. Upaya untuk mengurangi kontak dengan individu menular melal ui
kebijakan isolasi, atau jarak sosial, atau melalui administrasi (jika tersedia)
dari vaksin atau obat yang mengurangi kerentanan terhadap infeksi.

3. Mengontrol pengobatan TBC, upaya diarahkan pada mengobati individu
yang terinfeksi.

Upaya optimal untuk mengontrol individu terpapar dan menularkan
kuman TBC seminimal mungkin sambil menjaga biaya kontrol serendah
mungkin. Selanjutnya upaya kontrol optimal tersebut akan dirumuskan model
epedemik TBC dengan Exogenous Reinfection .[ 7]

Model dengan Kontrol

ds I

—=A-uS-pcS—

o = THSTASY

OI—E—ﬂCSI——p,Bc(l—u)El——( +k)E+o~ﬁcT|— (2.6)
dt N N A N '
a_ ,Bc(l—u)EI—+kE—( +d+r)l

dt N #
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dT I

— =1l +—ul —offcT —

dt HT=af ety

Variabel u(t) adalah variabel pengontrol . Koefisien 1-u(t) merupakan upaya
untuk mencegah reinfeksi dalam rangka untuk mengurangi kontak antaraindividu
TBC laten dengan individu TBC aktif. Jikau = 1 artinya adalah pencegahan
exogenous reinfection mencapai 100% efektif, sedangkan u = 0 akan didapat

model exogenous reinfection TBC tanpa kontrol.

2.2.3 Pemodelan Performance Index (Fungsi Objektif)

Selanjutnya akan dimodel kan suatu suatu performance index ( fungsi
objektif ) yang menyatakan banyaknyaindividu TBC aktif dan biaya dari usaha
medis serta non medis yang dilakukan. Y ang menjadi tujuan dari usaha medis
serta non medis tersebut adalah meminimumkan banyaknya individu TBC aktif
dan biaya yang dikeluarkan. Tujuan tersebut dapat diperoleh dengan mengurangi
kontak antara individu TBC laten dengan individu yang menularkan dan
mengefektifkan pengobatan yang diberikan bagi individu TBC aktif.

Berdasarkan fakta bahwa hubungan antara biaya yang dikeluarkan untuk
usaha medis dan non medis ( u(t) ) dengan banyaknyaindividu TBC aktif
memiliki hubungan tidak linier sehingga fungsi biaya dimodelkan nonlinear dan
dipilih fungsi kuadratik u?(t).

Berdasarkan uraian di atas dapat dirumuskan fungsi biaya adalah Au?(t)
dengan A merupakan variabel bobot dan penyeimbang dari keuntungan
biaya[7][5]

Dari pembahasan di atas diperoleh fungsi obyektifnya sebagai berikut :

I()= (1) + Au?(t) ot 2.7)

Pemodelan matematis dari masalah pengoptimalan di atas adalah pengontrolan
medis atau non medis yang bertujuan mengurangi sekecil mungkin jumlah

individu TBC aktif dengan biaya pengendalian minimum.
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2.2.4 Basic Reproduction Ratio

Formula Basic Reproduction Ratio dari model matematika (2.6) dapat
dituliskan dalam bentuk [3]

Sc Kk

u+r+d u+k

(2.8)
(penurunan formula dapat dilihat pada lampiran 2)

dengan menyatakan proporsi rata-rata banyaknya individu susceptible

w+r+d
yang terinfeksi TBC oleh satu individu TBC aktif selama periode penginfeksian

dari individu TBC aktif tersebut dan menyatakan bagian dari populasi

u+Kk
yang telah melewati periode laten, yaitu interval waktu antara saat terinfeksi dan
saat mulai dapat menularkan penyakit. Sehingga £, pada persamaan (2.8)
menyatakan nilai dari banyaknya kasusinfeks kedua, yang dihasilkan oleh satu

individu TBC aktif dari kasusinfeks pertama selama periode penginfeksian dari
individu TBC aktif tersebut dalam populasi individu rentan.
Berdasarkan rumus £, pada persamaan (2.8), terlihat bahwa faktor-faktor yang

sangat berpengaruh terhadap penyebaran penyakit TBC adalah proporsi rata-rata
banyaknya individu rentan terinfeksi TBC oleh satu individu TBC aktif per
satuan waktu (f) , tingkat terjadinya kontak dengan individu TBC aktif (c), tingkat
kematian secara alami per satuan waktu (u) , tingkat kesembuhan per satuan
waktu (r), dan tingkat kematian yang disebabkan oleh TBC per satuan waktu (d).
Semakin besar proporsi rata-rata banyaknya individu rentan terinfeksi TBC oleh
satu individu TBC aktif per satuan waktu atau semakin besar tingkat terjadinya
kontak dengan individu TBC aktif, maka semakin besar kemungkinan terjadinya
epidemi TBC, begitu pula sebaliknya; dan semakin besar tingkat kematian secara
alami per satuan waktu atau semakin besar tingkat kesembuhan per satuan waktu
atau semakin besar tingkat kematian yang disebabkan oleh TBC per satuan waktu,
maka semakin kecil kemungkinan terjadinya epidemi TBC, begitu pula
sebaliknya.
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Nilali Basic Reproduction Ratio dibagi menjadi dua kategori yaitu Ry> 1
artinyatingkat terjadinyainfeks keduatinggi untuk kasus ini terjadinya endemik
dan Ry < 1 artinyatingkat terjadinyainfeks keduarendah untuk kasusini tidak
terjadinya endemik. Endemik adalah suatu keadaan dimana penyakit telah
menetap dalam masyarakat pada suatu tempat / populasi tertentu.

2.3 Masalah Kontrol Optimal

Pada prinsipnya, tujuan dari kontrol optimal adalah menentukan signal kontrol
yang akan diproses oleh plant dan memenuhi konstrain fisik. Plant diterjemahkan
sebagai suatu tempat atau keadaan dimana suatu proses dinamik terjadi,
selanjutnya plant dideskripsikan sebagal sistem persamaan diferensial orde satu.
Kemudian, pada saat yang sama dapat ditentukan ekstrim (maksi mum/minimum)
yang sesuai dengan kriteria performance index [5]

Perhatikan gambar skema kontrol [5] :

kontrol input output
> p +——
u(t) y(0)
plant
input c e
r(t) state x(t)
pengontrol

Gambar 2.2 Skema kontrol

Pada Gambar 2.2 masalah kontrol optimal adalah mendapatkan kontrol optimal

(u* ) , tanda* menyatakan kondisi optimal yang akan mendorong dan mengatur
plant P dari keadaan awal sampai keadan akhir dengan beberapa konstrain pada
kontrol dengan keadaan dan waktu yang sama dapat ditentukan keadaan ekstrim
berdasarkan performance index yang diberikan.

Secara umum dapat diformulasi dari permasalahan kontrol optimal yang
diberikan adalah[5] :

1. Mendeskripsikan secara matematik artinya diperoleh model matematika
dari proses terjadinya pengendalian (secara umum dalam bentuk variable
keadaan).
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2. Spesifikasi dari performance index.
3. Menentukan kondisi batas dan konstrain fisik pada keadaan (state) dan

atau kontrol.

2.3.1 Kondisi Transversalitas
Kasus Khusus

Pandang masalah berikut untuk masing - masing kasus:

Maks  J :}f (t,x(t),u(t)) dt (2.14)
{u(t)} 0

dengan  X(t)= g (t,X(t),u(t)), i =12,...n
x (0) = x°, i=12,..,n

Ambil fungsi A(t)=[ A41(t),A5(t),...,45(t)] dengan A(t) adalah fungsi kontinu.
Dalam masalah ini diperlukan kondis transversalitas (transversality condition)
yaitu suatu syarat yang berfungsi memberikan syarat tambahan mengingat bahwa
X(T) tidak ditentukan.

Kasus khusus (2.14) memiliki beberapa kemungkinan kondisi transversalitas
sebagai berikut [ 8] :

T tetap (fixed) dan Xx(T) = x; bebas (free).
T bebas dan x(T)= x; tetap.
T dan x(T)= x; bebas.

A 0w

T dan x(T)= x; tetap.

Dalam tugas akhir ini kondisi yang memenuhi adalah kondisi pertama
yaitu T tetap dan Xx(T)= x; bebas. Kondisi ini dapat diselesaikan dengan

Prinsip Maksimum (Minimum) Pontryagin
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2.3.2 Prinsip Maksimum Pontryagin

Prinsip maksimum (Maximum principle) merupakan suatu kondisi
sedemikian sehingga dapat diperoleh penyelesaian kontrol optimal yang sesuai
dengan tujuan (memaksimalkan performaceindex). Hal ini, telah dikembangkan
pada tahun 1950 oleh L.S. Pontryagin dan rekan kerjanya, yang diaplikasikan
pada masalah kalkulus variasi. [ 8]

Berikut ini, dibahas contoh kasus yang menjadi ide dasar untuk membantu
mendapatkan penyel esaian kontrol optimal pada suatu model.

Pandang suatu sistem dari n persamaan diferensial order 1

x (D)= g (LXO)u(t)),  i=12,..n (2.10)
dengan X(t) =[x, (t), X, (t),-.., X, ()] dan u(t) =[u,(t),uy(t),....u,(t)]
terdefinisi pada interval waktu tetap [t ,t;]. Dan dengan syarat awal

X (t,) =%, i=12,..,n (2.11)

Di sini gi, Xi, ux adalah fungsi bernilai real, dengan k=1,2,...,m.

t
Pandang juga fungsi target J = j f(t,x(t),u(t)) dt. Misalkan U adalah kelas
to

semua fungs u(t).

Masalah kontrol optimal adalah masalah pemilihan suatu fungs u(t) dari suatu
himpunan fungsi U untuk memaksimumkan (meminimumkan) suatu fungsi target
J dengan kendala (2.10) dan (2.11), secara matematis dapat dinyatakan sebagai:

t
max J = [ f{t,x(t),u(t))dtdengant e [to,t:] (2.12)
fu(t)} to

% (t)=g;(t,x(t),u(t))
Kondisi awal (initial conditions)
%(t,)=x", i=1,2,..n (xio tetap)
Kondisi akhir (terminal condition)
%(t)=x", i=12,.,p
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%(ty)=xt, i=p+1..0q (xt, i=1,..,q)
X (ty)bebas, 1=q+1,..,n
u(t) 77 U dan U adalah himpunan yang ditetapkan di dalam R™

Selanjutnya diasumsikan f,g; :—f dan Zﬂ adalah fungsi kontinu untuk
X X
j j
semuai=12,..n dan j=1,2,.......Nn
Dan variabel uk(t) , k=1, 2,..., mdisebut variabel kontrol ,variabel x;(t), i =
1,2,...,ndisebut variabel state. Range dari u(t) di U disebut daerah kontrol.
Untuk menyel esaikan masal ah kontrol optimal digunakan Prinsip Maksimum

Pontryagin yang dinyatakan dalam teorema berikut

Teorema 2.1: Prinsip Maksimum Pontryagin

Dengan spesifikasi masalah (2.12), agar u*(t) adalah solusi optimal, dengan

X" (t) yang bersesuaian maka terdapat konstanta A, dan fungsi bernilai kontinu
dan tidak nol, A(t)=[ A;(t),A5(t),.... A5(t)] Untuk setiap t, <t <t;
sedemikian sehingga

(i). A(t) bersama X" (t)dan u” (t) dapat menyel esaikan sistem Hamiltonian
berikut:

/{izai’ /{i:—OH

o, ox

., 1=12,..n

dimana H didefinisikan:

Hx(t),u(t)t,A(t)] =ﬂof(X(t),U(t),t)+Zn:ii(t)9i[X(t),U(t),t]
i=1

dan H* = H[ x"(t),u”(t),t,A(1)]

(2.13)
selanjutnya Ay =1 atau A5 =0

(ii). H[ X"(t),u™(t),t,A(t)] = H[x"(t),u(t),t,A(t)] vVu(t)eU
yaitu H dimaksimumkan terhadap u(t).
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(iii). Nilai 4;(t) mengikuti kondisi transversalitas
memenuhi :

Ai (t1) =kondis tidak dapat ditentukan, i=12,...,p
2i(t)=0,  x(t;)=0jikax(t;)>xt, i=p+1..q
X (t,)bebas, i=q+1,...,n

Catatan:

Jika U™ (t) berada di daerah kontrol U dan jika setiap g; merupakan fungsi

kontinu terdiferensial pada u maka kondisi (ii) dari teorema 2.1

mengakibatkan 2i =0, k=12,..r
Uy

Contoh 2.1 : Selesaikan masalah kontrol optimal berikut
1

Maks X+ U)dt,
{u(t)} ! ( )
dengan ;<(t):1—u2, x(0)=1.
Penyelesaian:
Dari keterangan masalah Contoh 2.1 waktu akhir ditentukan dan keadaan akhir
tidak ditentukan. Dengan teori yang dibahas di depan, didapat:
Hamiltoniannya dari masalah di atas adalah:
n
H=1f+> 40 =x+u+A(1-u®).
i=1

Dan sistem Hamiltoniannya adalah

x=M _q_y2 (2.15)
oA
G- _ (2.16)
OXy

dengan mengintegralkan persamaan (2.16) dan sifat
A(1)=0diperolen 4 = -t + k dan k=1 sehinggadidapat 1 =1-t.
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Dari sifat optimal maka Z—H =1-2ul =0 atau
u

1 1

U= T (2.17)

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.17) ke persamaan (2.15) akan diperoleh

X = 1—m. Dengan mengintegralkan persamaan ini terhadap t dan dengan
-t
syarat batas x(0) =1 akan diperoleh x=t - ! +§
41-t) 4

Maka solusi optimal yang dihasilkan adalah :

fon o, A 5
X (t)=t 4(1—t)+4'
u (t):2(1—t) At)=1-t.

2.3.3 Rasionalisasi Prinsip Maximum (Minimum)

Pada sub bab ini akan dilakukan pendefinisian kontrol optimal yang cukup
sederhana.
Misalkan x(t) adalah variabel state, u(t) adalah variabel kontrol, t adalah waktu
dengan to <t <T (to boleh 0 dan T boleh o), X(to) = X°, x(T)=x" dan diasumsikan
u(t) adalah fungs kontinu (piecewise continous) dan terdeferensial di t .
Tujuan dari masalah kontrol optimal adalah untuk menentukan variabel kontrol u*
yang bergerak dari x° ke x" sedemikian hingga[ 10 ]

T
J= j f(x,ut)dt maksimum
0

dimana f(x,u) merupakan fungsi kontinu dan terdeferensial di t dan dipengaruhi

oleh kendala X = g(x,u,t) dengan g(x,u,t) adalah fungsi kontinu ~dan
terdeferensial di t.

Jadi masalah kontrol optimal secara matematis dapat ditulis sebagai optimisasi
berkendala sebagai berikut:
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dengan x = g(x,u,t) (2.18)
x(0) = X% x(T) = x

Jikau* diperoleh makax* yang bersesuaian dapat diperoleh juga. Sekarang akan
dibahas syarat perlu dan syarat cukup dari solusi optimal dari permasalahan
(2.18).

Syarat Perlu
Pada bagian ini, dibahas syarat perlu yang harus dipenuhi u* dan x* (solus dari
permasal ahan (2.18). Untuk mencari u* dan x* yang bersesuaian maka diperlukan

pengertian mengenai fungsi Hamiltonian.

Misalkan /(t) melambangkan pengali Lagrange untuk kendala X — f(x,u) maka
definisikan fungsi Lagrange sebagai berikut : [ 10] [ 5]

T o
L=J+ jﬁ(g(x,u,t)— x)dt (2.19)
0

f(x,u,t)t +1./1[g(x,u,t)— >.<]dt

O —y— O ———

[f(x,u,t)+lg(x,u,t)—/1>.<jdt

Kemudian definisikan fungsi Hamiltonian dari masalah di atas sebagai berikut:

H(x,u,t) = f(x,u,t) + Ag(x,u,t) (2.20)
sehingga didapat:
T .
sz(H(x,u,t)—lx)dt (2.21)
0

T T o
= j H (x,u,t )t —ji xdlt
0 0
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T .
H(x,u,t) dt —(xlxg - x4 dtJ
0

H () dt — (A(T)X(T)— 2(0)x(0))+ [ x ct

H(xu.t)t + [ 3t~ (A(T)(T) - 2(0)x(0)

O — O t—— O ——— O *——

(H (x,u,t)+ A xjdt —(A(T)X(T)-2(0)x(0)) , (2.22)

B oL lim  L(x(t)+ Ax(t),u(t)) - L(x(t),u(t))
d-= &d au ™ [Ax(t) -0 AX(t) ]dx+

( lim L(x(t),U(t)+AU(t)_L(X(t)’u(t))Jdu
Au

t)—>0 Ault)

Dengan asumsi A(0) = 0 maka dari persamaan (2.22) didapat

T .
dL = j(ﬁ du+ ((Z—H + ﬂjdxjdt —A(T)dx" .
X

Oau

Dengan menggunakan prinsip maksimum maka diperol eh:

dL = | (G—Hdu (ﬁ+;1jdxjdt—/1(T)de=0
o\ ou OX

AT)x" =0 = A(T)=0

— oH
[ oH s u
|3 —du 5 A jde=0 = O<t<T
OX M oH
0 l=—""
OX

(2.23)

Dan berdasarkan definis Hamiltonian: H(x,u,t) = f(x,u,t) + Ag(x,u,t) maka
X = f(x,u,t):a—H
oA

Dari uraian di atas didapat syarat perlu untuk memaksimumkan /meminimumkan

L adalah
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M _o o<t<T
u
b a=-M o<t<T
OX

d. A(T) = 0 (X(T) = X" jika x" diketahui)

Syarat Cukup
Selanjutnya digunakan uji turunan kedua untuk memastikan kondisi maksimum
dan kondisi minimum sebagai berikut : [ 10] [ 5]

a  Kondisi maksimum

2
0 ': <0, artinya U* memaksimumkan permasalahan (2.18)
ou

b. Kondisi minimum

2
88 I: >0 ,artinya U* meminimumkan permasalahan (2.18)
u

Untuk menguji masalah kontrol optimal (2.18) memenuhi syarat cukup untuk
maksi mum/minimum dapat pula mengunakan teorema 2.2 mengenal syarat cukup
asalkan f(x,u) dan g(x,u) permasalahan (2.18) adalah fungs konveks'konkav dari

xdanu.

Teorema 2.2 : Syarat Cukup
Misal f(x,u) dan g(x,u) adalah fungs terdiferensialkan dan konveks dari x dan u

dalam permasalahan berikut : [ 8]
T
Min J = f(x,u,t)dt
fu(o) £ (cutd
x=g(x,u,t) (2.24)
x(0) = X, x(T) = X"
Misal x*, u* dan Amemenuhi syarat perlu berikut ini :

a éa_H =0 = f,(x,u,t) + Agu(x,u,t) =0
u
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b. 1 = —aa—t'( =2 =—f,(x,u,t)-Ag,(xu) (2.25)
X =(2—|:|1 = g(x,u,t)

d. A(T) = 0 (x(T) = x" jikax" diketahui)

Jika g(x,u) fungsi nonlinear dari x atau u atau keduanya serta x dan 4 dimisalkan
kontinu dengan A(t) > 0 untuk setiap t. Maka x* dan u* merupakan solusi dari
(2.24). Jadi jika fungs f dan g konveks di x dan u maka syarat perlu (2.25) juga
merupakan syarat cukup untuk optimal.

Bukti :

Misa : x*, u*, 2 memenuhi (2.25)

- oH
, hi X=—= Ut
X, umemenuhi x= =~ g(x,ut)

.
akan ditunjukkan bahwa D = [(f* —f)dt <O

Karenaf fungs konveks dari (x,u) maka
f*-f < (x*-Xf* + (U* - uf,*

sehingga

D< —xf+ —u ]dt

<[l

0

T

j[ (-49.- ) (o —u)—(zguﬂdt

0

T T

=—[(x Lt + [ 2[-(x . —(u* —u)g, Jdt
0 0

-

= [2]g* —g - (x* -x)g - (u* ~u)g, Jct

0

-

= [Alg* —g—((x* —x)g, +(u* —u)g, ot

0

KarenaA(t) >0 dan dengan asumsi g fungsi konveks makaterbukti bahwaD <0

Universitas Indonesia

Kontrol optimal..., Setiawan, FMIPA Ul, 2012.



25

Dengan persamaan-persamaan (2.19) — (2.23), kita dapat menentukan u*,
X* dan 4.

Langkah-langkah Penyelesaian Masalah kontrol Optimal

Secara garis besar langkah-langkah untuk menyel esaikan masalah kontrol optimal
adalah sebagai berikut :

1. Definisikan fungsi Lagrange:

L=J +tflg(x,u,t)— X dit
to
2. Definisikan fungsi Hamiltonian:
H(x,u) = f(x,u,t) + 1g(x,u,t)
3. Tentukan {u(t)}, {A(t)} dan {x(t)} yang memenunhi:

—=0,0<t<T
ou
b 1=- geteT (2.26)
OX
* OH
=—=f(x,u

d. A(T) = 0 (X(T) = x" jika x" diketahui )

e. x(0) = xX°

4. Uji tununan kedua

a  Kondisi maksimum

0%H . ; .
5 <0 ,artinya U memaksimumkan
ou

b. Kondisi minimum

0°H . . N
> =0, artinya u meminimumkan
ou
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Jkax(t) = [x1(t),...xn(0)], At) = [A1(D),....An(1)] dan u(t) = [uy(t),...,.um(t)] maka
(2.26 ) menjadi:

a ﬁ:O d=1,..m 0<t<T
ou,
b.i=-M =1 no<teT (2.27)
6Xi
C. .i _oH f(x,u),i=1,..,n
o

d. 4i(T) = 0 (x(T) = X' jikax' diketahui),i = 1,...,n
ex(0)=x"i=1..n

f. Uji turunan kedua

Kondisi maksimum

0°H : ; .
5 <0 ,artinya U memaksimumkan
aui

Kondisi minimum

0°H . . -’
;=0 atinya u” meminimumkan
aui

Untuk lebih jelasnya diberikan contoh sebagai berikut
Contoh 2.2.
Selesaikan masalah kontrol optimal berikut:

1
Maks J = J'\/Udt
0

u(e)}

dengan ;<:—u , X0)=1 x(1)=0 (2.28)
Penyel esaian:
1. Definisikan fungsi Lagrange untuk masalahini :

L :Jl\/adt+Jl/1(—u—X)jt
0 0

Universitas Indonesia

Kontrol optimal..., Setiawan, FMIPA Ul, 2012.



27

2. Definisikan fungsi Hamiltonian untuk masalah ini:

H(x,u) = f(x,u) + Ag(x,u) = ~u + A(-u)

3. Akan ditentukan {u(t)}, {A(t)} dan {x(t)} yang memenuhi (2.28):
1 1

a ﬁ:EU_E—/1:O:>U_5:21:> u=i
ou 2 42
3
0°H - . :
b — =——u <0 , U memaksimumkanJ
u
¢ 1=-M 0=
OX
d. ;(:a_H:f(x,u):—u:>>.<:—i:>x(t)=c2—L
oA 472 4,

d. x(o)zcz—i =1=c=1

42
e. X(l)ZCZ—iZ202 1—%:0:}]‘ :1:(;1
41 a1 2
Jadi diperoleh solusi optimal sebagai berikut:
! 1 =1ldan ¥ =1- t =1-

_E_

2

{2)
2

2.3.4 Kontrol Optimal dengan Kontrol Terbatas

Berikut ini, dibahas contoh kasus khusus yang menjadi ide dasar untuk
membantu mendapatkan penyelesaian kontrol optimal pada suatu model.
Diberikan permasalahan sebagai berikut [8] :

1

Max [ f(t,x(t).u(t))dt (2.29)

(o)

dengan  x(t)=g(tX(1)u(t)  X(to)=% (2:30)
a<u<b (2.31)

Untuk x(t) = g(t,x(t),u(t)) dapat ditulis g(t,x(t),u(t))—=x(t)=0 sedemikian
sehingga diperoleh Fungsi Lagrangian sebagai berikut :
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L= f(x,u,t)+ﬂ(g(x,u,t)—>‘<)= f(x,u,t)+ﬂ,.g(x,u,t)—ﬂ>.<

Misalkan, J adaah integral dari to sampai t; untuk L.

t
J= Il(f(x,u,t)+l.g(x,u,t)—)tx}dt (2.32)
to

Padahal

L,
—J./lxdtz—/l(t)x(t)
to

t1 .
1 +Ix/1dt
to

to

t1 ]
= —A(t )X(ty )+ Aty )X(to ) + jxﬂdt
to
Sehingga diperoleh

t [}
J= Il( f(x,u,t)+A4.g(xu,t)+ x/ljdt — At )X(ty )+ Aty )X(tg ) (2.33)
to

Berarti untuk J bernilai maksimum

t1 3
J = I(f(x* U5 )+ A.9(xu )+ xﬂ)dt—}u(t1 IX () + Aty )X (tg)
to
(2.34)
Dengan menggunakan persamaan (2.33) dan (2.34) dapat diperoleh
t1 o
J-J" = J'[f(x,u,t)+/1.g(x,u,t)+ xﬂjdt—/l(tl IX(ty )+ Aty )x(ty ) —
to
t1 o
I(f(x*,u* D+ .9(x,u" )+ xljdt—/l(tl)x*(tl)+/1(to X (tg)
to

t1 R
- I(f(x,u,t)— PO Um0+ AlgOout) = g(x ' )+ A(x=x )jdt—
to

At )Xt ) = X (1))+ At Yx(te ) = X' (1)

Karenax(t) mempunyai nilai awval maka X(ty )= X"(ty) =X,
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t1 o
J-J3" = I(f(x,u,t)— POt )+ Alg(xut) - g(x U )+ A(x— X )jdt
to
—A)X(t) =X (1) (2:35)
Kemudian, dilakukan ekspansi deret Taylor terhadap persamaan
f(x,ut)- f(x*,u*,t)+/1.(g(x,u,t)—g( X*,u”t )), sedemikian  hingga

menjadi

J-J"= tjl( f +A0, +/.1j(x—x*)+( fy + A9, +/°1)(U—u*)dt—/1(t1 )(X(tl )= X(ty ))

'e}

4]
—jhol
to
(2.36)
of of 8 8
Untuk £, =2 fy ==, x:@_?(’ Gu :a_g

Asumsikanbahwa 8 =J —J", &x=X—X", du=U—-U", sehinggadapat ditulis
kembali

t1 3

oJ = I( f, + 10, +i)5x+(fu +/1gu)§udt—/1(t1 Jox(ty) (2.37)
f

Dengan memilih /4 yang memenuhi 4 = (f, +2g, ), A(t;)=0 (2.38)

4]
Sehingga persamaan ( 2.37 ) dapat direduksi menjadi &J = '[ (f, + Ag, )oudt

to

Sedemikian hingga untuk x , u, 2 merupakan solusi yang optimal maka

g
8 = [(fy+Agy)oudt <0 (2.39)
o

Untuk itu, dibutuhkan suatu kemungkinan untuk memodifikasi du yang memenubhi
persamaan (2.39 ) . Jika kontrol optimal adalah pada batas bawah a untuk t maka
modifikasi kontrol a + du yang tidak bisa kurang dari a, jadi dibutuhkan éu > 0.
Dengan carayang sama, jika kontrol optimal adalah pada batas atas maka bentuk
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modifikasi kontrol b + du yang tidak bisalebih dari b, jadi dibutuhkan ou < 0.
Kesimpulannya

ou=>0 jikau=a
ou<0 jikau=Db
ou=0 jlkaa<u<b

Supaya persamaan (2.38) konsisten untuk semua ou, karenaitu dipilih

ut) =a jika dan hanyajika f, + g, <0 padat
a<u(t)<b jikadan hanyajika f,+ 49, =0 padat
ut)=b jika dan hanyajika f, + 19, =0 padat (2.40)

atau ekivalen dengan

f, + 49, <0 dengan u(t) = a

f, + 19, =0dengan a <u(t) <»

f, + 19, >0dengan u(t) = b

Berarti, jika X* dan U™ penyelesaian persaman ( 2.29) sampai dengan ( 2.32)
maka harus terdapat fungsi 1 sedemikian hingga X* , U™ dan 2 memenuhi
persamaan (2.30) , (2.31) , (2.38) , dan (2.40) . Syarat-syarat kondisi tersebut
dapat diperluas dengan persamaan Hamiltonian adalah

H = f(xu,t)+Ag(x,ut)

Supaya optimal jika persamaan

Z_TJSO jikau=a
oH _
ou
oH

—2>0 jikau=b
ou

Dengan persamaan state dan co-state
* oH
X=—
oA
oH

1=-
OX

0 jikaa<u <b
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X(tg) =X dan A(t;)=0

Untuk kondisi ini pada persamaan Hamiltonian tersebut digeneralisasi dengan
memaksimalkan performance index (fungsi obyektif) dengan kendala ( 2.29)
yang dapat dinyatakan sebagai berikut :

Maks H = f(x,u,t)+ Ag(x,u,t) (2.41)
Kendalaa<u <b (2.42)
Dengan fungsi Lagrangian sebagai berikut :

L= f(x,u,t)+){g(x,u,t)—>.<)+hl.W1+h2.w2 (2.43)

L= f(x,u,t)+/1(g(x,u,t)—>.<)+(b—u).wl+(u—a).w2

Supaya optimal jika memenuhi
Supaya optimal jika memenuhi persamaan
1. Syarat perlu (Kondisi stasioner)

Z_L= FL(XULE) + A, (X,U,t) Wy + W, =0 (2.44)
u

wy >0, wy(b—-u)=0
w, >0, w2(u-a)=0
2. Persamaan keadaan

oo _oH
oA 04

X(tg) =Xo dan A(ty)=0
Dari persamaan (2.44 ) dapat diperoleh bentuk kontrol optimal u”.

Untuk lebih jelasnya diberikan contoh sebagai berikut :
Contoh 2.3.
5
Min J = [(u®+ x)dt
{u(t)} 5
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dengan x=u,0<u(t)<1, x(0)=0
Penyel esaian:

Hamiltonian dari masalah di atas adalah:
H=u+x+ Au

ﬁ:2u+ﬁ,
ou

2 o
97H _ 5 _ o (kondis minimum)
ou

Dan 3--Y _ 1 denganA(5)=0, 1=5-t.

OX

Berdasarkan (2.43), Lagrangiannya adalah:
L=u®+Xx+Au+w,(1-u)+w,u
%=2u+ﬂ,—wl+w2 =0
ou

—A+w—wW, t-5+w —Ww,

2 2

w; =0 , Wl(l-U) =0

wy, >0, wou=20
Akan ditinjau untuk nilai-nilai u yang fisibel:
Untuk O< u< 1 makaw; = wp = 0 sehingga

. t—5
u =——
2
: t—-5-w,
Untuk u= 0 makaw; = 0 sehingga u = .Danw, = t-52>0, maka
ur = 1=5 >0
2
t—5+w;

Untuk u=1 makaw, = 0sehinggau=1=
Danw; = 2—-(t-5) >0,
« t=5

u=——x<1
2
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Dari ketiga kasus tersebut, diperoleh: u” :?
Dimana dengan syarat batasnya O<u(t) <1 x(0)=0 sehingga
didapat:

« 1 5

X" ==t%2 -t
4 2

2.4 Metode Beda Hingga [4]

Suatu teori sederhana mengenai hampiran numerik untuk dapat diperoleh melalui
ekspansi deret Taylor dari f(x+h) di sekitar x :

- h? .. hit
f(x+h)= f(x)+hf (x)+§f (x)+§f (X)+ eeeee (2.45)
Pengurangan f(x) dari keduasisi dan membagi kedua sisi dengan ukuran

langkah h menghasilkan

— g " 2 om0
Dy (xh)= f(“hg ) _ (x)+%f (x)+g—!f (X)+ ...
—f'(x)+0(h),

dengan O(h) menyatakan suku galat pemotongan yang sebanding dengan h untuk

|h| < 1. Dari sini didapat hampiran beda maju (forward difference approximation)

untuk f (X)

f(x+h)="f(x)
h

Y ang memiliki galat sebanding dengan ukuran langkah h atau ekivalen dalam

orde dalam h

Berikutnya, dengan mensubtitusikan —h untuk h dalam persamaaan (2.46)

D1(x,h)= (2.46)

diperoleh hampiran beda mundur (backward difference approximation) untuk
f(x)

f(x)— f(x—h)
h

Untuk menurunkan rumus hampiran lain untuk turunan pertama, diambil deret

Dgi(x,h) = (2.47)

Taylor dari f(x+h) dan f(x-h) sampai orde kelima:
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f(x+h)=f(x)+hf (x)+h—2f (x)+h—3f (x)+ﬁf (x)+£f (X)+

h? h3 h* h°

f(x—h)= f(x)- hf(x)+—f (x)——f (x)+—f (x)——f "(X) + e

Dan membagi selisih antara kedua persamaan dengan 2h untuk mendapatkan

hampiran beda pusat (central difference approximation) untuk f'(x) :

f(x+h)-f(x—h) h? h*

D(,(x,h)= o = £ (X)+ f (x)+—f (X) + e

= f'(x)+0O(h?)
Y ang mempunyai sebanding dengan h? , serupa dengan persaman (2.46) dan
(2.47)

2.5 Metode Runge-Kutta Orde 4 [4]

Metode Runge-K utta adalah teknik numerik yang digunakan untuk menyelesaikan

persamaan diferensial biasa.

M etode Runge-K utta memberikan hasil ketelitian yang lebih besar dan tidak

memerlukan turunan dari fungsi, bentuk umum dari metode Runge-K utta adal ah:

Yie1=Yi + hE(X,Y;, 4X) (2.48)

dengan F(xi, i, Ax) adalah fungsi pertambahan yang merupakan kemiringan
rerata padainterval.
Fungsi pertambahan dapat ditulis dalam bentuk umum:
F =aky +a)ks +...+a,k, (2.49)

dengan a adalah konstanta dan k adalah:

ki =1 (X, Vi)

ko =f (i + p1h, yi +dukih)

ks =f (X + p2h, yi + g21 kih + g22 koh)

kn=f X+ pn-1h, Vi + Qn-1,1kih+ Qn_1,2koh+ ...+ gn-1,n-1 Kn—1h)

Persamaan tersebut menunjukkan bahwa nilai k mempunyai hubungan berurutan.
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Nilal k; muncul dalam persamaan untuk menghitung kz, yang juga muncul dalam
persamaan untuk menghitung ks, dan seterusnya. Hubungan yang berurutan ini
membuat metode Runge-K utta adalah efisien dalam hitungan.

Metode Runge-Kutta Order 4

Metode Runge-Kutta order 4 banyak digunakan karena mempunyai ketelitian
lebih tinggi. Metode ini mempunyai bentuk:

yi+1=yi+%h(k1+2k2+2k3+k4) (2.50)

dengan:
k1 =f (X| 1 yi)

1 1
Ky = F(X +§h’ Yi +§k1h)

1 1
kg =f(x +=h,y;+=kyh
3 (| 2 Yi 22)

ks = f(X +h,y +ksh)

Contoh soal 2.3:

Selesaikan persamaan berikut dengan metode Runge-Kutta order 4.
v (t)=y(t)-t>+1,0<t<2, y(0)=05
Menggunakan metode Runge-Kutta orde 4 dengan lebar langkah h = 0,2

Penyelesaian:
Dinyatakan bahwa

f(t,y(t))=y(t)-t2+1 dan to=00,t1=02, t,=04,t3=06 ,t4=08 ,
ts = 14 e = 1,2 , 7= 1,4, tg= 1,6 , g = 1,8 , tio :2,0
Langkah pertama pada metode Runge-Kutta order 4 yaitu menghitung ki, ko, k3

dan k4.
ki = f(ty,Yo)= f(005)=05-02+1=15
ko = f(tg+01,y, +01k; )= f(0.10.0.65)=065-01% +1=164

kg = f(ty+0.1,yo +0.Lk,)= f(0.10.0.664) = 0664017 +1=1654
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ks = f(tg +0.2,y +0.2k, ) = (0.20.0.8308) = 0,8308 - 0,22 + 1 = 17908

Dengan menggunakan persamaan (2.50), dihitung nilai y (X):
y1(0,2)=y(0)+ %( 15+2(164)+2(1645)+1,7908) = 08293

Dengan carayang samay(0,4), ........, y(2) dapat dihitung .
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BAB Il
PEMBAHASAN DAN ANALISIS
KONTROL OPTIMAL PADA SUATU MODEL EPIDEMIK TBC
DENGAN EXOGENOUS REINFECTION

3.1 Penyelesaian Kontrol optimal

Untuk mendapatkan penyelesaian kontrol optimal dari persamaan-persamaan
berikut digunakan Prinsip Maksimum (Minimum) Pontryagin.
Model

%=A—,u8—ﬂcslﬁ

d—Ez,Bcsl—— pﬂC(l—u)EI——(,u+k)E+aﬂCTl—

dt N N N

dl I

i pﬂc(l—u)EN+ KE—(u+d+r)l

%—I: rl +—,uT—0'ﬂCTIN (3.2)

N(t)=S(t)+E(t)+I(t)+T(t)

Dimananilai u diambil dari himpunan U

ueU ={u(t)o<u(t)<10<t<T}

Sistem persamaan diferensial (3.1) disebut sebagal persamaan keadaan ( state
equation).

Performance index yang digunakan berdasarkan pembentukan fungsi obyektif
padabab Il adalah :

;
J[u]= j (1 + Au?)dt , A adalah variabel bobot yang berkorelasi dengan biaya
0

penggunaan kontrol (control cost) yaitu sebagai faktor penyeimbang dari biaya
pengontrolan sistem.

Dalam hal ini akan dicari fungsi u” yang mengakibatkan J yang memiliki nilai

minimum yaitu :

37
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J[u*Jz rJgLnJ[u] ,

dengan S(t,)=So, E(ty)=Eo, 1(to) =10, To(lo)=To

Dalam persoalan ini kasus T tetap dan X;(T) = Xinebas adalah syarat dari
kondisi transversal dengan kontrol terbatas dapat dibentuk fungsi Hamiltoniannya

sebagai berikut :
H=f(xu¢t)+1g(xu.,t)
H=I +Au2+ls(/l—,u8—ﬁ’cslﬁj+
I I I
/IE(ﬂcSN— pﬁc(l—u)EN—(,u+k)E+aﬂcTﬁj+ (3.2
/1|(pﬁc(l—u)Elﬁ+kE—(,u+d+r)|)+/1T(rI +—,uT—a,BcTINJ

Untuk mencari U™ (t) yang mengakibatkan perfor mance index minimum maka
berdasarkan Prinsip Maksimum (Minimum) Pontryagin didapat

H (X" (£).u" () 1,A(1))< H(x(E)u(t) 1, A(t))

X (1) =[S (OB (DT (1))

U*(t)=(u(1))

At) = (2s(t).2e(1). 4 (1), 27 (1))

Syarat perlu dari kondisi diatas adalah

o. _ﬁ o' _ ° ° ° °

XI _aﬂ,i ’ Xl(t) (S(t),E(t)’I(t)’T(t)j

Ji=-H  (T)=0i=SEldanT (3.3)
8Xi

Dijabarkan sebagai berikut :

«  oH
Jg=-21
ST 5s

.
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= ﬂs(/,l + ﬂCIﬁj - AE(ﬂclﬁj

* oH
*ETTE

:_[AE[_ pﬂc(l—u)lﬁ—(y+k)J+/1l (pﬂC(l—u)IN+ kD

=1E[pﬁo(1—u)'ﬁ+(y+k)j—zl (pﬂC(l—U)Iﬁwj

° 8H
S
1. /15( ﬂcS) AE(ﬂcS_pﬂc(l—u)E (u k)E+GﬁCTj
N N N N
/1|(—pﬁC(L_U)E—(y+d+r)j+,1T(r—°'f\‘;Tj
1. A(ﬁcsj (ﬂcS_pﬂc(l—u)E (i k)E+G'BCT]
N N N N
/1|(—pﬂc(:lL\l_u)E—(y+d+r))+ﬂT(—r+—Gf\|CTj
° oH
lT__E

- —(ﬂe(dﬂclﬁj aa( - Gﬁclﬁjj
i (u v aﬂc'ﬁ) _ lE[aﬂclﬁj

Berdasarkan teori kontrol optimal dengan variabel kontrol terbatas dalam kasus
ini variabel kontrolnya yaitu U = {u(t)0<u(t)<10<t<T|
Selanjutnya dapat dibentuk fungsi lagrangian sebagai berikut :
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L=1+Au? +AS(A—ﬂS_ﬁcslﬁj+
EE(IBCSIN— pﬂc(l—U)Elﬁ—(,u+k)E+o,BcTIW)+

yn (pﬂc(l—u)EIN+kE—(y+d+r)|)+/1T[rI +—/¢T—o-ﬂcT|W)+wl(1—u)+w2u

Diperoleh :
%—ZAU+2 (pﬂcEl—j—}t (pﬁcEl—j—w + W.
ou E N | N 1+ Wa

2

8_I£ =2Au

ou

Karena A adalah bilangan positif dan ueU = {u(t)0<u(t)<10<t<T| maka
d%L . . —

—— 2 0, artinya memenuhi syarat cukup untuk mencapai nilai minimum

ou

Selanjutnya kontrol optimal u dapat diselesaikan dengan menggunakan kondisi

optimal, yaitu pada saat % =0
u

Lo
ou
2AU+(Ag - 4 )(pﬂcE'ﬁJ—Wﬁwz =0

1

u= m((/ﬁ ~ 2 N PACEN)+wy —w,)

w; 20 ,wy(1-u)=0

W2 20 ,W2(U):O

Akan ditinjau untuk nilai-nilai u yang fisibel :

KarenaU = {u(t)0<u(t)<10<t<T)|

Kasus 1

Untuk 0 <u<1 maka w; =w, =0sehingga
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* 1

u = m(/ﬁtl — g (PACE!)

Kasus 2

Untuk u=0 maka w, :Osehinggau=ﬁ((ﬂ,, — g N ppCcEl )—w,)=0.

Dan didapat W, = (4, — Ag ) pAcEl ) >0, maka

« 1

u :m(ll — 2 N PAcEl )20

Kasus 3
Untuk u=1 maka w, =0sehingga u =ﬁ((ﬂ, — Ag N pBCEl )+wy)=1 .

Dan didapat w; = 2AN — (4, — Ag  pAcEl ) >0, maka

« 1

— AU <
Y =S AN (4 —2e NppcEl) <1

Dari ketiga kasus tersebut, diperoleh :

* 1

u = m(ﬂl — ¢ N pAcEl)

Karena U = {u(t)0<u(t) <10 <t<T,u(t)}, sehinggadiperoleh nilai batas atas

terkecil (supremum) dari u sebagai u optimal

u” =mi n(l,max(o,ﬁ(l, ~ e )(p,BcE*I *)D (3.4)

Kontrol optimal U™ disubtitusikan ke dalam persamaan state (3.1) maka diperoleh
sistem persamaan diferensial sebagai berikut :

ds I
—=A—-uS—- pcS—
it HS=PES

dE | | 1 - |
oS- pﬂc(l— i n[l,max(o,m(/i, — e ) pBeE"! )DJEN

—(,u+k)E+O'ﬂCTIN
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di | 1 . |
— pﬂc{l— mm(l,max(o,m(ﬂ' — e ) pBeE"] )DJEN+ KE—(u+d+r)l
‘3-{: rl+—uT —aﬂcT'N (3.5)

Ag = /15(# + ﬂclﬁj - zE(ﬁc'ﬁj

AE ZJE(pﬁC(l—U)lﬁHwk)j—il (pﬂC(l—U)'ﬁmj

* H
M
1+AS(_%)+AE(ﬂ§S_ pﬂC(tl—U)E _(ﬂ+k)E+o;i(|:TJ+

A (M—(u+d+r)j+ﬂ{r—aﬁ1—)

g S 4[5S (BISE (e T,

A (M—(y+d+r))+ﬂ{—r+iﬁj

.

=7 (,u + Oﬁclﬁ) - lE(Uﬁclﬁj

3.2 Simulasi Numerik

Strategi penanganan optimal diperoleh dengan memecahkan sistem

optimalitas, terdiri atas 8 persamaan diferensial biasa dari persamaan state dan
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co-state. Dimulai dengan memecahkan model sistem dengan meperkirakan
kontrol pada waktu yang disimulasikan dengan menggunakan skema maju.
Sedangkan pada persamaan co-state dipecahkan dengan skema mundur karena
adanya kondisi transversalitas.

Penyelesaian persamaan (3.1) dan (3.2) pada model sistem dengan menggunakan
Runge-Kutta Orde 4.

3.2.1 Proses Diskritisasi Sistem Persamaan

Persamaam state diselesaikan dengan menggunakan skema maju.

Tahap 1 i=012...n N=N =S +E +I. +T,
miS= f(t,S )
|
=A- b L
HS = eS|
mlE = f(t;,E')

- oSk~ (L1 )0y 1L = (s + K)E; +picT, -+
mil = f(t;,1")

= p(l—ui )ﬁCEi lﬁi-i-kEi —(ﬂ+d+r)|i
miT = f(t;, T')

=rlj g — uTy —ofiCT, 1
N

Tahap 2
m2S= f(t; +3h,§ +5hmiS)

(1, +1hmil)

=A-u(S +3hmiS)- (S +3hmis) N

m2E = f(t; +3h,E +ZhmiE)
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(I; +3hmil)
=S +5hmiS) = P3((1-u; )+ (1~ DA E; +
(I; +3hmil) (I; +2hmil)

—(u+k)(E +3hmlE)+opc(T, +3hmil)

1
shmlE)

m2l = f(t; +3h,1; +Zhmil)

(1; +1hm)

= P3((1-u )+ (1-u1 ))Ao(E +FhmiE) +k(E; +3hmiE)-

(u+d+r)(l; +3hmil)
m2T = f(t; +3h,T; +2hmiT)

41
z[r(li +zhml )= p(T; +5hmiT) - ope(T, +%hmlT)(l' +zhmil )}

Tahap 3
m3S= f(t; +3h,S +3hm2S)

(14 +hm2l )J

—h{/ly(s1 +Zhm2S)- (S +43hm2S) N

m3E = f(t; +3h,E; +3h m2E)

(1 +%hm2l)
=S +ghm2S)—————=p5 (1= )+ (1 -, DAAE, +
T S I A
%hmZE)(I' +2l\lhm2|)_(ﬂ+k)(Ei +2hm2E)+opc(T, +%hml|)—(|' +2th2|)
m3l = f(t; +3h,l; +Zhm2l)
. +1hm2l
= pA(L-u)+ (L A+ 3hmoe) 2T
k(E; +%hm2E)—(y+d+r)(li +%hm2|)
m3T = f(t; +2h,T; +3hm2T)
(I; +3hm2l)

=r(l; +3hm21)— (T, +Zhm2T)-opc(T, +5hm2T)
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Tahap 4
m4S= f(t; +h,S§ +hm3S)

=A-pu(S +hm3S)-pc(S +hm38)M
mM4E = f(t; +h,E;, + hm3E)

(I; +hmal)

= fo(§ +hm3s) PL((1-u )+ (- )ACE; +

(I, +hm3l) (I, +hm3l)

h m3E) —(u+Kk)(E +hm3E)+opc(T, +hm3l)
m4l = f(t; +h,l;, +hm3l)

= (1 )4 (1t )A(E; + eyl FRMSL)

K(E, +hm3E)-(u+d+r)(l; +hm3l)
maT = f(t; +h, T, +hm3T)

(lI; +hm3l)
N
Setelah proses diskritisasi tahap 1, tahap 2, tahap 3 dan tahap 4 maka akan

dibentuk persamaan berikut :

=r(l; +hm31)— (T, +hm3T)-opc(T, +hm3T)

h
S.1=S +g(m18+ 2m2S+2m3S+ m4S)
E..=E +g(mlE + 2M2E + 2m3E + m4E)

h
g =1 +E(mll +2m2l +2m3l + 4l )

Tia=Ti + g(mlT +2m2T + 2m3T + m4T) (3.7)
Persamaan co-state diselesaikan dengan menggunakan metode beda hingga
mundur

Tahap 1 1=012....n N=N,=§+E +I; +T,

j = (n+2-)

miS= f(t;,45)
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~ bl L)
mlE = f(t;,AL)

- Aok 2l ko ma-u e
mil = f(t;,4])

. . . S. . . E.
:—1+,1|J(u+d)+(gls—,1‘E)ﬁcW'+(/1’E—,1l‘)p(l—uj )ﬂCWW

- albse (4= 2tk
miT = f(;,4))
- Auslab= gl

Tahap 2
j=(n+2-i)

m2S= f(t; -1h,AL - hmis)

- (1~ sl (22 ~2nrmas)- (13- an nae 2+ 1)

m2E = f(t,AL - ImiE)
j
:QE—%h mlE)y+

| - 05(1j+1_
((ﬂJE—%h mlE)—(/lIJ ~1hmil ){m PO.5((1—u;)+(1-uj 4 ))ﬁch

N
m2l = f(t; ~1hA) -1mil)

— 1+ (ﬂ{ ~Lhmil }wd )+((/1"S—%h mlS)—(;tjE—%h mlE))ﬂco'S( 5 +5m)
(2L~ snmae)- (2~ shmat Joos((u; )+ (1-uy pper o Ei)

(32~ mar)- (21 s mae Jore "2 02 s (3t )- (3 - s war
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m2T = f(t; —~1h,A} —imT)

~1g-nmar a2} -gnmer)- (2, - gnme o= G

Tahap 3
j=(n+2-i)

m3S= f(t —3h,25 - ihm2s)

- (ﬂé‘%h mZS)ﬂ + ((ﬂjs—%h mZS)— (ﬂJE il mZE))ﬂcW

m3E = f(t; —1h,AL - Im2E)
j
:(ZE—%h m2E)y+

(2210 mee)-(3) - hme ){k+ POS(L-u; )+ (2-uy 4 oo i) J"“J

N
m3l = f(t; —3hAl —im2!)

:—1+(ﬂj ~Lhm2l }y+d)+((ﬂg—%h mzs)—(/y'E—%h mlE)),Bco's(Sjl\TSj_l)Jr

(&J'E—%h mZE)— (ﬂ: ~Lhm2l ))po.s((l—uj )+(1-uj g ))ﬁco'S( SRESE U

N
((/’H -2h m2T)— (/’Lljz—%h sz))gﬂCOB(le\-ll—Tj_l) N
I =

m3T = f(t; —4h,2} —Im2T)

' ' - 05(1H; +1._
- (1 g o (34w - (1L e pe 220 222

Tahap 4
j=(n+2-)

m4S= f(t; —h,AL —hm3s)

~ (4l -hmas)e+ (1l -nmes)-(2) - mBE))ﬂclel
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mA4E = f(t; —h,AL —m3E)

i nmoehe ol a1 '

mal = f(t —h,A/ -m3l)
=1 ()t furr )+ (2 -nmes)- (22 oot
(14 -nmoe)- a1 -nror oo
(12 -1 T2 g3
MAT = f(t; —h,A} ~hm8T)

(- e (1 e

Setelah proses diskritisasi tahap 1, tahap 2, tahap 3 dan tahap 4 maka akan
dibentuk persamaan berikut :

Al= é‘l—g(ml8+ 2.m2S+2m3S + m4S)

L= iEl—g(nnE+2.sz+2.m3E+m4E)
A= Ii—l-g(mll +2m2l +2m3l +mal)
/Ii;l: ﬁiT—g(rrllT+2.m2T+2.msT+m4T) (3.8)

Selanjutnaya hasil diskritisasi (3.3) dan (3.4) diterjemahkan dalam program
MATLAB R2010b.

3.2.2 Hasil dan Analisis Simulasi Numerik

Untuk ssimulasi menggunakan data parameter pada Tabel 3.1. , untuk
simulasi ini dilakukan dua simulasi yaitu untuk ¢ = 0,1 dan ¢ = 0,3. Di samping
itu akan dibagi menjadi beberapa kasus dengan mengganti parameter A sebagai
variabel bobot biaya.
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Tabel 3.1. Parameter Epidemik [3]

Parameter Nilai Parameter Nilai
A 417 individu per r 2 per tahun
tahun
0,1 kontak per tahun
5 80 per kontak per per kapita
o
tahun 0,3 kontak per tahun
per kapita
H 0,0167 per tahun o 0,9
d 0,1 per tahun D 0,4
k 0,005 per tahun
Periode 5 Tahun
Simulas

Adapun syarat awal dari ssmulasi numerik untuk masing kelas sebagai berikut :
N(O) = 25000 individu
S0) =13250 individu
E(0) = 10500 individu
[(0) = 1000 individu
T(0) = 250 individu
3.2.2.1 Simulasi Numerik untuk C=0,1

Dari Tabel 3.1 dapat dihitung basic reproductionratio (R,)

Ry - fc k _ (80)(0,1) J 0,005 _0871<1.
u+r+d )l u+k 00167 +2+0,2 )\ 00167 + 0,005

Setelah dilakukan simulasi numerik didapat data sebagai berikut Tabel 3.2,
Tabel 3.3 dan Gambar 3.1 sampai dengan 3.12. sebagai berikut :
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Tabel 3.2 menyajikan perubahan jumlah individu tiap kelas padatahun
kelima tanpa kontrol dan dengan kontrol dibandingkan jumlah individu tiap kelas

pada keadaan awal.

Tabel 3.2. Perubahan jumlah individu tiap kelas pada keadaan awal,

tanpa kontrol dan dengan kontrol

TANPA DENGAN KONTROL (t=5)
il I I .- .-
(t=0) o A=10 1% 100 1% 1000 1%
Susceptible(s) | 13250 | 7327 | |44.7 | 11978 | 19,6 | 11683 | 118 | 10656 | 1196
Exposed () 10500 | 13122 | 125 | 11698 | 111,44 | 11830 | 112,7 | 12329 | 1174
Infectious (1) 1000 | 254 | 174,6 | 37 196,3 63 193,7 | 101 | 1899
Treated(T) 250 | 3215 | ™M1%% | 1228 | 43012 | 1357 | 14428 | 1817 | 16268
POp“'?’,\B Total | 55000 | 23018 | 143 | 24941 | 02 | 24933 | 103 | 24903 | 104
Keterangan : satuan dalam Individu
Data Tabel 3.3 menyajikan perbandingan jumlah individu tiap kelas pada
tahun kelima sistem dengan kontrol dibandingkan jumlah tiap individu pada
tahun kelimatanpa kontrol
Tabel 3.3 Perbandingan jumlah individu tiap kelas pada sistem
tanpa kontrol dan dengan kontrol
PARAMETER TANPA DEZGAN KONTROLA
EPIDEMIK KONTROL = ° N o = 0
AZ10 1% ) p0 | N% | g0 | %
Susceptible(S) 7327 11978 | 1635 | 11683 | 1595 | 10656 | 1454
Exposed (E) 13122 11698 | |10,9 11830 19,8 12329 16,0
Infectious (1) 254 37 1854 63 1752 101 160,2
Treated(T) 3215 1228 161,8 1357 157,8 1817 143,5
Popul f"l\;) Total 23018 | 24941 | 143 | 24933 | 142 | 24903 | 141

Ket. : satuan dalam Individu

Untuk lebih jelas hasil simulasi masing-masing kasus ditampilkan dalam grafik

berikut :
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Kasus 1 dengan nilai parameter A = 1000

1000

— — —Dengan kontrol
Tanpa kontrol ||

900 5

800 -

700 -

BO0 -

S00 -

400 -

300 -

Jurnlah Individu TBC Aktif

200

o0 -

1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 0.5 1 1.5 2 B4 ] 35 4 4.5 (5
WaktuiDalam tahun)

Gambar 3.1. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara pengaruh
pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol padaindividu TBC
aktif (1(t))

Pada Gambar 3.1. dan Tabel 3.3 . sistem tanpa kontrol jumlah individu
TBC aktif pada akhir periode waktu (5 tahun ) sebesar 254 Individu sedangkan
pada sistem dengan kontrol jumlah individu TBC aktif sebesar 101 Individu
artinya control dapat mereduksi jumlah individu sebesar TBC aktif 60,2 % .

[g=]

0.8 B

0.7k B

0B =

0.5 - =1

kantrol

0.4 - B

03 =

02 =

0.1 B

u}

L L L L L L L L L
o 0.5 1 § 2 S 3 35 4 4.5 a
Waktu(Dalam tahun)

Gambar 3.2 Simulasi kontrol penanganan TBC (u)
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Pada eksperimen dengan parameter A = 1000 Gambar 3.2. nilai fungsi
kontrol yang diterapkan berkisar 0<u< 0,85 , mampu menurunkan jumlah
individu TBC aktif sebesar 89,9 % dengan relatif tetap mempertahankan jumlah

populasi.

4 — — — Dengan kaontrol
2:5 | T T T T T Tanpa kontral

248 i

2,46 o

244 F —

Total Fopulasi

2421 &

2.4 F B

238 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 0.5 1 s 2 25 3] Fth 4 4.5 =
Wwaktu (Dalam tahun)

Gambar 3.3. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1 yang membandingkan antara pengaruh
pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol padajumlah anggota

populasi (N(t))

Pada Gambar 3.3. dan Tabel 3.2. sistem dengan kontrol, jumlah populasi
hanya berkurang sebesar 0,4% yaitu 97 Individu. Pada awal sistem populasi
berjumlah 25.000 individu sedangkan pada akhir periode waktu (5 tahun)
berjumlah 24903, artinya sistem relatif dapat mempertahankan jumlah
populasinya.

Selanjutnya dari hasil simulasi pada Gambar 3.4. dan Tabel 3.2. fungsi
kontrol berjalan sangat efektif terlihat terjadi penurunan jumlah individu TBC
aktif yang signifikan dari awal pengontrolan diterapkan hinggainterval waktu 5
tahun. Padaeksperimenini terlihat jumlah individu rentan (S(t)) hanya berkurang
19,6 %, jumlahindividu TBC laten (E(t)) menurun 17,4 % sedangkan jumlah
individu sembuh (T(t)) meningkat 626,8 % .
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— — —Dengan kontrol

. 1EI4 Tanpa kontral
a 1.5 T T T T T T T T T
=
= 1 B it
[}
o
EI% D5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
u] B:5 1 1.5 2 215 3 3.5 4 4.5 5
YWiaktu (Dalarm tahun)
w10?
1.4
=
a
212 e T T T T T TS B
s
L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
m] 0.5 1 155 2 25 3 358 4 4.5 5

YWoaktu (Dalam tahun)

Infectious
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1
] 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Woaktu (Dalam tahun)

Gambar 3.4. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data
parameter dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara
pengaruh pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada
individu rentan (S(t)), Individu TBC laten (E(t)) , individu
TBC aktif (I(t)) dan individu sembuh dari TBC (T(t))

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.4. dan Tabel 3.3. sistem tanpa kontrol
jumlah individu sembuh hasil pengobatan pada akhir tahun ke-5 sebesar 3215
individu sedangkan pada sistem dengan kontrol jumlah individu sehat hasil
pengobatan sebesar 1817 individu, artinya dapat mereduksi individu 43,5 %,
dapat diinterprestasikan dapat menghemat biaya pengobatan sebesar 43,5 %.
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Kasus 2 dengan nilai parameter A = 100
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Gambar 3.5. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara pengaruh
pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol padaindividu TBC
aktif (I(t)

Pada Gambar 3.5. dan Tabel 3.3. sistem tanpa kontrol jumiah individu
TBC aktif padaakhir periode waktu (5 tahun ) sebesar 254 Individu sedangkan
pada sistem dengan kontrol jumlah individu TBC aktif sebesar 63 Individu
artinya dapat mereduks jumiah individu TBC aktif 75,2 % .

1

0.9 1

0.Gr =

0.7 1

06| 1

0.5F B

kaontral

0.4F B

03 1

o2F =

0.1 1

u]

L L L L L L L L L
u] 0.5 1 1=5: 2 2.5 3 H55 4 4.5 =
WaktuiDalam tahun)

Gambar 3.6. Simulasi kontrol penanganan TBC (u)

Pada eksperimen dengan parameter A = 100 Gambar 3.6. nilai fungsi

kontrol yang diterapkan berkisar 0 <u < 1, dengan menggunakan kontrol
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maksimal pada awal periode kurang dari 1 tahun. Untuk selanjutnya sistem tidak
menerapkan kontrol maksimal yang mungkin bisa diterapkan, mampu
menurunkan jumlah individu TBC aktif sebesar 93,7 % dengan relatif tetap

mempertahankan jumlah populasinya.

— — —Dengan kontrol
25 T T ; . . Tanpa kaontrol

24581 B

246 =

2.44 B

Tuatal Populasi

2421 =

24 B

238 1 1 1 1 1 1 1 1 1
u] 0a 1 Ji 2 245 3 S 4 4.5 5
Waktu Dalam tahunt

Gambar 3.7. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data
parameter dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara
pengaruh pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada

jumlah anggota populasi (N(t))

Pada Gambar 3.7. dan Tabel 3.2. sistem dengan kontrol, jumlah popul asi
hanya berkurang sebesar 0,3% yaitu 67 Individu. Pada awal sistem populasi
berjumlah 25.000 individu sedangkan pada akhir periode waktu (5 tahun)
berjumlah 24933, artinya sistem relatif dapat mempertahankan jumlah
populasinya.

Selanjutnya dari hasil simulasi pada Gambar 3.8. dan Tabel 3.2. fungsi
kontrol berjalan sangat efektif terlihat terjadi penurunan jumiah individu TBC
aktif yang signifikan dari awal pengontrolan diterapkan hingga interval waktu 5
tahun. Pada eksperimenini terlihat jumlah individu rentan (S(t)) hanya berkurang
11,8 %, jumlahindividu TBC laten (E(t)) menurun 12,7 % sedangkan jumlah
individu sembuh (T(t)) meningkat 442,8 % .
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Gambar 3.8. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data
parameter dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara
pengaruh pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada
individu rentan (S(t)), Individu TBC laten (E(t)) , individu
TBC aktif (I(t)) danindividu sembuh dari TBC (T(t))

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.8. dan Tabel 3.3.  sistem tanpa kontrol
jumlah individu sembuh hasil pengobatan pada akhir tahun ke-5 sebesar 3215
individu sedangkan pada sistem dengan kontrol jumlah individu sehat hasil
pengobatan sebesar 1357 individu, artinya dapat mereduksi individu 57,8 % ,
dapat diinterprestasikan dapat menghemat biaya pengobatan sebesar 57,8 %.
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Kasus 3 dengan nilai parameter A = 10
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Gambar 3.9. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara pengaruh
pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol padaindividu TBC
aktif (I(t))

Pada Gambar 3.9. dan Tabel 3.3. sistem tanpa kontrol jumlah individu
TBC aktif pada akhir periode waktu (5 tahun ) sebesar 254 Individu sedangkan
pada sistem dengan kontrol jumlah individu TBC aktif sebesar 63 Individu
artinya dapat mereduksi individu TBC aktif 85,4 % , dengan relatif tetap
mempertahankan jumlah populasinya

1
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Gambar 3.10 Simulasi kontrol penanganan TBC (u)
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Pada eksperimen dengan parameter A = 10 Gambar 3.10. nilai fungsi
kontrol yang diterapkan berkisar 0 <u< 1, dengan menggunakan kontrol
maksimal pada periode hampir selama 4 tahun. Untuk selanjutnya sistem tidak
menerapkan kontrol maksimal yang mungkin bisa diterapkan , mampu
menurunkan jumlah individu TBC aktif sebesar 96,3 % dengan relatif tetap

mempertahankan jumlah populasinya.

— — — Dengan kantral
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Gambar 3.11. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data
parameter dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara

58

pengaruh pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada

jumlah anggota populas (N(t))

Pada Gambar 3.11. dan Tabel 3.2. sistem dengan kontrol, jJumlah
populasi hanya berkurang sebesar 0,2% yaitu 59 individu. Pada awal sistem

populasi berjumlah 25.000 individu sedangkan pada akhir periode waktu (5 tahun

) berjumlah 24941, artinya sistem relatif dapat mempertahankan jumlah

populasinya.

Selanjutnya dari hasil simulasi pada Gambar 3.12. dan Tabel 3.2. fungsi

kontrol berjalan sangat efektif terlihat terjadi penurunan jumlah individu TBC

aktif yang signifikan dari awal pengontrolan diterapkan hinggainterval waktu 5
tahun. Padaeksperimenini terlihat jumlah individu rentan (S(t)) hanya berkurang
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9,6 %, jumlah individu TBC laten (E(t)) menurun
jumlah individu sembuh (T(t)) meningkat 391,2 % .

11,4 % sedangkan

59
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Gambar 3.12.

Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data
parameter dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara
pengaruh pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada
individu rentan (St)), Individu TBC laten (E(t)) , individu
TBC aktif (I(t)) dan individu sembuh dari TBC (T(t))

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.12. dan Tabel 3.3. sistem tanpa

kontrol jumlah individu sembuh hasil pengobatan pada akhir tahun ke-5 sebesar

3215 individu sedangkan pada sistem dengan kontrol jumlah individu sehat hasil

pengobatan sebesar 1228 individu, artinya dapat mereduksi individu 61,8 %,

dapat diinterprestasikan dapat menghemat biaya pengobatan sebesar 61,8 %.
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Kesimpulan dari kasus 1 , 2 dan 3

Dari ketiga kasus eksperimen yang dilakukan dengan menganti nilai
parameter A yaitu 10, 100 dan 1000 yang merupakan variabel bobot biaya
pengendalian sistem, dari hasil ssmulasi didapat pada saat parameter A= 10
pengontrolan mencapal hasil paling baik dibanding yang lain. Namun demikian
perlu dipertimbangkan faktor biaya pengontrolan yang relatif lebih tinggi hal ini
terlihat dari nilai fungsi kontrol yang digunakan. Jika dibandingkan saat A = 100
dan A= 1000 pencapaian dari pengontrolan tidak bebeda jauh dengan hasil pada
saat A = 10, dengan keuntungan yang didapat biaya pengendalian relatif [ebih
rendah.

Strategi pengunaan kontrol sebagal pengendalian faktor exogenous
reinfection, adalah dengan melihat dan mempertimbangkan tahap-tahap
pengontrolan yang tepat dan pemberian kontrol yang sesuai sehingga hasil yang
didapat optimal yaitu efesiens biaya seminimal mungkin dan mampu dengan

efektif menekan individu TBC aktif (infectious).
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3.2.2.2 Simulasi Numerik untuk ¢=0,3

Dari Tabel 3.1 diatas dapat dihitung basic reproductionratio (R,)

(80)(03)

RO :( ﬁc

Kk
u+r+d )l u+k

-

00167+2+0.1

0,005
00167 +0,005

61

j=2,62>1,

Setelah dilakukan simulasi numerik didapat data sebagai berikut

Tabel 3.4, Tabel 3.5 dan Gambar 3.13 sampal dengan 3.24 sebagai berikut :

Tabel 3.4. menyajikan perubahan jumlah individu tiap kelas pada tahun

kelima tanpa kontrol dan dengan kontrol dibandingkan jumlah individu tiap kelas

pada keadaan awal.

Tabel 3.4. Perubahan jumlah individu tiap kelas keadaan awal,

tanpa kontrol dan dengan kontrol

TANPA DENGAN KONTROL (t=5)
PARAMETER | AWAL K?NTSR)OL A - A -
— t = — 0 - (1) - o
EPIDEMIK (t=0) NG A=10 11% 100 11% 1000 11 %
Susceptible(S) | 13250 | 24 | 1998 | 8408 | 36,6 | 8052 | 392 | 6407 | 51,6
Exposed (E) | 10500 | 514 | 95,1 | 15440 | 147,0 | 15646 | 149.0 | 17022 | 162.1
Infectious (1) | 1000 | 2033 “33’ 46 | 1954 | 139 | 1861 | 172 | 1828
Treated(T) | 250 | 263 | 15.2 | 1048 | 13192 | 1097 | 13388 | 1308 | 14232
Popul E”"‘,\I) Total | 55000 | 2834 | 188.7 | 24987 | 103 | 24934 | 103 | 24909 | 104

Keterangan : satuan dalam Individu

Pada Tabel 3.5. menyajikan perbandingan jumlah individu tiap kelas pada

tahun kelima sistem dengan kontrol dibandingkan jumlah tiap individu pada

tahun kelimatanpa kontrol.
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Tabel 3.5 Perbandingan jumlah individu tiap kelas tanpa kontrol

dan dengan kontrol

DENGAN KONTROL
"EPIDEMIK | KONTROL | A=10 | 1'% |00 | T1% |00 | 1V%
Susceptible(S) 24 8403 | 1349125| 8052 | 133450 6407 | 13190,8
Exposed (E) 514 15440 | 12903.9 | 15646 12944 17022 | 1296,1
Infectious (1) 2033 46 197,7 139 193,2 172 188,4
Treated(T) 263 1048 12985 | 1097 1317,1 1308 139,9
Populasi Total 2834
(N) 24937 1779.9 | 24934 1779,8 24909 | 17789

Keterangan : satuan dalam Individu

Kasus 1 dengan nilai parameter A = 1000

— — —Dengan kontrol
Tanpa kontral ]

Jurnlah Individu TBC Aktif

Waktu(Dalam tahun)

Gambar 3.13. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara pengaruh
pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol padaindividu TBC
aktif (1(t)).

Pada Gambar 3.13. dan Tabel 3.5. sistem tanpa kontrol jumlah individu
TBC aktif pada akhir periode waktu (5 tahun) sebesar 2033 individu sedangkan
pada sistem dengan kontrol jumlah individu TBC aktif sebesar 172 Individu
artinya dapat mereduksi individu TBC aktif 91,5 % .
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Gambar 3.14. Simulasi kontrol penanganan TBC (u)

Pada simulasi dengan parameter A = 1000 terlihat pada Gambar 3.14.
fungs kontrol yang diterapkan berkisar 0 <u < 1, dengan menggunakan kontrol
maksimal padaawal periode kurang 0,5 tahun, untuk selanjutnya sistem tidak
menerapkan pengontrolan maksimal yang mungkin biasa diterapkan , mampu
menurunkan jumlah individu TBC aktif sebesar 82,8 % , dengan relatif tetap
mempertahankan jumlah populasinya

25 ———mr A F E WA SRR T § e —

— — — Dengan kaontral
Tanpa kontrol

Total Populasi

0sr

1 1 1 1 1
] 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
Waktu  (Dalam tahun)

N 1 1 1 1

Gambar 3.15. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara pengaruh

pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada jumlah anggota

populasi (N(t))
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Pada Gambar 3.15. dan Tabel 3.4. sistem dengan kontrol jumlah populas
hanya berkurang sebesar 0,4% vyaitu 91 individu. Pada awal sistem populasi
berjumlah 25.000 individu sedangkan pada akhir periode waktu (5 tahun )
berjumlah 24909, artinya sistem relatif dapat mempertahankan jumlah

populasinya.

———Dengan kontral
Tanpa kontrol
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!
!
)
!
!
|
|
|
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Gambar 3.16 Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1 yang membandingkan antara pengaruh
pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada individu
rentan (§(t)), Individu TBC laten (§(t)) , individu TBC
aktif (I(t)) danindividu sembuh dari TBC (T(t))

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.16. dan Tabel 3.4. fungsi kontrol
berjalan sangat efektif terlihat terjadi penurunan jumlah individu TBC aktif yang
signifikan dari awal pengontrolan diterapkan hinggainterval waktu 5 tahun.

Pada simulasi ini terlihat jumlah individu rentan (S(t)) hanya berkurang 51,6 %,
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jumlah individu TBC laten (E(t)) meningkat 62,1 % sedangkan jumlah individu
sembuh (T(t)) meningkat 423,2 % .

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.16. dan Tabel 3.5. sistem tanpa kontrol
jumlah individu sembuh hasil pengobatan pada akhir tahun ke-5 sebesar 263
Individu sedangkan pada sistem dengan kontrol jumlah individu
sehat hasil pengobatan sebesar 1380 Individu, artinya dapat individu yang
sembuh diobati meningkat 397,3% , dapat diinterprestasikan dapat biaya
pengobatan meningkat sebesar 397.3%. Kondisi ini karena populasi dapat

mempertahankan jumlahnya.

Kasus 2 dengan nilai parameter A = 100

%107

— — — Dengan kontrol
Tanpa kontral ]

Jurnlah Individu TBC Aktif

—
—_
n] T T o Ly D 1 o 1 s e e

1
] 0s 1 1.5 2 23 3 Ch 4 4.5 5
Waktu(Dalam tahun)

Gambar 3.17. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara pengaruh
pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol padaindividu TBC
aktif (I(t))

Pada Gambar 3.17. dan Tabel 3.5. sistem tanpa kontrol jumlah individu
TBC aktif padaakhir periode waktu (5 tahun ) sebesar 2033 individu sedangkan
pada sistem dengan kontrol jumlah individu TBC aktif sebesar 139 Individu
artinya dapat mereduksi individu TBC aktif 93,2 % , dengan relatif tetap

mempertahankan jumlah populasinya.
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Gambar 3.18. Simulasi kontrol penanganan TBC (u)

Pada simulasi dengan parameter A = 100 terlihat pada Gambar 3.18 nilai
fungs kontrol yang diterapkan berkisar 0 <u < 1, dengan menggunakan kontrol
maksimal padaawal periode kurang 2 tahun, untuk selanjutnya sistem tidak
menerapkan pengontrolan maksimal yang mungkin biasa diterapkan , mampu
menurunkan jumlah individu TBC aktif sebesar 86,1 % , dengan relatif tetap
mempertahankan jumlah populsinya.

» 10 — — — Dengan kantrol
Tanpa kontrol

Total Populasi

1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 0.5 1 1.5 s 25 3 3.5 4 4.5 5
Woaktu (Dalam tahun)

Gambar 3.19. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1 yang membandingkan antara pengaruh

pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada jumlah anggota

populasi (N(t))
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Pada Gambar 3.19. dan Tabel 3.4. sistem dengan kontrol jumlah populas
hanya berkurang sebesar 0,3% yaitu 64 Individu. Pada awal sistem populasi
berjumlah 25.000 Individu sedangkan pada akhir periode waktu (5 tahun )
berjumlah 24934, artinya sistem relatif dapat mempertahankan jumlah

populasinya.
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Gambar 3.20. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data
parameter dari Tabel 3.1 yang membandingkan antara
pengaruh pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada
individu rentan (§t)), Individu TBC laten (St)) , individu
TBC aktif (I(t)) dan individu sembuh dari TBC (T(t))

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.20. dan Tabel 3.4. fungs kontrol
berjalan sangat efektif terlihat terjadi penurunan jumlah individu TBC aktif yang
signifikan dari awal pengontrolan diterapkan hinggainterval waktu 5 tahun. Pada
simulasi ini terlihat jumlah individu rentan (S(t)) hanya berkurang 39,2% ,
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jumlah individu TBC laten (E(t)) meningkat 49,0 % sedangkan jumlah individu
sembuh (T(t)) meningkat 338,8 % .

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.20. dan Tabel 3.4. sistem tanpa kontrol jumlah
individu sembuh hasil pengobatan pada akhir tahun ke-5 sebesar 263 individu
sedangkan pada sistem dengan kontrol jumlah individu sehat hasil pengobatan
sebesar 1097 individu. Artinyaindividu yang sembuh diobati meningkat 338,8% ,
dapat diinterprestasikan dapat biaya pengobatan meningkat sebesar 338,8%,
kondisi ini karenapopulasi dapat mempertahankan jumlahnya.

Kasus 3 dengan nilai parameter A = 10

x10?

— — — Dengan kontrol
185 Tanpa kaontrol

Jurnlah Individu TBC Aktif

0.2 ,1

—_—

o el S S 8 s - AV

.
u} 0.5 1 T 2 2.9 3 35 4 4.5 5
WaktuDalam tahun)

Gambar 3.21. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter
dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara pengaruh
pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol padaindividu TBC
aktif (I(t))

Pada Gambar 3.21. dan Tabel 3.5. sistem tanpa kontrol jumlah individu
TBC aktif padaakhir periode waktu (5 tahun ) sebesar 2033 individu sedangkan
pada sistem dengan kontrol jumlah individu TBC aktif sebesar 139 Individu
artinya dapat mereduksi individu TBC aktif 97,7 % dengan relatif tetap

mempertahankan jumlah populasinya.
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Gambar 3.22. Simulasi kontrol penanganan TBC (u)
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Pada simulasi dengan parameter A = 10 terlihat pada Gambar 3.18. fungsi

kontrol yang diterapkan berkisar 0 <u < 1, dengan menggunakan kontrol

maksimal hampir selama periode 5 tahun, mampu menurunkan jumlah individu
TBC aktif sebesar 95,4 % , dengan relatif tetap mempertahankan jumlah
populasinya.

Total Populasi

— — — Diengan kontrol

Tanpa kantrol

| | | . L L L L
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Waktu (Dalam tahun)

Gambar 3.23. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data parameter

dari Tabel 3.1. yang membandingkan antara pengaruh
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pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada jumlah anggota
populasi (N(t))

Pada Gambar 3.23. dan Tabel 3.4. sistem dengan kontrol jumlah populas
hanya berkurang sebesar 0,3% yaitu 63 Individu. Pada awal sistem populasi
berjumlah 25.000 Individu sedangkan pada akhir periode waktu (5 tahun)
berjumlah 24937, artinya sistem relatif dapat mempertahankan jumlah

populasinya.
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Gambar 3.24. Simulasi dari model Epidemik TBC dengan data
parameter dari Tabel 3.1 yang membandingkan antara
pengaruh pemberian kontrol u dengan tanpa kontrol pada
individu rentan (S(t)), Individu TBC laten (S(t)) , individu
TBC aktif (I(t)) dan individu sembuh dari TBC (T(t))

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.24. dan Tabel 3.4. fungs kontrol
berjalan sangat efektif terlihat terjadi penurunan jumlah individu TBC aktif yang
signifikan dari awal pengontrolan diterapkan hinggainterval waktu 5 tahun. Pada
simulasi ini terlihat jumlah individu rentan (S(t)) hanya berkurang 36.6% ,
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jumlah individu TBC laten (E(t)) meningkat 47 % sedangkan jumlah individu
sembuh (T(t)) meningkat 319,2 % .

Dari hasil simulasi pada Gambar 3.24. dan Tabel 3.4. sistem tanpa kontrol jumlah
individu sembuh hasil pengobatan pada akhir tahun ke-5 sebesar 263 Individu
sedangkan pada sistem dengan kontrol jumlah individu sehat hasil pengobatan
sebesar 1098 Individu, artinya dapat individu yang sembuh diobati meningkat
319,2% , dapat diinterprestasikan dapat biaya pengobatan meningkat sebesar
319,2%. Kondis ini karena populas dapat mempertahankan jumlahnya

Kesimpulan dari kasus 1 , 2 dan 3

Dari ketiga kasus eksperimen yang dil akukan dengan menganti nilai
parameter A yaitu 10, 100 dan 1000 yang merupakan variabel bobot biaya
pengontrolan sistem, dari hasil simulasi didapat pada saat parameter A = 10
pengontrolan mencapai hasi| paling baik dibanding yang lain. Namun demikian
perlu dipertimbangkan faktor biaya pengontrolan yang relatif |ebih tinggi hal ini
terlihat dari nilai fungsi kontrol yang digunakan. Jika dibandingkan saat A = 100
dan A= 1000 pencapaian dari pengontrolan tidak bebeda jauh dengan hasil pada
saat A = 10, dengan keuntungan yang didapat biaya pengontrolan relatif lebih
rendah.

Strategi pengunaan kontrol sebagai pengendalian faktor exogenous
reinfection, adalah dengan melihat dan mempertimbangkan tahap-tahap
pengontrolan yang tepat dan pemberian kontrol yang sesuai sehingga hasil yang
didapat optimal yaitu efesiensi biaya seminimal mungkin dan mampu dengan

efektif menekan individu TBC aktif.
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Kesimpulan 2 simulasi numerik dengan c=0,1 (R <1) dan c=0,3(Ro>1)

Dari hasil eksperimen yang disgikan padatabel dan grafik dari masing-
masing kelas populasi terlihat kontrol dapat diterapkan sangat efektif untuk
menekan jumlah individu TBC aktif (I(t)). Untuk populasi pertamayang datanya
disgjikan pada Tabel 3.1. untuk nilai parameter ¢ = 0,3 didapat
Ry =2p12( Ry >1) danuntuk nilai parameter c=0,1 £, =0871(F;<1)
untuk dua kondisi tersebut pengontrolan berjalan sangat bailk namun demikian
untuk mengoptimalkan pengontrolan dengan memperhatikan nilai £ untuk
kasus Ry > 1 memerlukan tingkat pengontrolan yang lebih tinggi dibandingkan
Ry <1, sehingga perlu dipilih dengan tepat untuk setiap tahapan waktu untuk

menghasilkan hasil yang optimal dengan menekan jumlah individu TBC aktif

(1(t)), disertai biaya pengontrolan seminimal mungkin.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan asumsi-asumsi yang telah diberikan sebelumnya, maka secara
matematis masal ah pengoptimalan pengontrolan penyebaran TBC dengan
memperhatihan faktor Exogenous Reinfection (terkenainfeks ulang dari luar
tubuh penderita) dapat dimodelkan ke dalam sistem diferensial nonlinier order

satu sebagai berikut :
T

Min J[u]= (1 + Au®)dt
0

Model

ds I
—=A-uS— BcS—
at HS= S

dE | | |
— = feS—— ppe(1-u)E——(u+K)E+0fBcT —
5 = PeSy ~ PAAl-UES - (u+ KB +ofCT O

dl [
— = 1-u)E—+kE - d+r)l
m pAc( ) o (u+d+r)

dqT |
LI S
at AT —ofeT

Jlut|=minafu], ueU = fu(t)o<u(t)<10<t<T)

ueU

Dengan menggunakan Prinsip Maksimum (Minimum) Pontryagin dapat
diperoleh fungsi kontrol yang mengoptimalkan fungsi objektif yang dimaksud,
yaitu sebagal berikut :

U= min[l,max(o,ﬁ(ll .y )(pﬁcE*| *)D

Berdasarkan hasil yang diperoleh, dapat dilihat faktor-faktor yang sangat
mempengaruhi fungsi kontrol u(t) adalah banyaknyaindividu TBC laten
(Exposed), banyaknya individu TBC aktif (Infectious), Proporsi individu exposed

menjadi individu infectious( exogenous reinfection) (p), Laju kontak per kapita (c)
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, Laju Transmisi penginfeksian TBC dari individu rentan (susceptible) ke
individu TBC laten (exposed) dan individu TBC aktif (Infectious) () , dan
faktor bobot (A) dari fungsi kontrol yang berkorelasi dengan biaya pengontrolan
untuk mengurangi terjadinya exogenous reinfection berdasarkan u(t) .

Dengan melakukan simulasi menggunakan perangkat lunat (software)
MATLAB, bisadilihat banyaknya individu yang terinfeksi TBC akan berkurang
lebih banyak bila dilakukan pengontrolan dan dengan berjalannya waktu individu
terinfeksi semakin kecil mendekati nol. Keadaan ini karena banyaknya individu
yang terinfeksi TBC yang sembuh bertambah, kemudian sistem mampu menekan
terjadinya exogenous reinfection (terkena infeksi ulang dari luar tubuh penderita),
sedemikian sehingga sistem dapat mempertahankan jumlah populasinya.

Dari hasil eksperimen yang disajikan padatabel dan grafik dari masing-
masing kelas populasi terlihat kontrol dapat diterapkan sangat efektif untuk
menekan jumlah individu TBC aktif padatahun kelimaterlihat fungsi kontrol
yang diterapkan mampu mereduksi jumlah individu TBC aktif rata-rata 93,1%
padakasus £y >1 dan mereduksi jumlah individu TBC aktif rata-rata 73,6%

padakasus Fy <1 .

Namun demikian pengontrolan populasi Epidemik TBC agar pengontrolannya
efektif dan efesien, mengoptimalkan pengontrolan harus memperhatikan nilai
Ry untuk kasus Ry > 1 memerlukan tingkat pengontrolan yang lebih tinggi
dibandingkan £ < 1, sehingga perlu dipilih dengan tepat untuk setiap tahapan
waktu untuk menghasilkan hasil yang optimal dengan menekan jumlah
individu TBC aktif, disertai biaya pengontrolan seminimal mungkin.

Dengan demikian strategi untuk pengontrolan optimal Tuberkulosis dengan
Exogenous Reinfection dengan menekan jumlah individu TBC aktif dengan salah
satu caranya adalah dengan mereduksi terjadinya Exogenous Reinfection (terkena
infeks ulang dari luar tubuh penderita) yaitu dengan mengurangi frekuensi kontak
individu TBC laten dan individu TBC aktif.

Kemudian untuk strategi meminimalkan biaya pengontrolan adalah dengan cara
dalam keadaan awal periode harus dilakukan intensitas pengendalian maksimal

sampai periode tertentu kemudian mengurangi intensitas pengendalian dengan
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kadar yang sesuai dengan keadaan populasi. Hal tersebut diharapkan pengontrolan
yang dilakukan cukup efektif dan efesien sehingga dapat meminimumkan biaya

pengontrolan.

4.2 Saran

Dari hasil simulasi terlihat individu laten dari sistem dengan kontrol
meningkat sangat signifikan, kondisi ini menjadi bahaya yang tersembunyi
apabilaadaimigrasi dari populasi lain dengan masuknyaindividu TBC aktif atau
menurunnya imunitas individu laten dan pengontrolan kontak dengan individu
TBC aktif berkurang, kondisi ini dapat menimbulkan pertumbuhan individu TBC
aktif akibat infeks kedua dengan cepat,

Kondisi di atas akan menambah biaya pengobatan yang relatif [ebih
tinggi, karena ada kemungkinan terjadinya resi sten obat. Sehingga menurut
penulis model pengontrolan yang hanya menekankan pertumbuhan individu TBC
aktif masih belum efektif untuk jangka panjang, oleh sebab itu model tersebut
dapat dikembangkan dengan menambahkan fungsi kontrol yang menekan

pertumbuhan individu TBC laten.
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Penggunaan kontrol optimal dalam konteks model penularan memiliki
sejarah panjang aplikasi dalam ilmu kehidupan dan sosial. Kontribusi
terakhir menggunakan pendekatan kontrol optimal (dari influenza untuk
minum) telah menghasilkan wawasan tentang nilai investasi pada spesifik
kebijakan kesehatan masyarakat (Gonzalez-Parra et al., 2011, Lee et al,
2010a., B, 2011).Upaya untuk menilai efektivitas relatif dari tindakan
intervensi yang bertujuan untuk mengurangi jumlah individu TBC laten dan
secara aktif menular dengan biaya minimal dan horizon waktu yang
terbatas dapat ditemukan dalam literatur (Jung et al., 2002). Kami
menyoroti penggunaan kontrol optimal dalam konteks Model (4).Tiga,
belum ditentukan, fungsi-fungsi (kebijakan): ui (t);:i=1, 2, 3
diperkenalkan.

Ketiga kebijakan dinilai berdasarkan kemampuan mereka untuk
mengurangi atau menghilangkan tingkat laten-dan aktif-TBC prevalensi
dalam populasi dengan biaya berkurang. Dalam hal ini

TBC mengatur, eksogen infeksi ulang memainkan peran dan karenanya
proses optimasi harus memperhitungkan kemungkinan seperti itu. Oleh
karena itu penting untuk mengidentifikasi strategi yang optimal dalam
masyarakat berisiko rendah TBC di mana penyakit ini endemik meskipun
adanya norma-norma kesehatan masyarakat yang efektif (RO <1) serta
dalam komunitas berisiko tinggi TBC, R0> 1 (skenario dominan di bagian
dunia di mana TBC yang sangat endemik).

Tiga kontrol atau kebijakan intervensi timedependent belum dihitung,
diperkenalkan sebagai pengganda terhadap kejadian dan tingkat
pengobatan: BS (t) = (1 Jul (t)) SI=N,BE({t)=p (1 Jul(t)) EI=N, BE
(t)=? (1 0 u2 () TI =N, dan u3 (t).

Kontrol pertama, ul (t), bekerja untuk mengurangi kontak dengan individu
menular melalui kebijakan isolasi, atau jarak sosial, atau melalui
administrasi (jika tersedia) dari vaksin atau obat yang mengurangi
kerentanan terhadap infeksi. Kontrol kedua, u2 (t), model usaha yang
dibutuhkan untuk mengurangi atau mencegah reinfeksi individu

diobati. Kontrol ini tidak identik dengan ul (t) karena individu dengan TBC
sebelum pertarungan cenderung bereaksi berbeda di hadapan-aktif kasus
TBC. Kontrol pengobatan, u3 (t), model usaha diarahkan pada mengobati
individu yang terinfeksi. Tujuan dari meminimalkan jumlah individu
terpapar dan menular sambil menjaga biaya serendah mungkin
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membutuhkan akses ke data yang jarang tersedia. Oleh karena itu, fokus
di sini adalah pada identifikasi solusi yang hanya memasukkan biaya
relatif yang terkait dengan setiap kebijakan atau kombinasi

kebijakan. Identifikasi kebijakan yang optimal terikat ke dalam minimalisasi
J fungsional (didefinisikan di bawah), atas himpunan yang layak kontrol (ui
(t):1=1, 2, 3), semua diterapkan selama waktu yang terbatas pra-

dipilih interval [0; tf]. Tujuan fungsional diberikan oleh ekspresi
http://mbi.osu.edu/eduprograms/graduate2011resources.html
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Lampiran 1 (Program simulasi)

Program 1

cl ose
cl ear
clc

pi |i h1=0;
pi | i h2=0;

| andaVal = 417;
nyuVal = 0. 0167,
betaval = 80 ;

CcC=0.3
d = 0.1;
k = 0.005;
p = 0.4

sigmaval = 0.9;
r = 2;

%N =TPO= 25000;
A = 100;

SO 13250;

EO 10500;

10 1000;

TO 250;

Ta 5;

TPO 25000;

yl

78

=si nul asi gb11R(| andaVal , myuVal , bet aval , C, d, k, p, si gmaVal , r, A, SO, EO,

|0, TO, Ta, TPO) ;

di sp('

clc

whi [ e(pilihl==0)
di sp(' PI

di sp(’

2

(%]

©

~—~
N A®NE

-,

LI H GRAFI K HASI L SI MULASI YANG I NG N DI TAMPI LKAN

ATAU MENGAKHI Rl SI MULAS

I NDI VI DU RENTAN ( Susceptible)")

| NDI VI DU TBC LATEN ( Exposed)')

I NDI VI DU TBC AKTIF (I nfectious)')

| NDI VI DU TBC SEMBUH ( Tr eat nean) ')

TI NGKAT PENGENDALI AN/ KONTROL(control ) ")
TOTAL POPULASI ")

MVENAMPI LKAN SELURUH GRAFI K')

SELESAI ')
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di sp("
")
pi lih2=input (' SILAHKAN PILIH 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 atau 8:');
di sp(’
")
di sp("'
")

i f((pilih2==1) | (pilih2==2) | (pilih2==3) | (pilih2==4)
(pilih2==5)| (pilih2==6)| (pilih2==7)] (pilih2==8))

i f(pilih2==1)
plot(yl(1,:),yl(2,:),"--
black',y1(1,:),y1(7,:)," ' black")
x| abel (' Wakt u (Dal am t ahun) ')
yl abel (" Jum ah | ndividu Rentan')
| egend(' Dengan kontrol',"' Tanpa kontrol')
pi |l i h1=0;
el sei f(pilih2==2)
plot(yl(1,:),y1(3,:),"--
black',y1(1,:),y1(8,:)," black")
xI abel (' Waktu (Dal am tahun)")
yl abel (" Jum ah | ndividu TBC Laten ')
| egend(' Dengan kontrol',"' Tanpa kontrol"')
pi | i h1=0;
el sei f(pilih2==3)
plot(yl(1,:),y1(4,:),"'--
black',y1(1,:),y1(9,:), " black")
xl abel (' Wakt u( Dal am t ahun) ')
yl abel (' Jum ah | ndi vidu TBC Akti f
(I'nfectious)"')
| egend(' Dengan kontrol',' Tanpa kontrol')
pili hl1=0;
el sei f(pilih2==4)
plot(yl(1,:),y1(5,:),"--
black',y1(1,:),y1(10,:),"black")
xl abel (" Waktu (Dal am tahun)"')
yl abel (' Jum ah I ndi vi du senbuh ')
| egend(' Dengan kontrol',' Tanpa kontrol"')
pi i h1=0;
el sei f(pilih2==5)
plot(yl(1,:),y1(6,:)," black")
xl abel (' Wakt u( Dal am t ahun) ')
yl abel (' kontrol ")
pi i h1=0;

el sei f(pilih2==6)
plot(y1l(1,:),y1(11,:),"--
black',y1(1,:),y1(12,:)," black")
x| abel (" Waktu (Dal am tahun)"')
yl abel (" Total Popul asi')
| egend(' Dengan kontrol',"' Tanpa kontrol')
pi |l i h1=0;
el sei f (pilih2==7)
subplot (4,1,1); plot (y1(1,:),y1(2,:),"--
black',y1(1,:),y1(7,:)," black")
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subpl ot (4, 1, 1) ; xl abel (' Wkt u (Dal am t ahun)"')

subpl ot (4,1, 1);yl abel (' Susceptible')

| egend(' Dengan kontrol',' Tanpa kontrol')

subpl ot (4,1, 2);plot (y1(1,:),y1(3,:),"--
black',y1(1,:),y1(8,:),"' black")

subpl ot (4, 1, 2); xl abel (" Waktu (Dal am tahun)')

subpl ot (4,1, 2); yl abel (' Exposed")

subpl ot (4,1, 3); plot (y1(1,:),yl(4,:)," --
black',y1(1,:),y1(9,:)," ' black")

subpl ot (4, 1, 3); xl abel (' Waktu (Dal am tahun)')

subpl ot (4,1, 3); ylabel ("I nfectious')

subplot(4,1,4);plot(y2l(1,:),y1(5,:),"--

pi i h1=0;
el sei f (pilih2==8)
pilihl=1;
end
end
clc
end
disp('")
disp('")
disp('")
disp('")
di sp(' HASIL AKHI R SI MULASI ")
y1(:, end)
pi lihl=1;

di sp(' SELESAI ")
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Program 2

function y =
si mul asi gb11R(I andaVal , myuVal , bet aval , C, d, k, p, si gmaval , r, A, SO, EO,
0, TO, Ta, TPO)

M = 1000;

t=li nspace(0, Ta, M+1);
h=Ta/ M

h2 = h/2;

S=zeros(1, M+l);
E=zeros(1, W1);
| =zeros(1, M+1);
T=zeros(1, Mtl);
TP=zeros(1, M+1);

Sl=zeros(1, Mtl);
El=zeros(1, M+l);
| 1=zeros(1, Mtl);
Tl=zeros(1, M1);
TP1=zeros(1, Mtl);

S( 1) =S0;
E( 1) =EO;
1 (1)=I0;
T(1) =TO:
TP(1) = TPO;

S1(1) =S0;
E1( 1) =EO;
11(1)=I0;
T1(1) =TO;
TP1(1)= TPO;

| anbdaS=zer os(1, Mtl);
| anbdaE=zer os(1, Mtl);
| anbdal =zeros(1, M+l);
| anbdaT=zer os(1, Mtl);

u=zeros(1, Ml);

kk=0
for i = 1: M
kk=kk+1;
oldu = u;
N = TP(i)
N1 = TP1(i)

fprintf('iterasi ke = % \n ', kk)

%or ogr am dengan kontrol %
for i = 1:M
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mlS = | andaVal - myuVal *S(i)- betaVval *C*S(i)*(1(i)/N);
mLE = betaVal *C*S(i)*(1(i)/N)- p*(1-
u(i))*betaval *C*E(i)*(I(i)/N) - (myuVal + k )*E(i) +
bet aval *Crsi gmaVval *T(i)*(I1(i)/N);
mll = p*(1-u(i))*betaVal *C* E(i)*(1(i)/ N+ k*E(i)- (myuVal
+d +r)*l(i);
mMLT = r*1(i)- myuVal *T(i) -
si gmaVal *betaVal *C<T(i)*(I1(i)/N);

n2S = | andaVal - nyuVal *(S(i)+ h2*nilS)- betaVal *C*(S(i)+
h2* L S) * ((1 (i )+ h2*mil )/ N);

M2E = betaVal *C+(S(i)+ h2*mlS)*((1(i)+ h2*nmil)/N)-
p*0.5%((1-u(i))+(1-u(i+1)))*betaval *C*(E(i)+ h2*mLE)*((1(i)+
h2*nLl)/N) - (myuVal + k )*(E(i)+h2*nlE) +
bet aVal * C*si gmaVal *(T(i )+ h2*mLT)*( (I (i)+ h2*nil)/N);

M2l = p*0.5*((1-u(i))+(1-u(i+1)))*betaval *C*(E(i )+
h2*mLE) * ((1 (i) + h2*mil)/ N+ k*(E(i)+ h2*mlE)- (nyuval + d +
FY*(1(i)+ h2*ntl);

m2T = r*(1(i)+ h2*nll)- nyuVal *(T(i)+ h2*miT) -
si gmaVval *bet aval * G (T(i )+ h2*mLT)*((1(i)+ h2*mll)/N);

nBS = |l andaVal - nyuVal *(S(i)+ h2*nRS)- betaVal *C*(S(i)+
h2*m2S) *((1 (i )+ h2*n2l)/ N);

nBE = betaVal *C*(S(i)+ h2*m2S)*( (1 (i)+ h2*nRl)/N) -
p*0.5*((1-u(i))+(2-u(i+1)))*betaVal *C*(E(i)+ h2*nmRE)*((I(i)+
h2*n21)/N) - (myuVal + k )*(E(i)+h2*nRE) +
bet aVal *C*si gmaVval *(T(i )+ h2*m2T)*((I1(i)+ h2*n2l)/N);

nBl = p*0.5*((21-u(i))+(21-u(i+l)))*betaVal *C(E(i)+
h2*mRE) * ((1 (i )+ h2*n2l)/ N) + k*(E(i)+ h2*nRE)- (nyuVal + d +
r)y*(1(i)+ h2*nkl);

nBT = r*(1(i)+ h2*nRl)- myuVal *(T(i)+ h2*n2T) -
si gmaVal *betaVal *C*(T(i )+ h2*m2T)*((1(i)+ h2*n2l )/ N);

miS = | andaVal - nyuVal *(S(i)+ h*nBS)- betaVal *C*(S(i)+
h*nBS)*((1(i)+ h*nBl)/N);

mMIE = betaVal *C*(S(i)+ h*nBS)*((I(i)+ h*nBl)/N- p*(1-
u(i+1))*betaVvVal *C*(E(i)+ h*nBE) *((I(i)+ h*nBl)/N) - (myuVal + k
)*(E(i)+h*nBE) + betaVal *C*si gmaVal *(T(i)+ h*nBT)*((1(i)+
h*nB8l)/N);

mil = p*(1l-u(i+1))*betaVal *C*(E(i)+ h*mBE)*((I(i)+
h*nB1)/N)+ k*(E(i )+ h*nBE)- (nyuVal + d + r)*(l(i)+ h*n8Bl);

mAT = r*(l1(i)+ h*nBl)- nyuVal *(T(i)+ h*nBT) -
si gmaVal *betaVval *C*(T(i )+ h*nBT)*((I(i)+ h*nBl)/N);

S(i+1) = S(i) + (h/6)*(mMS + 2*nR2S + 2*nBS + MiS);
E(i+1) = E(i) + (h/6)*(nlE + 2*nRE + 2*nBE + miE);
[(i+1) = 1(i) + (h/6)*(mll + 2*nR2l + 2*nBl + n¥l);
T(i+1) = T(i) + (h/6)*(mT + 2*n2T + 2*nBT + mAT);
TP(i +1)= S(i +1)+ E(i+1)+ I (i+1)+ T(i+1);

end

for i = 1: M
j =M+ 2 - i;

mlS = | anbdaS(j)*myuval + (lanbdaS(j) -
| anmbdaE(j))*(betavVal *Q*(1(j)/N);

mLE = | anbdaE(j)*myuVal + (lanbdaE(j) - lanmbdal(j))*(k +
p*(1- u(j)))*betaval*C(1(j)/N;
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nll = -1 + lanbdal (j)*(nmyuval + d) + (lanbdaS(j)-
| ambdaE(j))*betaVal *C*(S(j)/ N+ (lanbdaE(j) - lanbdal (j))*p*(1-
u(j))*betaval *C*(E(j)/N) + (lanbdaT(j) -
| anbdaE(j)) *bet aval *C*si gnaVval *(T(j)/N) + (lanbdal (j) -
| anbdaE(j))*r ;
mlT = | anbdaT(j)*myuVval + (lanbdaT(j) -
| anbdal (j)) *betaVal *C+si gmaVval *(I1 (j)/N);

m2S = (lanbdaS(j) - h2*mlS)*nyuval + ((lanbdaS(j) -
h2*nlS) - (1l anbdaE(j) - h2*mlE))*(betaVal *C)*0.5*((1(j)+ (j -

1))IN);

n2E = (| anbdaE(j)-h2*mlE)*nyuval + ((lanbdaE(j)-h2*nlE) -
(lambdal (j)-h2*nl))*(k + p*0.5*((1- u(j))+(1- u(j-
1)))*betaVal *C*0.5*((1(j)+ I (j-1))IN));

nm2l = -1 + (lanbdal (j)-h2*nll)*(nyuVal + d) +
((lambdaS(j)-h2*nlS) - (| anbdaE(j ) -
h2*mLE) ) *bet aVal *C*(0.5*(S(j ) +S(j-1))/ N+ ((lanbdaE(j)- h2*mlE) -
(l'ambdal (j)-h2*nml)) *p* (0. 5*((1-u(j))+(1- u(j-
1)))*betaVal *C*(E(j)+ E(j-1))/N + ((lanbdaT(j)-h2*nlT) -
(1 ambdak(j ) - h2*mlE) ) *bet aVal *C*si gmaVal *(0. 5* (T(j)+T(j-1))/N) +
((lambdal (j)-h2*nil) - (lanbdaE(j)-h2*nmlE))*r ;

nm2T = (lanmbdaT(j)- h2*mlT)*nyuVal + ((lanbdaT(j)-h2*nlT) -
(lambdal (j)-h2*nill)) *bet aVal *CrsigmaVal *(0.5*(1(j)+l (j-1))/N);

m8S = (lanbdaS(j) - h2*nm2S)*nyuval + ((lanbdaS(j) -
h2*n2S) - (lanbdaB(j) - h2*mRE))*(betaval *C) *0.5*((1(j)+ (] -

1))IN);

nBE = (lanbdaE(j)-h2*nRE)*nyuVal + ((lanbdaE(j)-h2*nRE) -
(lanbdal (j)-h2*n2l))*(k + p*0.5*((1- u(j))+(1- u(j-
1)))*betaVal *C*0.5*((1(j)+ I (j-1))/N));

nBl = -1 + (lanbdal (j)-h2*n2l)*(nyuVal + d) +
((lambdaS(j)-h2*nRS) - (I anbdaE(j ) -
h2*nR2E) ) *bet avVal *C*( 0. 5*(S(j)+S(j-1))/ N+ ((| anbdaE(j)- h2*nRE) -
(lanmbdal (j)-h2*n2l))*p* (0. 5*((1-u(j)) +(1-
u(j)))*betaval *C*0.5*(E(j)+ E(j-1))/N + ((lanbdaT(j)-h2*n2T) -
(1 ambdak(j ) - h2*nRE) ) *bet aVal *C*si gmaVal * (0. 5*(T(j)+T(j-1))/N) +
((lambdal (j)-h2*n2l) - (Il anbdag(j)-h2*nRE))*r ;

nBT = (lanbdaT(j)- h2*n2T)*nyuVal + ((lanbdaT(j)-h2*n2T) -
(lambdal (j)-h2*n2l1))*bet aVal *C*si gmaVal *(0.5*(1(j)+I(j-1))/N);

mMiS = (lanmbdaS(j) - h*nmB8S)*nyuval + ((lanbdaS(j) - h*nBS)
- (lanbdaE(j) - h*nBE))*(betaval *C)*(I1(j-1)/N);

mMiE = (Il anbdaE(j)-h*nBE) *nyuval + ((|anmbdaE(j)-h*nBE) -
(lambdal (j)-h*nBl))*(k + p*(1- u(j-1))*betaVal *C*( I(j-1)/N));

mil = -1 + (lanbdal (j)-h*nBl)*(nyuVal + d) + ((lanbdaS(j) -
h*n8S) - (1 anbdaE(j ) - h*nBE) ) *betavVal *C*(S(j-1)/ N+ ((l anbdaE(]j) -
h*nBE) - (lanbdal (j)-h*nBl))*p*(1- u(j-1))*betaval*C*( E(j-1)/N +
((lanbdaT(j)-h*nBT) - (Il anbdaE(j)-h*nBE)) *bet aVal *C*si gmaVal *( T(j -
1)/N) + ((lanmbdal (j)-h*nBl) - (lanbdaE(j)-h*nBE))*r ;

mMT = (lanbdaT(j)- h*nBT)*myuVal + ((lanbdaT(j)-h*n8T) -
(lanmbdal (j)-h*n8Bl))*betaVal *C*si gmaVal *(1(j-1)/N);

| anbdas(j - 1)

| anbdaS(j) - (h/6)*(mlS + 2*nRS + 2*nBS +
mS) ;
| ambdaE(j - 1)

| ambdaE(j) - (h/6)*(mlE + 2*nRE + 2*nBE +
ME) ;
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lanbdal (j) - (h/6)*(mll + 2*n2l + 2*nBl +

| anbdal (j - 1)
ml);
[ anbdaT(j-1)

[ anbdaT(j) - (h/6)*(nmlT + 2*nRT + 2*nBT +
mT) ;

u(j) = mn(l, max(0, ((E(i)*1(i)*(lanbdal(j)-
| anbdaE(j)) *p*betaVvVal *C)/ (2*A*N))));

end

for i =1:M
mLS1 = | andaVval - nyuVal *S1(i)- betaVal *C*S1(i)*(11(i)/N1);
mLE1 = betaVal *C*S1(i)*(11(i)/N1)-

p*betaval *C*EL(i)*(121(i)/N1) - (nmyuVal + k )*EL1(i) +
bet aval *C*si gmaVal *T1(i)* (1 1(i)/N1);
nll 1 = p*betaVal *C* EL(i)*(l12(i)/NL)+ k*E1(i)- (nyuVal + d
+r)*lL(i);
MLTL = r*11(i)- nyuVal *T1(i) -
si gmaVal *bet aVal *C*T1(i ) * (I 1(i)/ N1);

n2S1 = | andaVal - nmyuVal *(S1(i)+ h2*mlSl)- betaVal *C*(S1(i)+
h2*mlS1) *((11(i )+ h2*nil 1)/ N1);

nR2E1 = betaVal *C*(S1(i )+ h2*mlS1)*((l11(i)+ h2*nill 1)/ N1) -
p*betaVal *C*(EL(i )+ h2*pLlEL) *((11(i)+ h2*mll 1)/ N1) - (nyuVal + k
)*(EL(i)+h2*mlEl) + betaVal *C*signmaVal *( T1(i)+ h2*nlT1) *( (I 1(i)+
h2*mll 1)/ N1) ;

n2l 1 = p*betaVal *C*(EL(i)+ h2*mlEL) *( (I 1(i)+ h2*nil 1)/ N1) +
k*(EL(i)+ h2*nmlEl)- (nyuVal + d + r)*(11(i)+ h2*nll1);

2Tl = r*(11(i)+ h2*mll 1)- myuVal *(T1(i)+ h2*mlT1) -
si gmaVal *bet aVal *C*(T1(i )+ h2*nmLT1)*((11(i)+ h2*mll 1)/ N1);

m8S1 = | andaVal - myuVal *(S1(i )+ h2*n2S1) - betaVal *C*(S1(i)+
h2*n2S1) *((11(i)+ h2*nR21 1)/ N1);

nBE1 = betaVal *C*(S1(i )+ h2*n2S1)*((11(i)+ h2*nR2l 1)/ N1) -
p*betaVal *C*(EL(i )+ h2*nRE1)*((11(i)+ h2*nR2l 1)/ N1) - (nmyuVal + k
)*(EL(i)+h2*nRELl) + betaVal *Ctsi gmaVal * (T1(i )+ h2*nm2T1)*((I11(i)+
h2*n2l 1)/ N1) ;

nBl 1 = p*betaVal *C*(EL(i)+ h2*nREL) *( (1 1(i)+ h2*nRl 1)/ N1) +
k*(EL(i)+ h2*nREl)- (myuVal + d + r)*(11(i)+ h2*n2l1);

BTl = r*(11(i)+ h2*nmRl 1)- myuVal *(T1(i)+ h2*nRT1) -
si gmaVal *bet aVal *C*(T1(i )+ h2*n2T1)*((11(i)+ h2*nR2l 1)/ N1);

miS1 = | andaVal - nyuVal *(S1(i)+ h*nBS1)- betaVal *C*(S1(i)+
h*nB8S1)*((11(i)+ h*nB11)/N1);

mMiEL = betaVal *C*(S1(i)+ h*nBS1)*((11(i)+ h*nBl1)/NL)-
betaVval *C*(EL1(i)+ h*mBEL)*((l11(i)+ h*nmBI1)/N1) - (nyuVal + k
)*(EL1(i)+h*nBEl) + betaVal *CrsigmaVal *(T1(i)+ h*n8T1)*((I11(i)+
h*n81 1)/ N1) ;

mil 1 = p*betaVal *C*(EL(i)+ h*nBEL)*((11(i)+ h*nBl1)/NL)+
k*(EL(i)+ h*nBEl)- (nyuVal + d + r)*(11(i)+ h*nBl1);

miTl = r*(11(i)+ h*nBI1)- myuVal *(T1(i)+ h*nBT1) -
si gmaVal *betavVal *C*(T1(i )+ h*nBT1)*((I11(i)+ h*nBI 1)/ N1l);

S1(i+1) = S1(i) + (h/6)*(mlSl + 2*nR2S1 + 2*nB8S1 + MASL);
E1(i +1) = EL(i) + (h/6)*(nmLEl + 2*nRELl + 2*nBEl + m4El);
11(i+1) = 11(i) + (h/6)*(nll1l + 2*nRI1 + 2*nBl 1 + mdl 1) ;
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T1(i+1) = T1(i) + (h/6)*(mlTL + 2*nR2T1 + 2*nB8T1 + mMAT1);
TPL(i +1)= S1(i+1)+ EL(i+1)+ 11(i+1)+ TL(i+1);

end
temp =((E *I.*(lanmbdal -1 anmbdaE) *p*betaVal *C)/ (2*A*N) ) ;
ul = mn(1, mex(0, temp));
u = 0.5%(ul + oldu);
end

fprintf('jumah iterasi = % ', kk)

y(1,:) =t;
y(2,:) =S
y(3,:) = E
y(4,:) =1;
y(5:) =T,
y(6,:) = u;
y(7,:) = S1;
y(8,:) = EI;
y(9,:) =11
y(10,:)= T1,;
y(11,:)= TP,
y(12,:)= TPL,;

fprintf('Hasil Akhir = y1(:,end) ')
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Lampiran 2 (Penurunan Rumus Ro)

Dalam penurunan rumus R,, dapat digunakan beberapa metode:

M etode Pendekatan Operator Generasi Selanjutnya (The next generation

operator approach Method)

Dalam metode pendekatan operator generasi selanjutnya ini, R, didefinisikan

sebagai radius spektral dari operator generasi selanjutnya.

Definisi 1 (Radius Spektral). Misalkan A adalah matriks nxndan /,,..., 4,

adalah nilai eigen dari matriks A, maka radius spektral dari matriks A

didefinisikan sebagai

p(A)= {7 1}

Langkah dari metode pendekatan operator generasi (The next generation

operator approach Method) selanjutnya ini adalah sebagai berikut:

Misalkan model epidemi suatu penyakit dapat dituliskan dalam bentuk

d

=X =f(X\Y,Z),
o ( )
Ay _g(xy.2)
dt i) ) )
d .
—Z=h(X)Y,Z);
ot

dengan X e IR", YeIR®, ZeIR"; r,5;n>0; dan h(X00)=0.

Komponen X menyatakan banyaknya individu dari kelas-kelas individu yang

tidak terinfeksi penyakit yang sedang diamati, yaitu individu rentan
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(susceptibles), individu yang telah sembuh (recovered) Komponen Y
menyatakan banyaknya individu dari kelas-kelas individu yang terinfeksi penyakit
yang sedang diamati , tetapi tidak dapat menularkan penyakit tersebut yaitu
individu laten (non infectious stages). Komponen Z menyatakan banyaknya
individu dari kelas-kelas individu yang terinfeksi penyakit yang sedang diamati

dan dapat menularkan penyakit tersebut yaitu individu terinfeksi akti (infectious).

Selanjutnya, misalkan

a. Ug=(X*00)eIR™5" adalah titik equilibrium bebas penyakit dari

sistem , yaitu f(X°00)=g(X*00)=h(X*00)=0.

b. Misalkan kemudian ada yang terinfeksi penyakit, maka didapat persamaan

g(X*®,Y,Z)=0, yang dapat diubah menjadi Y =g(X*,Z2).
I 0 & @i
c. Definisikan A:a—zh(X ,g(X*0)0).

Jika A dapat dituliskan dalam bentuk A=M —D ; dengan M >0
(rr}j >0) dan D >0 adalah matriks diagonal, maka &, didefinisikan

sebagai radius spektral dari matriks MD ™2, sehingga berdasarkan

definisi 1, diperoleh By = p(MD™).
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PENURUNAN RUMUS BASIC REPRODUCTION RATIO NUMBER ( %)

Berdasarkan teori mengenai metode yang digunakan dalam penurunan rumus basic

reproduction ratio ( /), yaitu metode pendekatan operator generasi selanjutnya,

maka untuk sistem

d |
O se Ao s — s,
ot feS N H

d I
ZE=feS——
ot =Py

gI—p[>’cE|—+kE—( +r+d)l
dt N | ’
d I
—R=rl —gfcR——uR,
dt obe N

berlaku:
X=(S,R),,Y=EZ=1,

pﬁCElﬁ—(,uva)EJraﬁchﬁ,

fo(X,Y,Z)= f(S,RE,| )=/1—ﬁcSlﬁ—,uS,

Fo(X.Y,Z)= fa(SRE,1 )=l —aﬁchﬁ—,uR,
g(X.Y.Z)=g(SRE, )=ﬂcSIN— p,BcEIN—(,u+k)E+aﬂchﬁ,
h(X.Y.Z)=h(S,RE,I)= pﬁcE|ﬁ+kE—(ﬂ+r+d)l .

a. Misalkan Uy =(X*00)=(S",R*00) adalah titik equilibrium bebas
penyakit, maka:

(i) Dari persamaan f5(S*,R*00)=0 diperoleh S* = A/pu;

(i) Dari persamaan fg(S*,R*00)=0 diperoleh R* =0;
Sehingga
Uy =(S*,R*00)=(4/u000),
N*=S"+R* =(A/u)+0=A/u.
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b. Dari persamaan g(S°,R*,E,l )=0 diperoleh

E=9(S’,R°,I)
= ! i [ﬂcS°|—+a,BcR'|—j
u+k+ pﬁcﬁ N N

o1 l@¢¢}
ﬂ+k+pﬁcﬁ #N

maka

h(s*,R*,E,l )=h(S*,R*,(S*,R",1),1)

_ () @gLyL

ﬂ+k+pﬁc|— # NN
N
ik 1 | (ﬁcﬁ'—j _(ptr+d)l
f+k+pBc— #N
N
pﬁzczé% kg A’I\l
= L + - —(u+r+d)l,

I
+K+ pfc— +K+ppfc—
iz P /J Vi of
sehingga

0 ° o ~ ° ° _
8_Ih(S ,R*,0(S",R",1),I)=

204 | I 2 2/ |2 1
[Zpﬁ c ﬂNz}(FH‘k*‘ pﬁCNJ—[pﬁ c ,usz(pﬂCNj

| )2
(,u+k+ pﬁch

41 I Al 1
(kﬁcﬂN](u+k+ pp CN]—(kﬁc#Nj[pﬁ ch

+ —(pu+r+d).

| )2
(u+k+ p,b’ch
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c. Misalkan Azgh(s',R',@(S',R',O),O).

Karena

(kﬂc/llj(,u+k)
“N*

0
—h(S*,R*,3(S*,R*0)0)= —(u+r+d
ol (n+k)? )
kﬁcé 1.
= AN (u+r+d)
u+K
bet,
u+k
:kﬁ—(y+r+d),
u+Kk
maka
A=K _iird).
+k
Karena A dapat dituliskan dalam bentuk A=M —D dengan M = k’Bck >0 dan
L+

D=u+r+d>0, maka
Ry=p(Mphy=|[ KEC )1 |
u+kK)\u+r+d

Persamaan dapat dituliskan dalam bentuk

(sl
w+r+d )\ u+k
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