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Judul  : Koefisien Reliabilitas Tarkkonen‟s Rho 

 

Reliabilitas suatu alat ukur yang menggunakan Skala Likert seringkali 

ditaksir dengan koefisien Alpha Cronbach. Tetapi ternyata dapat ditunjukkan 

bahwa Koefisien Alpha Cronbach akan memberikan taksiran yang underestimate 

jika asumsi 𝜏-equivalent tidak dipenuhi. Penaksir koefisien Koefisien Tarkkonen‟s 

Rho diperkenalkan dalam tugas akhir ini. Dapat dibuktikan bahwa Koefisien 

Tarkkonen‟s Rho memberikan nilai taksiran yang lebih besar dari Koefisien 

Alpha Cronbach jika asumsi𝜏-equivalent tidak dipenuhi dan akan bernilai sama 

dengan Alpha Cronbach jika asumsiτ-equivalent dipenuhi. Contoh penerapan 

diberikan untuk  membandingkan taksiran reliabilitas dengan menggunakan 

Koefisien Alpha Cronbach dan Koefisien Tarkkonen‟s Rho. 
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Reliability of measurement which uses Likert Scale is usually estimated by 

Cronbach‟s Alpha coefficient. But it can be shown that Cronbach‟s Alpha 

coefficient will give an underestimate estimation if the 𝜏-equivalence assumption 

is not fulfilled. The reliability estimator, called Tarkkonen‟s Rho Coefficient, will 

be introduced in this mini thesis. It can be proved that Tarkkonen‟s Rho 

coefficient will give greater reliability estimation than Cronbach‟s Alpha 

Coefficient if the 𝜏-equivalence assumption is not fulfilled and will give same 

reliability estimation if the 𝜏-equivalence assumption is fulfilled. An example of 

application will be given to compare the reliability estimations which is gotten by 

using Cronbach‟s Alpha Coefficient and Tarkkonen‟s Rho Coefficient. 
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BAB 1  

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Pada beberapa penelitian, khususnya penelitian sosial sering kali variabel 

yang digunakan berupa variabel latent, yaitu variabel yang tidak dapat diukur 

secara langsung. Variabel latent biasanya diukur dengan menggunakan alat ukur 

dengan skala Likert. Alat ukur ini terdiri dari beberapa item pernyataan yang 

diberi skor berjenjang. Pengukuran variabel latent didapat dari penjumlahan skor 

dari item-item terkait yang disebut sebagai variabel komposit. Skor pengamatan 

dari item-item tersebut dapat dibedakan menjadi nilai murni dari item tersebut dan 

kesalahan pengukuran (sebut error). Begitu juga penjumlahan dari skor 

pengamatan item-item terkait (sebut variabel pengamatan komposit), dapat juga 

dibedakan menjadi penjumlahan nilai murni item-item terkait (sebut variabel nilai 

murni komposit), dan penjumlahan kesalahan pengukuran (sebut variabel 

kesalahan komposit). Reliabilitas suatu alat ukur didefinisikan sebagai rasio antara 

variansi nilai murni komposit dan variansi nilai pengamatan komposit alat ukur 

tersebut. 

Salah satu penaksir koefisien reliabilitas yang sering digunakan adalah 

koefisien reliabilitas Alpha Cronbach. Alpha Cronbach sebenarnya membutuhkan 

asumsi yang harus dipenuhi, yaitu nilai murni dari setiap item pada alat ukur 

tersebut sama. Keadaan ini disebut dengan keadaan 𝜏-equivalent. Jika asumsi 

tidak terpenuhi maka taksiran reliabilitas berdasarkan metode Alpha Cronbach 

akan underestimate.  

Penaksir reliabilitas alternatif sudah banyak dicetuskan oleh para 

statistikawan dan atau para ahli psikologi, tetapi tetap saja tidak berhasil 

menggantikan Alpha Cronbach. Penaksir reliabilitas terbaru dicetuskan oleh 

Tarkkonen dan Vehkalahti, yang dikenal dengan nama Tarkkonen‟s Rho. Penaksir 

ini dapat ditunjukkan mempunyai nilai yang lebih besar daripada koefisien Alpha 

Cronbach jika asumsi 𝜏-equivalent tidak dipenuhi sehingga paling tidak 
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diharapkan dapat memperbaiki koefisien Alpha Cronbach yang memberikan 

taksiran yang underestimate jika asumsi 𝜏-equivalent tidak dipenuhi. 

Pada tugas akhir ini, penulis akan menunjukkan bahwa koefisien Alpha 

Cronbach akan memberikan taksiran yang underestimate jika model pengukuran 

tidak 𝜏-equivalent. Menunjukkan bahwa koefisien Alpha Cronbach akan 

memberikan taksiran reliabilitas alat ukur yang sama dengan reliabilitas alat ukur 

sebenarnya jika model pengukuran 𝜏-equivalent. Selain itu dalam tugas akhir ini 

akan dibahas tentang koefisien Tarkkonen‟s Rho, ditunjukkan bahwa koefisien 

Tarkkonen‟s Rho bernilai antara 0 sampai dengan 1, dan akan memberikan 

taksiran koefisien reliabilitas yang lebih besar daripada koefisien Alpha Cronbach 

jika model pengukuran tidak 𝜏-equivalent. Sebagai contoh penerapan, koefisien 

Alpha Cronbach dan koefisien Tarkkonen‟s Rho akan dibandingkan pada alat 

ukur “fondasi moral”.  

 

 

1.2 Permasalahan 

 

 Bagaimana menunjukkan koefisien Alpha Cronbach merupakan 

taksiran koefisien reliabilitas yang underestimate jika model 

pengukuran tidak 𝜏-equivalent? 

 Bagaimana mengatasi permasalahan koefisien Alpha Cronbach yang 

underestimate jika model pengukuran tidak 𝜏-equivalent dengan 

menggunakan koefisien Tarkkonen‟s Rho? 

 

 

1.3 Tujuan 

 

 Menunjukkan bahwa koefisien Alpha Cronbach akan memberi taksiran 

yang underestimate jika asumsi 𝜏-equivalent tidak terpenuhi, 

 Membahas tentang koefisien reliabilitas Tarkkonen‟s Rho, 
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 Menunjukkan bahwa koefisien Tarkkonen‟s Rho mempunyai nilai 

yang lebih besar daripada koefisien Alpha Cronbach jika asumsi 

 𝜏-equivalent tidak dipenuhi. 

 

 

1.4 Pembatasan Masalah 

 

Pada tugas akhir ini, model pengukuran yang digunakan adalah model 

pengukuran congeneric.
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BAB 2  

LANDASAN TEORI 

 

 

2.1 Model-Model Pengukuran 

 

Dalam bidang psikologi, misalnya, suatu variabel yang tidak bisa diukur 

secara langsung dari suatu individu (merupakan variabel latent) biasanya diukur 

dengan menggunakan skala Likert yang berupa suatu alat tes yang terdiri dari 

beberapa item pernyataan. Skor dari karakteristik individu tersebut diukur 

berdasarkan nilai-nilai yang diberikan individu terhadap item-item terkait. Untuk 

menjamin mutu dari alat ukur tersebut, salah satu hal yang perlu dilakukan adalah 

memeriksa reliabilitas dari alat ukur tersebut. Biasanya nilai pengamatan tidak 

secara akurat mengukur nilai yang sebenarnya (disebut nilai murni), tetapi juga 

dipengaruhi oleh faktor-faktor lain (disebut kesalahan). Misalkan 𝑋𝑖 ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 

adalah variabel pengamatan dari item ke-𝑖 yang memiliki nilai yang disebut 

𝑥𝑖 ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 ; 𝑀𝑖  ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 adalah variabel skor murni dari item ke-𝑖 

yang memiliki nilai yang disebut 𝑚𝑖  ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 ; dan ℇ𝑖  ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 adalah 

variabel skor kesalahan (error) dari item ke-𝑖 yang memiliki nilai yang disebut 

휀𝑖  ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝. 

Model pengukuran dapat dituliskan sebagai berikut: 

𝑋𝑖 = 𝑀𝑖 + ℇ𝑖 ,          𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 (2.1) 

Jika diasumsikan: 

1. 𝐸 ℇ𝑖 = 0; 𝑖 = 1,2, … , 𝑝 

Asumsi ini menyatakan bahwa mean nilai kesalahan (error) dari item ke-𝑖 

sama dengan 0. 

2. Nilai-nilai kesalahan (error) antara dua item saling bebas. Hal ini 

mengakibatkan 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑗  = 0 dan  𝜌ℇ𝑖ℇ𝑗
= 0 ; 𝑖 ≠ 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑝. 

3. Nilai kesalahan (error) dan nilai murni dari suatu item saling bebas. Hal 

ini mengakibatkan 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑀𝑖 = 0 dan 𝜌ℇ𝑖𝑀𝑖
= 0;  𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 . 
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4. Nilai kesalahan (error) dari suatu item saling bebas dengan nilai murni 

item yang lainnya. Hal ini mengakibatkan 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑀𝑗  = 0 atau 

𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑗 , 𝑀𝑖 = 0 dan 𝜌ℇ𝑖𝑀𝑗
= 0 atau 𝜌ℇ𝑗 𝑀𝑖

= 0;   𝑖 ≠ 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑝 . 

 Dari asumsi-asumsi di atas didapat bahwa  𝜎𝑋𝑖

2 = 𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎ℇ𝑖

2 . 

Secara matriks, model pengukuran dapat dituliskan  

𝑿 = 𝓜 + 𝓔 (2.2) 

Dimana 

𝑿 =  

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑝

 , 𝓜 =  

𝑀1

𝑀2

⋮
𝑀𝑝

 , 𝓔 =  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

  

Misalkan suatu variabel latent  𝑇 yang memiliki nilai yang disebut 𝜏 

diukur berdasarkan variabel-variabel pengamatan 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋𝑝 .  

Pandang diagram di bawah ini: 

 

 

Gambar 2. 1. Diagram Model Pengukuran 

 

Pandang 𝑀𝑖 = 𝑏𝑖𝑇;  𝑏𝑖 ∈ ℝ;   𝑖 = 1, 2, … , 𝑝. Maka 

 

𝑀1

𝑀2

⋮
𝑀𝑝

 =  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

 𝑇 
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Dengan demikian model pengukuran dapat dituliskan sebagai 

 

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑝

 =  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

 𝑇 +  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

  

Secara matriks dapat dituliskan 

𝑿 = 𝑩𝑇 + 𝓔 (2.3) 

Dimana  

𝑿 =  

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑝

  , 𝑩 =  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

 , 𝓔 =  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

 , dan 𝑇 adalah variabel latent yang akan 

diukur.  

Berdasarkan asumsi-asumsi pada model pengukuran, maka: 

 𝐸 𝓔 = 𝐸  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

 =  

0
0
⋮
0

 ,  

 𝑐𝑜𝑣 𝓜, 𝓔 =

 

 

𝑐𝑜𝑣(𝑏1𝑇, ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝑏1𝑇, ℇ2) …
𝑐𝑜𝑣(𝑏2𝑇, ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝑏2𝑇, ℇ2) …

⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣(𝑏1𝑇, ℇ𝑝)

𝑐𝑜𝑣(𝑏2𝑇, ℇ𝑝)

⋮
𝑐𝑜𝑣(𝑏𝑝𝑇, ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝑏𝑝𝑇, ℇ2) … 𝑐𝑜𝑣(𝑏𝑝𝑇, ℇ𝑝) 

 =  

0 0 …
0 0 …
⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 0

 , 

karena 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑝 ≠ 0, maka 𝑐𝑜𝑣 𝑇, 𝓔 =  

𝑐𝑜𝑣(𝑇, ℇ1)
𝑐𝑜𝑣(𝑇, ℇ2)

⋮
𝑐𝑜𝑣(𝑇, ℇ𝑝)

  = 

0
0
⋮
0

 . 

 𝑐𝑜𝑣 𝓔 =

 

 
 

𝜎ℇ1

2 𝑐𝑜𝑣 ℇ1, ℇ2 …

𝑐𝑜𝑣 ℇ2, ℇ1 𝜎ℇ2

2 …

⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣 ℇ1, ℇ𝑝 

𝑐𝑜𝑣 ℇ2, ℇ𝑝 

⋮
𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑝 , ℇ1 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑝 , ℇ2 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

 

=

 

 
 

𝜎ℇ1

2 0 …

0 𝜎ℇ2

2 …

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

 

Misalkan 𝑐𝑜𝑣 𝓔 = 𝚿𝒅, dan 𝑩 adalah vektor berukuran 𝑝 × 1, maka dapat 

dibuktikan  

𝑐𝑜𝑣 𝑿 = 𝚺 = 𝑐𝑜𝑣 𝓜 + 𝑐𝑜𝑣 𝓔 = 𝑐𝑜𝑣 𝑩𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 𝓔 = 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ + 𝚿𝒅 (akan 

dibuktikan pada lampiran 1). 
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Model pengukuran tersebut dapat digolongkan menjadi: 

1. Jika 𝑩 =  

1
1
⋮
1

  maka  

𝑀1

𝑀2

⋮
𝑀𝑝

 =  

1
1
⋮
1

 𝑇 , sehingga dapat dikatakan 

 𝑀1 = 𝑀2 = ⋯ = 𝑀𝑝 = 𝑇 dan 𝜎𝑀1

2 = 𝜎𝑀2

2 = ⋯ = 𝜎𝑀𝑝

2 . Misalkan variansi 

kesalahan (error) untuk tiap item sama, sebut 𝜎𝜉
2, maka 

 𝚿𝒅 =

 

 
 

𝜎𝜉
2 0 …

0 𝜎𝜉
2 …

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎𝜉
2

 

 
 

. Model pengukuran di atas disebut model 

pengukuran paralel.  

2. Jika 𝑩 =  

1
1
⋮
1

  maka  

𝑀1

𝑀2

⋮
𝑀𝑝

 =  

1
1
⋮
1

 𝑇, sehingga dapat dikatakan 

 𝑀1 = 𝑀2 = ⋯ = 𝑀𝑝 = 𝑇 dan 𝜎𝑀1

2 = 𝜎𝑀2

2 = ⋯ = 𝜎𝑀𝑝

2 . Misalkan variansi 

kesalahan (error) untuk tiap item tidak perlu sama, maka 

 𝚿𝐝 =

 

 
 

𝜎ℇ1

2 0 …

0 𝜎ℇ2

2 …

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

. Model pengukuran di atas disebut model 

pengukuran 𝜏-equivalent. 

3. Jika 𝑩 =  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

  maka  

𝑀1

𝑀2

⋮
𝑀𝑝

 =  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

 𝑇. Dapat dituliskan 𝑀𝑖 = 𝑏𝑖𝑇 yang 

berarti nilai murni dari tiap item tidak perlu sama, dan variansi nilai murni 

dari tiap item tidak perlu sama. Misalkan variansi kesalahan (error) untuk 

tiap item tidak perlu sama, maka 𝚿𝐝 =

 

 
 

𝜎ℇ1

2 0 …

0 𝜎ℇ2

2 …

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

. Model 

pengukuran di atas disebut model pengukuran congeneric. 
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2.2 Reliabilitas  

 

 Reliabilitas mempunyai nama lain, yaitu keandalan, konsistensi, 

keterpercayaan, dan sebagainya. Suatu alat ukur dikatakan reliabel jika hasil 

pengukurannya akan konsisten bila diberikan kembali kepada individu atau 

kelompok yang sama dengan kondisi yang relatif sama. Dalam pengukuran 

dengan skala Likert, reliabilitas dapat dibagi menjadi dua, yaitu reliabilitas item 

dan reliabilitas alat ukur. 

 

2.2.1 Reliabilitas Item 

 

Misalkan suatu variabel latent 𝑇 diukur berdasarkan variabel pengamatan 

𝑋1 , 𝑋2 , … , 𝑋𝑝 . Seperti yang telah disebutkan di atas, model pengukuran secara 

umum dapat dituliskan sebagai: 

 𝑋𝑖 = 𝑀𝑖 + ℇ𝑖  ;  𝑖 = 1, 2, … , 𝑝  

Dimana 

𝑋𝑖  adalah variabel pengamatan item ke-𝑖 

𝑀𝑖  adalah variabel skor murni dari item ke-𝑖 

ℇ𝑖  adalah variabel nilai kesalahan (error) dari item ke-𝑖. 

Jika diasumsikan: 

1. 𝐸 ℇ𝑖 = 0; 𝑖 = 1,2, … , 𝑝 

Asumsi ini menyatakan bahwa mean nilai kesalahan (error) dari item ke-𝑖 

sama dengan 0. 

2. Nilai-nilai kesalahan (error) antara dua item saling bebas. Hal ini 

mengakibatkan 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑗  = 0 dan  𝜌ℇ𝑖ℇ𝑗
= 0 ; 𝑖 ≠ 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑝. 

3. Nilai kesalahan (error) dan nilai murni dari suatu item saling bebas. Hal 

ini mengakibatkan 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑀𝑖 = 0 dan 𝜌ℇ𝑖𝑀𝑖
= 0;  𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 . 

4. Nilai kesalahan (error) dari suatu item saling bebas dengan nilai murni 

item yang lainnya. Hal ini mengakibatkan 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑀𝑗  = 0 atau 

𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑗 , 𝑀𝑖 = 0 dan 𝜌ℇ𝑖𝑀𝑗
= 0 atau 𝜌ℇ𝑗 𝑀𝑖

= 0;  𝑖 ≠ 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑝 . 

Dari asumsi-asumsi di atas didapat bahwa  𝜎𝑋𝑖

2 = 𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎ℇ𝑖

2 . 
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Reliabilitas item ke-𝑖, dinotasikan dengan 𝑅𝑖  secara umum didefinisikan 

sebagai 

𝑅𝑖 =
𝜎𝑀𝑖

2

𝜎𝑋𝑖

2  (2.4) 

Karena 𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 , 𝑀𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 + ℇ𝑖 , 𝑀𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑖 + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑀𝑖 =

𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑖 + 0 = 𝑣𝑎𝑟 𝑀𝑖 = 𝜎𝑀𝑖

2 , maka reliabilitas item dapat dituliskan 

𝑅𝑖 =
𝜎𝑀𝑖

2

𝜎𝑋𝑖

2 =
 𝜎𝑀𝑖

2  
2

𝜎𝑋𝑖

2 𝜎𝑀𝑖

2 =
 𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 , 𝑀𝑖  

2

𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖 𝑣𝑎𝑟(𝑀𝑖)
= 𝜌𝑋𝑖𝑀𝑖

2  (2.5) 

 

 Jadi reliabilitas item ke-𝑖 dapat dilihat sebagai kuadrat dari korelasi antara 

𝑋𝑖  dan 𝑀𝑖 . Karena reliabilitas suatu item dapat dinyatakan sebagai kuadrat 

korelasi antara variabel pengamatan item ke-𝑖 dengan variabel nilai murni item 

ke-𝑖, reliabilitas suatu item mempunyai nilai antara 0 sampai dengan 1. 

Karena 𝑋𝑖 = 𝑀𝑖 + ℇ𝑖  dimana 𝑀𝑖  dan ℇ𝑖  tidak diketahui dan reliabilitas item ke-𝑖 

diukur dengan 𝜌𝑋𝑖𝑀𝑖

2 =
𝜎𝑀𝑖

2

𝜎𝑋𝑖
2 , untuk menaksir reliabilitas item ke-𝑖, salah satu dari 

𝜎𝑀
2

𝑖
 atau 𝜎ℇ𝑖

2  harus ditaksir.  

Dari asumsi-asumsi sebelumnya, jika 𝑀𝑖  adalah nilai murni dari item ke-𝑖 

dan 𝑀𝑗  adalah nilai murni dari item ke-𝑗 ; ∀𝑖 ≠ 𝑗 ; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝, maka berlaku: 

𝑐𝑜𝑣(𝑋1 , 𝑋2) = 𝑐𝑜𝑣 (𝑀𝑖 + ℇ𝑖), (𝑀𝑗 + ℇ𝑗 )  

=  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  + 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , ℇ𝑗  + 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑗 , ℇ𝑖 + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑗    

Karena 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑗  = 0, dan 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , ℇ𝑗  = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑗 , ℇ𝑖 = 0, maka 

𝑐𝑜𝑣(𝑋1 , 𝑋2) = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗  (2.6) 

 Reliabilitas suatu item juga dapat diukur sebagai korelasi antara variabel 

pengamatan dari dua item yang paralel. Misalkan 𝑋𝑖  dan 𝑋𝑗  variabel pengamatan 

dari dua item yang paralel ; 𝑖 ≠ 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝. 𝑋𝑖  adalah variabel pengamatan 

item ke-𝑖,dengan variabel nilai murni 𝑀𝑖  dan variabel kesalahan (error) ℇ𝑖 , 𝑋𝑗  

adalah variabel pengamatan item ke-𝑗, dengan variabel nilai murni 𝑀𝑗  dan 

variabel kesalahan (error) ℇ𝑗 . Sesuai dengan definisi subbab sebelumnya, jika 

item ke-𝑖 dan item ke-𝑗 paralel, maka 𝑀𝑖 = 𝑀𝑗  dan 𝜎ℇ𝑖

2 = 𝜎ℇ𝑗

2 . Akan dibuktikan 
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bahwa reliabilitas item ke-𝑖 atau reliabilitas item ke-𝑗 merupakan korelasi antara 

variabel 𝑋𝑖  dengan variabel 𝑋𝑗 , yang dinotasikan sebagai 𝜌𝑋𝑖𝑋𝑗
=

𝑐𝑜𝑣 (𝑋𝑖 ,𝑋𝑗 ).

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝑋𝑗

 

Bukti: 

Berdasarkan definisi reliabilitas: 

𝑅𝑖 =
𝜎𝑀𝑖

2

𝜎𝑋𝑖

2  

=
𝑐𝑜𝑣(𝑀𝑖 , 𝑀𝑖)

𝜎𝑋𝑖

2  

Jika diasumsikan item ke-𝑖 dan item ke-𝑗 adalah item yang paralel untuk 

mengukur 𝑇, maka 𝑀𝑖 = 𝑀𝑗 . Sehingga dapat ditulis 

𝑅𝑖 =
𝑐𝑜𝑣(𝑀𝑖 , 𝑀𝑗 )

𝜎𝑋𝑖

2  

Karena 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑀𝑗  = 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑗 , 𝑀𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑗  = 0, maka dapat ditulis 

𝑅𝑖 =
𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑀𝑗  + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑗 , 𝑀𝑖 + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑗  

𝜎𝑋𝑖

2  

                

=
 𝐸 𝑀𝑖𝑀𝑗  −𝐸 𝑀𝑖 𝐸 𝑀𝑗   + 𝐸 ℇ𝑖𝑀𝑗  −𝐸 ℇ𝑖 𝐸 𝑀𝑗   + 𝐸 ℇ𝑗 𝑀𝑖 −𝐸 ℇ𝑗  𝐸 𝑀𝑖  + 𝐸 ℇ𝑖ℇ𝑗  −𝐸 ℇ𝑖 𝐸 ℇ𝑗   

𝜎𝑋𝑖
2  

=
𝐸 𝑀𝑖𝑀𝑗 + ℇ𝑖𝑀𝑗 + ℇ𝑗 𝑀𝑖 + ℇ𝑖ℇ𝑗  −  𝐸 𝑀𝑖 𝐸 𝑀𝑗  + 𝐸 ℇ𝑖 𝐸 𝑀𝑗  + 𝐸 ℇ𝑗  𝐸 𝑀𝑖 + 𝐸 ℇ𝑖 𝐸 ℇ𝑗   

𝜎𝑋𝑖

2  

=
𝐸 𝑀𝑖𝑀𝑗 + ℇ𝑖𝑀𝑗 + ℇ𝑗 𝑀𝑖 + ℇ𝑖ℇ𝑗  −  𝐸 𝑀𝑖 + 𝐸 ℇ𝑖   𝐸 𝑀𝑗  + 𝐸 ℇ𝑗   

𝜎𝑋𝑖

2  

=
𝐸  𝑀𝑖 + ℇ𝑖  𝑀𝑗 + ℇ𝑗   − 𝐸 𝑀𝑖 + ℇ𝑖 𝐸 𝑀𝑗 + ℇ𝑗  

𝜎𝑋𝑖

2  

=
𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑗  − 𝐸 𝑋𝑖 𝐸 𝑋𝑗  

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝑋𝑖

 

Jika item ke-𝑖 dan item ke-𝑗 adalah item yang paralel untuk mengukur 𝑇, maka 

dapat dibuktikan bahwa 𝜎𝑋𝑖
= 𝜎𝑋𝑗

. 

Bukti: 

Berdasarkan model pengukuran, didapat  
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𝜎𝑋𝑖
= 𝜎𝑀𝑖+ℇ𝑖

 

      =  𝜎𝑀𝑖+ℇ𝑖

2  

      =  𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎ℇ𝑖

2  

Berdasarkan definisi variabel item paralel, maka diperoleh 

𝜎𝑋𝑖
=  𝜎𝑀𝑗

2 + 𝜎ℇ𝑗

2  

      =  𝜎𝑀𝑗 +ℇ𝑗

2  

      = 𝜎𝑀𝑗 +ℇ𝑗
 

      = 𝜎𝑋𝑗
 

Sehingga didapatkan 𝜎𝑋𝑖
= 𝜎𝑋𝑗

 

Karena 𝜎𝑋𝑖
= 𝜎𝑋𝑗

, maka 

𝑅𝑖 =
𝐸 𝑋𝑖𝑋𝑗  − 𝐸 𝑋𝑖 𝐸 𝑋𝑗  

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝑋𝑗

 

=
𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 ).

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝑋𝑗

 

= 𝜌𝑋𝑖𝑋𝑗
 (2.7) 

Maka secara umum, 𝑅𝑖 = 𝜌𝑋𝑖𝑋𝑗
 ; 𝑖 ≠ 𝑗;   𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝 

Jika nilai koefisien korelasi antara dua variabel pengamatan item yang paralel 

tersebut semakin besar, maka kedua item tersebut semakin reliabel. 

 

2.2.2 Reliabilitas Alat Ukur 

 

Suatu alat ukur dapat dibangun dari beberapa item, misalnya terdapat 𝑝 

item dalam suatu alat ukur. Pengukuran yang dibangun dari beberapa item disebut 

pengukuran komposit . Sebut 𝑈 =  𝑋𝑖
𝑝
𝑖=1  sebagai variabel pengamatan komposit. 

Berdasarkan model pengukuran didapat :  
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𝑈 =  𝑋𝑖

𝑝

𝑖=1

 

=   𝑀𝑖 + ℇ𝑖 

𝑝

𝑖=1

 

=  𝑀𝑖

𝑝

𝑖=1

+  ℇ𝑖

𝑝

𝑖=1

 

Misalkan 𝑀 =  𝑀𝑖
𝑝
𝑖=1  merupakan variabel nilai murni komposit, dan ℇ =

 ℇ𝑖
𝑝
𝑖=1  merupakan variabel kesalahan (error) komposit, maka 

𝑈 = 𝑀 + ℇ (2.8) 

Karena 𝐸 ℇ𝑖 = 0, maka 

𝐸 ℇ = 𝐸 ℇ1 + ℇ2 + ⋯ + ℇ𝑃  

= 𝐸 ℇ1 + 𝐸 ℇ2 + ⋯ + 𝐸 ℇ𝑝  

= 0 + 0 + ⋯ + 0 

= 0,  

Dan karena 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , ℇ𝑗  = 0 ; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝, maka 

𝑐𝑜𝑣 𝑀, ℇ = 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 + 𝑀2 + ⋯ + 𝑀𝑝 , ℇ1 + ℇ2 + ⋯ + ℇ𝑝  

= 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 , ℇ1 + 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 , ℇ2 + ⋯ + 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑝 , ℇ𝑝  

=   𝑐𝑜𝑣(𝑀𝑖 , ℇ𝑗 )

𝑝

𝑗 =1

𝑝

𝑖=1

 

= 0 

Reliabilitas alat ukur, dinotasikan dengan 𝑅𝑢 , didefinisikan sebagai 

𝑅𝑢 =
𝜎𝑀

2

𝜎𝑈
2  (2.9) 

tetapi karena 

 𝑐𝑜𝑣 𝑈, 𝑀 = 𝑐𝑜𝑣 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑝 , 𝑀1 + 𝑀2 + ⋯ + 𝑀𝑝  

= 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 + 𝑀2 + ⋯ + 𝑀𝑝 + ℇ1 + ℇ2 + ⋯ + ℇ𝑝 , 𝑀1 + 𝑀2 + ⋯ + 𝑀𝑝  

= 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 , 𝑀1 + 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 + 𝑀2 + ⋯ + 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑝 , 𝑀𝑝 + 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 , ℇ1  

+ 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 , ℇ2 + ⋯ + 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑝 , ℇ𝑝  

=    𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  + 𝑐𝑜𝑣(𝑀𝑖 , ℇ𝑗 ) 

𝑝

𝑗 =1

𝑝

𝑖=1
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=    𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   

𝑝

𝑗 =1

𝑝

𝑖=1

 

=   𝜎𝑀𝑖

2  

𝑝

𝑖=1

+    𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   

𝑖≠𝑗

 

= 𝜎𝑀1+𝑀2+⋯+𝑀𝑝

2  

= 𝜎𝑀
2  

Maka 

𝑅𝑢 =
𝜎𝑀

2

𝜎𝑈
2 =

 𝜎𝑀
2  2

𝜎𝑈
2𝜎𝑀

2 =
 𝑐𝑜𝑣 𝑈, 𝑀  2

𝜎𝑈
2𝜎𝑀

2 = 𝜌𝑈𝑀
2  (2.10) 

  

2.3 Koefisien Alpha Cronbach 

 

 Dalam menaksir koefisien reliabilitas, metode yang sering digunakan 

adalah koefisien Alpha Cronbach. Koefisien Alpha Cronbach menggunakan 

pendekatan konsistensi internal.  Koefisien Alpha Cronbach memerlukan asumsi, 

yaitu model pengukuran 𝜏-equivalent. Pada subbab ini akan dibahas mengenai 

koefisien Alpha Cronbach. 

 

2.3.1 Pengertian Koefisien Alpha Cronbach 

 

Cronbach mencetuskan suatu penaksir reliabilitas alat ukur dengan asumsi 

model pengukuran 𝜏-equivalent. Telah diketahui bahwa reliabilitas alat ukur 

didefinisikan sebagai 

𝑅𝑢 =
𝜎𝑀

2

𝜎𝑈
2  

Misalkan suatu alat ukur dibangun dari item-item yang saling                   

𝜏-equivalent. Akan dicari reliabilitas alat ukur yang dibangun dari item-item yang 

𝜏-equivalent tersebut. Karena reliabilitas tergantung dari variansi dari 𝑈 dan 

variansi dari 𝑀, maka dibawah ini akan dicari variansi dari 𝑈 dan variansi dari 𝑀. 

𝜎𝑈
2 = 𝜎𝑋1+𝑋2+⋯+𝑋𝑝

2  

= 𝑐𝑜𝑣 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑝 , 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑝  
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= 𝜎𝑋1

2 + 𝜎𝑋2

2 + ⋯ + 𝜎𝑋𝑝

2 +   𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗  

𝑖≠𝑗

 

Dari persamaan (2.6) didapatkan 

𝜎𝑈
2 = 𝜎𝑋1

2 + 𝜎𝑋2

2 + ⋯ + 𝜎𝑋𝑝

2 +   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  

𝑖≠𝑗

 

=  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  

𝑖≠𝑗

 

Karena item ke-𝑖 dan item ke-𝑗; 𝑖 ≠ 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝 merupakan item yang        

𝜏-equivalent, maka 𝑀𝑖 = 𝑀𝑗  

𝜎𝑈
2 =  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑖 

𝑖≠𝑗

 

=  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+   𝜎𝑀𝑖

2

𝑖≠𝑗

 

=  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+  𝑝 − 1  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

 

Karena 𝑅𝑖 =
𝜎𝑀𝑖

2

𝜎𝑋𝑖
2 , berarti 𝜎𝑀𝑖

2 = 𝑅𝑖𝜎𝑋𝑖

2 , maka 

𝜎𝑈
2 =  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+  𝑝 − 1  𝑅𝑖𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

 (2.11) 

Sekarang akan dicari variansi dari 𝑀, yaitu 

𝜎𝑀
2 = 𝜎𝑀1+𝑀2+⋯+𝑀𝑝

2  

= 𝑐𝑜𝑣 𝑀1 + 𝑀2 + ⋯ + 𝑀𝑝 , 𝑀1 + 𝑀2 + ⋯ + 𝑀𝑝  

=   𝑐𝑜𝑣(𝑀𝑖 , 𝑀𝑗 )

𝑝

𝑗 =1

𝑝

𝑖=1

 

Karena item ke-𝑖 dan item ke-𝑗 ; ∀𝑖 ≠ 𝑗 ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 merupakan item yang 𝜏-

equivalent, maka 𝑀𝑖 = 𝑀𝑗 , sehingga 

𝜎𝑀
2 =   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑖 

𝑝

𝑗 =1

𝑝

𝑖=1
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=  𝑝𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

 

= 𝑝  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

 

Karena 𝑅𝑖 =
𝜎𝑀𝑖

2

𝜎𝑋𝑖
2 , berarti 𝜎𝑀𝑖

2 = 𝑅𝑖𝜎𝑋𝑖

2 , maka 

𝜎𝑀
2 = 𝑝  𝑅𝑖𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

 

Dari persamaan (2.11), yaitu 𝜎𝑈
2 =  𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1 +  𝑝 − 1  𝑅𝑖𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1 , berarti 

 𝑅𝑖𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1 =

𝜎𝑈
2 − 𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝑝−1
, didapatkan 

𝜎𝑀
2 =

𝑝

𝑝 − 1
 𝜎𝑈

2 −  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

  

Sehingga 

𝑅𝑢 =
𝜎𝑀

2

𝜎𝑈
2  

=

𝑝
𝑝 − 1

 𝜎𝑈
2 −  𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1  

𝜎𝑈
2  

=
𝑝

𝑝 − 1
 
𝜎𝑈

2 −  𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2   

=
𝑝

𝑝 − 1
 1 −

 𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2   

Bentuk ini disebut sebagai koefisien Alpha Cronbach (dinotasikan dengan 𝛼). 

𝛼 =
𝑝

𝑝 − 1
 1 −

 𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2   (2.12) 

 Apabila variabel-variabel pengamatan tiap item tersebut distandardisasi, 

𝜎𝑋𝑖

2 = 1, untuk semua 𝑖, maka koefisien Alpha Cronbach menjadi  

𝛼 =
𝑝

𝑝 − 1
 1 −

 1
𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2   

=
𝑝

𝑝 − 1
 1 −

𝑝

𝜎𝑈
2  (2.13) 
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 Pada praktiknya, kondisi 𝜏-equivalent jarang sekali ditemui, sehingga 

koefisien Alpha Cronbach sering kali digunakan untuk menaksir reliabilitas alat 

ukur dengan tidak memperhatikan asumsi 𝜏-equivalent. Oleh karena itu, berkaitan 

dengan koefisien Alpha Cronbach, perlu diperhatikan hal-hal di bawah ini: 

 Koefisien Alpha Cronbach adalah batas bawah koefisien reliabilitas alat 

ukur sebenarnya 

Bukti: 

Dimulai dengan pernyataan 

 𝜎𝑀𝑖
− 𝜎𝑀𝑗

 
2

≥ 0 (2.14) 

𝜎𝑀𝑖

2 − 2𝜎𝑀𝑖
𝜎𝑀𝑗

+ 𝜎𝑀𝑗

2 ≥ 0 

𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2 ≥ 2𝜎𝑀𝑖
𝜎𝑀𝑗

 

 

Berdasarkan pertidaksamaan Cauchy-Schwartz  (bukti pada lampiran 2): 

 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   
2

≤ 𝜎𝑀𝑖

2 𝜎𝑀𝑗

2  

  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   
2

≤  𝜎𝑀𝑖

2 𝜎𝑀𝑗

2  

 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   ≤ 𝜎𝑀𝑖
𝜎𝑀𝑗

 (2.15) 

 

Sehingga 

𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2 ≥ 2 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   ≥ 2𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   (2.16) 

 

Dengan memberikan sumasi untuk 𝑖 ≠ 𝑗, maka 

   𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑖≠𝑗

≥ 2   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  

𝑖≠𝑗

 (2.17) 

 

Pandang 

   𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑝

𝑗 =1

𝑝

𝑖=1

=   𝑝𝜎𝑀𝑖

2 +  𝜎𝑀𝑗

2

𝑝

𝑗 =1

 

𝑝

𝑖=1
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= 𝑝  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+ 𝑝  𝜎𝑀𝑗

2

𝑝

𝑗 =1

 

= 2𝑝  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

 

 

Pandang pula 

   𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑝

𝑗 =1

𝑝

𝑖=1

=    𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑖=𝑗

+    𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑖≠𝑗

 

= 2  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+    𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑖≠𝑗

 

 

Oleh karena itu 

2𝑝  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

= 2  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+    𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑖≠𝑗

 

2𝑝  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

− 2  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

=    𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑖≠𝑗

 

2 𝑝 − 1  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

=    𝜎𝑀𝑖

2 + 𝜎𝑀𝑗

2  

𝑖≠𝑗

 

 

Sehingga pertidaksamaan (2.17) menjadi 

2(𝑝 − 1)  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

≥ 2   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗 

𝑖≠𝑗

 

 𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

≥
1

𝑝 − 1
  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  

𝑖≠𝑗

 (2.18) 

 

Telah diketahui bahwa 

𝜎𝑀
2 = 𝑣𝑎𝑟 𝑀1 + 𝑀2 + ⋯ + 𝑀𝑝  

=  𝜎𝑀𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗 

𝑖≠𝑗
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Subtitusikan pertidaksamaan (2.18), didapatkan  

𝜎𝑀
2 ≥

1

𝑝 − 1
  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗 

𝑖≠𝑗

+   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗 

𝑖≠𝑗

 

𝜎𝑀
2 ≥

𝑝

𝑝 − 1
  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  

𝑖≠𝑗

 (2.19) 

 

Telah diketahui pula bahwa 

𝜎𝑈
2 = 𝑣𝑎𝑟 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑝  

=  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

+   𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 )

𝑖≠𝑗

 

𝜎𝑈
2 −  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

=   𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 )

𝑖≠𝑗

 

 

Dengan menggunakan persamaan (2.6), maka 

𝜎𝑈
2 −  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

=   𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗 

𝑖≠𝑗

 

 

Lalu substitusikan pertidaksamaan (2.19), didapat 

𝜎𝑈
2 −  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

≤
𝑝 − 1

𝑝
𝜎𝑀

2  

 
𝑝

𝑝 − 1
  𝜎𝑈

2 −  𝜎𝑋𝑖

2

𝑝

𝑖=1

 ≤ 𝜎𝑀
2  

 

Lalu bagi dengan 𝜎𝑈
2 didapat 

 
𝑝

𝑝 − 1
  

𝜎𝑈
2 −  𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2  ≤

𝜎𝑀
2

𝜎𝑈
2  

 
𝑝

𝑝 − 1
  1 −

 𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2  ≤

𝜎𝑀
2

𝜎𝑈
2 = 𝑅𝑢  (2.20) 

 

 

 

Koefisien reliabilitas..., Dhea Amellia, FMIPA UI, 2012



19 
 

  Universitas Indonesia 

Dimana 

 
𝑝

𝑝 − 1
  1 −

 𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2  = 𝛼 

𝛼 merupakan koefisien Alpha Cronbach. 

 

 Koefisien Alpha Cronbach memberikan taksiran yang sama dengan 

koefisien reliabilitas alat ukur sebenarnya jika dan hanya jika model 

pengukuran 𝜏-equivalent. 

Bukti: 

Dari pembuktian di atas dapat ditunjukkan bahwa syarat perlu dan syarat 

cukup agar  
𝑝

𝑝−1
  1 −

 𝜎𝑋𝑖
2𝑝

𝑖=1

𝜎𝑈
2  = 𝑅𝑢  adalah  

 𝜎𝑀𝑖
− 𝜎𝑀𝑗

 
2

= 0 (2.21) 

𝜎𝑀𝑖
𝜎𝑀𝑗

=  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗    (2.22) 

dan 

 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   (2.23) 

Dari persamaan (2.21) didapatkan 

 𝜎𝑀𝑖
− 𝜎𝑀𝑗

 
2

= 0 

𝜎𝑀𝑖
− 𝜎𝑀𝑗

= 0 

𝜎𝑀𝑖
= 𝜎𝑀𝑗

 

Dari persamaan (2.22) didapatkan 

𝜎𝑀𝑖
𝜎𝑀𝑗

=  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗         

Karena 𝜎𝑀𝑖
= 𝜎𝑀𝑗

, maka 

𝜎𝑀𝑖
𝜎𝑀𝑖

=  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗   

𝜎𝑀𝑖

2 =  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗   

Dari persamaan (2.23), yaitu  𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗  = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗 , didapatkan 

𝜎𝑀𝑖

2 = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗  

Dapat disimpulkan bahwa koefisien Alpha Cronbach memberikan taksiran 

yang sama dengan reliabilitas alat ukur yang sebenarnya jika dan hanya jika 
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𝜎𝑀𝑖

2 = 𝜎𝑀𝑗

2 = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖, 𝑀𝑗 = 𝜃;  ∀𝑖 ≠ 𝑗 ; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝. Dengan perkataan lain 

seluruh elemen matriks kovariansi dari nilai murni tiap item sama, atau 

𝑐𝑜𝑣 𝓜 = 𝑐𝑜𝑣 𝑩𝑇 = 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ 

                                   =  

𝜃2 𝜃2 …
𝜃2 𝜃2 …
⋮ ⋮ ⋱

𝜃2

𝜃2

⋮

𝜃2 𝜃2 … 𝜃2

  

                                  = 𝜃2  

1 1 …
1 1 …
⋮ ⋮ ⋱

1
1
⋮

1 1 … 1

  

                                  = 𝜃2  

1
1
⋮
1

  1 1 … 1  

= 𝜃2𝟏𝟏′;  𝜃 ∈ ℝ 

                                 ⟺ 𝑩 =  

1
1
⋮
1

  

Berdasarkan pada sub bab sebelumnya, jika 𝑩 =  

1
1
⋮
1

  menunjukkan bahwa model 

pengukuran 𝜏-equivalent. 

Dari pembuktian di atas juga dapat disimpulkan bahwa jika model 

pengukuran tidak 𝜏-equivalent, atau 𝑩 ≠  

1
1
⋮
1

 , maka koefisien Alpha Cronbach 

akan memberikan taksiran reliabilitas alat ukur yang kurang dari reliabilitas alat 

ukur sebenarnya, dengan perkataan lain hasil taksiran underestimate. 

 Penaksir yang konsisten dari koefisien Alpha Cronbach adalah  

𝛼 =
𝑝

𝑝 − 1
 1 −

 𝑆𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝑆𝑈
2   (2.24) 

(Bukti pada lampiran 3) 

Dimana 

𝑆𝑋𝑖

2  adalah 𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑖) yang diperoleh dari sampel 

𝑆𝑈
2  adalah 𝑣𝑎𝑟(𝑈) yang diperoleh dari sampel. 
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2.4 Analisis Faktor 

 

 Analisis faktor digunakan untuk mereduksi sejumlah variabel menjadi 

beberapa faktor (lebih sedikit dari banyaknya variabel) yang dianggap dapat 

merepresentasikan seluruh variabel-variabel semula. Pada subbab ini akan dibahas 

sekilas mengenai analisis faktor. Sifat-sifat faktor diantaranya: 

 Dapat menjelaskan semaksimal mungkin variansi yang ada 

 Antar faktor saling bebas 

 Tiap faktor dapat diinterpretasikan 

Analisis faktor dapat dibagi menjadi dua, yaitu: 

 Analisis Faktor Exploratory 

Pada analisis faktor exploratory, para peneliti tidak memiliki informasi 

tentang banyaknya faktor. 

 Analisis Faktor Confirmatory 

Para peneliti sudah memiliki informasi yang mendasari data dan sudah 

menentukan banyaknya faktor.  

Sebelum menggunakan analisis faktor, perlu dilihat kelayakan data untuk 

analisis faktor. Beberapa tahapan dalam melihat kelayakan data tersebut adalah: 

 KMO (Kaiser-Meyer-Olkin Measure of Sampling Adequacy) 

Jika nilai KMO kecil menunjukkan adanya variabel yang perlu 

dikeluarkan dari analisis. Sebaliknya, jika nilai KMO besar menunjukkan 

semua variabel sudah siap untuk dipakai dalam analisis faktor. Kaiser 

(1974) menyarankan 0.5 sebagai batas nilai KMO. 

 Tes Bartlett 

Tes Bartlett digunakan untuk melihat apakah matriks kovariansi variabel 

pengamatan adalah matriks identitas. Hipotesisnya adalah: 

H0: Matriks kovariansi variabel pengamatan adalah matriks identitas. 

H1: Matriks kovariansi variabel pengamatan bukan merupakan matriks 

identitas. 

Jika pada tes Bartlett didapatkan kesimpulan bahwa matriks kovariansi 

variabel pengamatan merupakan matriks identitas maka variabel-variabel 
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yang digunakan tidak saling berhubungan, sehingga analisis faktor tidak 

perlu dilakukan. 

 Lakukan ekstraksi variabel sehingga hanya digunakan beberapa faktor 

saja. 

 Faktor-faktor yang terbentuk harus menggambarkan perbedaan antar 

faktor. Untuk memastikan bahwa setiap faktor berbeda secara signifikan, 

maka dilakukan proses rotasi. Tetapi apabila hanya terdapat satu faktor, 

proses rotasi tidak perlu dilakukan. 

 

2.4.1 Model Analisis Faktor 

 

Misalkan 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋𝑝  merupakan variabel random yang akan direduksi 

menjadi 𝑘-faktor. Sebut 𝐹1 , 𝐹2, … , 𝐹𝑘  merupakan faktor-faktor yang 

merepresentasikan variabel 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋𝑝 , dan ℇ1, ℇ2, … , ℇ𝑝  merupakan kesalahan 

dari tiap variabel. 𝑋1 , 𝑋2 , … , 𝑋𝑝  dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari 

𝐹1 , 𝐹2 , … , 𝐹𝑘  ditambah dengan variabel kesalahan ℇ1 , ℇ2, … , ℇ𝑝 .  

Perhatikan gambar 2.2 berikut: 

 

 

Gambar 2. 2. Diagram Model Analisis Faktor 
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Model dapat ditulis sebagai berikut: 

𝑋1 = 𝜆11𝐹1 + 𝜆12𝐹2 + ⋯ + 𝜆1𝑘𝐹𝑘 + ℇ1 

𝑋2 = 𝜆21𝐹1 + 𝜆22𝐹2 + ⋯ + 𝜆2𝑘𝐹𝑘 + ℇ2 

⋮ 

𝑋𝑝 = 𝜆𝑝1𝐹1 + 𝜆2𝑝𝐹2 + ⋯ + 𝜆𝑝𝑘 𝐹𝑘 + ℇ𝑝  

Dimana 𝜆𝑖𝑞  disebut sebagai factor loading. Jika 𝑋1 , 𝑋2 , … , 𝑋𝑝  dan 𝐹1 , 𝐹2 , … , 𝐹𝑘  

distandardisasi, maka 𝜆𝑖𝑞  merupakan koefisien korelasi dari 𝑋𝑖  dan 𝐹𝑞  ; 

𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 ; 𝑞 = 1, 2, … , 𝑘. 

Dalam bentuk matriks dapat dituliskan: 

𝑿 = 𝚲𝑭 + 𝓔 (2.25) 

Dimana 

 𝑿 =  

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑝

 , 𝑭 =  

𝐹1

𝐹2

⋮
𝐹𝑘

 , 𝓔 =  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

 , dan 𝚲 =  

𝜆11 𝜆12 ⋯
𝜆21 𝜆22 …
⋮ ⋮ ⋱

𝜆1𝑘

𝜆2𝑘

⋮
𝜆𝑝1 𝜆𝑝2 … 𝜆𝑝𝑘

 . 

  

Diasumsikan 

 𝐸 𝓔 =  

0
0
⋮
0

 = 𝟎,  

  𝑐𝑜𝑣 𝓔 = 𝚿𝐝 =

 

 
 

𝜎ℇ1

2 0 ⋯

0 𝜎ℇ2

2 …

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

, dan 

 𝑐𝑜𝑣 𝑭, 𝓔 =

 

 

𝑐𝑜𝑣(𝐹1, ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝐹1, ℇ2) …
𝑐𝑜𝑣(𝐹2, ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝐹2, ℇ2) …

⋮ ⋯ ⋱

𝑐𝑜𝑣(𝐹1, ℇ𝑝)

𝑐𝑜𝑣(𝐹2, ℇ𝑝)

⋮
𝑐𝑜𝑣(𝐹𝑘 , ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝐹𝑘 , ℇ2) … 𝑐𝑜𝑣(𝐹𝑘 , ℇ𝑝) 

 =  

0 0 ⋯
0 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 ⋯ 0

 = 𝟎.  

Sehingga matriks kovariansi dari 𝑿, dituliskan sebagai 

𝑐𝑜𝑣 𝑿 = 𝚺 = 𝑐𝑜𝑣 𝚲𝑭 + cov 𝓔 = 𝚲𝚽𝚲′ + 𝚿𝐝, dimana 

𝚽 =

 

 
 

𝜎𝐹1
2 𝑐𝑜𝑣(𝐹1, 𝐹2) ⋯

𝑐𝑜𝑣(𝐹2, 𝐹1) 𝜎𝐹2
2 ⋯

⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣(𝐹1, 𝐹𝑘)
𝑐𝑜𝑣(𝐹2, 𝐹𝑘)

⋮

𝑐𝑜𝑣(𝐹𝑘 , 𝐹1) 𝑐𝑜𝑣(𝐹𝑘 , 𝐹2) … 𝜎𝐹𝑘
2

 

 
 

 adalah matriks kovariansi antar 

faktor. Jika diasumsikan faktor distandardisasi, dan faktor saling bebas (𝚽 = 𝑰), 

maka 
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𝑐𝑜𝑣 𝑿 = 𝚺 = 𝚲𝚲′ + 𝚿𝐝 (2.26) 

Dengan menggunakan 𝑋1 , 𝑋2 , … , 𝑋𝑝  yang distandardisasi, maka 𝚺 merupakan 

matriks korelasi dari 𝑿. Misalkan 𝑷𝝆 adalah matriks korelasi dari 𝑿. 

𝑷𝝆 = 𝚲𝚽𝚲′ + 𝚿𝐝 

   Jika diasumsikan faktor distandardisasi dan saling bebas  𝚽 = 𝑰 , maka 

𝑷𝝆 = 𝚲𝚲′ + 𝚿𝐝 (2.27) 

Dimana 𝚲 merupakan matriks yang elemennya adalah korelasi antara 𝑿 dengan 𝑭. 

Sebut 𝜆𝑖𝑞  adalah elemen matriks 𝚲, kan dibuktikan bahwa 𝜆𝑖𝑞  adalah korelasi dari 

𝑋𝑖  dengan 𝐹𝑞  

Bukti: 

𝜌𝑋𝑖𝐹𝑞
=

𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 , 𝐹𝑞 

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝐹𝑞

 

=
𝑐𝑜𝑣 𝜆𝑖𝑞𝐹𝑞 + ℇ𝑖 , 𝐹𝑞 

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝐹𝑞

 

=
𝑐𝑜𝑣 𝜆𝑖𝑞𝐹𝑞 , 𝐹𝑞 + 𝑐𝑜𝑣(ℇ𝑖 , 𝐹𝑞)

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝐹𝑞

 

 

Karena 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝐹𝑞 = 0, maka 

𝜌𝑋𝑖𝐹𝑞
=

𝜆𝑖𝑞𝑐𝑜𝑣(𝐹𝑞 , 𝐹𝑞)

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝐹𝑞

 

=
𝜆𝑖𝑞𝜎𝐹𝑞

2

𝜎𝑋𝑖
𝜎𝐹𝑞

 

 

Karena 𝑋𝑖  dan 𝐹𝑞  distandardisasi, maka 𝜎𝑋𝑖
= 1 dan 𝜎𝐹𝑞

= 1. Sehingga 

𝜌𝑋𝑖𝐹𝑞
= 𝜆𝑖𝑞  

Jika 𝑿 dan 𝑭 distandardisasi, maka diagonal matriks 𝑷𝝆 dapat dituliskan 

𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑷𝝆 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝚲𝚲′ + 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝚿𝒅) 

sehingga 

 𝜆𝑖1
2 + 𝜆𝑖2

2 + ⋯ + 𝜆𝑖𝑚
2  + 𝜎ℇ𝑖

2 = 1 

𝑖
2 + 𝜎ℇ𝑖

2 = 1 
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Dimana 

𝑖
2 = 𝜆𝑖1

2 + 𝜆𝑖2
2 + ⋯ + 𝜆𝑖𝑚

2  adalah elemen diagonal matriks 𝚲𝚲′ yang disebut 

communality, dan 

𝜎ℇ𝑖

2  adalah elemen diagonal ke-𝑖 dari matriks 𝚿𝒅 yang disebut variansi unik. 

Penaksiran factor loading dilakukan dengan metode iterasi (lampiran 4). 
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BAB 3  

KOEFISIEN RELIABILITAS TARKKONEN’S RHO 

 

 

3.1 Pendahuluan 

 

 Seperti telah dijelaskan pada bab terdahulu, penaksir koefisien reliabilitas 

yang sering digunakan yaitu koefisien Alpha Cronbach. Sayangnya koefisien 

Alpha Cronbach bisa memberikan hasil taksiran yang underestimate jika asumsi 

𝜏-equivalent tidak dipenuhi. Banyak penaksir lain yang dicetuskan oleh para ahli 

psikologi atau statistikawan, tetapi tetap saja tidak bisa mengatasi masalah dari 

koefisien Alpha Cronbach. Penaksir baru dicetuskan oleh Tarkkonen dan 

Vehkalahti yang dikenal dengan Tarkkonen‟s Rho. Penaksir tersebut dapat 

dibuktikan memberikan hasil yang lebih besar dari koefisien Alpha Cronbach jika 

asumsi 𝜏-equivalent tidak dipenuhi, dan akan bernilai sama dengan Alpha 

Cronbach jika asumsi 𝜏-equivalent dipenuhi. Hal ini akan dijelaskan pada bab ini. 

 Pada bab ini, akan dijelaskan tentang koefisien Tarkkonen‟s Rho, dan akan 

dibuktikan Tarkkonen‟s Rho mempunyai nilai antara 0 sampai dengan 1, dapat 

memberikan hasil taksiran yang lebih besar daripada koefisien Alpha Cronbach 

jika asumsi 𝜏-equivalent tidak dipenuhi, dan akan bernilai sama dengan Alpha 

Cronbach jika asumsi 𝜏-equivalent dipenuhi. 

 

 

3.2 Koefisien Reliabilitas Tarkkonen‟s Rho 

 

 Misalkan 𝑋𝑖  adalah variabel pengamatan item ke-𝑖, 𝑀𝑖  adalah variabel 

skor murni item ke-𝑖, dan ℇ𝑖  adalah variabel kesalahan item ke-𝑖, maka model 

pengukuran dapat dituliskan 

𝑋𝑖 = 𝑀𝑖 + ℇ𝑖 ,     𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 

Secara matriks dapat dituliskan 

𝑿 = 𝓜 + 𝓔 
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Dimana 

𝑿 =  

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑝

 , 𝓜 =  

𝑀1

𝑀2

⋮
𝑀𝑝

 , 𝓔 =  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

  

Misalkan suatu variabel latent  𝑇 yang memiliki nilai yang disebut 𝜏 

diukur berdasarkan variabel-variabel pengamatan 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋𝑝 . Pandang 𝑀𝑖  

sebagai kombinasi linier dari 𝑇, dapat dituliskan 𝑀𝑖 = 𝑏𝑖𝑇;  𝑏𝑖 ∈ ℝ;   𝑖 =

1, 2, … , 𝑝. Maka model pengukuran di atas dapat dituliskan kembali dengan 

𝑋𝑖 = 𝑏𝑖𝑇 + ℇ𝑖 ,   𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 

Secara matriks dapat dituliskan 

𝑿 = 𝑩𝑇 + 𝓔 

Dimana 

𝑿 =  

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑝

 , 𝑩 =  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

 , 𝓔 =  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

  , dan 𝑇 adalah variabel latent yang akan 

diukur. 

Berdasarkan asumsi-asumsi pada model pengukuran, maka: 

 𝐸 𝓔 = 𝐸  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

 =  

0
0
⋮
0

 ,  

 𝑐𝑜𝑣 𝓜, 𝓔 =

 

 

𝑐𝑜𝑣(𝑏1𝑇, ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝑏1𝑇, ℇ2) …
𝑐𝑜𝑣(𝑏2𝑇, ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝑏2𝑇, ℇ2) …

⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣(𝑏1𝑇, ℇ𝑝)

𝑐𝑜𝑣(𝑏2𝑇, ℇ𝑝)

⋮
𝑐𝑜𝑣(𝑏𝑝𝑇, ℇ1) 𝑐𝑜𝑣(𝑏𝑝𝑇, ℇ2) … 𝑐𝑜𝑣(𝑏𝑝𝑇, ℇ𝑝) 

 =  

0 0 …
0 0 …
⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 0

 , 

karena 𝑏1 , 𝑏2, … , 𝑏𝑝 ≠ 0, maka 𝑐𝑜𝑣 𝑇, 𝓔 =  

𝑐𝑜𝑣(𝑇, ℇ1)
𝑐𝑜𝑣(𝑇, ℇ2)

⋮
𝑐𝑜𝑣(𝑇, ℇ𝑝)

  = 

0
0
⋮
0

 . 

 𝑐𝑜𝑣 𝓔 =

 

 
 

𝜎ℇ1

2 𝑐𝑜𝑣 ℇ1 , ℇ2 …

𝑐𝑜𝑣 ℇ2, ℇ1 𝜎ℇ2

2 …

⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣 ℇ1, ℇ𝑝 

𝑐𝑜𝑣 ℇ2, ℇ𝑝 

⋮
𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑝 , ℇ1 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑝 , ℇ2 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

 

Koefisien reliabilitas..., Dhea Amellia, FMIPA UI, 2012



28 
 

Universitas Indonesia 

=

 

 
 

𝜎ℇ1

2 0 …

0 𝜎ℇ2

2 …

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

 

Misalkan 𝑐𝑜𝑣 𝓔 = 𝚿𝒅, dan 𝑩 adalah vektor berukuran 𝑝 × 1, maka dapat 

dibuktikan  

𝑐𝑜𝑣 𝑿 = 𝚺 = 𝑐𝑜𝑣 𝓜 + 𝑐𝑜𝑣 𝓔 = 𝑐𝑜𝑣 𝑩𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 𝓔 = 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ + 𝚿𝐝  

(bukti pada lampiran 1)  

Sebut 𝑈 =  𝑋𝑖
𝑝
𝑖=1  sebagai variabel pengamatan komposit. Berdasarkan 

model pengukuran didapat :  

𝑈 =  𝑋𝑖

𝑝

𝑖=1

 

=   𝑀𝑖 + ℇ𝑖 

𝑝

𝑖=1

 

=  𝑀𝑖

𝑝

𝑖=1

+  ℇ𝑖

𝑝

𝑖=1

 

= 𝑀 + ℇ 

Dimana 𝑀 =  𝑀𝑖
𝑝
𝑖=1  merupakan variabel nilai murni komposit, dan 

 ℇ =  ℇ𝑖
𝑝
𝑖=1  merupakan variabel kesalahan (error) komposit. 

Secara matriks dapat dituliskan 

 𝑈 = 𝟏′𝑿 , 𝑀 = 𝟏′𝓜, dan ℇ = 𝟏′𝓔. 

Dimana 

𝟏′ =  

1
1
⋮
1

 

′

=  1 1 … 1 , 𝑿 =  

𝑋1

𝑋2

⋮
𝑋𝑝

 , 𝓜 =  

𝑀1

𝑀2

⋮
𝑀𝑝

 , dan 𝓔 =  

ℇ1

ℇ2

⋮
ℇ𝑝

  

Maka  

𝑣𝑎𝑟 𝑀 = 𝑣𝑎𝑟 𝟏′𝓜 = 𝑣𝑎𝑟 𝟏′𝑩𝑇 = 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 

𝑣𝑎𝑟 ℇ = 𝑣𝑎𝑟 𝟏′𝓔 = 𝟏′𝚿𝐝𝟏 

dan 

𝑣𝑎𝑟 𝑈 = 𝑣𝑎𝑟 𝟏′𝑿 = 𝟏′𝚺𝟏 = 𝟏′ 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ + 𝚿𝐝 𝟏 = 𝟏′𝜎𝑇

2𝑩𝑩′𝟏 + 𝟏′𝚿𝐝𝟏 
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Reliabilitas alat ukur didefinisikan dengan 

𝑅𝑢 =
𝑣𝑎𝑟(𝑀)

𝑣𝑎𝑟(𝑈)
 

Secara matriks dapat dituliskan 

𝑅𝑢 = 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝚺𝟏 −𝟏 (3.1) 

 Jika 𝑩 =  

1
1
⋮
1

 , atau dengan perkataan lain model pengukuran 

 𝜏-equivalent, telah ditunjukkan taksiran dari 𝑅𝑢  dapat menggunakan koefisien 

Alpha Cronbach yang dirumuskan dengan 

𝛼 =
𝑝

𝑝 − 1
 1 −

 𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2   

Telah dibuktikan pula pada subbab 2.3 jika 𝑩 ≠  

1
1
⋮
1

  maka taksiran reliabilitas 

alat ukur dengan menggunakan Alpha Cronbach akan menjadi underestimate. 

Pandang gambar 3.1 di bawah ini: 

 

 

Gambar 3.1. Diagram Model Pengukuran untuk Mengukur 

Variabel Latent T 
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 Model pengukuran untuk mengukur variabel latent 𝑇 dapat dipandang 

sebagai analisis faktor confirmatory dengan mereduksi variabel 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋𝑝  

menjadi satu faktor, yaitu 𝑇.  

Model pengukurannya adalah 

𝑿 = 𝑩𝑇 + 𝓔 

Dan kovariansi dari 𝑿 dirumuskan dengan 

𝑐𝑜𝑣 𝑿 = 𝚺 = 𝑐𝑜𝑣 𝑩𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 𝓔 = 𝑩𝜎𝑇
2𝑩′ + 𝚿𝒅 

Dalam analisis faktor, matriks 𝑩 =  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

  merupakan matriks yang 

elemennya merupakan factor loading. Jika diasumsikan 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋𝑝  dan 𝑇 

distandardisasi, maka 𝑏𝑖  merupakan korelasi antara 𝑋𝑖   ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 dengan 𝑇. 

Koefisien Tarkkonen‟s Rho, dinotasikan dengan 𝜌𝑢𝑢 , didapatkan dari 

definisi reliabilitas alat ukur, dimana 𝑩 merupakan matriks yang elemennya 

adalah factor loading terkait. Jadi dapat dituliskan 

𝜌𝑢𝑢 = 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝚺𝟏 −𝟏 (3.2) 

= 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝜎𝑇

2𝑩𝑩′𝟏 + 𝟏′𝚿𝒅𝟏 −𝟏 

Dimana 

𝟏 =  

1
1
⋮
1

 , 

𝟏′ =  1 1 … 1 , 

𝑩 =  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

 , 𝑏𝑖  merupakan factor loading 

𝑩′ =  𝑏1 𝑏2 … 𝑏𝑝 , 

𝚺 = 𝑐𝑜𝑣 𝑿 =

 

 
 

𝜎𝑋1

2 𝑐𝑜𝑣(𝑋1 , 𝑋2) ⋯

𝑐𝑜𝑣(𝑋2 , 𝑋1) 𝜎𝑋2

2 ⋯

⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣(𝑋1 , 𝑋𝑝)

𝑐𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋𝑝)

⋮
𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑝 , 𝑋1) 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑝 , 𝑋2) … 𝜎𝑋𝑝

2

 

 
 

, dan 
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𝚿𝒅 =

 

 
 

𝜎ℇ1

2 0 ⋯

0 𝜎ℇ2

2 ⋯

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

 

 

 

3.3 Pembuktian Koefisien Tarkkonen‟s Rho Bernilai 0 Sampai dengan 1 

 

 Berikut ini akan dibuktikan bahwa Koefisien Tarkkonen‟s Rho bernilai 0 

sampai dengan 1.  

Bukti: 

Terlihat bahwa 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 merupakan bentuk kuadrat, sehingga 𝟏′𝜎𝑇

2𝑩𝑩′𝟏 ≥ 0 

dan karena 𝚿𝒅 =

 

 
 

𝜎ℇ1

2 0 ⋯

0 𝜎ℇ2

2 ⋯

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

, maka 𝟏′𝚿𝒅𝟏 ≥ 0. Sehingga 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 +

𝟏′𝚿𝒅𝟏 ≥ 0, dan 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 + 𝟏′𝚿𝒅𝟏 ≥ 𝟏′𝜎𝑇

2𝑩𝑩′𝟏. Jadi  

 0 ≤ 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝜎𝑇

2𝑩𝑩′𝟏 + 𝟏′𝚿𝒅𝟏 −𝟏 ≤ 1 

0 ≤ 𝜌𝑢𝑢 ≤ 1 

Jadi taksiran reliabilitas dengan menggunakan Tarkkonen‟s Rho selalu berkisar 

antara 0 sampai dengan 1. 

 

 

3.4 Koefisien Tarkkonen‟s Rho Memberikan Hasil Taksiran yang Lebih Besar 

daripada Koefisien Alpha Cronbach dan Bernilai Sama dengan Alpha 

Cronbach Jika dan Hanya Jika Asumsi 𝝉-equivalent Terpenuhi 

 

 Pada subbab ini akan dibuktikan bahwa Tarkkonen‟s Rho memberikan 

taksiran yang lebih besar daripada Alpha Cronbach, dan akan sama dengan Alpha 

Cronbach jika dan hanya jika model pengukuran 𝜏-equivalent. 
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Telah diketahui bahwa rumus untuk koefisien Alpha Cronbach adalah 

𝛼 =
𝑝

𝑝−1
 1 −

 𝜎𝑋𝑖
2𝑝

𝑖=1

𝜎𝑈
2  , dan matriks 𝚺 =

 

 
 

𝜎𝑋1
2 𝑐𝑜𝑣(𝑋1, 𝑋2) ⋯

𝑐𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋1) 𝜎𝑋2
2 ⋯

⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣(𝑋1 , 𝑋𝑝)

𝑐𝑜𝑣(𝑋2, 𝑋𝑝)

⋮
𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑝 , 𝑋1) 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑝 , 𝑋2) … 𝜎𝑋𝑝

2

 

 
 

 

maka 

 𝑡𝑟 𝚺 =  𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1 . 

Telah ditunjukkan pula bahwa 𝜎𝑈
2 = 𝟏′𝚺𝟏, maka rumus koefisien Alpha Cronbach 

dapat dituliskan dengan  

𝛼 =
𝑝

𝑝 − 1
 1 − 𝑡𝑟 𝚺  𝟏′𝚺𝟏 

−1
  (3.3) 

Sedangkan rumus untuk koefisien Tarkkonen‟s Rho adalah 

𝜌𝑢𝑢 = 𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝚺𝟏 −𝟏 

Akan dibuktikan bahwa koefisien Tarkkonen‟s Rho memberikan hasil taksiran 

lebih besar daripada koefisien Alpha Cronbach, dengan perkataan lain akan 

dibuktikan bahwa: 

𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝚺𝟏 −𝟏 ≥

𝑝

𝑝 − 1
 1 − 𝑡𝑟 𝚺  𝟏′𝚺𝟏 −1  

 

Bukti: 

Misalkan 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ = 𝜎𝑇

2  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

  𝑏1 𝑏2 … 𝑏𝑝   

= 𝜎𝑇
2

 

 

𝑏1
2 𝑏1𝑏2 …

𝑏2𝑏1 𝑏2
2 …

⋮ ⋮ ⋱
𝑏𝑝𝑏1 𝑏𝑝𝑏2 …

𝑏1𝑏𝑝

𝑏2𝑏𝑝

⋮
𝑏𝑝

2
 

  

Misalkan 𝑧𝑖 = 𝜎𝑇𝑏𝑖 , maka dapat dituliskan 

𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ =  

𝑧1
2 𝑧1𝑧2 …

𝑧2𝑧1 𝑧2
2 …

⋮ ⋮ ⋱
𝑧𝑝𝑧1 𝑧𝑝𝑧2 …

𝑧1𝑧𝑝

𝑧2𝑧𝑝

⋮
𝑧𝑝

2

  

Pandang 

 𝑧1 − 𝑧2 2 + ⋯ +  𝑧1 − 𝑧𝑝 
2

+  𝑧2 − 𝑧3 2 + ⋯ +  𝑧𝑝−1 − 𝑧𝑝 
2

≥ 0 

 𝑝 − 1  𝑧1
2 + 𝑧2

2 + ⋯ + 𝑧𝑝
2 − 2 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝 ≥ 0 

 𝑝 − 1  𝑧1
2 + 𝑧2

2 + ⋯ + 𝑧𝑝
2 ≥ 2 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝  
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Lalu bagi dengan (𝑝 − 1) didapatkan 

 𝑧1
2 + 𝑧2

2 + ⋯ + 𝑧𝑝
2 ≥

2

𝑝 − 1
 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝  

 𝑧1
2 + 𝑧2

2 + ⋯ + 𝑧𝑝
2 ≥

2𝑝 − 2𝑝 + 2

𝑝 − 1
 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝  

 𝑧1
2 + 𝑧2

2 + ⋯ + 𝑧𝑝
2 ≥

2𝑝 − 2(𝑝 − 1)

𝑝 − 1
 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝  

 𝑧1
2 + 𝑧2

2 + ⋯ + 𝑧𝑝
2 +

2(𝑝 − 1)

𝑝 − 1
 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝 ≥

𝑝

𝑝 − 1
 2 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝   

 𝑧1
2 + 𝑧2

2 + ⋯ + 𝑧𝑝
2 + 2 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝 ≥

𝑝

𝑝 − 1
 2 𝑧1𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝−1𝑧𝑝   

 𝑧1 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝 
2

≥
𝑝

𝑝 − 1
  𝑧1 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑝 

2
−  𝑧1

2 + 𝑧2
2 + ⋯ + 𝑧𝑝

2   

 1 1 … 1  

𝑧1
2 𝑧1𝑧2 …

𝑧2𝑧1 𝑧2
2 …

⋮ ⋮ ⋱
𝑧𝑝𝑧1 𝑧𝑝𝑧2 …

𝑧1𝑧𝑝

𝑧2𝑧𝑝

⋮
𝑧𝑝

2

  

1
1
⋮
1

 

≥
𝑝

𝑝 − 1
  1 1 … 1  

𝑧1
2 𝑧1𝑧2 …

𝑧2𝑧1 𝑧2
2 …

⋮ ⋮ ⋱
𝑧𝑝𝑧1 𝑧𝑝𝑧2 …

𝑧1𝑧𝑝

𝑧2𝑧𝑝

⋮
𝑧𝑝

2

  

1
1
⋮
1

 

−  𝑧1
2 + 𝑧2

2 + ⋯ + 𝑧𝑝
2   

 

Dapat dituliskan menjadi 

𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 ≥

𝑝

𝑝 − 1
 𝟏′𝜎𝑇

2𝑩𝑩′𝟏 − 𝑡𝑟 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′   

𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 ≥

𝑝

𝑝 − 1
 𝟏′𝜎𝑇

2𝑩𝑩′𝟏 + 𝟏′𝚿𝐝𝟏 − 𝑡𝑟 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ − 𝟏′𝚿𝐝𝟏  

Karena 𝚿𝐝 merupakan matriks diagonal, maka 

 𝟏′𝚿𝐝𝟏 =  1 1 … 1 

 

 
 

𝜎ℇ1

2 0 ⋯

0 𝜎ℇ2

2 ⋯

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝜎ℇ𝑝

2

 

 
 

 

1
1
⋮
1

  

=  𝜎ℇ𝑖

2

𝑝

𝑖=1

 

 = 𝑡𝑟(𝚿𝐝), sehingga 

𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 ≥

𝑝

𝑝 − 1
 𝟏′𝜎𝑇

2𝑩𝑩′𝟏 + 𝟏′𝚿𝐝𝟏 − 𝑡𝑟 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ − 𝑡𝑟(𝚿𝐝)  
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𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 ≥

𝑝

𝑝 − 1
 𝟏′ 𝜎𝑇

2𝑩𝑩′ + 𝚿𝐝 𝟏 − 𝑡𝑟 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ + 𝚿𝐝   

Karena 𝚺 = 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ + 𝚿𝐝, sehingga 

𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 ≥

𝑝

𝑝 − 1
 𝟏′𝚺𝟏 − 𝑡𝑟(𝚺)  

Kalikan dengan  𝟏′𝚺𝟏 −𝟏 didapatkan 

𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝚺𝟏 −𝟏 ≥

𝑝

𝑝−1
 1 − 𝑡𝑟 𝚺  𝟏′𝚺𝟏 −1  

Jadi koefisien Tarkkonen‟s Rho bernilai yang lebih besar daripada koefisien 

Alpha Cronbach. 

 Selanjutnya akan dibuktikan bahwa  

𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝚺𝟏 −𝟏 =

𝑝

𝑝 − 1
 1 − 𝑡𝑟 𝚺  𝟏′𝚺𝟏 −1  

Jika dan hanya jika model pengukuran 𝜏-equivalent. 

Bukti: 

Dari pembuktian di atas dapat ditunjukkan  

𝟏′𝜎𝑇
2𝑩𝑩′𝟏 𝟏′𝚺𝟏 −𝟏 =

𝑝

𝑝−1
 1 − 𝑡𝑟 𝚺  𝟏′𝚺𝟏 −1 , jika dan hanya jika 

 𝑧1 − 𝑧2 2 + ⋯ +  𝑧1 − 𝑧𝑝 
2

+  𝑧2 − 𝑧3 2 + ⋯ +  𝑧𝑝−1 − 𝑧𝑝 
2

= 0 

⇔ 𝑧1 = 𝑧2 = ⋯ = 𝑧𝑝 = 𝜃,  𝜃 ∈ ℝ 

⟺ 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ =  

𝜃2 𝜃2 …
𝜃2 𝜃2 …
⋮ ⋮ ⋱

𝜃2 𝜃2 …

𝜃2

𝜃2

⋮
𝜃2

  

= 𝜃2  

1 1 …
1 1 …
⋮ ⋮ ⋱
1 1 …

1
1
⋮
1

  

= 𝜃2  

1
1
⋮
1

  1 1 … 1  

= 𝜃2𝟏𝟏′ 

⟺ 𝑩 =  

1
1
⋮
1

  

Hal ini berarti nilai murni untuk tiap item sama dan variansi dari nilai murni untuk 

tiap item sama. Kondisi ini disebut dengan 𝜏-equivalent. 
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 Dapat disimpulkan bahwa koefisien Tarkkonen‟s Rho bernilai lebih besar 

daripada koefisien Alpha Cronbach, dan akan memberikan nilai yang sama 

dengan koefisien Alpha Cronbach jika dan hanya jika model pengukuran  

𝜏-equivalent. 

 Penaksir koefisien Tarkkonen‟s Rho adalah sebagai berikut: 

𝜌𝑈𝑈 = 𝟏′𝑆𝑇
2𝑩 𝑩 ′𝟏 𝟏′𝑺𝟏 −𝟏 (3.4) 

 

Dimana 

𝑺 adalah matriks kovariansi dari 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋𝑝  yang diperoleh dari sampel 

𝑩  adalah vektor yang elemennya adalah taksiran factor loading 

𝑆𝑇
2 adalah variansi 𝑇 yang diperoleh dari sampel. 

Jika diasumsikan 𝑇 distandardisasi, 𝑆𝑇
2 = 1, maka taksiran koefisien 

Tarkkonen‟s Rho menjadi 

𝜌𝑈𝑈 = 𝟏′𝑩 𝑩 ′𝟏 𝟏′𝑺𝟏 −𝟏 (3.5) 

Taksiran dari factor loading yang didapat dari metode iterasi yang telah disebut 

pada bab sebelumnya.
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BAB 4  

CONTOH PENERAPAN 

 

 

Pada bab ini akan diberikan contoh perbandingan taksiran koefisien 

reliabilitas dengan koefisien Alpha Cronbach dan koefisien Tarkkonen‟s Rho dari 

suatu alat ukur fondasi moral yang diberikan kepada murid-murid dari suatu 

bimbingan belajar di Jakarta.  

 

 

4.1 Sumber Data 

 

Data yang digunakan pada tugas akhir ini merupakan data sekunder 

dengan populasi yaitu semua murid pada bimbingan belajar yang bersangkutan. 

Sedangkan yang menjadi sampel adalah 98 siswa yang diambil secara purposive 

sampling dari murid-murid bimbingan belajar tersebut. Alat ukur tersebut terdiri 

dari 16 item dan menggunakan skala Likert. Data dan kuesioner terlampir pada 

lampiran 5 dan 6.  

 

 

4.2 Analisis Data 

 

Akan ditaksir reliabilitas alat ukur tersebut dengan menggunakan koefisien 

Alpha Cronbach. Dari data yang didapat diperoleh taksiran koefisien Alpha 

Cronbach sebesar 0.525. Nunnally (1978) mengatakan bahwa suatu alat ukur 

dikatakan reliabel dengan koefisien Alpha Cronbach minimal sama dengan 0.7. 

Jadi dapat disimpulkan bahwa alat ukur landasan moral tersebut tidak reliabel. 
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Tabel 4. 1. Taksiran Koefisien Alpha Cronbach 

Reliability Statistics 

Cronbach's 

Alpha N of Items 

.525 16 

 

Kemudian reliabilitas alat ukur tersebut akan ditaksir dengan menggunakan 

taksiran koefisien Tarkkonen‟s Rho yang mempunyai formula 

𝜌𝑢𝑢 = 𝟏′𝑆𝑇
2𝑩 𝑩 

′
𝟏 𝟏′𝑺𝟏 

−𝟏
 

Dimana 𝑩  adalah matriks yang elemennya merupakan taksiran factor loading 

yang didapat dari analisis faktor confirmatory dengan 16 item pengamatan yang 

direduksi menjadi satu faktor. Jika diasumsikan faktor distandardisasi, variansi 

dari faktor sama dengan 1, yang berarti 𝑆𝑇
2 = 1, taksiran koefisien Tarkkonen‟s 

Rho menjadi 

𝜌𝑢𝑢 = 𝟏′𝑩 𝑩 
′
𝟏 𝟏′𝑺𝟏 

−𝟏
 

Jika 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋16  distandardisasi, matriks 𝑺 merupakan matriks korelasi. Dari 

data didapat sebagai berikut: 

 

Tabel 4. 2. Kaiser-Meyer-Olkin Measure of Sampling Adequacy dan Tes Bartlett 

KMO and Bartlett's Test 

Kaiser-Meyer-Olkin Measure of Sampling Adequacy. .561 

Bartlett's Test of Sphericity Approx. Chi-Square 205.463 

Df 120 

Sig. .000 

   

 

Berdasarkan tabel di atas terlihat bahwa syarat untuk melakukan analisis faktor 

dipenuhi, karena KMO bernilai lebih besar dari 0.5, dan tes Bartlett menghasilkan 

penolakan hipotesis bahwa matriks kovariansi merupakan matriks identitas.  

 Matriks 𝑺 yang diperoleh dari data adalah sebagai berikut: 
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Tabel 4. 3 Matriks S 

Correlation Matrix 

 
 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15 X16 

Cor

rela

tion 

X1 1.000 .200 .116 -.093 .064 .002 .103 .242 .057 .002 .122 .022 -.121 -.008 -.045 .085 

X2 .200 1.000 .242 -.048 .135 .142 .000 .293 .239 -.230 .018 .071 .027 -.033 -.079 .117 

X3 .116 .242 1.000 .379 .207 .138 .132 .318 .025 .014 -.083 .006 -.008 .093 .122 .201 

X4 -.093 -.048 .379 1.000 .141 .005 .197 .076 .204 .008 -.311 -.051 -.030 .198 .084 -.018 

X5 .064 .135 .207 .141 1.000 .055 .188 .140 .222 -.055 .117 .256 -.031 .029 .007 .196 

X6 .002 .142 .138 .005 .055 1.000 -.091 .220 .017 -.057 .190 .225 .044 -.006 -.015 .194 

X7 .103 .000 .132 .197 .188 -.091 1.000 .174 .075 .010 -.089 -.015 .010 .102 .047 -.010 

X8 .242 .293 .318 .076 .140 .220 .174 1.000 .268 -.022 .154 .115 .017 -.027 .004 .128 

X9 .057 .239 .025 .204 .222 .017 .075 .268 1.000 -.084 -.004 .043 -.104 .333 -.022 -.008 

X10 .002 -.230 .014 .008 -.055 -.057 .010 -.022 -.084 1.000 .197 -.089 .136 -.058 .214 -.103 

X11 .122 .018 -.083 -.311 .117 .190 -.089 .154 -.004 .197 1.000 .139 .299 -.192 .067 .021 

X12 .022 .071 .006 -.051 .256 .225 -.015 .115 .043 -.089 .139 1.000 .029 -.007 -.096 .466 

X13 -.121 .027 -.008 -.030 -.031 .044 .010 .017 -.104 .136 .299 .029 1.000 -.061 .133 .000 

X14 -.008 -.033 .093 .198 .029 -.006 .102 -.027 .333 -.058 -.192 -.007 -.061 1.000 .063 .063 

X15 -.045 -.079 .122 .084 .007 -.015 .047 .004 -.022 .214 .067 -.096 .133 .063 1.000 -.113 

X16 .085 .117 .201 -.018 .196 .194 -.010 .128 -.008 -.103 .021 .466 .000 .063 -.113 1.000 

 

Taksiran factor loading yang didapat dari analisis faktor adalah sebagai berikut: 

𝑩 =

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0.320
0.527
0.562
0.298
0.528
0.367
0.267
0.623
0.459

−0.232
0.048
0.426

−0.071
0.214

−0.070
0.492  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Terlihat bahwa 𝑩 ≠ 𝟏 yang berarti model pengukuran tidak bersifat 𝜏- equivalent. 
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 Dari data diperoleh taksiran koefisien Tarkkonen‟s Rho bernilai 

𝜌𝑢𝑢 = 0.719 

Terlihat bahwa hasil taksiran dengan menggunakan koefisien Tarkkonen‟s Rho 

lebih besar daripada hasil taksiran dengan menggunakan koefisien Alpha 

Cronbach. 

Dapat disimpulkan bahwa model pengukuran tidak bersifat 𝜏-equivalent, 

sehingga dengan menggunakan koefisien Tarkkonen‟s Rho didapatkan hasil 

taksiran yang lebih besar daripada koefisien Alpha Cronbach. 
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BAB 5  

PENUTUP 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Koefisien Alpha Cronbach yang sering digunakan untuk menaksir 

reliabilitas alat ukur sebenarnya memerlukan asumsi, yaitu model pengukuran 

 𝜏-equivalent. Jika asumsi tersebut tidak dipenuhi, penaksiran reliabilitas alat ukur 

dengan Alpha Cronbach akan underestimate. Penaksir reliabilitas lain yang 

dinamakan koefisien Tarkkonen‟s Rho dicetuskan oleh Tarkkonen dan Vehkalahti 

menggunakan model analisis faktor dalam penaksiran reliabilitas. Koefisien 

Tarkkonen‟s Rho terbukti akan bernilai lebih besar dari koefisien Alpha Cronbach 

jika asumsi 𝜏-equivalent tidak dipenuhi, dan akan bernilai sama dengan koefisien 

Alpha Cronbach jika asumsi 𝜏-equivalent dipenuhi. 

 

 

5.2 Saran 

 

 Dalam menaksir reliabilitas alat ukur, perlu diperiksa terlebih dahulu 

apakah model pengukuran pada alat ukur tersebut bersifat 𝜏-equivalent. 

Jika model pengukuran pada alat ukur tersebut bersifat 𝜏-equivalent, 

taksiran reliabilitas dapat menggunakan koefisien Alpha Cronbach karena 

alasan praktis. Tetapi jika model pengukuran pada alat ukur tersebut tidak 

bersifat 𝜏-equivalent, hendaknya digunakan koefisien Tarkkonen‟s Rho. 

 Pada penelitian selanjutnya dapat dibahas mengenai penaksiran 

reliabilitas pada suatu alat ukur multidimensional dengan menggunakan 

koefisien Tarkkonen‟s Rho. 
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1: Menunjukkan 𝑐𝑜𝑣 𝑿 = 𝑐𝑜𝑣 𝑩𝑇 + 𝓔 = 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ + 𝚿𝒅 

 

Akan dibuktikan bahwa 𝑐𝑜𝑣 𝑿 = 𝑐𝑜𝑣 𝑩𝑇 + 𝓔 = 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ + 𝚿𝒅. 

Bukti: 

Diketahui bahwa matriks kovariansi dari 𝑿 adalah: 

𝑐𝑜𝑣 𝑿 =

 

 
 

𝜎𝑋1

2 𝑐𝑜𝑣(𝑋1 , 𝑋2) …

𝑐𝑜𝑣(𝑋2 , 𝑋1) 𝜎𝑋2

2 …

⋮ ⋮ ⋱

𝑐𝑜𝑣(𝑋1 , 𝑋𝑝)

𝑐𝑜𝑣(𝑋2 , 𝑋𝑝)

⋮
𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑝 , 𝑋1) 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑝 , 𝑋2) … 𝜎𝑋𝑝

2

 

 
 

 

Akan dicari variansi dari 𝑋𝑖  

𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 , 𝑋𝑖  

= 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇 + ℇ𝑖 , 𝑏𝑖𝑇 + ℇ𝑖  

= 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇, 𝑏𝑖𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑏𝑖𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇, ℇ𝑖 + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑖  

= 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇, 𝑏𝑖𝑇 + 2𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇, ℇ𝑖 + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑖  

Karena 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇, ℇ𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , ℇ𝑖 = 0, maka 

𝑣𝑎𝑟(𝑋𝑖) = 𝑏𝑖
2𝑣𝑎𝑟 𝑇 + 𝑣𝑎𝑟(ℇ𝑖) 

Kemudian akan dicari kovariansi dari 𝑋𝑖  dengan 𝑋𝑗 ; 𝑖 ≠ 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝 

𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗  = 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇 + ℇ𝑖 , 𝑏𝑗 𝑇 + ℇ𝑗   

= 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇, 𝑏𝑗 𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑏𝑗 𝑇 + 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇, ℇ𝑗  + 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑗   

Karena 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , 𝑇 = 0, 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑗 , 𝑇 = 0, dan 𝑐𝑜𝑣 ℇ𝑖 , ℇ𝑗  = 0, maka 

𝑐𝑜𝑣 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗  = 𝑐𝑜𝑣 𝑏𝑖𝑇, 𝑏𝑗 𝑇  

= 𝐸 𝑏𝑖𝑇𝑏𝑗 𝑇 − 𝐸 𝑏𝑖𝑇 𝐸 𝑏𝑗 𝑇  

= 𝐸 𝑏𝑖𝑏𝑗 𝑇
2 − 𝑏𝑖𝑏𝑗  𝐸 𝑇  2 

= 𝑏𝑖𝑏𝑗  𝐸 𝑇2 −  𝐸 𝑇  2  

= 𝑏𝑖𝑏𝑗 𝑣𝑎𝑟 𝑇  

Jadi 

𝑐𝑜𝑣 𝑿 =

 

 

𝑏1
2𝑣𝑎𝑟 𝑇 + 𝑣𝑎𝑟(ℇ1) 𝑏1𝑏2𝑣𝑎𝑟(𝑇) …

𝑏2𝑏1𝑣𝑎𝑟(𝑇) 𝑏2
2𝑣𝑎𝑟 𝑇 + 𝑣𝑎𝑟(ℇ2) …

⋮ ⋮ ⋱

𝑏1𝑏𝑝𝑣𝑎𝑟(𝑇)

𝑏2𝑏𝑝𝑣𝑎𝑟(𝑇)

⋮
𝑏𝑝𝑏1𝑣𝑎𝑟(𝑇) 𝑏𝑝𝑏2𝑣𝑎𝑟(𝑇) … 𝑏𝑝

2𝑣𝑎𝑟 𝑇 + 𝑣𝑎𝑟(ℇ𝑝)  
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(lanjutan) 

 

=

 

 

𝑏1
2𝑣𝑎𝑟 𝑇 𝑏1𝑏2𝑣𝑎𝑟(𝑇) …

𝑏2𝑏1𝑣𝑎𝑟(𝑇) 𝑏2
2𝑣𝑎𝑟 𝑇 …

⋮ ⋮ ⋱

𝑏1𝑏𝑝𝑣𝑎𝑟(𝑇)

𝑏2𝑏𝑝𝑣𝑎𝑟(𝑇)

⋮
𝑏𝑝𝑏1𝑣𝑎𝑟(𝑇) 𝑏𝑝𝑏2𝑣𝑎𝑟(𝑇) … 𝑏𝑝

2𝑣𝑎𝑟 𝑇  

 +  

𝑣𝑎𝑟(ℇ𝑖) 0 …
0 𝑣𝑎𝑟(ℇ2) …
⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝑣𝑎𝑟(ℇ𝑝)

  

= 𝑣𝑎𝑟 𝑇 

 

 

𝑏1
2 𝑏1𝑏2 …

𝑏2𝑏1 𝑏2
2 …

⋮ ⋮ ⋱

𝑏1𝑏𝑝

𝑏2𝑏𝑝

⋮
𝑏𝑝𝑏1 𝑏𝑝𝑏2 … 𝑏𝑝

2
 

 +  

𝑣𝑎𝑟(ℇ𝑖) 0 …
0 𝑣𝑎𝑟(ℇ2) …
⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝑣𝑎𝑟(ℇ𝑝)

  

= 𝜎𝑇
2  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑝

  𝑏1 𝑏2 … 𝑏𝑝 + 𝚿𝒅 

= 𝜎𝑇
2𝑩𝑩′ + 𝚿𝒅 
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Lampiran 2: Membuktikan Pertidaksamaan Cauchy-Schwartz 

 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   
2

≤ 𝜎𝑀𝑖

2 𝜎𝑀𝑗

2  

  

Akan dibuktikan bahwa  

 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   
2

≤ 𝜎𝑀𝑖

2 𝜎𝑀𝑗

2  

Bukti: 

Misalkan 𝑣 adalah variabel (bukan variabel random), perhatikan fungsi 

 𝑣 = 𝐸    𝑀𝑖 − 𝜇𝑀𝑖
 + 𝑣  𝑀𝑗 − 𝜇𝑀𝑗

  
2
  

= 𝐸   𝑀𝑖 − 𝜇𝑀𝑖
 

2
+ 𝑣2  𝑀𝑗 − 𝜇𝑀𝑗

 
2

+ 2𝑣 𝑀𝑖 − 𝜇𝑀𝑖
  𝑀𝑗 − 𝜇𝑀𝑗

   

= 𝐸   𝑀𝑖 − 𝜇𝑀𝑖
 

2
 + 2𝑣𝐸   𝑀𝑖 − 𝜇𝑀𝑖

  𝑀𝑗 − 𝜇𝑀𝑗
  + 𝑣2𝐸   𝑀𝑗 − 𝜇𝑀𝑗

 
2
  

= 𝑣2𝜎𝑀𝑗

2 + 2𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗  𝑣 + 𝜎𝑀𝑖

2  

Jadi fungsi (𝑣) adalah fungsi kuadrat, tetapi karena 

 𝑣 = 𝐸    𝑀𝑖 − 𝜇𝑀𝑖
 + 𝑣  𝑀𝑗 − 𝜇𝑀𝑗

  
2
 ≥ 0 ; ∀𝑣 ∈ ℝ 

Maka (𝑣) adalah fungsi kuadrat definit positif, sehingga diskriminannya akan 

≤ 0 

 2𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   
2

− 4𝜎𝑀𝑗

2 𝜎𝑀𝑖

2 ≤ 0 

4 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   
2

≤ 4𝜎𝑀𝑗

2 𝜎𝑀𝑖

2  

 𝑐𝑜𝑣 𝑀𝑖 , 𝑀𝑗   
2

≤ 𝜎𝑀𝑖

2 𝜎𝑀𝑗

2  
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Lampiran 3: Membuktikan 𝛼 =
𝑝

𝑝−1
 1 −

 𝑆𝑋𝑖
𝑝
𝑖=1

𝑆𝑈
2   adalah Penaksir yang Konsisten 

untuk Koefisien Alpha Cronbach 

 

 Pertama, akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa 𝑆2 adalah penaksir yang 

konsisten untuk 𝜎2. 

Definisi 1 Suatu barisan variabel random  𝐴𝑛  dikatakan konvergen dalam 

probabilitas ke 𝐴 jika dan hanya jika ∀휀 > 0 berlaku 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝐴 < 휀 = 1 

Atau 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝐴 ≥ 휀 = 0 

 

Definisi 2 Suatu statistik yang konvergen dalam probabilitas ke suatu 

parameter 𝜔 disebut penaksir yang konsisten dari parameter 𝜔. 

 

Sesuai dengan Definisi 2, 𝑆2 dikatakan penaksir yang konsisten untuk 𝜎2 jika  

𝑆2
𝑃𝑟
  𝜎2 

Atau dengan perkataan lain, sesuai dengan Definisi 1, 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑆2 − 𝜎2 < 휀 = 1 

Maka akan dibuktikan bahwa 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑆2 − 𝜎2 < 휀 = 1 

Bukti: 

Misalkan 𝑋𝑎 ; 𝑎 = 1, 2, … , 𝑛 adalah sampel random berukuran 𝑛 yang mutually 

independent dan identik. 
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(lanjutan) 

𝑆2 =
1

𝑛 − 1
  𝑋𝑎 − 𝑋  2

𝑛

𝑎=1

 

=
1

𝑛 − 1
  𝑋𝑎 − 𝜇 + 𝜇 − 𝑋  2

𝑛

𝑎=1

 

=
1

𝑛 − 1
   𝑋𝑎 − 𝜇 2 +   𝑋 − 𝜇 2 − 2   𝑋𝑎 − 𝜇  𝑋 − 𝜇 

𝑛

𝑎=1

𝑛

𝑎=1

𝑛

𝑎=1

  

=
1

𝑛 − 1
    𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

+ 𝑛 𝑋 − 𝜇 2 − 2 𝑋 − 𝜇   𝑋𝑎

𝑛

𝑎=1

−  𝜇

𝑛

𝑎=1

   

=
1

𝑛 − 1
    𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

+ 𝑛 𝑋 − 𝜇 2 − 2 𝑋 − 𝜇  𝑛𝑋 − 𝑛𝜇   

=
1

𝑛 − 1
    𝑋 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

+ 𝑛 𝑋 − 𝜇 2 − 2𝑛 𝑋 − 𝜇 2  

=
1

𝑛 − 1
    𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

− 𝑛 𝑋 − 𝜇 2  

=
1

𝑛 − 1
   𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

−
𝑛

𝑛 − 1
 𝑋 − 𝜇 2 

Akan dicari variansi dari 𝑆2 

𝑣𝑎𝑟 𝑆2 = 𝑣𝑎𝑟  
1

𝑛 − 1
   𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

−
𝑛

𝑛 − 1
 𝑋 − 𝜇 2  
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= 𝑣𝑎𝑟  
1

𝑛 − 1
   𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

 + 𝑣𝑎𝑟  
𝑛

𝑛 − 1
 𝑋 − 𝜇 2  

+ 2𝑐𝑜𝑣  
1

𝑛 − 1
   𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

, −  
𝑛

𝑛 − 1
 𝑋 − 𝜇 2  

= 𝑣𝑎𝑟  
1

𝑛 − 1
   𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

 + 𝑣𝑎𝑟  
𝑛

𝑛 − 1
 𝑋 − 𝜇 2  

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

=
1

 𝑛 − 1 2
  𝑣𝑎𝑟  𝑋𝑎 − 𝜇 2  

𝑛

𝑎=1

+  
𝑛

𝑛 − 1
 

2

𝑣𝑎𝑟  𝑋 − 𝜇 2  

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

Perhatikan bahwa  

𝑣𝑎𝑟  𝑋𝑎 − 𝜇 2 = 𝐸  𝑋𝑎 − 𝜇 4 −  𝐸  𝑋𝑎 − 𝜇 2  2 

= 𝜎4𝜅𝑋𝑎
− 𝜎4 

= 𝜎4 𝜅𝑋𝑎
− 1  

Dimana 𝜅𝑋𝑎
=

𝐸  𝑋𝑎−𝜇 4 

𝜎4  

Karena 𝑋𝑎 ; 𝑎 = 1,2, … , 𝑛 identik, maka 𝜅𝑋1
= 𝜅𝑋2

= ⋯ = 𝜅𝑋𝑛
= 𝜅𝑋  . 

Dengan cara yang similar, 

𝑣𝑎𝑟  𝑋 − 𝜇 2 = 𝐸  𝑋 − 𝜇 4 −  𝐸  𝑋 − 𝜇 2  2 

=
𝜎4

𝑛2
𝜅𝑋 −

𝜎4

𝑛2
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=
𝜎4

𝑛2
 𝜅𝑋 − 1  

Dimana 𝜅𝑋 =
𝐸  𝑋 −𝜇 4 

𝜎4

𝑛2 
 

Sehingga didapatkan  

𝑣𝑎𝑟 𝑆2 =
1

 𝑛 − 1 2
  𝑣𝑎𝑟  𝑋 − 𝜇 2  

𝑛

𝑎=1

+  
𝑛

𝑛 − 1
 

2

𝑣𝑎𝑟  𝑋 − 𝜇 2  

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

=
𝑛𝜎4 𝜅𝑋 − 1 

 𝑛 − 1 2
+

𝑛2

 𝑛 − 1 2

𝜎4

𝑛2
 𝜅𝑋 − 1  

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

=
𝜎4

 𝑛 − 1 2
 𝑛 𝜅𝑋 − 1 +  𝜅𝑋 − 1   

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

Perhatikan 

𝐸    𝑋𝑎

𝑛

𝑎=1

− 𝜇 𝑋𝑎
𝑛
𝑎=1

 

4

 = 𝐸    𝑋𝑎

𝑛

𝑎=1

−  𝜇

𝑛

𝑎=1

 

4

  

= 𝐸     𝑋𝑎 − 𝜇 

𝑛

𝑎=1

 

4
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Sedangkan 

  𝑋𝑎 − 𝜇

𝑛

𝑎=1

 

4

=   𝑋𝑎 − 𝜇 4

𝑛

𝑎=1

+ Π  𝑋1 − 𝜇 ,  𝑋2 − 𝜇 , … ,  𝑋𝑛 − 𝜇   

Dengan Π  𝑋1 − 𝜇 ,  𝑋2 − 𝜇 , … ,  𝑋𝑛 − 𝜇   adalah polinomial dengan suku-

sukunya adalah 

 𝑋𝑎 − 𝜇  𝑋𝑏 − 𝜇  𝑋𝑐 − 𝜇  𝑋𝑑 − 𝜇 ,  𝑋𝑎 − 𝜇  𝑋𝑏 − 𝜇  𝑋𝑐 − 𝜇 2,  

 𝑋𝑎 − 𝜇 2 𝑋𝑏 − 𝜇 2, dan  

 𝑋𝑎 − 𝜇  𝑋𝑏 − 𝜇 3; 𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 ≠ 𝑑; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 1, 2, … , 𝑛. 

Karena 𝑋1 , 𝑋2, … , 𝑋𝑛  mutually independent dan identik, maka ekspektasi dari  

 𝑋𝑎 − 𝜇  𝑋𝑏 − 𝜇  𝑋𝑐 − 𝜇  𝑋𝑑 − 𝜇 ,  𝑋𝑎 − 𝜇  𝑋𝑏 − 𝜇  𝑋𝑐 − 𝜇 2, dan 

 𝑋𝑎 − 𝜇  𝑋𝑏 − 𝜇 3; 𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 ≠ 𝑑; 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 1, 2, … , 𝑛 akan sama dengan 0 

(perhatikan 𝐸 𝑋𝑎 − 𝜇 = 𝐸 𝑋𝑎 − 𝜇 = 𝜇 − 𝜇 = 0). 

Sehingga 

𝐸 Π  𝑋1 − 𝜇 ,  𝑋2 − 𝜇 , … ,  𝑋𝑛 − 𝜇   =   𝐸  𝑋𝑎 − 𝜇 2 𝑋𝑏 − 𝜇 2 

𝑛

𝑏=1

𝑛

𝑎=1

 

=   𝐸  𝑋𝑎 − 𝜇 2 𝐸  𝑋𝑏 − 𝜇 2 

𝑛

𝑏=1

𝑛

𝑎=1

 

=  
𝑛
2
 𝜎4 

=
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝜎4 
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Sehingga 

𝐸    𝑋𝑎

𝑛

𝑎=1

− 𝜇 𝑋𝑎
𝑛
𝑎=1

 

4

 = 𝐸    𝑋𝑎 − 𝜇 4

𝑛

𝑎=1

 +
𝑛 𝑛 − 1 

2
𝜎4 

=   𝐸  𝑋𝑎 − 𝜇 4  

𝑛

𝑎=1

+
𝑛 𝑛 − 1 

2
𝜎4 

=   𝜅𝑋𝜎4 

𝑛

𝑎=1

+
𝑛 𝑛 − 1 

2
𝜎4 

= 𝑛𝜅𝑋𝜎4 +
𝑛 𝑛 − 1 

2
𝜎4 

= 𝑛𝜎4  𝜅𝑋 +
𝑛 − 1

2
  

Kita tahu bahwa (karena 𝑋1𝑋2 , … , 𝑋𝑛  mutually independent dan identik) 

𝑣𝑎𝑟   𝑋𝑎

𝑛

𝑎=1

 =  𝑣𝑎𝑟 𝑋𝑎 

𝑛

𝑎=1

= 𝑛𝜎2 

Sehingga 

𝜅 𝑋𝑎
𝑛
𝑎=1

=
𝐸    𝑋𝑎

𝑛
𝑎=1 − 𝜇 𝑋𝑎

𝑛
𝑎=1

 
4
 

 𝑣𝑎𝑟  𝑋𝑎
𝑛
𝑎=1   2

 

=
𝑛𝜎4  𝜅𝑋 +

𝑛 − 1
2

 

𝑛2𝜎4
 

=
𝜅𝑋

𝑛
+

𝑛 − 1

2𝑛
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Selain itu, kita juga tahu 

𝜅1
𝑛

𝑋
=

𝐸   
1
𝑛

𝑋 −
1
𝑛

𝜇 
4

 

𝜎4

𝑛4 
=

𝑛4

𝑛4

𝐸  𝑋 − 𝜇 4 

𝜎4
=

𝐸  𝑋 − 𝜇 4 

𝜎4
= 𝜅𝑋  

Sehingga 

𝜅𝑋 = 𝜅1
𝑛

 𝑋𝑎
𝑛
𝑎=1

= 𝜅 𝑋𝑎
𝑛
𝑎=1

=
𝜅𝑋

𝑛
+

𝑛 − 1

2𝑛
 

Akibatnya 

𝑣𝑎𝑟 𝑆2 =
𝜎4

 𝑛 − 1 2
 𝑛 𝜅𝑋 − 1 +  𝜅𝑋 − 1   

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

=
𝜎4

 𝑛 − 1 2
 𝑛 𝜅𝑋 − 1 +  

𝜅𝑋

𝑛
+

𝑛 − 1

2𝑛
− 1   

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

=
𝜎4

 𝑛 − 1 2
 𝑛𝜅𝑋 − 𝑛 +  

𝜅𝑋

𝑛
+

𝑛 − 1

2𝑛
− 1   

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

=
𝜎4

 𝑛 − 1 2
 
𝑛2𝜅𝑋 + 𝜅𝑋

𝑛
−  

2𝑛2 + 𝑛 + 1

2𝑛
   

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  
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= 𝜎4  
𝑛2 + 1

 𝑛 − 1 2

𝜅𝑋

𝑛
−  

2𝑛2 + 𝑛 + 1

2𝑛 𝑛 − 1 2
   

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

= 𝜎4  
2 𝑛2 + 1 𝜅𝑋 −  2𝑛2 + 𝑛 + 1 

2𝑛 𝑛 − 1 2
  

−2
𝑛

 𝑛 − 1 2
𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎 − 𝜇 2 

𝑛

𝑎=1

,  𝑋 − 𝜇 2  

=
𝜎4 2 𝑛2 + 1 𝜅𝑋 −  2𝑛2 + 𝑛 + 1  − 4𝑛2𝑐𝑜𝑣    𝑋𝑎 − 𝜇 2 𝑛

𝑎=1 ,  𝑋 − 𝜇 2 

2𝑛 𝑛 − 1 2
 

Berdasarkan pertidaksamaan Chebysev, yaitu 

𝑃𝑟   𝑆2 − 𝐸(𝑆2) < 𝑘 𝑣𝑎𝑟 𝑆2  ≥ 1 −
1

𝑘2
 

Karena 𝑆2 adalah penaksir tak bias untuk 𝜎2, sehingga 𝐸 𝑆2 = 𝜎2 

𝑃𝑟   𝑆2 − 𝜎2 < 𝑘 𝑣𝑎𝑟 𝑆2  ≥ 1 −
1

𝑘2
 

𝑃𝑟   𝑆2 − 𝜎2 < 𝑘
1

𝑛 − 1
 

𝜎4 2 𝑛2 + 1 𝜅𝑋 −  2𝑛2 + 𝑛 + 1  − 4𝑛2𝑐𝑜𝑣    𝑋𝑎 − 𝜇 2 𝑛
𝑎=1 ,  𝑋 − 𝜇 2 

2𝑛
 

≥ 1 −
1

𝑘2
 

Ambil 휀 = 𝑘
1

𝑛−1
 𝜎4 2 𝑛2+1 𝜅𝑋 − 2𝑛2+𝑛+1  −4𝑛2𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎−𝜇 2 𝑛

𝑎=1 , 𝑋 −𝜇 2 

2𝑛
, sehingga 

𝑘 = 휀 𝑛 − 1  
2𝑛

𝜎4 2 𝑛2+1 𝜅𝑋 − 2𝑛2+𝑛+1  −4𝑛2𝑐𝑜𝑣     𝑋𝑎−𝜇 2 𝑛
𝑎=1 , 𝑋 −𝜇 2 

 

Didapatkan 

𝑃𝑟  𝑆2 − 𝜎2 < 휀 ≥ 1 −
𝜎4 2 𝑛2 + 1 𝜅𝑋 −  2𝑛2 + 𝑛 + 1  − 4𝑛2𝑐𝑜𝑣    𝑋𝑎 − 𝜇 2 𝑛

𝑎=1 ,  𝑋 − 𝜇 2 

휀2 𝑛 − 1 22𝑛
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Dengan mengambil limit untuk 𝑛 menuju tak hingga, didapatkan 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑆2 − 𝜎2 < 휀 

≥ lim
𝑛→∞

1 −
𝜎4 2 𝑛2 + 1 𝜅𝑋 −  2𝑛2 + 𝑛 + 1  − 4𝑛2𝑐𝑜𝑣    𝑋𝑎 − 𝜇 2 𝑛

𝑎=1 ,  𝑋 − 𝜇 2 

휀2 𝑛 − 1 22𝑛
 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑆2 − 𝜎2 < 휀 ≥ 1 

Tetapi karena 𝑃𝑟  𝑆2 − 𝜎2 < 휀 ≤ 1, maka 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑆2 − 𝜎2 < 휀 = 1 

Jadi 𝑆2
𝑃𝑟
  𝜎2 

Dapat disimpulkan 𝑆2 adalah penaksir yang konsisten untuk 𝜎2. 

Jadi 𝑆𝑋𝑖

2  merupakan penaksir yang konsisten untuk 𝜎𝑋𝑖

2 ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 dan 𝑆𝑈
2  

merupakan penaksir yang konsisten untuk 𝜎𝑈
2, dimana 𝑋𝑖 ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 adalah 

variabel pengamatan untuk item ke-𝑖, dan 𝑈 adalah variabel pengamatan komposit 

dari suatu alat ukur. 

 

Definisi 3 Misalkan 𝑓(𝑥) adalah fungsi satu variabel bernilai real. 𝑓 

dikatakan kontinu di 𝑔 jika dan hanya jika ∀휀 > 0 ∃𝛿 > 0 sedemikian sehingga 

jika  𝑥 − 𝑔 < 𝛿 maka 𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑔) < 휀. 

 

Definisi 4 Misalkan 𝑓(𝑥, 𝑦) adalah fungsi dua variabel bernilai real. 𝑓 

dikatakan kontinu di  𝑔,   jika dan hanya jika ∀휀 > 0 ∃𝛿 > 0 sedemikian 

sehingga jika   𝑥 − 𝑔 2 +  𝑦 −  2 < 𝛿 maka  𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑓(𝑔, ) < 휀. 
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Definisi 5 Barisan vektor random  (𝐴𝑛 , 𝐵𝑛)  dikatakan konvergen dalam 

probabilitas ke (𝐴, 𝐵) jika dan hanya jika ∀휀 > 0 berlaku  

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟     𝐴𝑛 − 𝐴 2 +  𝐵𝑛 − 𝐵 2 < 휀 = 1 

 

Teorema 1 Misalkan 𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑔. Jika 𝑓 𝑥  fungsi kontinu di 𝑥 = 𝑔 maka 

𝑓 𝐴𝑛 
𝑃𝑟
  𝑓 𝑔 . 

Bukti: 

Berdasarkan definisi fungsi kontinu, ∀휀 > 0 ∃𝛿 > 0 sedemikian sehingga jika 

 𝐴𝑛 − 𝑔 < 𝛿 maka  𝑓 𝐴𝑛 − 𝑓(𝑔) < 휀.  

Misalkan : 𝐴 adalah kejadian  𝐴𝑛 − 𝑔 < 𝛿 

 𝐵 adalah kejadian  𝑓 𝐴𝑛 − 𝑓(𝑔) < 휀 

Karena jika 𝐴 terjadi, kejadian 𝐵 pasti terjadi, maka 𝑃𝑟 𝐵 𝐴 = 1. 

𝑃𝑟 𝐵 = 𝑃𝑟 𝐵|𝐴𝑐 𝑃𝑟 𝐴𝑐 + 𝑃𝑟 𝐵 𝐴 𝑃𝑟 𝐴  

 = 𝑃𝑟 𝐵|𝐴𝑐 𝑃𝑟 𝐴𝑐 + 𝑃𝑟 𝐴 ≥ 𝑃𝑟 𝐴  

Maka 

𝑃𝑟  𝑓 𝐴𝑛 − 𝑓 𝑔  < 휀 ≥ 𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝑔 < 𝛿  

Sehingga dengan mengambil limit, dan karena 𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑐, maka 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑓 𝐴𝑛 − 𝑓(𝑔) < 휀 ≥ lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝑔 < 𝛿 = 1 

Tetapi karena 𝑃𝑟  𝑓 𝐴𝑛 − 𝑓(𝑔) < 휀 ≤ 1, sehingga  
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lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑓 𝐴𝑛 − 𝑓(𝑔) < 휀 = 1 

Jadi 𝑓 𝐴𝑛 
𝑃𝑟
  𝑓 𝑔 . 

 

Teorema 2 Jika 𝑎 + 𝑏 ≥ 휀, maka 𝑎 ≥ 휀
2  atau 𝑏 ≥ 휀

2 . 

Bukti: 

Andaikan tidak, jadi 𝑎 < 휀
2  dan 𝑏 < 휀

2 , maka 

𝑎 + 𝑏 < 휀
2 + 휀

2 = 휀. 

Hal tersebut kontradiksi dengan premis, sehingga haruslah 

Jika 𝑎 + 𝑏 ≥ 휀, maka 𝑎 ≥ 휀
2  atau 𝑏 ≥ 휀

2 . 

 

Teorema 3 Misalkan (𝐴𝑛) dan (𝐵𝑛) adalah dua buah barisan variabel random. 

Jika 𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑔 dan 𝐵𝑛

𝑃𝑟
   maka  𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 

𝑃𝑟
   𝑔,  .  

Bukti: 

Dengan ketaksamaan segitiga di 𝑅2, kita tahu bahwa  

  𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≤   𝐴𝑛 − 𝑔 2 +   𝐵𝑛 −  2 =  𝐴𝑛 − 𝑔 +  𝐵𝑛 −   

Sehingga jika   𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≥ 휀 maka  𝐴𝑛 − 𝑔 +  𝐵𝑛 −  ≥ 휀.  

Misalkan: 𝐴 adalah kejadian   𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≥ 휀  

 𝐵 adalah kejadian  𝐴𝑛 − 𝑔 +  𝐵𝑛 −  ≥ 휀  

Karena jika 𝐴 terjadi, kejadian 𝐵 pasti terjadi, maka 𝑃𝑟 𝐵 𝐴 = 1. 

𝑃𝑟 𝐵 = 𝑃𝑟 𝐵|𝐴𝑐 𝑃𝑟 𝐴𝑐 + 𝑃𝑟 𝐵 𝐴 𝑃𝑟 𝐴  
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 = 𝑃𝑟 𝐵|𝐴𝑐 𝑃𝑟 𝐴𝑐 + 𝑃𝑟 𝐴 ≥ 𝑃𝑟 𝐴  

Maka 

𝑃𝑟(  𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≥ 휀 ) ≤ 𝑃𝑟( 𝐴𝑛 − 𝑔 +  𝐵𝑛 −  ≥ 휀) 

Dengan Teorema 2, kita dapat jika  𝐴𝑛 − 𝑔 +  𝐵𝑛 −  ≥ 휀 maka 

  𝐴𝑛 − 𝑔 ≥ 휀
2  atau  𝐵𝑛 −  ≥ 휀

2 .  

Misalkan: 𝐶 adalah kejadian  𝐴𝑛 − 𝑔 ≥ 휀
2  atau  𝐵𝑛 −  ≥ 휀

2 .  

Karena jika 𝐵 terjadi, kejadian 𝐶 pasti terjadi, maka 𝑃𝑟 𝐶 𝐵 = 1. 

 𝑃𝑟 𝐶 = 𝑃𝑟 𝐶|𝐵𝑐 𝑃𝑟 𝐵𝑐 + 𝑃𝑟 𝐶 𝐵 𝑃𝑟 𝐵  

= 𝑃𝑟 𝐶|𝐵𝑐 𝑃𝑟 𝐵𝑐 + 𝑃𝑟 𝐵 ≥ 𝑃𝑟 𝐵  

Maka 

𝑃𝑟( 𝐴𝑛 − 𝑔 +  𝐵𝑛 −  ≥ 휀) ≤ 𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝑔 ≥ 휀
2  atau  𝐵𝑛 −  ≥ 휀

2   

Sehingga 

𝑃𝑟    𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≥ 휀  ≤ 𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝑔 +  𝐵𝑛 −  ≥ 휀  

≤ 𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝑔 ≥ 휀
2  atau  𝐵𝑛 −  ≥ 휀

2   

Dengan sifat probabilitas dan ketaksamaan di atas akan kita dapatkan 

𝑃𝑟    𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≥ 휀 ≤ 𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝑔 ≥ 휀
2  atau  𝐵𝑛 −  ≥ 휀

2   

≤ 𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝑔 ≥ 휀
2  + 𝑃𝑟  𝐵𝑛 −  ≥ 휀

2   

Berdasarkan definisi 𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑔 dan 𝐵𝑛

𝑃𝑟
  , maka ∀휀 > 0 berlaku 
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lim
𝑛→∞

𝑃𝑟    𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≥ 휀 

≤ lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝐴𝑛 − 𝑔 ≥ 휀
2  + lim

𝑛→∞
𝑃𝑟  𝐵𝑛 −  ≥ 휀

2  = 0 

Tetapi karena 𝑃𝑟   𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≥ 휀 ≥ 0, maka 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟    𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 ≥ 휀 = 0 

Dapat disimpulkan  𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 
𝑃𝑟
   𝑔,  . 

 

Teorema 4 Jika 𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑔 dan 𝐵𝑛

𝑃𝑟
  . Misalkan 𝑓(𝑥, 𝑦) adalah fungsi kontinu 

di  𝑔,  , maka 𝑓(𝐴𝑛 , 𝐵𝑛)
𝑃𝑟
  𝑓 𝑔,  . 

Bukti: 

Berdasarkan Teorema 3 kita tahu bahwa  𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 
𝑃𝑟
   𝑔,  . Kemudian dengan 

definisi kekontinuan dua variabel, ∀휀 > 0 ∃𝛿 > 0 sedemikian sehingga jika 

  𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 < 𝛿 maka  𝑓 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 − 𝑓(𝑔, ) < 휀.  

Misalkan: 𝐴 adalah kejadian   𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 < 𝛿 

 𝐵 adalah kejadian  𝑓 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 − 𝑓(𝑔, ) < 휀 

Karena jika 𝐴 terjadi, kejadian 𝐵 pasti terjadi, maka 𝑃𝑟 𝐵 𝐴 = 1. 

𝑃𝑟 𝐵 = 𝑃𝑟 𝐵|𝐴𝑐 𝑃𝑟 𝐴𝑐 + 𝑃𝑟 𝐵 𝐴 𝑃𝑟 𝐴  

= 𝑃𝑟 𝐵|𝐴𝑐 𝑃𝑟 𝐴𝑐 + 𝑃𝑟 𝐴 ≥ 𝑃𝑟 𝐴  

Maka 

𝑃𝑟  𝑓 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 − 𝑓 𝑔,   < 휀 ≥ 𝑃𝑟    𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 < 𝛿  

Sehingga dengan mengambil limit, dan karena  𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 
𝑃𝑟
  (𝑔, ), didapat 
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lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑓 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 − 𝑓 𝑔,   < 휀 ≥ lim
𝑛→∞

𝑃𝑟    𝐴𝑛 − 𝑔 2 +  𝐵𝑛 −  2 < 𝛿 = 1 

Tetapi karena 𝑃𝑟  𝑓 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 − 𝑓 𝑔,   < 휀 ≤ 1 sehingga 

lim
𝑛→∞

𝑃𝑟  𝑓 𝐴𝑛 , 𝐵𝑛 − 𝑓 𝑔,   < 휀 = 1 

Jadi 𝑓(𝐴𝑛 , 𝐵𝑛)
𝑃𝑟
  𝑓 𝑔,   

 

Corollary 5 Misalkan  𝐴𝑛  dan  𝐵𝑛  adalah dua barisan variabel random dan 𝑘 

adalah konstanta real. Jika 𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑔 dan 𝐵𝑛

𝑃𝑟
  , maka 𝐴𝑛 + 𝑘

𝑃𝑟
  𝑔 + 𝑘, 

𝑘𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑘𝑔, 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛

𝑃𝑟
  𝑔 + , 𝐴𝑛𝐵𝑛

𝑃𝑟
  𝑔, 

1

𝐴𝑛

𝑃𝑟
  

1

𝑔
, 

𝐴𝑛

𝐵𝑛

𝑃𝑟
  

𝑔


, dan 𝐴𝑛

𝑘
𝑃𝑟
  𝑔𝑘 . 

Bukti: 

Jika diketahui 𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑔 , 𝐴𝑛 + 𝑘 merupakan fungsi kontinu satu variabel, sehingga 

dengan menggunakan Teorema 1 didapat 𝐴𝑛 + 𝑘
𝑃𝑟
  𝑔 + 𝑘 , selain itu 𝑘𝐴𝑛  

merupakan fungsi kontinu satu variabel, sehingga dengan menggunakan Teorema 

1 didapat 𝑘𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑘𝑔, 

1

𝐴𝑛
 merupakan fungsi kontinu satu variabel, sehingga dengan 

menggunakan Teorema 1 didapat 
1

𝐴𝑛

𝑃𝑟
  

1

𝑔
, dan 𝐴𝑛

𝑘  adalah fungsi kontinu satu 

variabel, sehingga dengan menggunakan Teorema 1 didapat 𝐴𝑛
𝑘

𝑃𝑟
  𝑔𝑘 . Selain itu, 

jika diketahui 𝐴𝑛

𝑃𝑟
  𝑔 dan 𝐵𝑛

𝑃𝑟
  , 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛  merupakan fungsi kontinu dua 

variabel, sehingga dengan menggunakan Teorema 4 didapatkan 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛

𝑃𝑟
  𝑔 + , 

selain itu 𝐴𝑛𝐵𝑛  merupakan fungsi kontinu dua variabel, sehingga dengan 

menggunakan Teorema 4 didapatkan 𝐴𝑛𝐵𝑛

𝑃𝑟
  𝑔, dan 

𝐴𝑛

𝐵𝑛
; 𝐵𝑛 ≠ 0 adalah fungsi 

kontinu dua variabel, sehingga dengan menggunakan Teorema 4 didapat 

 
𝐴𝑛

𝐵𝑛

𝑃𝑟
  

𝑔


;  ≠ 0. 
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 Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝛼 =
𝑝

𝑝−1
 1 −

 𝑆𝑋𝑖
𝑝
𝑖=1

2

𝑆𝑈
2   adalah 

penaksir yang konsisten untuk 𝛼 =
𝑝

𝑝−1
 1 −

 𝜎𝑋𝑖
2𝑝

𝑖=1

𝜎𝑈
2   

Bukti: 

Karena  𝑆𝑋𝑖

2   dan  𝑆𝑈
2  adalah barisan dari variabel random, 𝑆𝑋𝑖

2  merupakan 

penaksir yang konsisten untuk 𝜎𝑋𝑖

2 , dan 𝑆𝑈
2 ≠ 0 merupakan penaksir yang 

konsisten untuk 𝜎𝑈
2 ≠ 0, yang berarti 𝑆𝑋𝑖

2
𝑃𝑟
  𝜎𝑋𝑖

2  dan 𝑆𝑈
2

𝑃𝑟
  𝜎𝑈

2. Dengan 

menggunakan Corollary 5, 

𝑝

𝑝 − 1
 1 −

 𝑆𝑋𝑖

𝑝
𝑖=1

2

𝑆𝑈
2  

𝑃𝑟
  

𝑝

𝑝 − 1
 1 −

 𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2   

Jadi 

𝛼 =
𝑝

𝑝−1
 1 −

 𝑆𝑋𝑖
𝑝
𝑖=1

2

𝑆𝑈
2   adalah penaksir yang konsisten untuk 

𝛼 =
𝑝

𝑝 − 1
 1 −

 𝜎𝑋𝑖

2𝑝
𝑖=1

𝜎𝑈
2   
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Lampiran 4: Metode Iterasi untuk Mencari Taksiran Factor Loading 

 

Misalkan 𝑺 adalah matriks kovariansi sampel. 𝑺 adalah taksiran untuk 𝚺. 

Misalkan diasumsikan faktor distandardisasi. Akan dicari taksiran dari factor 

loading sehingga 𝑺 ≅ 𝚲 𝚲 ′ + 𝚿 𝒅. 

 

 

 

Penjelasan: 

Langkah 1:  Karena 𝑺 adalah matriks simetris, maka dapat dilakukan 

dekomposisi spectral. 

Misalkan : 

𝑪 adalah matriks orthogonal (matriks yang inner product dari 

kolom-kolomnya sama dengan 0 dan norm dari kolom-kolomnya 

sama dengan 1) yang elemen dari kolom-kolomnya adalah vektor 

eigen yang dinormalisasi dari matriks 𝑺. 
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𝑫 adalah matriks diagonal yang elemen diagonalnya adalah nilai 

eigen dari matriks 𝑺, yaitu 𝛾1 , 𝛾2 , … , 𝛾𝑝 . 

𝑺 = 𝑪𝑫𝑪′ 

Langkah 2:  Karena 𝑺 adalah matriks semidefinit positif, maka nilai eigen dari 

𝑺 bernilai positif atau 0 (tidak dibuktikan pada skripsi ini).  

Oleh karena itu matriks 𝑫 bisa difaktorkan menjadi 

𝑫 = 𝑫𝟏/𝟐𝑫𝟏/𝟐 

Dimana 

𝑫𝟏/𝟐 =

 

 
 

 𝛾1 0 …

0  𝛾2 …

⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 …  𝛾𝑝  

 
 

 

Sehingga dapat dituliskan 

𝑺 = 𝑪𝑫𝟏/𝟐𝑫𝟏/𝟐𝑪′ = 𝑪𝑫𝟏/𝟐 𝑪𝑫𝟏/𝟐 ′ 

Langkah 3: Pilih 𝑘 nilai eigen terbesar dan 𝑘 vektor eigen terkait.Misalkan 

𝛾1 > 𝛾2 > ⋯ > 𝛾𝑘  

𝑫𝟏 =  

𝛾1 0 …
0 𝛾2 …
⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 … 𝛾𝑘

 , sehingga 𝑫𝟏
𝟏/𝟐

=

 

 
 

 𝛾1 0 …

0  𝛾2 …
⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0 0 …  𝛾𝑘  

 
 

 

𝑪𝟏 =  𝒄𝟏, 𝒄𝟐, … , 𝒄𝒌  

=  

𝑐11 𝑐12 …
𝑐21 𝑐22 …
⋮ ⋮ ⋱

𝑐1𝑘

𝑐2𝑘

⋮
𝑐𝑝1 𝑐𝑝2 … 𝑐𝑝𝑘

  

Langkah 4:  Bentuk 𝚲 (1) = 𝑪𝟏𝑫𝟏
𝟏/𝟐

. Dimana 𝚲 (1)adalah nilai 𝚲  pada iterasi 

pertama. 

Langkah 5: Misalkan 𝚿 𝒅
(1)

 adalah nilai 𝚿 𝒅 pada iterasi pertama, maka elemen 

diagonal 𝚿 𝒅 didapatkan dengan 

𝑑𝑖𝑎𝑔 𝚿 𝒅
 1 

 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑺 − 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝚲 (1)𝚲 (1)′  
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 𝜎 ℇ𝑖

 1 
 

2
= 𝑠𝑖𝑖 −   𝜆 𝑖𝑞

 1 
 

2
𝑘

𝑞=1

 

Dimana  𝜎 ℇ𝑖

 1 
 

2
 adalah elemen diagonal ke-𝑖 matriks 𝚿 𝒅

 1 
, 𝑠𝑖𝑖  

adalah elemen diagonal ke-𝑖 matriks 𝑺. 

Langkah 6: Bentuk 𝑺∗ = 𝚲 (1)𝚲  1 ′ + 𝚿 𝒅
 1 

 

 

Iterasi selanjutnya dilakukan mulai dari langkah 1 dengan menggunakan matriks  

𝑺∗untuk mendapatkan 𝚲 (2) . Proses iterasi ini dilakukan terus-menerus hingga 

nilai taksiran dari factor loading konvergen. Matriks 𝚲 (𝑤)yang diperoleh dari 

iterasi terakhir adalah matriks yang akan digunakan sebagai taksiran dari matriks 

𝚲, dimana 𝑤 menunjukkan banyaknya iterasi hingga nilai taksiran dari factor 

loading konvergen. 
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Lampiran 5: Kuesioner 

NAMA : 

KELAS: 

 

 

Berikan tanggapan Anda terhadap pernyataan yang ada di bawah ini 

dengan memberikan tanda (√) pada salah satu skala antara 1 s/d 5. 

Silakan baca pernyataan berikut dan tunjukkan persetujuan atau ketidaksetujuan 

Anda: 

 

[1] = Sama sekali tidak setuju. 

[2] = Tidak setuju. 

[3] = Netral. 

[4] = Setuju. 

[5] = Sangat setuju. 

 

1 
Rasa belas kasihan pada orang yang menderita 

merupakan sikap yang menentukan kebaikan seseorang. 
1 2 3 4 5 

2 

Ketika pemerintah membuat aturan hukum, prinsip 

pertama adalah memastikan bahwa setiap orang 

diperlakukan secara adil. 

1 2 3 4 5 

3 Saya bangga pada sejarah bangsaku. 1 2 3 4 5 

4 
Hormat pada otoritas (atasan/orang yang berwenang) 

adalah sesuatu yang harus diajarkanpada semua anak. 
1 2 3 4 5 

5 

Seseorang tidak seharusnya melakukan hal yang 

memalukan walaupun tidak ada orang yang 

dirugikan/dilukai. 

1 2 3 4 5 

6 
Lebih diutamakan melakukan kebaikan daripada hal 

yang buruk. 
1 2 3 4 5 

7 
Salah satu hal paling buruk yang dapat dilakukan 

seseorang adalah melukai hewan yang tidak berdaya. 
1 2 3 4 5 

8 
Keadilan adalah syaratpaling penting yang harus ada di 

dalam suatu masyarakat. 
1 2 3 4 5 

9 
Seseorang harus setia pada anggota keluarga mereka, 

walaupun mereka telah berbuat sesuatu yang salah. 
1 2 3 4 5 

10 
Laki-laki dan perempuan mempunyai peranan yang 

berbeda di masyarakat. 
1 2 3 4 5 

11 
Saya akan menilai suatu perbuatan 

adalahsalah,dikarenakan perbuatan itu tidak wajar. 
1 2 3 4 5 

12 Membunuh seorang manusia tidak pernah dapat 1 2 3 4 5 
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dibenarkan. 

13 
Anak-anak yang kaya mewarisi banyak uang sementara 

anak-anak yang miskin tidak mewarisi apa-apa. 
1 2 3 4 5 

14 
Lebih penting mempunyai kerjasama tim yang baik 

daripada mengekspresikan diri sendiri. 
1 2 3 4 5 

15 

Jika saya seorang prajurit dan tidak setuju dengan 

perintah atasan saya, maka saya akan tetap patuh sebab 

memang itu adalah tugas saya. 

1 2 3 4 5 

16 
Kesucian adalah suatu kebajikan yang penting dan 

berharga. 
1 2 3 4 5 
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Lampiran 6: Data 

 

NAMA BIMBEL SEKOLAH NAMA SISWA KELAS X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14 X15 X16 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 99 HAFIZH.A 3 IPS 3 5 4 4 3 5 1 5 4 3 4 5 3 4 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 98 JKT ANGGARA S 3 IPS 4 2 5 5 3 3 3 5 5 4 3 2 1 4 4 3 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 98 JKT BEGUNDAH 3 IPA 3 5 4 3 3 5 1 5 5 5 5 1 3 3 3 3 

SALEMBA 

GROUP 
MAN 13 MILA 3 IPS 4 5 4 4 3 5 1 5 4 3 2 5 3 4 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 98 JKT FAHRI.A 3 IPS 3 4 4 3 4 5 4 5 4 4 3 5 3 5 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 98 JKT RISCHA 3 IPS 4 4 3 5 4 5 5 4 5 3 4 5 3 3 3 3 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 98 JKT DIANDEVO J 3 IPS 5 5 3 1 5 5 2 5 5 1 5 5 1 3 1 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 98 JKT AGUNG 3 IPS 4 5 5 2 4 5 1 5 4 2 4 5 3 4 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
MAN 13 FIVI L 3 IPS 5 5 4 3 3 5 5 4 5 3 5 5 1 5 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
ZT NIA 3 IPS 4 4 3 2 4 5 4 4 4 3 4 4 3 4 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 51 JKT SOFIYATUS S 3 IPA 4 2 4 3 3 5 2 5 5 4 4 3 3 5 3 5 
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SALEMBA 

GROUP 
SMAN 51 JKT GALUH FG 3 IPA 3 4 4 5 5 5 5 4 4 4 2 2 2 1 4 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 51 JKT FINKY 3 IPA 3 4 4 3 3 5 3 4 3 4 3 4 2 4 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 9 JKT 

DEWI 

PUTRICIA 
3 IPA 4 5 4 3 4 5 4 5 4 3 3 5 1 4 2 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT NATASHA R 3 IPA 4 4 5 5 4 5 5 4 5 5 4 4 5 1 3 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT MARIA MF 3 IPA 4 4 4 3 4 4 5 4 5 4 4 4 5 2 4 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT 

FARAH 

QOONITA 
3 IPA 4 4 5 5 4 3 5 5 5 3 1 2 2 1 5 1 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT RAUDHAH 3 IPA 4 3 4 5 5 5 5 4 4 4 4 3 4 2 3 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT NARA P V 3 IPA 4 4 4 5 3 4 5 4 5 4 4 4 5 1 3 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT NABILLA R 3 IPA 4 3 4 3 2 3 4 3 4 4 2 3 4 3 3 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT SHAFIRA A 3 IPA 4 4 3 3 3 4 4 3 4 4 4 4 5 2 4 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT ROSDIANA DP 3 IPA 4 4 3 3 4 4 5 3 4 4 4 4 5 1 4 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT CECILIA R 3 IPA 4 4 3 3 2 3 4 3 4 4 4 4 5 1 3 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT INDIRA S 3 IPA 4 4 4 3 4 3 5 5 4 5 3 3 1 3 5 5 3 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT ADHILA G 3 IPA 4 4 4 3 3 4 5 2 3 4 4 4 4 2 4 4 4 
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SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT JURGEN M 3 IPA 4 2 3 4 2 3 3 4 4 3 4 3 4 4 4 3 3 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT AMI P W P 3 IPA 4 4 5 5 3 5 5 3 5 5 5 5 5 2 4 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT DETHISYAH A 3 IPA 4 3 5 4 3 4 4 5 5 4 4 3 4 5 2 1 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT AYU C.M 3 IPA 4 3 4 4 4 3 3 2 3 3 4 1 2 3 3 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT ARSI A 3 IPA 4 3 3 3 4 3 4 5 4 3 4 2 3 1 3 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT JOSEPH. C 3 IPA 6 1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 1 5 1 5 5 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT ANISA. N. A 3 IPA 6 4 3 4 4 4 4 4 4 3 3 3 4 3 4 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT ARDHITOT 3 IPA 6 4 5 4 4 5 4 4 4 4 3 3 3 1 4 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT ANCHIKA. I. A 3 IPA 6 4 5 3 3 1 5 2 5 5 4 2 3 3 4 2 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT JOANE INEZ. M 3 IPA 6 5 4 5 4 2 4 5 4 2 4 1 5 2 2 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT EVITA NUR 3 IPA 6 4 3 4 4 3 4 4 4 4 3 2 5 2 4 2 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT WIRDASHARI K 3 IPA 6 4 5 5 5 2 5 2 5 5 4 2 3 1 4 2 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT 

ALMARETA. H. 

N 
3 IPA 6 3 4 3 4 2 4 3 3 5 3 3 5 4 5 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT 

NI KOMANG A 

F 
3 IPA 6 5 5 4 3 5 5 4 5 5 3 4 5 3 3 4 4 

Koefisien reliabilitas..., Dhea Amellia, FMIPA UI, 2012



68 
 

Universitas Indonesia 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT NISRINA A 3 IPA 6 4 5 3 4 3 5 5 5 4 2 2 4 3 5 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT M. FAKHRI. R 3 IPA 6 3 4 4 4 4 5 2 3 4 4 2 4 2 5 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT DWINDA L I 3 IPA 6 4 5 5 5 2 5 3 5 5 3 3 5 2 4 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT JULIANUS M. D 3 IPA 6 4 5 4 4 4 2 4 4 5 3 1 2 1 5 5 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT 

 
3 IPA 6 5 4 4 5 4 5 5 5 5 4 3 5 3 4 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT RAHAYU E 3 IPA 1 5 5 5 5 5 5 3 5 5 1 1 5 1 5 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT NABILA L 3 IPA 1 3 4 4 2 3 5 2 5 4 4 2 5 2 3 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT EDGAR 3 IPA 1 5 4 3 3 3 5 3 4 5 4 3 4 2 3 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT HARUMI K 3 IPA 1 5 3 3 4 4 5 3 4 5 4 2 5 2 3 2 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT QONITA AIZATI 3 IPA 1 5 5 4 2 4 4 2 4 3 3 2 5 3 4 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT STEPHEN. C. N 3 IPA 1 4 4 3 5 5 3 3 5 5 3 1 5 1 4 2 3 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 48 JKT CLARISSA 3 IPA 1 4 4 4 4 3 4 4 5 3 5 5 5 4 3 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT SILVIA D. W 3 IPA 1 4 5 5 2 5 4 5 4 4 4 2 3 3 3 2 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT ANANDA M B 3 IPA 1 4 4 5 5 5 4 5 5 5 4 5 5 4 5 5 4 
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SALEMBA 

GROUP 

MA DA'ARUS 

SA ADAH 
IYUS R 3 IPS 5 5 4 4 5 3 5 5 5 5 4 5 1 3 2 5 

SALEMBA 

GROUP 

SMAN 1 

DEPOK 
DINA N A 3 IPS 4 4 3 4 4 5 2 4 2 4 4 5 2 2 3 5 

SALEMBA 

GROUP 

SMAN 6 

DEPOK 
EKO G S 3 IPS 5 4 5 5 3 5 5 5 2 5 1 3 2 3 5 4 

SALEMBA 

GROUP 

SMAN 6 

DEPOK 
MEGA VIDYA 3 IPS 5 5 5 5 5 5 4 5 5 5 2 5 2 5 2 5 

SALEMBA 

GROUP 

SMAN 5 

DEPOK 
HANNA K 3 IPS 2 2 4 5 5 5 3 4 4 5 4 5 3 5 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 58 JKT ADITIAS S 2 IPA 4 5 5 5 5 5 2 5 5 5 2 5 3 5 5 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 105 JKT IRNAWATI W 2 IPS 4 5 5 5 5 5 4 5 5 1 3 5 1 5 5 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 99 JKT ADMIRA P 2 IPS 5 5 4 3 3 4 5 4 3 3 3 5 3 4 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 105 JKT CHRISTINA.O 2 IPS 4 5 3 1 3 4 4 4 4 3 4 5 1 3 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 58 JKT ASTIKA R 2 IPS 5 5 5 4 4 5 4 3 4 3 3 4 3 5 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 105 JKT MELYA.H 2 IPA 4 4 3 4 3 4 2 4 3 4 4 3 4 4 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 105 JKT SITI ALFIAH 2 IPA B 2 5 5 5 4 5 5 5 5 1 2 5 1 3 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 105 JKT ULFA K.M 2 IPA 3 4 3 4 3 5 4 5 4 4 4 4 2 3 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT CHANDRA M 2 IPA 4 4 3 4 2 4 4 4 5 4 2 3 2 4 3 4 
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SALEMBA 

GROUP 
SMAN 99 JKT WILDAN 2 IPA 1 4 4 3 2 5 3 4 2 3 5 3 4 2 4 3 

SALEMBA 

GROUP 
MAN 2 JKT ASRI ANI.N 2 IPA 4 4 4 4 4 4 5 4 5 4 4 4 4 5 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
MAN 2 JKT RAMONA F 2 IPA 5 5 4 4 4 4 2 4 4 4 4 4 2 3 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 64 JKT YULIANA VITA 2 IPA 4 4 4 4 3 5 2 4 2 1 2 5 1 3 2 4 

SALEMBA 

GROUP  
EXCELLENCE.C 2 IPA 5 5 3 2 5 5 3 5 5 1 3 5 2 3 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 105 JKT IRENE S M 2 IPS 4 4 4 3 3 4 2 4 4 3 3 5 1 3 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMA 68 JKT VELOVE V 2 IPA 2 4 4 3 4 5 2 4 4 3 4 5 3 5 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 14 JKT RENIE 2 IPS 3 5 4 3 2 5 2 3 4 4 3 5 1 4 3 3 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 64 JKT INDRI S 2 IPS 2 5 3 3 4 4 3 4 5 3 3 4 3 3 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 30 JKT FANNISA S 2 IPA 3 4 4 4 4 4 5 5 5 2 3 5 3 5 3 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT YURITSA S P 2 IPA 6 3 4 4 4 4 5 3 4 4 4 2 4 2 4 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 39 JKT 

 
2 IPA 2 4 3 5 4 3 2 2 5 2 1 4 2 5 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 99 JKT GANDHY 2 IPS 3 4 5 5 5 5 4 4 4 4 4 5 5 3 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 104 JKT RISYA AISA 2 IPS 4 5 3 4 3 4 3 4 4 4 4 4 3 4 3 4 
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SALEMBA 

GROUP 
SMAN 104 JKT NADIRA 2 IPS 1 5 3 5 5 5 2 4 5 2 2 5 3 2 2 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 104 JKT NINDITA D I.P 2 IPS 2 3 4 3 3 3 5 5 4 5 4 3 5 2 3 3 5 

SALEMBA 

GROUP 

SMA 

ANGKASA 1 
SWASTINING T 2 IPA 3 3 4 4 3 4 5 4 4 4 1 5 1 5 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT NUKI D 2 IPS 1 4 5 5 5 5 4 3 4 5 3 3 5 2 3 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT INDRI N 2 IPS 1 5 4 4 2 5 4 2 4 2 4 5 4 2 2 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT ACHMAD B 2 IPS 1 4 5 5 4 4 4 3 5 5 4 4 4 1 5 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT ANGGI R Q 2 IPS 1 3 3 5 5 2 5 1 3 3 3 3 5 2 3 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT IRHAS A P 2 IPS 1 5 5 5 4 3 5 5 5 5 3 3 5 3 5 1 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT VERDY 2 IPS 3 5 5 5 5 3 4 4 5 5 4 4 1 2 2 3 3 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT PATRICIA. P 2 IPS 3 3 4 4 3 3 5 3 3 4 4 2 3 1 4 4 4 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT MURTI F 2 IPS 1 4 5 5 5 5 5 5 5 4 3 5 5 5 3 5 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT KIKI Z 2 IPS 1 4 5 5 4 5 5 4 4 4 4 4 5 4 4 2 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT HENRY D 2 IPS 1 4 5 4 3 3 5 3 5 3 4 4 5 4 3 3 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT SOFYAN H 2 IPS 1 5 4 4 3 4 5 4 4 4 4 3 3 3 4 4 4 
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SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT PUTRO R 2 IPS 1 4 5 5 5 2 4 3 5 5 1 2 4 3 4 4 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT NOVIANTI 2 IPS 1 5 5 5 3 3 5 1 5 5 4 4 5 4 3 5 5 

SALEMBA 

GROUP 
SMAN 83 JKT KHAIRUL U 2 IPS 1 4 5 3 3 2 4 2 4 4 5 4 4 2 5 3 4 
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