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ABSTRAK

Nama : Mei Indah Susanti
Program Studi  : Matematika
Judul : Penurunan Fungsi Pembangkit dari Polinomial Chebyshev Jenis

Pertama dan Kedua Berdasarkan Kuantitas Kompleks

Polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua dapat direpresentasikan di
dalam kuantitas kompleks yang didefinisikan oleh formula Moivre. Polinomial
Chebyshev jenis pertama merupakan bagian real dari kuantitas kompleks
sedangkan polinomial Chebyshev jenis kedua merupakan bagian imajiner dari
kuantitas kompleks. Karena sifat keterhubungan polinomial Chebyshev di dalam
kuantitas kompleks, fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama
dan kedua dapat diturunkan berdasarkan bagian real dan imajiner dari fungsi
pembangkit kuantitas kompleks. Dalam skripsi ini fungsi pembangkit yang akan
diturunkan adalah fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama
dan kedua, hasil kali dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua, serta
fungsi pembangkit dari generalisasi polinomial Chebyshev jenis pertama dan
kedua. Fungsi pembangkit yang akan diturunkan adalah fungsi pembangkit biasa
dan fungsi pembangkit eksponensial.

Kata Kunci : Fungsi pembangkit, polinomial Chebyshev, kuantitas
kompleks
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ABSTRACT

Name : Mei Indah Susanti
Major : Mathematics
Title : Generating Functions of Chebyshev Polynomials of the First

and Second Kind Derived from a Complex Quantity

Chebyshev polynomials of the first and the second kind can be represented
by a complex quantity that is defined as the Moivre formula. Chebyshev
Polynomial of the first kind is related to the real part of the complex quantity
whereas Chebyshev polynomial of the second kind is related to its imaginary part.
Inas much the existence of the relation, the generating functions of Chebyshev
polynomials of the first and the second kind can be derived from the real and the
imaginary part of the generating functions of the complex quantity. T he
generating functions derived in this mini thesis are the generating functions of
Chebyshev polynomials of the first and the second kind, product of Chebyshev
polynomials and the generalization of Chebyshev polynomials. The generating
functions which will be derived are ordinary and exponential generating functions.

Keywords : Generating function, Chebyshev polynomials, complex quantity
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam menyelesaikan permasalahan matematika, ada beberapa metode
atau pendekatan yang dapat digunakan. Misalnya metode untuk membuktikan
suatu proposisi. Metode- metode pembuktian yang dapat digunakan antara lain
pembuktian dengan kontradiksi, kontraposisi, induksi matematika dan sebagainya.
Didalam matematika diskrit, metode yang dikenal dengan nama fungsi
pembangkit atau generating function sangatlah menguntungkan untuk membantu
memecahkan permasalahan. Berbagai permasalahanyang dapat diselesaikan
dengan fungsi pembangkit ini antara lain untuk menyelesaikan masalah
perhitungan atau counting, menyelesaikan permasalahan relasi rekurensi,
membuktikan identitas kombinatorika, dan sebagainya.

Polinomial Chebyshev memegang peranan penting di dalam analisis
numerik. Aplikasi penggunaan polinomial Chebyshev digunakan di dalam teori
aproksimasi, interpolasi, integrasi numerik, dan sebagainya. Polinomial
Chebyshev jenis pertama dan kedua dapat direpresentasikan di dalam kuantitas
kompleks yang didefinisikan oleh formula Moivre. Polinomial berderajat » di
dalam trigonometri sinus dan cosinus termuat di dalam formula Moivre dimana
polinomial berderajat » didalam trigonometri cosinus merupakan bagian real dari
kuantitas kompleks, sedangkan polinomial berderajat n di dalam trigonometri
sinus merupakan bagian imajiner dari kuantitas kompleks. Polinomial Chebyshev
jenis pertama didefinisikan sebagai bagian real dari kuantitas kompleks dan
polinomial Chebyshev jenis kedua berkaitan dengan bagian imajiner dari kuantitas
komp leks.

Fungsi pembangkit merupakan bentuk ekspresi aljabar dari suatu deret
pangkat. Pada dasarnya untuk mengekspresikan formula dari suatu deret pangkat
menjadi ekspresi aljabar yang sangat sederhana adalah sulit, perlu diperhatikan
konvergensi dari deret tersebut. Untuk mencari konvergensi deret dari polinomial
tidaklah mudah apalagi konvergensi deret dari hasil kali dua jenis polinomial.

Oleh karena itu, di dalam penurunan fungsi pembangkit dari polinomial
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Chebyshev ini digunakan fungsi pembangkit dari kuantitas kompleks dengan
mengambil bagian real atau imajiner dari fungsi pembangkit kuantitas kompleks.

Ada beberapa cara untuk membuktikan konvergensi deret Fourier. Salah
satu cara yang digunakan untuk membuktikan konvergensi deret Fourier adalah
dengan menggunakan fungsi pembangkit. Polinomial berderajat n di dalam
trigonometrisinus dan cosinus termuat di dalam deret Fourier. Oleh karena itu,
pada pembahasan tugas akhir ini akandiberikan contoh penerapan fungsi
pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama di dalam pembuktian
konvergensi deret Fourier.

Pada tugas akhir ini akan ditunjukkan beberapa formula fungsi
pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua, hasil kali
polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua, serta generalisasi polinomial
Chebyshev jenis pertama dan kedua mulai dari bentuk ekspresi aljabar yang

sederhana sampai bentuk ekspresi aljabar yang lebih rumit.

1.2 Rumusan Masalah dan Ruang Lingkup

Berdasarkan latar belakang di atas, yang menjadi permasalahan di dalam
tugas akhir ini adalah sebagai berikut :
a) Bagaimana menurunkan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis
pertama dan kedua serta fungsi pembangkit dari generalisasi kedua
polinomial Chebyshev tersebut dalam bentuk ekspresialjabar yang sederhana?
b) Bagaimana penerapan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis

pertama di dalam pembuktian konvergensi deret Fourier?

Adapun ruang lingkup dari permasalahan ini antara lain:
a) Penurunan fungsi pembangkit menggunakan bagian real dan imajiner dari
kuantitas kompleks yang didefinisikan oleh formula Moivre.
b) Jenis fungsi pembangkit yang akan diturunkan hanya fungsi pembangkit biasa

dan fungsi pembangkit eksponensial.

Universitas Indonesia

Penurunan fungsi..., Mei Indah Susanti, FMIPA Ul, 2012



1.3 Metode Penelitian

Penelitian dilakukan dengan studi literatur.

1.4 Tujuan Penulisan

Adapun tujuan penulisan tugas akhir ini adalah sebagai berikut:

a) Mempelajari penurunan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis
pertama dan kedua, hasil kali dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan
kedua, serta penurunan fungsi pembangkit dari generalisasi polinomial
Chebyshev jenis pertama dan kedua.

b) Mempelajari contoh penerapan bentuk umum fungsi pembangkit dari
polinomial Chebyshev jenis pertama di dalam pembuktian konvergensi deret

Fourier.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab inidiberikan teori dasar yang akan digunakan pada pembahasan
bab 3, yaitu definisi fungsi pembangkit, kuantitas kompleks, dan polinomial
Chebyshev, persamaan-persamaan yang berlaku pada kuantitas kompleks serta
perkalian kuantitas kompleks. Selanjutnya diberikan teori dasar yang digunakan di
dalam pembuktian konvergensi deret Fourier, yaitu definisi deret Fourier, formula

Poisson dan Teorema Poisson, fungsi Delta Dirac, serta Residue dan Pole.

2.1 Definisi Fungsi Pembangkit
Adapun definisi dari fungsi pembangkit adalah sebagai berikut:

Definisi 2.1

Diberikan suatu barisan tak berhingga {a,,(x)}, fungsi pembangkit G(¢)
didefinisikan sebagai bentuk deret pangkat

(==}

6(8) = ay(x) + ay(DE + 4y (N + - = Y a,(1)¢" (21)

n=0
dimana barisan {a,, (x)} merupakan koefisien dari fungsi pembangkit (&) dan
¢ merupakan bilangan real. G(¢) disebut sebagai fungsi pembangkit biasa dari
barisan {a,, (x)] .
( Herbert S. Wilf,1989 )

Ekspansi deret dari G(&) dapat diturunkan menjadi deret geometri tak
hingga dimana rasio dari deret tersebut berada pada interval (—1,1). Selain fungsi
pembangkKit biasa, ada beberapa jenis fungsi pembangkit lainnya, yaitu fungsi
pembangkit eksponensial, fungsi pembangkit Poisson, fungsi pembangkit deret
Dirichlet, dan sebagainya. Namun, hanya fungsi pembangkit biasa dan fungsi
pembangkit eksponensial yang akan ditunjukkan pada pembahasan tugas akhir ini.

Berikut ini merupakan definisi dari fungsi pembangkit eksponensial.
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Definisi 2.2

Diberikan suatu barisan tak berhingga {a,,(x)}, fungsi pembangkit F(¢)
didefinisikan sebagai bentuk deret pangkat

F(O) = ap(0) + (8 H a0 o= ) a, () (22)

n=0
dimana barisan {a,, (x)} merupakan koefisien dari fungsi pembangkit F(¢) dan &
merupakan bilangan real. Dengan kata lain dapat dikatakan bahwa F(¢) adalah
fungsi pembangkit eksponensial dari barisan {a,, (x)].
(Herbert S. Wilf, 1989 )

2.2 Definisi Polinomial Chebyshev

Berikut ini adalah definisi dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan
kedua.

Definisi 2.3 (Clamente C., 2010 )
Misal x adalah suatu variabel real dimana x € [—1,1], polinomial Chebyshev jenis
pertama berderajat » adalah polinomial berbentuk :

T (x) = cos(narccos(x)) , n=20,1,2,.. (2.3)

Definisi 2.4 (Clamente C., 2010 )
Misal x adalah suatu variabel real dimana x e [—1,1], polinomial Chebyshev jenis

kedua berderajat n adalah polinomial berbentuk :

sin ((n + 1)arccos (x))

U,(x) = n=0,1,2,.. (2.4)

Polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua dapat direpresentasikan di
dalam kuantitas kompleks yang didefinisikan oleh formula Moivre, yaitu

T,(x) = exp (i n arccos(x))

= cos(n arccos(x)) + i sin(n arccos(x)) (2.5)
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dimana
Re(Tn(x)) = cos(narccos(x))

Im(Tn(x)) = sin(n arccos(x)). (2.6)

Berdasarkan pesamaan (2.6), polinomial Chebyshev jenis pertama dan
kedua saling berelasi di dalam kuantitas kompleks T, (x) dimana bagian real dari
T, (x) merupakan polinomial Chebyshev jenis pertama dan bagian imajiner dari
T, (x) berkaitan dengan polinomial Chebyshev jenis kedua. Polinomial
Chebyshev jenis kedua dengan derajat n — 1 dapat dinyatakan sebagai berikut:

sin (narccos(x))

B . (2.7)

Un—l(x) =

Dapat disimpulkan bahwa:
T,(x) = Re(T,(x))
Im(T,, (x))

Vi1—x?

U,y (x) = (28)

Kuantitas kompleks T, (x) dapat juga digunakan untuk menurunkan fungsi
pembangkit dari generalisasi polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua.
Berdasarkan definisi polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua pada
persamaan (2.3) dan (2.4), polinomial Chebyshev T,(x) dan U,,_,(x) dapat
digeneralisasi menjadi:

T, (x) = cos((n + l)arccos (x))

gin((n + l)arccos (x))

U _,..(x)= 2.9
n l+..( ) m ( )
dan T, (x) pada persamaan (2.5), dapat digeneralisasi menjadi :
Tn+1(x) — ei (n+41) arccos(x)
= cos((n + l)arccos (x)) + isin((n + {)arccos (x)) (2.10)
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Berdasarkan persamaan (2.9) dan (2.10) dapat disimpulkan bahwa bentuk
generalisasi dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua berdasarkan

T,..(x) adalah

Re(Tn+1 (x)) = Tn+l (x)

Im(Tn+1(x)) = Up_ ()1 —x?. (2.11)

2.3 Persamaan-Persamaan pada Kuantitas Kompleks

Berikut ini adalah persamaan-persamaan yang berlaku pada kuantitas
kompleks yang dinyatakan dalam Teorema 2.5.

Teorema 2.5 (Clamente C, 2010)
Untuk polinomial Chebyshev T, (x) dan U, _, (x) dan untuk kuantitas kompleks

T, (x) yang memuat T, (x) dan U,,_,(x), berlaku persamaan-persamaan sebagai
berikut:

D 1T, ()R =T2(x) + (1 —xUL (%) = 1
(1) Re(T2(x)) = T2(x) = (1 — x UL, (x)

(i) Im(T2(x)) = 2v/1 — 22T, () U,,_, (x). (2.12)

Bukti (i)

Berdasarkan sifat modulus bilangan kompleks bahwa

IT,(x)| = \/cosz(n arccos(x)) + sin?(n arccos(x)), (2.13)

maka kuadarat dari persamaan (2.13) dapat dinyatakan sebagai berikut:

IT,(x)|? = (Re(Tﬂ.(x)))2 + (Im(Tn(x)))z

sehingga |T,(x)|? = cos?(narccos(x)) + sin? (n arccos(x))
=T2(x)+ (1 —x)U2_,(x)
=1.
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Jadi, terbukti bahwa
IT,()* =T2(x) + (1 —x*)U;_,(x) = 1. m

Bukti (ii) dan (iii)
Berdasarkan definisi T, (x) bahwa

T, (x) = €' #°0%) = cog(n arccos(x)) + i sin(n arccos(x))
=T,(x) + i1 —x2U,_,(x),
maka hasil kuadrat dari T,,(x) dapat diuraikan sebagai berikut:
T2 (x) = (Tn(x) +iy1— szn_l(x)>2
= T2(x) + 2 /1 — x2T,(OU,_, () + i2(1 — xD U2, (x)
=T2(x) + 2 i1 — 2T, (U, _, (x) — (1 — xDHUZ_, (x).
Berdasarkan hasil kuadrat dari T, (x) dapat disimpulkan bahwa
Re(T2(x)) = Re(T )+ 2 i1 = 22T, () Uy (x) — (1 — x2)U2 l(x))
=T;(x) — (1 —x)U;_, (x)
Im(T2(x)) = Im( 2(x) + 2 i1 = 22T, (O U,y (x) — (1 = x2)U2 l(x))
=21 = 22T, (U, ().

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa

Re(T (x)) =T2(x)— (1 —x)U2 (%)

Im(Tj(x)) =241 —x°T, (U,_,(x) . [
2.4 Persamaan-Persamaan dari Perkalian Kuantitas Kompleks

Berikut ini akan dibuktikan persamaan-persamaan dari perkalian kuantitas
kompleks. Untuk membuktikan persamaan-persamaan tersebut, dibutuhkan

lemma berikut ini.
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Lemma 2.6

Untuk kuantitas kompleks T, (x) serta konjugat kompleks T, (y) dimana ¢ =

arccos(x) dan « = arccos(y), x dany bilangan real, maka berlaku persamaan

berikut:

() T,(x)T,(y) = cos(nyr) cos(nw) — i cos(ny) sin(nw) + i cos(nw) sin(myp)
+ sin(ny) sin(nw)

(i) T,(x)T,(y) = cos(my) cos(nw) + i cos(ny) sin(nw) + i sin(ny) cos(nw)
—sin(ny) sin(nw),

—1<x<1 , —-1<y<1. (214

Bukti (i)
Jika T, (y) dapat dinyatakan sebagali
T, (y) = ei? o) = cog(narccos(y)) + isin(n arccos(y)),
maka konjugat kompleks dari T, (y) didefinisikan sebagai
ey | ey " arecos(y) = cog(n arccos(y)) — i sin(narccos(y))
sehingga
Tn(x)Tn(y) = ginarccos(x) g-in arceos(y) — yindy-inw
(cos(ru) +i sin(n)) (cos(ne) — i sin(ne)
cos(ny) cas(nw) — i cos(ny) sin(nw) + i cos(new) sin(ny)

+ sin(ny) sin(nw) .

Jadi, terbukti bahwa
T,(x)T,(y) = cos(ny) cos(nw) — i cos(my) sin(nw) + i cos(nw) sin(ny)
+ sin(ny) sin(nw).

Bukti (ii)
Tn_(x)Tn(y) — einarccos(x)ein arccos(y) — gindginw
= (cos(my) + i sin(ny)) (cos(nw) + isin(nw))
= cos(ny) cos(nw) + i cos(ny) sin(nw) +i cos(nw) sin(ny)

— sin(my) sin(nw).
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Jadi, terbukti bahwa
T,(x)T,(v) = cos(nyr) cos(nw) + i cos(ny) sin(nw) + i sin(ny) cos(nw)

— sin(ny) sin(nw).

Berdasarkan Lemma 2.6 akan ditunjukkan persamaan-persamaan dari

perkalian kuantitas kompleks yang dinyatakan di dalam Teorema 2.7.

Teorema 2.7 (Clamente, 2010 )

Untuk polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua dan untuk kuantitas
kompleks T,,(x) serta konjugat kompleks T, (v), berlaku persamaan-persamaan
berikut :

() Re(T,(0T,(3) = T,()T,(») + (1 — 22 (1 — y) Uy, (DU, 1 ()
(i) Re(T,(0)T,(3)) = T, ()T, (3) — V(1 — x)(1 — y)U,,_ , () U,,_, ()

(i) Im(T, () T,(») =1 — 22U, _, ()T, () + /1 — y2U,_, (T, (x),
—1<x<1 , —-1<y<1. (2.15)

Bukti (i)
Berdasarkan persamaan pertama pada Lemma 2.6, maka
Re(Tn(x)Tn(y)) = Re(ei”‘d‘e_"”“")
= Re(cos(ny) cos(nw) — i cas(ny) sin(new) + i cos(nw) sin(myr)
+ sin(ny) sin(nw))

= cos(ny) cos(nw) + sin(ny) sin(nw)

T, ()T, () + /(1 = x2) (1 = y2) Uy () Uy ().

Jadi, terbukti bahwa

Re(T,(x)T,(¥)) = () T,(3) + V(1= x)(1 = y ) Uy () U,y (3). ®
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Bukti (ii)
Berdasarkan persamaan pertama pada Lemma 2.6, maka
Im(T,(x)T,(y)) = Im(ei®¥e ime)
= Im(cos(ny) cos(nw) — i cos(ny) sin(nw) + i cos(nw) sin(ny)
+ sin(ny) sin(nw))

= — cos(ny) sin(nw) + cos(nw) sin(ny)

=1 —xU,_ (x)T,(y) =1 =¥2U, ,(¥)T,(x).

Jadi, terbukti bahwa

Im(T,(0) T,() =1 —x2U,_, ()T, (3) =1 — y2U,_,(7)T,(x). =

Bukti (iii)
Berdasarkan persamaan kedua pada Lemma 2.6, maka
Re(Tn(x)Tn(y)) = Re(ei”*"ei’""" )
= Re(cos(ny) cos(nw) + i cas(ny) sin(nw) + i cos(new) sin(ny)
— sin(ny) sin(nw))
= cos(myp) cos(nw) — sin(ny) sin(nw)

=T,()T,() — (1 — 21— y)U,_ (U, _, ().

Jadi, terbukti bahwa

Re(T,(:)T,(3) = T,()T, (3 — (L — xD(1 — y)U,_,()U,_,(y). =

Bukti (iv)
Berdasarkan persamaan kedua pada Lemma 2.6, maka
Im(Tn(x)Tn(y)) = Im(ei”"(’e”“‘J )
= Im(cos(ny) cos(nw) + i cos(ny) sin(nw) + i cos(nw) sin(ny)
— sin(ny) sin(nw))
= cos(ny) sin(nw) + cos(nw) sin(nyr)

= 1 _xzun—l(x)Tn(y) ++/1 _yZUn—l(y)Tn(x)'
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Dengan demikian, terbukti bahwa

Berikut ini adalah teori-teori dasar yang digunakan di dalam pembuktian

konvergensi deret Fourier.
2.5 Definisi Deret Fourier

Sebelum diberikan definisi deret Fourier, akan diberikan definisi dari

fungsi periodik. Adapun definisi dari fungsi periodik adalah sebagai berikut :

Definisi 2.8 (Spiegel dan Liu John, 2002)
Suatu fungsi f(g) disebut sebagai fungsi periodik dengan periode 2L jika

f(g +2L) = f(g). (2.16)
Berikut ini adalah definisi dari deret Fourier.

Definisi 2.9
Fungsi periodik f(g) yang terdefinisi pada selang [—L, L] dengan periode 2L
dapat direpresentasikan dengan persamaan

flg) = —a0+z a,, cos nzg)+bnsin(%)),

dimana koefisien a, dan b, adalah

ff(g)cos )dg n=012,..

mrg .
)dg n=0,123,.. (2.17)

f F(g)sin

Formula
eld=cosgtisinge 9 =cosg—ising
dapat digunakan untuk menyatakan ekspansi deret Fourier kompleks dengan

bentuk persamaan eksponensial berikut:
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(O]

flg)= Z che L (2.18)

n=-w

dimana koefisien deret Fourier ¢,adalah

L
1 _hng .
c, =— e L'dg, meZ,
2= or [ F@e g
L

a, —ib, a, +ib,
€ =———, [t.,=———

n > - S n=12,.. (2.19)

(Spiegel dan Liu John, 2002 )

2.6 Formula Poisson

Formula Poisson u(¢, t) dapat dinyatakan oleh teorema berikut.

Teorema 2.10

Misal u(¢, t) adalah suatu fungsidengandomain D = {|¢] <1, -w <t <=} dan

f(¢t) adalah limit dari w(, t) pada batas D, dimana

(=]

()= ) o™

n=—aoo

(==}

w(& t) = Z ¢, i eint, (2.20)

n=-—wm

formula dari u(¢, t) berlaku sebagai berikut:

w0 =~ | £ <§+Z 705 (n(g = t)))dg. (221)

Bukti:

(=)

u(ét) = z cnflnlemt = %ao + Z(an_ cos(nt) + b, sin(nt))&"
n=1

n=—ao

1 (== (==
=5 + z a, cos(nt) & + z b, sin(nt)&™. (2.22)
n=1 n=1
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Dengan mensubstitusikan koefisien Fourier a,, dan b,, ke persamaan (2.22) dan

merubah L = =, maka u(¢, t) dapat dinyatakan sebagai berikut :

w0 =5 [ florcosog)dg + . ¢ <% [ £orcostna) dg>cos<nt>

¥ i e <§ f #(g) sin(ng) dg> sin(nt)
. f F(9)dg +%i & f £(g) cos(ng) cos(nt) dg

+%i 7 ff(g) sin(ng) sin(nt) dg

8

- f f(g)< — 4 _
= f f(g) <%+ —i ¢™ cos(ng — 'nt)) dg

n=1

=]|l—‘

Z &"(cos(ng) cos(nt) + sin(ng) sm(nt)))

[y

[REN

S

kL3

ff(g)< Zf”COS(n(g—t))>dg
-— ff(g) <§+i ncos (n(g_t)))dg .

Dengan demikian, terbukti bahwa

w0 =~ [ £(o (% Y £rcos(n(g - t)))dg . .

Berikut ini adalah definisi dari kernel Poisson dan kernel Dirichlet yang

digunakan di dalam pembuktian konvergensi deret Fourier.
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Definisi 2.11 (Kenneth R.Davidson & Allan P.Donsig, 2009)
Formula D;(g —t) = (% + %Zj‘f’:l £cos (n(g — t))) disebut sebagai kernel

Poissondan D(g —t) = (% + %Zle cos (n(g — t))) disebut sebagai kernel

Dirichlet.

Berikut ini diberikan Teorema Poisson yang menyatakan bahwa formula
Poisson u(¢, t) konvergen seragam ke suatu fungsi periodik £(t) ketika &

mendekati 1.

Teorema 2.12 (Teorema Poisson)

Jika £(t) fungsi periodik 27 dan kontinu pada interval [-m, =] maka u(¢, t)

konvergen seragam ke fungsi f(t) ketika ¢ — 1~ atau dapat dinyatakan bahwa
lim u(2,8) = £(2)

[==]

: Inl Jint —
Jim. 8 € £(t)

secara seragamdi dalam t e [—m, 7] .
(Kenneth R.Davidson & Allan P.Donsig, 2009)

2.7 Fungsi Delta Dirac

Fungsi Delta Dirac seringkali digunakan didalam konsep deret Fourier. Di
dalam pembahasan tugas akhir ini, fungsi Delta Dirac digunakan pada pembuktian
konvergensi deret Fourier. Pada pembuktian konvergensi deret Fourier, fungsi
Delta Dirac digunakan untuk membuktikan secara eksplisit bahwa deret Fourier
konvergen ke suatu fungsi periodik f saat f kontinu. Adapun definisidari fungsi
Delta Dirac adalah sebagai berikut :

5(g)={0J gF0

o g=0 " (2.23)

( M.Wirianto dan W.S.Budhi, 2005 )

Fungsi Delta Dirac memiliki nilai integral yang dinyatakan oleh teorema berikut

ini.
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Teorema 2.13 ( M.Wirianto dan W.S. Budhi, 2005 )

Untuk fungsi §(g) yang didefinisikan oleh persamaan (2.23) dimana g adalah
bilangan real, berlaku persamaan berikut :

(==}

[ESE (224)
Bukti

Misalkan didefinisikan suatu fungsi d_(g) dimana = > 0 adalah sembarang

bilangan sedemikian sehingga

1
— —IT<g<tz
d.(9) = [21 7 s
0, lainnya

Integral dari fungsi d_(g) adalah sebagai berikut:

1 g1 T T
de(g)d9= fdf(g)dg= J’Edg=— Soote = L.

27l_. 2T

—co -7

Jika pada fungsi d.(g), nilai = > 0 diperkecil, maka nilai fungsi d_(g) akan
membesar, sebaliknya jika = > 0 diperbesar, maka nilai fungsi d_(g) akan
mengecil. Akan tetapi, tetap diperoleh nilai integral yang sama dengan 1 untuk
berapapun nilai z. Ketika = — 0, fungsi d_(g) merupakan fungsi Delta Dirac
sehingga

lim d. (9) = 8(0)

dan

[ 1ma(o) =1

Karena lim, , d,(g) = 5(g), maka |~ 5(g)dg = 1.

Jadi, terbukti bahwa

(=)

f 5(g)dg = 1. [

-CD
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Fungsi Delta Dirac memiliki sifat berikut:

[BCEOLENO! (225)
dimana f(g) merupakan suatu fungsi yang kontinu.

( M.Wirianto dan W.S. Budhi, 2005 )

Ketika g = t dimana —7 <t < & dan t adalah bilangan tetap, fungsi

Delta Dirac dapat didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.14
Untuk sembarang bilangan real g dan bilangan tetap t, fungsi delta (g — t)

didefinisikan sebagai berikut:

0, g+t

T

fﬁ(g—t)dg=1,. —n<t<m,

dan memiliki sifat sebagai berikut:

ff(g)c?(g—t)dg=f(t), —r<t<m. (2.26)
(K.T.Tang, 2007)
2.8 Residue dan Pole

Suatu fungsi dikatakan analitik jika fungsi tersebut memiliki turunan pada
setiap titik di domain yang merupakan himpunan buka dan terhubung. Teorema
Cauchy-Gousart menyatakan bahwa jika suatu fungsi analitik di semua titik
interior pada kurva mulus tertutup sederhana ¢, maka nilai dari integral fungsi
pada kurva mulus ¢ adalah nol. Namun, jika suatu fungsi tidak analitik di
berhingga titik pada kurva mulus C, terdapat bilangan kompleks khusus yang
disebut sebagai residue, yang mana titik-titik yang membuat fungsi tidak analitik

memberikan peranan untuk nilai integral fungsi tersebut. Untuk mencari residue
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darisuatu fungsi f diberikan pada pembahasan selanjutnya setelah dibahas deret
Laurent.

Titik z, adalah titik singular dari fungsi f jika f tidak analitik di titik z,
tetapi analitik di beberapa titik di setiap lingkungan z,. Suatu titik singular z,
dikatakan terisolasi pada fungsi £, jika terdapat bilangan positif R sedemikian
sehingga f analitik pada setiap titik z dimana 0 < |z — z,| < R , terkecuali di titik

z,. Akibatnya, f(z) dapat direpresentasikan sebagai deret Laurent

(==}

) =) anlz=ze)l"+

n=0

b, b, b,
_I_ el _l_ -

Gzl T (a—zp"

(0 <|z—2zy,| <R) (2.27)
dimana koefisien a,, dan b,, didefinisikan dengan persamaan

= 1 f(2)

a, = —dz |, n=20,1,2,..
"o2mi ), (z—zy)"H
f(2)
= ’ n=20,1,2,.. 2.28
bn g.mf b N w4 ( )

Titik singular yang terisolasi z, disebut sebagai pole berorder m. Pole

dengan order m = 1 disebut sebagai pole sederhana.

C merupakan kurva mulus tertutup sederhana yang berorientasi positif
(berlawanan arah jarum jam) yang terletak di dalam cakram 0 < |z — z,| < R.

Ketika n = 1, nilai b, menjadi

77 me (z —fz(z)) w1 &

f f(z)dz = 2mwib,. (2.29)

b, merupakan koefisien dari 1 /(z— z,) pada deret Laurent. Bilangan kompleks
b, disebut sebagai residue dari fungsi f pada titik singular terisolasi z,. b, dapat
ditulis dengan

b, = Res f(z). (2.30)
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Ketika fungsi f mempunyai titik singular yang terisolasi pada titik z,
metode dasar untuk mengidentifikasikan z, sebagai pole dan mencari residue
yaitu dengan mencari koefisien dari 1 /(z — z,) darideret Laurent. Berikut ini
diberikan teorema sebagai cara alternatif untuk mencari residue yang bersesuaian

darisuatu pole.

Teorema 2.15
Titik singular terisolasi z, pada fungsi f dikatakan pole berorder m: jika dan

hanya jika f(z) dapat dinyatakan dalam bentuk

¢(2)
AR= - —
f(z) (= z,)"
dimana ¢(z) analitik dan tidak bernilai nol pada titik z,.

Res f(z) = ¢(zp), m =1

Resf(z)= % m= 2. (2.31)

(J.W Brown & R.V Churchill, 2004 )

Teori residue dapat digunakan di dalam mencari nilai integral yang
memuat trigonometri cosinus maupun sinus. Contoh aplikasi teori residue untuk
mencari nilai integral yang memuat trigonometri cosinus dinyatakan oleh teorema

berikut.

Teorema2.16

Untuk sembarang bilangan real 6, a dan b, berlaku persamaan sebagai berikut:

L4

f 40 = a7 > Db 2.32
a—bcosﬁ_\/a2_b2 ' “ ' (2.32)

-7

Bukti
Jika nilai b = 0 maka persamaan (2.32) jelas terpenuhi. Pada pembuktian ini akan

ditunjukkan bahwa persamaan (2.32) berlaku ketika b = 0. Diketahui bahwa
dz ., dz _dz
E—ze , E—Lz, dB—;,

Dan formula Euler dinyatakan oleh persamaan berikut:

z=¢'?,
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et® = cos@ +isind

e™t® = cosf —isinf. (2.33)

Dengan menjumlahkan dan mengurangi kedua persamaan (2.33) diperoleh hasil
sebagai berikut:

el® et = 2cosh

e —e7® =2isiné, (2.34)

Persamaan (2.34) dapat dinyatakan sebagai berikut:

. z+z7t
z4+ 7z =2cosB, cosf = :
- z—z %
z—z -~ =21isinf, sinf = —
i

Jika cos @ dan dé disubstitusi ke persamaan (2.32) maka integral didalam
persamaan (2.32) dapat dinyatakan dalam kurva mulus ¢ yang diuraikan menjadi

sebagai berikut:

Il

(] 2
|

o

N

3]
=+ [
| R
o
N

[
o
I|I
Iele

Il

a
N

[ =]
I
| |
N
+
—

Q,

N

f(2) dz,

Il
a
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dimana kurva mulus ¢ berupa lingkaran dengan arah sudut positif yang
mengelilingi z berjari-jari 1. Misal
a+Va® — b? a—Va®— b?
= _— ZZ ==
b b
sehingga f(z) dapat dinyatakan sebagai berikut:

zy

9

f(z) =

(z—zy)(z—z,) I

Karena a > b, |z,z,| = 1 maka |z,| > 1, |z,| < 1, artinya hanya ada satu titik

interior di C, yaitu z,. Fungsi f(z) dapat dinyatakan sebagai

(z) = ¢ (z)
dimana
$(z) =—2
zZ—2z

Berdasarkan Teorema 2.15, z, adalah pole sederhana (berorder 1) dan residue
yang bersesuaian yaitu B, (karena titik singular yang terisolasi z,) dapat

ditemukan berdasarkan persamaan berikut:

2 2

B. = ' A b _ ib
2 ¢( 2) Zy —Zg a—Va —b"—a—Va" - b

b

a2

w1

—EBT iva? — b2 '
b

Berdasarkan uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa

o _ ‘ 1 2m
——. 4z =2miB, =21 —— == —— =
c 22 =Tz +1 iVa? —b?  Va®—b?
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Jadi, dapat dibuktikan bahwa

f d6 2m =,
= ) . [ ]
a— b cosf a? — b2 .

—JT

Didalam pembuktian konvergensi deret Fourier, Teorema 2.16 digunakan
untuk membuktikan bahwa kernel Dirichlet pada Definisi 2.11 merupakan fungsi

Delta Dirac yang termuat di dalam Definisi 2.14.
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BAB 3
PENURUNAN FUNGSI PEMBANGKIT DARI POLINOMIAL
CHEBYSHEV BERDASARKAN KUANTITAS KOMPLEKS

Ada berbagai macam bentuk fungsi pembangkit. Fungsi pembangkit yang
telah dikenal antara lain fungsi pembangkit biasa, fungsi pembangkit
eksponensial, fungsi pembangkit Poisson, dan fungsi pembangkit deret Dirichlet.
Namun, pada bab ini hanya dibahas fungsi pembangkit biasa dan fungsi
pembangkit ekponensial. Pada Subbab 3.1 dijelaskan penurunan fungsi
pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua disertakan
dengan contoh penerapan fungsi pembangkit di dalam pembuktian konvergensi
deret Fourier, pada Subbab 3.2 dijelaskan penurunan fungsi pembangkit dari hasil
kali polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua, dan pembahasan terak hir
pada Subbab 3.3 dijelaskan penurunan fungsi pembangkit dari generalisasi
polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua. Di dalam penurunan fungsi
pembangkit tersebut, sifat relasi polinomial Chebyshev didalam kuantitas
kompleks akan selalu digunakan pada proses pembuktian. Pada penurunan fungsi
pembangkit nanti akan digunakan bagian real dan imajiner dari fungsi pembangkit

kuantitas kompleks.

3.1 Fungsi Pembangkit dari Polinomial Chebyshev Jenis Pertama dan
Kedua

Polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua saling berelasi di dalam
kuantitas kompleks. Sifat keterhubungan kedua polinomial Chebyshev terhadap
kuantitas kompleks T, (x), seperti pada persamaan (2.8) akan selalu digunakan di
dalam penurunan fungsi pembangkit. Oleh karena itu, sebelum menurunkan
fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua akan
diturunkanfungsi pembangkit dari kuantitas kompleks T, (x) . Untuk menurunkan

fungsi pembangkit dari T,, (x) dibutuhkan lemma berikut ini.
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Lemma 3.1
Untuk suatu bilangan real x dimana —1 < x < 1 dengan y» = arccos (x), berlaku
persamaan berikut:

1 1= é&x+idivi—x?
1—¢et®  1—28x+8&2 G-

Bukti
1 1
1—¢ei® T 1 —&(cosy +isiny)
1 (1—¢&cosy) +iésiny
- (1—¢cosy) —i&sing (1 —¢cosy) +iésiny
(1—¢cosy)+iésiny
- (1 —€cosy)? —i%&%sin’y
(1 —&cosy) +i¢ siny
12 & cosy + &2 cos?yP + E%sin’y
(1—¢&cosy)+iésiny
T 1-2 & cosy + €2 (cos?y + sin? y)
(1—¢cosy)+ié siny
- 1 —2¢cosy + &2
(1 — & cos(arccos(x))) + i &sin(arccos(x))
- 1 — 2 & cos(arccos(x)) + &2
1—¢x+iéV1—x2
T 12t

Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa

1 _1—§'x+i§'\/1—x2
1—¢et® 1 —28x+¢&7

Berdasarkan Lemma 3.1 dapat ditunjukkan fungsi pembangkit biasa dari

kuantitas kompleks T,,(x) yang dinyatakan pada Teorema 3.2.
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Teorema 3.2 (Clamente C., 2010)
Untuk suatu bilanganreal & sedemikian sehingga |¢| < 1, fungsi pembangkit dari

kuantitas kompleks T, (x) dapat dinyatakan sebagai berikut:

< . C1—é&x+ifVi—x?
1+Zlf L) = e C1Sxsil. (32)

Bukti
Berdasarkan definisi dari T, (x) pada persamaan (2.5), fungsi pembangkit dari

T, (x) dapat diturunkan sebagai berikut:

1+ Z T,(0) =1+ Z(f"ei”‘ @ Z(fei‘“'“c's(“’)n
n=1 n=1 n=1

=14 é-eiarccas(x) + Ezeiz arccos(a) 1

1
= 1 — Eeiarccos(x)' (33)

Agar deret pada persamaan (3.3) konvergen, maka rasio dari deret geometri tak

hingga adalah |¢ei=e=2=)| < 1. Berdasarkan Lemma 3.1 dapat disimpulkan

bahwa

1 1 1—¢x+itVi—x?

1_¢'eiarccc-s(x)_1_¢'eitb_ 1-2{%-'—62

Jadi, terbukti bahwa fungsi pembangkit dari T,,(x) adalah

1+Z§'”‘Tn(x)=1—fx+if\/1_r. -
n=1

1—28x+ &2

Pada Teorema 3.3 akan ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit biasa

dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua yang merupakan akibat dari

Teorema 3.2.
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Teorema 3.3 (Clamente C., 2010 )
Untuk suatu bilangan real & sedemikian sehingga |¢| < 1, fungsi pembangkit dari

polinomial Chebyshev T, (x) dan U,,_, (x) dapat dinyatakan sebagai berikut:

1_
() 1+ZE"T(x) %
(ii) zin nl()— 25x+f” —-1<x<1. (3.4)

Bukti (i)
Akan ditunjukkan bahwa fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis
pertama dapat dinyatakan sebagai

1_
1+z T (x) = —“Ejj-f

Berdasarkan sifat keterhubungan polinomial Chebyshev T, (x) terhadap T, (x)

pada persamaan (2.8) dan Lemma 3.2, maka fungsi pembangkit dari T,,(x) dapat

diturunkan sebagai berikut:

n=1 n=1 p=1

(O] 1— +. \/ﬁ
=Re<1 +Z§'”(Tn(x))>=Re( fi2;:+fz x )
n=1

. 1-éx
1 —284¢7)
Jadi, terbukti bahwa
© | — #x

Langkah- langkah pembuktian yang sama dapat dilakukan pada penurunan

fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev U,,_, (x).
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Bukti (ii)
z U () = z - Im(lT_(:?)
Nepsps: <Z & Im(T (x)))

= ﬁ(h‘ni & Tn(x)>

1 I(1—fx+if\/1—x2_1>

Viexr \ 1-28x+ e
gy eVi—x? ¢
VTR 128+ 8 128+ &

Jad i, terbukti bahwa
E f” xX) = |
n— _]_( ) ~ :. I E'-

Selanjutnya akan ditunjukkan penurunan fungsi pembangk it eksponensial
dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua. Seperti halnya pada
penurunan fungsi pembangkit sebelumnya, sifat keterhubungan polinomial
Chebyshev T, (x) dan U, _, (x) terhadap kuantitas kompleks T, (x) digunakan di
dalam penurunan fungsi pembangkit eksponensial. Oleh karena itu, sebelum
menurunkan fungsi pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev T, (x)

dan U,,_, (x) dibutuhkan lemma berikut ini.

Lemma 3.4

Untuk suatu bilangan real x dimana—1 < x < 1dengan y» = arccos (x), berlaku
persamaan berikut:

exp(éei?) = ehx (cos (f Vi— xz) +i sin(f\/ 1 —xz)). (35)
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Bukti
exP(feitb) = ef(Cas¢+isin‘¢') — efcas¢eifgjn¢

= ef 0P (cos(Esiny) + i sin(€ sin y))
=ef cC'E‘(*“T“‘E‘(“‘))(cos (¢ sin(arccos(x))) + i sin(¢ sin(arrcos(x)))

= gf¥ (cos (f m) + i sin (fm))

Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa

exp(fe“") = i (cos (f m) + i sin (fm)) .

Berdasarkan Lemma 3.4 dapat ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit

eksponensial dari T, (x) yang dinyatakan di dalamTeorema 3.5.

Teorema 3.5 (Clamente C., 2010)
Untuk suatubilangan real ¢ sedemikian sehingga |¢| < 1, fungsi pembangkit

eksponensial dari T, (x) dapat dinyatakan sebagai berikut:

1+ E iT,n(x) = exp(feiﬂ'““(“))
n!
n=1

= gb¥ (cos (f m) +isin (Em))

3 <k g8 (3.6)

Bukti
Berdasarkan definisi T,,(x) pada persamaan (2.5), fungsi pembangkit

eksponensial T,,(x) dapat diturunkan menjadi sebagai berikut:
© n (0] 1 . .
1+ z E_Tn(x) =14 z _(Eeiarccas(x))
n! n!
n=1 n=1

- 1 .
=1 +é-eza.1ccos(x)_I_a(é-ezﬂccas(x)) + .- (37)

Misal £ et 2eee=(®) = y, maka persamaan (3.7) dapat dinyatakan sebagai berikut:
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1+Eeiarccos(x)_l_i(é-eiarccos(.x))z_l____ =14 _l_i 2 +---
2! Y Z!y

e 5
=e°+e°y+5y“+'" (3.8)

Karena bagian kanan dari persamaan (3.8) merupakan ekspansi fungsi ¥ dalam

deret MacLaurin, maka diperoleh

. 1 . 2 .
14 &et arccos(a) _I_q_l(é-eaarccas(x))“ +---= exp(é‘elsrccos(x))l (3.9)
4l

Berdasarkan persamaan (3.7), (3.8), (3.9) dan Lemma 3.4, dapat disimpulkan

bahwa
1+ Z E— T,(x) = exp(:fem’““(“'))
n!
n=1

=% (cos (E m) + i sin (Eﬁ))

Dengan demikian, terbukti bahwa
1+ z iT,,L(x) — exp(fem'c“‘s(“))
n!
n=1
=ef°‘<cos (Eyll—xz)+isin<f\/1—x2)> : [

Berdasarkan Lemma 3.4 dan Teorema 3.5 akan dibuktikan penurunan
fungsi pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev T, (x) dan U, _, (x).

Teorema 3.6 ini merupakan akibat dari Teorema 3.5.

Teorema 3.6 (Clamente C., 2010 )
Untuk suatu bilangan real & sedemikian sehingga |€| < 1, fungsi pembangkit
eksponensial dari polinomial Chebyshev T,,(x) dan U,,_,(x) dapat dinyatakan

sebagai berikut :

)1+ ngn(x) = el cos(:f\/l —xz)

. N & _ Exsin(fVl—xz) B
(it) ;‘n!Un_l(x) e Nrpms 1<x<1. (3.10)
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Bukti (i)
Berdasarkan Teorema 3.5 diperoleh penurunan fungsi pembangkit eksponensial

dari polinomial Chebyshev T, (x), yaitu

1+Z£T (x) = 1+Z—Re(T ()= Re<1+Z—T (x)>

— Re <efx (cos (f m) + i sin (fﬁ)))
= e"r“ coS(fﬁ)-

Jadi, terbukti bahwa

1+i;Tn(x) =e"r"'cos(f\/1 —xz). [
n=1

Bukti (ii)
Berdasarkan Teorema 3.5 diperoleh penurunan fungsi pe mbangkit eksponensial

dari polinomial Chebyshev _,(x), yaitu

Zf” () = f"Im(T Im (T, (x))
n.l. ,—1_x2

= ﬁ(lmif—!mm)

= \/&Im <(e"r"‘ (cos (f m) +i sin(fﬁ)) — 1))
ofx

msm (f\/ R )

F sin(f\/ 1— xz)
e .
V1—x?

Jadi, terbukti bahwa

z_ () = sin(f\/l—x2
n—1 m '
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Contoh Pene rapan Fungsi Pembangkit Biasa dari T,,(x)

Berikut ini dijelaskan contoh penerapan fungsi pembangkit dari polinomial
Chebyshev T, (x) pada pembuktian konvergensi deret Fourier. Kekonvergenan
yang akan dibahas pada contoh ini, khususnya kekonvergenan titik demi titik saat
suatu fungsi f(t) kontinu. Barisan fungsi f,,(t) dikatakan konvergen titik demi
titik ke fungsi £(t) pada himpunan A apabila £,(t) konvergen ke fungsi f(t)
untuk setiap t € 4.

Polinomial Chebyshev T, (x) terdefinisidi dalam deret Fourier karena
polinomial berderajat n dari trigonometri cosinus merupakan fungsi periodik,

dimana nilai-nilai cos(n(arccos (x)) pada interval [-m, 0] dan [0, ] adalah

sama, yaitu berada pada interval [-1,1] .
Berikut ini adalah teorema penurunan fungsi pembangkit dari kuantitas
kompleks T, (x) yang akan digunakan pada pembuktian konvergensi deret

Fourier. Untuk menurunkan fungsi pembangkit biasa dari kuantitas kompleks

T, (x) dibutuhkan lemma berikut ini.

Lemma 3.7
Untuk suatu bilanganreal ¢, g dan € dimana # = g — t = arccos(x), fe[—m, 7],

dan |€] < 1, berlaku persamaan sebagai berikut:

= 2 if
Zfﬂemg'ﬂ:z;ﬂei”:%. (3.11)
n=1 n=1
Bukti
z e—neing ZZ(EeiQ)n
n=1 n=1
=Eei9+(feig)2+(Eeig)3+"' (3.12)

Adgar deret pada persamaan (3.12) konvergen, maka rasio dari deret geometri tak
hingga adalah |¢e®| < 1 . Persamaan (3.12) dapat diturunkan menjadi sebagai

berikut:
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i
i i9)? 19)2 _ Se
el 4 (50 ) 4 (5 o= oy
Jadi, terbukti bahwa
> ' Eeiﬂ
ind _
Zlm 1= ge® -

Berdasarkan Lemma 3.7 akan dibuktikan penurunan fungsi pembangkit

dari kuantitas kompleks T,(x).

Teorema 3.8
Untuk bilanganreal t, g dan € dimana @ = g — t = arccos(x), 8e[—m, ], dan

|€] < 1, berlaku persamaan sebagai berikut:

1 v 1

—+ n.ei.n(_g—t)z__l_ n ,in®

2 ZE 2 Zf .
n=1 n=1

_ 1—¢+i2¢sin b
- 2(1—2¢cos B+ &)

(3.13)

Bukti
Berdasarkan Lemma 3.7, maka persamaan §+ Y, &™ et dapat diturunkan

menjadi sebagai berikut:

1 < . 1 Eei® 1 —#eif 43 el

_ L in® — e

2+ane PR 2(1 —2ei®)
1486t 1 -¢geif
T 2(1—¢ei®) 1 — e i®
_ 1_{261196—119 +§:ei9_§-e—i,9
_2(1_§-ei9_fe—w+¢-zeiee—i9)
B 1_&-2 +f€i6—§-6_i9
_2(1—Eei9—fe‘ie+{2)
B 1_&-2+€-(6i9_6—i9)
21— E(ef +emiO) +47)

Berdasarkan persamaan (2.34) bahwa e*® — ¢~ = 2 isin 6, dapat disimpulkan

bahwa
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1—52+E(ei9 ‘9) &2 +i2¢&sinf
2(1—E(ei9+e“9)+f) 2(1—4. fcos B+ &%)

Jadi, terbukti bahwa

[==]

£+Z¢-nein(g—r): 1_5""'!'2 fsine | -
5 2(1—2¢cos 8 +¢2)

n=1

Berikut ini adalah Teorema konvergensi deret Fourier dimana hanya

dibuktikan untuk kekonvergenan saat fungsi £ (t) kontinu.

Teorema 3.9 (Konvergensi Deret Fourier)

Jika fungsi f(t) merupakan fungsi periodik dengan periode 27 dimana f (t)
adalah fungsi yang terbatas dan kontinu bagian demi bagian dan mempunyai nilai
maksimum dan minimum yang berhingga di dalam setiap periode, maka deret

trigonometri

S.(t)= %ao + Z(an cos(nt) + b, sin (nt)) (3.14)

konvergen ke £(t) saat £(¢t) kontinu.
(K.T.Tang, 2007)

Bukti

Dengan mensubstitusikan koefisien Fourier a,, dan b, pada persamaan
(2.17) ke dalam deret trigopnometri S_ (t) dan merubah L = =, maka S_(t) dapat
dinyatakan sebagai berikut:

s..(t)= %ao + Z(an cos(nt) + b, sin(nt))

= —ao + Z a,, cos(nt) + Z b,, sin(nt)

11

=== f #(g) cos(0g)dg + Z f #(g) cos(ng) dg | cos(nt)
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+i <§ f f(g)sin(ng)dg |sin(nt)
1

= ff(g)dg +%i ff(g) cos(ng) cos(nt) dg

+ %i f #(g) sin(ng) sin(nt) dg

= f f(g) <% + %Z(cos(ng) cos(nt) + sin(ng) sin(nt))) dg
= f flg) <%+ %Z cos(ng —nt))dg
= f f(g) <%+ %Z cos (n(g — t)))dg

=% 'ff(g) (%+i cos (n(g — t))) dg .

Berdasarkan Definisi 2.11, deret cosinus

D(g —t) =% +%z cos(n(g — t))

disebut sebagai kernel Dirichlet.

Pada pembuktian teorema ini akan digunakan fungsidelta §(g — t) untuk
menunjukkan secara eksplisit bahwa deret Fourier konvergen ke suatu fungsi
kontinu f(t). Berdasarkan sifat-sifat fungsidelta §(g — t) pada Definisi 2.14,
untuk membuktikan bahwa deret Fourier konvergen ke suatu fungsi kontinu f(t)
akan ditunjukkan bahwa deret cosinus D(g — t) merupakan fungsi delta
5(g — t). Terdapat tiga pembuktian untuk menunjukkan bahwa deret Fourier
konvergen ke suatu fungsi kontinu £ (t), antara lain:

1. Akanditunjukkan bahwa

0, g#t
D(g —t) ={w, gzt (3.15)
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Untuk menunjukkan persamaan (3.15) akan dijelaskan beberapa sifat dari

deret cosinus D(g — t). Adapun sifat-sifat deret cosinus D(g — t) adalah

sebagai berikut:

a)

b)

Berdasarkan Teorema Poisson, karena
lim u(¢, £) = £(2)

dimana

w6 == [ £ (g + ¢7cos (g - r)))dg,

maka untuk memastikan konvergensi S (t) ke fungsi periodik

f(t), deret cosinus D(g — t) dapat dinyatakan dalam bentuk

Di(g—1) = %<é+ Z ¢ cos (n(g — t)))

atau yang dikenal sebagai kernel Poisson dimana
D(g — g TEREE( 251

D(g—t) = ;ET—%(%J“Z &" cos (n(g —t))).

Karena deret cosinus D¢ (g —t) memuat fungsi pembangkit dari
polinomial Chebyshev jenis pertama, berdasarkan sifat relasi
polinomial Chebyshev terhadap kuantitas kompleks, maka

D;(g — t) dapat didefinisikan sebagai bagian real dari deret

kompleks et ™ (=),

Untuk menentukan bentuk umum dari deret cosinus Dz (g — t) dapat

digunakan fungsi pembangkit dari kuantitas kompleks T, (x) seperti pada

Teorema 3.8. Berdasarkan Teorema 3.8, deret cosinus Dz(g — t) dapat

diturunkan menjadi sebagai berikut:

1{1 w _
Dy(g—t) =Re _<—+ z fnein(g—t)>
T\2 —~

1 (l—fz+i2fsin(g—t)>
T 2(1 —2¢&cos(g—1t) +£2)

e
w
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)
Cw\2(1—2f cos(g—1t) +¢2)

_ 1-¢
C2m(1—28cos(g—t) +¢2)°

(3.16)

Oleh karena itu, D(g — t)dapat dinyatakan sebagai berikut:

J— i 1_62
Pl = e s @D + )

Untuk nilai g # t, maka

o 1-¢° _
blg=t)= fli»nll' 2m(1 — 28 cos (g —t) + ¢2) ]

Untuk nilai g = t, maka
e
Dlg—t)= 511)1111_ 2m(1 — ?.Ecosgg —t) +¢2)
= lim F—
o1 2m(1 — 28 4 &%)
Coaena-n
-1 2m(1—¢§)?

Dengan demikian, terbukti bahwa

Akan ditunjukkan bahwa

fD(g—t)dg=1, —T<t<m. (3.17)
Karena nilai-nilai cos (n(g — t)) pada interval [—m, 0] dan [0, 7] sama,
maka fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dapat

diterapkan di dalam pembuktian konvergensi deret Fourier. Berdasarkan

persamaan (3.25), integral dari D;(g — t) adalah sebagai berikut:
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b4 ™

_ 1-¢
fpﬂg_ﬂig_jgnu—afm%g—0+fﬁdg

=T

-1

18 dg
 2n _f(1+52)—2<fcos(g—t)' (3.18)

T

Misal 8 = g — t, maka g = 1. Jika @ dan d@ disubstitusikan ke

persamaan (3.18), maka diperoleh

1—¢&? jﬂ dg
27 L (14¢?)—2¢cos(g—t)

e d6
~ 2m f(1+fz)—25c059'

—n—t

Karena Dz(g —t) = i(i +X2 ¢ cos(n(g— t))) adalah fungsi
periodik , maka

{2 T d6
2n (1+¢&%)—2¢cosh

—-n—t

- a6
2 f(1+§'2)—2§'c059' (3.19)

Karena ¢ tidak tepat bernilai 1 dan nilai 1 + ¢ > 2¢, berdasarkan aplikasi

teori residue yang termuat di dalam Teorema 2.16, persamaan (3.19) dapat
diuraikan menjadi sebagai berikut:

1—¢&2 f do 1 — &2 21
27 _ﬂ(1+fz)—2§'cose 27 \/(1+¢*2)2—(2{)2

_ 1_6'2 _ 1_&-2 B 1_&-2
JI+282 48 -4 128248 J(1-¢§)?

_1-8

_1_52 =1

fDE(g—t)dg=1.

=TT
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Seperti pembuktian Teorema 2.13 pada fungsi Delta Dirac, jika
nilai & semakin kecil maka nilai fungsi D; (g — t) akan membesar dan
berlaku sebaliknya. Akan tetapi, tetap diperoleh nilai integral yang sama
dengan 1 untuk berapapun nilai ¢. Ketika & - 17, maka dipeoleh

Eh_l,l.f—Df(g —t) =D(g—t)dan »'—nsrh_l,l.f—Df(g —t)dg =1.
Karena Flinf_DE(g —t) =D(g —t) maka [ D(g —t)dg = 1.

Dengan demikian, terbukti bahwa

b4

'[D(g—t)dg=1, —nr<t<m.
3. Berdasarkan uraian pembuktian di atas, dapat disimpulkan bahwa deret
cosinus D(g —t) merupakan fungsidelta 5(g — t). Oleh karena itu, jika

f(t) kontinu maka
S.(t) = ff(g)D(g—t) dg = f(t), —T<t<m,

sehingga S_.(t) konvergen ke fungsi kontinu 7 ().

3.2 Fungsi Pembangkit dari Hasil Kali Polinomial Chebyshev T, (x) dan

U, .(x)

Untuk membuktikan penurunan fungsi pembangkit dari hasil kali
polinomial Chebyshev T, (x) dan U,,_, (x) digunakan persamaan-persamaan yang
berlaku pada kuantitas kompleks T, (x) yang termuat di dalam Teorema 2.5.
Persamaan-persamaan yang berlaku pada kuantitas kompleks T, (x) ini
memegang peranan penting di dalam penurunan fungsi pembangkit dari hasil kali
polinomial Chebyshev T, (x) dan U,,_, (x). Seperti pada pembuktian fungsi
pembangkit sebelumnya, sifat keterhubungan polinomial Chebyshev T, (x) dan
U, _,(x) terhadap kuantitas kompleks T, (x) juga digunakan pada penurunan
fungsi pembangkit ini.

Berdasarkan persamaan (2.12) dapat dinyatakan bahwa fungsi pembangkit

dari hasil kali polinomial Chebyshev T, (x) dan U,,_, (x) termuat di dalam bagian
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imajiner dari fungsi pembangkit T2(x). Berikut ini adalah penurunan fungsi
pembangkit biasa dan fungsi pembangkit eksponensial dari hasil kali polinomial
Chebyshev T,,(x) dan U, _, (x). Untuk menurunkan fungsi pembangkit ini
diperlukan lemma berikut.

Lemma 3.10

Untuk suatu bilangan real x dengan 3 = arccos (x), berlaku persamaan berikut:

1 _1—{(2x2—1)+2fix\/1—x2

1—¢e?i® 1-28x’—1)+¢& “l=xsl. (320)
Bukti
1 1
R T T1- ¢(cos(2y) +i sin(2y))
_ 1
1 —¢&(cos? ¢ —sin? Y + 2 i siny cosy)
e 1
_l—f(xz—( 1—x? 2+2i\/mx)
. 1
_l—f((2x2—1)+2ix\/T—_x2)
1 1—28x? — & +28ixV1 —x?

v 1 —28x?—¢—28ixV1—x°1—28x? = &+ 28ixV1 — x?
o 1-xP -1+ 2¢6ixV1 — %2

(1 —&(2x? — 1))2 + 482x?(1—x?)
B 1—&(2x2 —1) + 2&ixV1— «2
1 —28(2x2— 1) F 2(4xt —4xP+ 1) + 482x2 — 482 4%
_ 1—¢&2x?— 1)+ 2¢8ixV1 — x?
1 —28(2x% — 1) 4 482x% — 482x2 4 E2 4 482x2 — 482x%

_1—¥&x— 1) +28ixV1 —x?
B 1—282x2—1) + &2 '

Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa

1 C1—¥(2x® — 1) 4 28ixV1 — «?
1—¢e2i¥ 1 -—28]Qx2—1)+¢&2
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Pada Teorema 3.11 ditunjukkan fungsi pembangkit biasa dari |T,,(x)|?
dan T2(x).

Teorema 3.11 (Clamente C., 2010)

Untuk suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga |¢| < 1, berlaku persamaan
berikut:

1

i 1+ z T, (x)]? = ITE
n=1

1—¢(2x%— 1) + 2&ixV1 — 22
1—28(2x2 —1) + &2

)

(i) 14 ) §MTEG) =
—1<x<1. (3.21)
Bukti (i)

Berdasarkan persamaan pertama pada Teorema 2.5, maka

EIT, ()12 < |E]IT, ()P <11 =1

sehingga
14 EIL O =14 ) =1+ ) &
n=1 n=1 n=1
=1+f+52+¢*3+---=L.
1=
|
Bukti (ii)

1 A 2
Karena |T2(x)|= ‘(e’*ﬂ““(“)) n‘ < 1dan |¢] < 1, maka

1+ Z f”T,f(x) =1 _I_Z é-n (62 iarccos(x))n =1 +Z(€€2 i.arcccts(x))n'
n=1 n=1 n=1

=1 +§-€2ia.1'ccos(x)_l_(é-eZiarccos(x))z_l____

_ 1
- 1 — 562 iarccos(x)

Berdasarkan Lemma 3.10dapat disimpulkan bahwa

1 B 1 _1—#(2x% — 1) 4 281 — x?
1_%‘62ia.1'ccos(x)_ 1_6‘62111{)_ 1_26‘(2962_1)_'_52 '
Universitas Indonesia

Penurunan fungsi..., Mei Indah Susanti, FMIPA Ul, 2012



41

Dengan demikian, terbukti bahwa

oo o 1= E(2x7— 1) + 28V — %2
1+zf Tn(x) = 1—-282x?—1)+¢& '

[
Berikut ini merupakan penurunan fungsi pembangkit biasa dari hasil kali
T,(x)dan U,_,(x) yang merupakan akibat dari Teorema 3.11.
Teorema 3.12 (Clamente C., 2010)
Untuk suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga |¢| < 1, fungsi pembangkit
biasa dari hasil kali T,,(x) dan U,,_, (x) dapat dinyatakan sebagai berikut:
ZHT() (x) = Sx 1<x<1 3.22
e R To Py e ~ e
Bukti
Berdasarkan persamaan ketiga pada Teorema 2.5 bahwa
241 —xT (U, ,(x) = Im(TQ_(x))
Im(T (x))
T, (x 3.23

Jika pada persamaan (3.23) kedua sisi dikalikan dengan & dandijumlahkan dari

n = 1 sampai co, maka diperoleh

Z £ T, () Uy () = Z e I;“J(f_i(f_)

1 © n 2
= 2\/ﬁIm <nZ:lf (Tn(x))>

1 (O] ,
=Im <ﬁ;f (Tﬁ(x))) (3.24)

Berdasarkan Teorema 3.11 (ii), persamaan (3.24) dapat diuraikan menjadi sebagai
berikut:
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[0}

Y (U, () =

1 (l—f(2x2—1)+25ixV1—x2_1>

~ 2V1—x? 1—2802x?—1)+¢&
_ 1 28xV1—x?
2V1 —x21—28(2x* — 1) + &7
Ex

T 1-2e(2xi- D +ét
Jadi, terbukti bahwa

(O]

D T, (1) =

n=1

Ex
1 -282x* 1) $&2°

|
Selanjutnya akan ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit eksponensial
dari hasil kali T,,(x) dan U,,_, (x). Untuk menurunkannya, dibutuhkan lemma
berikut ini.

Lemma 3.13

Untuk suatu bilangan real x dimana —1 < x < 1 dengan iy = arccos (x), berlaku

persamaan berikut:

et = o101 (cos (3gx/1=22) + 15 (26x/T-x7)). (325)
Bukti
edel ¥ = cf(ei¥)
_ pi(cozptian )
= HarT=m) (e 42 VI - (1-47)

= (2 ) pi2iaVI=at

= gf(2" 1) (cos(fo\/ 1 —xz) + isin (ZEx\/ 1— xz)) .

Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa

elet 'V = gE(2e"-1) (cos(?.fxw/ 1 —xz) + isin (ZEx\/ 1— x2)> .
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Pada Teorema 3.14 ditunjukkan fungsi pembangkit eksponensial dari
IT,(x)|? dan T2(x).

Teorema 3.14 (Clamente C., 2010)
Untuk suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga|¢| < 1, fungsi pembangkit

eksponensial dari |T, (x)|* dan T (x) dapat dinyatakan sebagai berikut:

(i) 1+Z—|T ()2 =€t

(i0) l_I_Z_T (x) — o227 1) (cos(fo /1_x2)+isin<25x\/l—x2))

dimana
—-1<x<1. (3.26)
Bukti (1)
1+Zﬁ|Tn(x)|2=1+Z§1 =1+Zf—
n! n! n!
n=1 n=1 n=1
0 1 2
—E—+E +f + -
_ &
=1 +E+E+
6-2
= 1.€D+f.€0+560+"' (3.27)

Persamaan (3.27) merupakan ekspansi fungsi e’ dalam deret MacLaurin.
Jadi, terbukti bahwa
1 +Z—IT (0)|? = et

Bukti (ii)
1+ z E—IT,,E (x)=14+ Z i(ei”'ﬂ‘CCDS(x))z
ni ni
n=1 n=1
=1 N 1 n 2 inarccos(a)) 1 N ! 2iarccos(x)\®
= +ZE(5 € )= +Zm(f€ )
n=1 n=1
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— exp(fe"’ia.lccas(x)) (3.28)

Berdasarkan Lemma 3.13, persamaan (3.28) dapat diuraikan sebagai berikut:

1+ z & T2(x) = exp(fez‘ﬂ“os(x))
= of(2" 1) (cos (ZEx\/ 1— xz) + isin (fo\/ 1— x2)>

Dengan demikian, terbukti bahwa

1+Z—T '(x) =€t §(24%-1) (cos(?.fxm)+isin(2¢*xm)>.

Berdasarkan Lemma 3.13 dan Teorema 3.14 akan ditunjukkan fungsi
pembangkit eksponensial dari hasil kali T,,(x) dan &, _, (x). Teorema 3.15 ini

merupakan akibat dari Teorema 3.14.

Teorema 3.15 (Clamente C., 2010)
Untuk bilangan real ¢ sedemikian sehingga |€| < 1, fungsi pembangkit
eksponensial dari hasil kali T,,(x) dan U,,_, (x) dapat dinyatakan sebagai berikut:

z iT (U, _,(x) = — e gy (Zx\/ 1— xz),

—1<x<1, (3.29)

1 — %2

Bukti
Berdasarkan persamaan ketiga pada Teorema 2.5, seperti halnya pada persamaan

(3.23), jika pada persamaan (3.23) kedua sisi dikalikan dengan ";—ﬂ dan

dijumlahkan dari n = 1 sampai <o, fungsi pembangkit ekponensial dari hasil kali

T,(x) dan U, _, (x) dapat diturunkan sebagai berikut:

0

i £ 1m(T3 (x))
nzl . “‘Zﬁﬁ- (330)

BerdasarkanTeorema 3.14 (ii), persamaan (3.30) dapat diuraikan sebagai berikut:
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1 ® é"n ) B ; (O ﬁ )
2—\/1—x?Im ;E(T"‘ (x)) =1m <2W; oy Tn(x))>

=Im <\/;7(€E(2x:_1) (cos (fom) + i sin (fom)) — 1))

2V1— x?
1 .
e — E(th_l) 1 ( — 2)
€ sin| 2x+/1 —x° .
2V1 — x?

Jadi, terbukti bahwa

z iT (U, _(x) = = 1) gy (Zx\/ 1-— xz) :

2
_xa

3.3 Fungsi Pembangkit dari Generalisasi Polinomial Chebyshev T, (x) dan

U‘n—'l_(x)

Pada pembahasan selanjutnya akan ditunjukkan formula yang lebih rumit
hasil penurunan fungsi pembangkit dari generalisasi polinomial Chebyshev jenis
pertama dan kedua. Adapun fungsi pembangkit yang akan diturunkan adalah
fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev T,,.,(x) dan &/,_, ,,(x), T.2(x) dan
U2_y(x), T()T,(y) dan U, (x) U, (¥), serta U,,_, (x)T,(v) dan
U,_,(¥)T,(x). Seperti pada pembahasan sebelumnya, bagian real dan imajiner
dari fungsi pembangkit kuantitas kompleks digunakan di setiap penurunan fungsi

pembangkit ini.
3.3.1 Fungsi Pembangkit dari polinomial Chebyshev T, ;(x) dan U,,_,.;(x)

Sebelum menurunkan fungsi pembangkit biasa dari T, ,(x) dan
U, _,.,(x) akan diturunkan fungsi pembangkit biasa dari kuantitas kompleks

n

T, .+ (x). Untuk menurunkan fungsi pembangkit biasa dari T, ,,(x) dibutuhkan
lemma berikut ini.
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Lemma 3.16

Untuk suatu bilanganreal x dimana —1 < x < 1 dengan y = arccos (x), berlaku

persamaan berikut:

eit¥ (1= Ex)et™¥ + &V1 — x2(i cos () — sin(ly))

1—¢geiv 1 —28x + &2 (3.31)
Bukti
Dari Lemma 3.1 diperoleh
1 1—é&x+idVi—«?
1—¢e® 128t
Oleh karena itu
gt o 1 —¢x+ifVi—x?
m —~ (COS(Z’([’) + lSln(l‘llJ)) T A fo T 6_2
~ (1 —¢x)(cos(ly) + isin(ly)) + i &V1 — x*(cos(lyp) +isin(lyr))
B 1—2&x + &2
Y- Ex)ett® i &V1 — x2cos(ly) — V1 — x2 sin(ly)
B 1—2&x+ &2
(- Ex)er' ¥ 4+ &V1 — x2(i cos(lyp) — sin(ly))
g 1—28x + &7 '
Berdasarkan uraian di atas terbukti bahwa
eit¥ (1= Ex)et ¥ 4 &V1 — x2(icos(ly) —sin(i))
1— Fei¥ 1—28x + &2 '
]

Pada Teorema 3.17 ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit biasa dari

kuantias kompleks T, ,(x).

Teorema 3.17 (Clamente C., 2010)

Untuk suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga |¢| < 1 dan ¢ = arccos (x) ,

berlaku persamaan berikut:

. - (1 —¢x)et*® + &V1 — x2(icos(lp) — sin(ly))
il n —
eV + Zlf T2 (%) 1—2¢&x + &7 ’
—1<x<1. (3.32)
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Bukti

(O] (O] ©
euep +z (’;n T +,(x) — eih,b +Z %-n ei(n+1)z,b — ei.‘.z,b +z é-n eimpeiup
nTe
n=1 n=1 =

©
. . . 1
— eih{; 1 _l_z neint{) — ezh,b .
< d 1— Fei?
n=1

Berdasarkan Lemma 3.16 dapat disimpulkan bahwa
ily N ) ily 1
e’ ¥ + Z " Tppp(x) = e T_tei®

(1 —fx)ett ¥ 4 &1 — x2(i cos(ly) — sm(lgb))
1—28x+ &2

Dengan demikian, terbukti bahwa

(1 =¢x)e*® 4 &V1 — x2(icos(lp) — sm(ll,b))
1 —28x + &2

(O]
el +Z " Tppa(x) =
n=1

Pada Teorema 3.18 ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit biasa dari

polinomial Chebyshev T, ,,(x) dan U,, _, ,,(x) yang merupakan akibat dari

Teorema 3.17.

Teorema 3.18 (Clamente C., 2010)

Untuk suatu bilanganreal & sedemikian sehingga|¢| < 1, fungsi pembangkit biasa
dari polinomial Chebyshev T, ,,(x) dan U,,_, ,,(x) dapat dinyatakan sebagai
berikut:

(1= &)y (x) — (1 — x*)U,_y (x)
1—2¢8x+ &2

(i) cos({ arccos(x)) + Z T (%)=
n=1

(i)

)

sm(l arccos(x)) . SN0+ (1 — &)Uy (x)
x‘ +ZE n— _|_+1(X) 1_2§.x+§.2

—-1<x<1. (3.33)
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Bukti (i)

Berdasarkan Teorema 3.17 dan sifat keterhubungan polinomial Chebyshev
T, .. (x) terhadap kuantitas kompleks T, ,,(x) pada persamaan (2.11), fungsi
pembangkit biasa dari polinomial Chebyshev T,,,,(x) dapat diturunkan menjadi

sebagai berikut:

cos(l arccos(x)) + Z &" T, 4, (x) = cos(l arccos(x)) + Z & Re(T,p (%))
n=1 n=1

= Re <e“‘" +) ¢ T,,H(x))
n=1

. <(1 —é&x)e¥ + V1 — x2(i cos () — sin(b,b)))

1—2&x + &2
- (1 —&x) cos(iyp) —&V1 — x? sin(l)
1—2&x+ ¢
(=80T (%) = &1 —xU,_ (V1 — %7
N 1—28x + ¢ '

Jadi, terbukti bahwa

(1 —&)T(x) — &(1 — xH)U,_, (%)
1 —2&x + &2 '

cos(l arccos(x)) + z " Tpp(x) =
n=1

Langkah- langkah pembuktian yang sama juga dapat dilakukan didalam

penurunan fungsi pembangkit biasa dari polinomial Chebyshev U, _, .. (x).

Bukti (ii)

sin({ arccos(x)) C . _ sin(larccos(x)) c _Im(T,,(x))
Vi-x ﬂ;f N e +Zl =

1 | [0}
= — sin(l arccog(x)) +Im <nzzl & Tnﬂ(x))
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1 . (O]
= Im e”‘p+z¢"“ T,+(x)
Vi1—x? < e} "

1 I ((1 —&x)et' ¥ + &V1 — x2(i cos () — sm(bp}))

Vit 1= 28x 4 &
1 (1—¢&x)sin(i) + EV1—x? cos(iyp)
Vi—x? 1—28x +¢2
_ 1 (=aV1=%U () + V1 - XN (x)
N 1 —28x + ¢
- L _ W((l - falc)_u;_;ixi ;fn@@) |

Dengan demikian, terbukti bahwa

sin(1 ar‘ccos(x)) le(x) +(1—&x)U,_,(x)

l—x

Selanjutnya akan ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit eksponensial

dari polinomial Chebyshev T, ,,(x) dan U,,_, .,(x) dimana di dalam penurunan

fungsi pembangkit tersebut juga dlgunakan sifat keterhubungan polinomial
Chebyshev terhadap kuantitas kompleks T,, ,,(x). Untuk menurunkan fungsi
pembangkit dari T,, ,;(x) dibutuhkan lemma berik ut.

Lemma 3.19

Untuk suatu bilanganreal x dimana —1 < x < 1 dengan 1 = arccos (x), berlaku

persamaan berikut:

el “"exp(fe“") = cos(lyp)e’® (cos (E\/ 1— xz) + isin (E\/ 1— xz))
+isin(lyp) e (cos (E\/ 1— xz) + isin (E\/ 1— xz)) (3.34)

Bukti
et hbexp(fe’?fl’) = (cos(ly) +i Sin(l¢))ef(603¢+iuzp)
= (cos(l) + i sin(ly))(ef cos¥ gl ian)
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= (cos(iy) +1 sin(y)) (e¥=°°¥ (cos(¢ sintp) + i sin(¢ sin ) )
= (cos(iyp) +i sin(iy)) (e (cos (T —x7) +isin (V1 -x7)))
= cos(lyp) e (cos (f\/ﬁ) +isin (Em))

+ isin(i) e (cos (81 —x7) + isin (§/1—27))

Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa

el “"exp(fe“") = cos(ly)e’™ (cos (f\/ 1— xz) + i sin (E\/ 1— xz))
+ i sin(ly) e¥* (cos(;\/ 1 — xz) + isin (E\/ 1 —xz)) :

|
Pada Teorema 3.20 ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit
eksponensial dari kuantitas kompleks T, ,,(x).
Teorema 3.20 (Clamente C., 2010)
Untuk suatubilangan real ¢ sedemikian sehingga|é| < 1 dan y = arccos (x),
berlaku persamaan berikut:
et +z —T,nJr (x) = cos(lyp)e’® ( (E\/ 1= x? ) + isin (;K/l —x ))
+isin(lp) e¥* (cos (f\/ 1— xz) + isin (f\/ 1 —xz)),
—1<x<1. (3.35)

Bukti

. (O] é‘ﬂ . © é‘n .
6111{; +Z_Tn+‘(x)=€”¢ +Z_ei(n+1)t,b
n! - n!
n=1 =1
—e'1¢+z— e””"ew‘p)
P
git ¢+Z(fe‘ )"

© i\"
=e“¢<1 +z%>
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Berdasarkan Lemma 3.19 dapat disimpulkan bahwa

© © i\
gitd +ziTn+1(x) = git¥ <1 +z—(fe ) >= ei“pexp(fe“")
n! ’ n!
n=1 n=1

= cos(lw)e‘f“(cos(f\/ 1—x?) +isin(¢vVi—x?)) +
isin (i) e"r“(cos(f\/l —x?) +isin(§V1—x2)).

Jadi, terbukti bahwa
et +i %Tnﬂ(x) = cos(ly) e’ (cos(é\/ 1 —xz) + isin (E\/ 1 —xz))
n=1
+isin(lyp) e (cos(f\/ i —xz) + isin (f\/ 1— xz)).

|
Berdasarkan Lemma 3.19 dan Teorema 3.20 akan ditunjukkan penurunan
fungsi pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev T, ,,(x) dan

U, _14:(x). Teorema 3.21 ini merupakan akibat dari Teorema 3.25.

Teorema 3.21 (Clamente C., 2010)
Untuk suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga|¢| < 1 dan y» = arccos (x),
fungsi pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev T, ,,(x) dan

U, _44+.(x) dapat dinyatakan sebagai berikut:

é‘n
(i) cos(l arccos(x)) + n' i ol

= gt (cos (f\/ 1 —xz) T,(x) —+1—x2sin (f\/ | xz) Ul_l(x))
sin({ arwos(x)) E”

(i) N Upe 142(x)
= fixxz (mcos (f\/ 1-— xz) U,_,(x)+ sin (f\/ 1— xz) Tl(x)),
—1<x<1. (3.36)
Bukti (i)

Berdasarkan Teorema 3.20 dan sifat keterhubungan polinomial Chebyshev

T, ..(x)terhadap T, ,,(x) pada persamaan (2.11), fungsi pembangkit
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eksponensial dari polinomial Chebyshev T, ,(x) dapat diturunkan sebagai
berikut:

cos(! arccos(x)) + z | T, 4. (x) = cos(l arccos(x)) + Z —Re(T,H_ (%))

—Re<e‘ ¢+Z H(x))

= Re <cos(z1,u)efac (cos (fm) +isin (fm))
+isin(lp) ¥ (cos(§/1— 27 ) +isin (q\/ﬁ)))
= cos(l) e cos (§1/1— 27 +1%sin(lp) ™ sin (&/1 — 27
= cos(ly) % cos (;\/ﬁ ) sin(lp)et*sin (fm )
= T,(x)efxcos(fm) _Jis xZU:_l(x)eE“sin<Em) .

Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa
&
cos(l arccos(x)) + z | T, 4(x)

= ef¥ (cos(f\/ = xz) T,(x)—+/1— xzsin(f\/ 1 —xz) Ul_l(x)) :

Langkah- langkah pembuktian yang sama dapat dilakukan pada penurunan

fungsi pembangkit eksponensial dari polinomial Chebyshev U, _, ,,(x).

Bukti (ii)
sin({ arccos(x)) 4 ﬁ () = sin(l arccos(x)) C ﬁlm(Tn_H(x))
V1—x? n_l"- mo 1—x? ﬂ:l"! V1—x?
= - 1_ = sin( arccog(x)) + Im <; %Tn_ﬂ(x))

1_xh1m<e'1‘p+z—Tn+ (x))
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1

Im (cos(li,l!)efx (COS(E\/ 1- xz) +isin (E” 1 _xz))
+ isin(iy) e (cos (81— x7) +isin (£4/1 _xz)»

= \/ﬁ(cos(lﬂo ef% qin (f}/ 1 — xZ) + Sin(l“/’)efxcos(fm))

_ 1 (Tl(x)e"rxsin<cf\/1—x2)+\/1—szl_l(x)e"rxcos(f\/l—x2)>.

1 —x?

i

1 —x?

Dengan demikian, terbukti bahwa

sin(l arccos(x)) S e

Ji—x2 4 EUn—1+1(x)
= \/%(\/ 1 —xzcos(E\/ 1= xz) U,_,(x) + sin (E\/ 1 —xz) T(x)) :

3.3.2 Fungsi Pembangkit dari T2(x) dan UZ_, (%)

n—

Untuk menurunkan fungsi pembangkit 7.2(x) dan U_, (x) digunakan
persamaan-persamaan yang berlaku pada kuantitas kompleks T, (x) yang termuat
didalam Teorema 2.5. Seperti pada pembuktian-pembuktian sebelumnya, sifat
keterhubungan polinomial Chebyshev T, (x)dan U,,_, (x) terhadap Kuantitas
kompleks T, (x) juga digunakan pada penurunan fungsi pembangkit ini. Berikut
ini adalah teorema yang menunjukkan bentuk umum fungsi pembangkit biasa dari

T?(x) dan U?_,(x) yang merupakan akibat dari Teorema 3.11.

Teorema 3.22 (Clamente C., 2010)
Untuk suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga |¢| < 1, fungsi pembangkit

biasa dari T,2(x) dan U2_, (x) dapat dinyatakan sebagai berik ut:

| N oo 11 (1—&)(1—¢2x—1))
O 1+ZlfnT”(x)_51——f(l+ 1—28(2x2— 1) + &2 )

1 1 (1_(1—5)(1—5(2962—1)))
(1—xH1-¢ 1—28Qx2—1)+82 )

(i)i EUE L, (x) =

—1<x<1. (3.37)
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Bukti (i)
Dengan menjumlahkan persamaan pertama dan kedua pada Teorema 2.5

diperoleh hasil sebagai berikut:

IT, ()12 = T2(x) + (1 — x U2, (x)

Re(T;(x)) = T7(x) — (1 — x)U7, ()
IT,(x)|> + Re(T2(x)) = 2T (x)

(3.38)

Jika pada persamaan (3.38) kedua sisi dikalikan dengan &* dan dijumlahkan dari

n = 1 sampai co, kemudian kedua ruas dijumlahkan dengan 2, maka diperoleh

2+ le EPT2(x) =2+ Zlf" IT,(x)]? +Zl<*” Re(T2(x))

2+ z 28*T2(x) =1+ z T, (x)|% + 1 +z &* Re(T2(x)). (3.39)
n=1 n=1 n=1

Berdasarkan Teorema 3.11 (i) dan (ii), persamaan (3.48) dapat diuraikan sebagai
berikut:

2+ Z 28T (x) = % + Re (1 — 562:111-m'ccos(x)>

, [ 1—&(2x% —1) + 28ixV1 =«
<1+Z¢*T(x)>— ( 1 —28(2x2— 1) + &2 )

o 1—¢(2x%2=1)
1 it T e Dt e

11 (1=8(1-¢80x" - 1))
1+ZEnT G = 21 f<1+ 1—280Q2x2—1)+¢? )

Jadi, terbukti bahwa

1+ ZE"T (x)—% =

1 (1—-8(1—-¢2x"—1))
f(l t 1—280Q2x2—1) 4 &2 >
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Bukti (ii)
Langkah-langkah pembuktian yang sama dapat dilakukan pada pembuktian (ii).
Dengan mengurangi persamaan pertama dan kedua pada Teorema 2.5 diperoleh

hasil sebagai berikut

1T, () 1? = T2(x) + (1 —x*)UZ_,(x)

Re(To(x)) =T () —(1 = x)HUp i (x)
T, ()12 — Re(T2(x)) = 2(1 = 2 U2, (x)

(3.40)

Jika pada persamaan (3.40) kedua sisi dikalikan dengan &* dan dijumlahkan dari

n = 1 sampaico, kemudian kedua ruas dijumlahkan dengan 2, maka diperoleh
21-x7) ) EUEL() = ) 1T (1= ) £ Re(TE())
n=1 n=1 n=1
21— Y V() =1+ ) E TG —1— ) & Re(T2())
n=1 n=1 n=1

2(1 —ﬁi U (x) =14 z & T, (2)]” — (1 + z % Re(Tﬁ(x)))

(3.41)
Berdasarkan Teorema 3.11 (i) dan (ii), fungsi pembangkit pada persamaan (3.41)
dapat diuraikan sebagai berikut:

©
1 1
2 2 —r_d &
2(1 —x )z & Un.—l(x) 4 1— E—Re<1 _é-eZiarccc-s(x)>
n=1

- R 1—¢&02x2—1) +28ixV1 —«2
T1-F e< 1—2802x2—1) + &2 )
1 1—¢(2x2—1)

T1-¢ 1-282x?—1)+¢&2

. 1 1 (1= -¥§2x"*—1))
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Jadi, terbukti bahwa

N S (11— §(2x2— 1))
Zlf U”“l(x)_2(1—x2)1—f(1_ 1 —28(2x2— 1) + &2 > '

|
Selanjutnya ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit eksponensial dari

polinomial Chebyshev T2(x) dan U2_, (x) yang merupakan akibat dari Teorema
3.14.

Teorema 3.23 (Clamente C., 2010 )
Untuk bilangan real ¢ sedemikian sehingga || < 1, fungsi pembangkit

eksponensial dari T;7(x) dan I, _, (x)? dapat dinyatakan sebagai berikut:

() 14+ Z ;T,f(x) = %(ef + e Deos (261 —xzj)
n=1

(if) Z i—TUj_l(x) = ;(e"r — 822" -1 g (2{9@/ 1— xz)),

2(1—x2)

—1<x<1, (3.42)

Bukti (i)
Berdasarkan persamaan (3.38) bahwa 2 T;7(x) = |T,,(x)|* + Re(T2(x)), jika
pada persamaan (3.38) kedua sisi dikalikan dengan ¢ dan dijumlahkan dari

n = 1 sampai oo, kemudian kedua ruas dijumlahkan dengan 2, maka diperoleh

© f" © fn © fn )
2+Z‘12FT”2(@=2+Z;|T"(x)|2+Z;Re(T’:(xD

) © ﬁ .
nzzlzmrn(x)
=1 +Z%|Tn(x)|2 +1 +Z%Re(T,§(x)) (3.43)
n=1 n=1

Berdasarkan Teorema 3.14 (i) dan (ii), persamaan (3.52) dapat diuraikan menjadi

sebagai berikut:
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iarccos(x))

2 +ZZ—T (x)=ef + Re(e*el

2 (1 +Z %Ef(@)
n=1
B p—
= of 4 ef(22"-1) cos(fom)

1+Z (x)—— L CE )cos(2fx\/1—x ))

Jadi, terbukti bahwa

1+Z (x)—— (ef +ef e " Deos (28m/T—x7) ) .

Bukti (ii)

Langkah-langkah pembuktian yang sama dapat dilakukan pada pembuktian (ii).

Berdasarkan persamaan (3.40) bahwa

201 =x)UZ_,(x) = IT(x)I* — Re(T2(x)), jika pada persamaan (3.40) kedua
sisidikalikan dengan ¢* dan dijumlahkan dari n = 1 sampai o, kemudian kedua

ruas dijumlahkan dengan 2, maka diperoleh

© (O] (O}

z £2(1 —xU_ (%) = Z % IT,(x)]? — Z %Re(Tj(x))

n=1
©

zﬁz(l_x Y (x) =1 +Z—IT (0)* = —zﬁRe(Tj(-x))

[0}

ziﬁ(l—x U2 l(x)—1+z—|T Ol —<1 +Z—Re(T (x)))

n=1
(3.44)
Berdasarkan Teorema 3.14 (i) dan (ii), persamaan (3.51) dapat diuraikan menjadi

sebagai berikut:
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21-x7) ) %U,E-l(x) = (ef = Re(et 1))
n=1

C fn 5 _ 1 3 lsl i arccos(x)
ZmUﬂ‘_l(x) = —2(1 D <e — Re (e ))

i ;Uj_l(x) = 2(;(6‘3r — 8247 -1) s (2{95\/ 1— xz)) :
n=1

1—x?)

Jadi, terbukti bahwa

;;Ui_l(x) = 2(;(6"r — f2s*-1) cos(Z:fx\/ 1 —xz)) .

1—x2%)

3.3.3 Fungsi Pembangkit dari T,(x)T,,(y)dan U,,_,(x)U,_,(y) serta

U,-1(0T,(y)dan U,_,(y)T,(x)

Pada pembahasan ini akan ditunjukkan formula fungsi pembangkit yang
lebih rumit dari generalisasi hasil kali polinomial Chebyshev jenis pertama dan
kedua. Untuk menurunkan fungsi pembangkit ini digunakan persamaan-
persamaan yang berlaku pada Teorema 2.7. Seperti pada pembahasan
sebelumnya, kuantitas kompleks T, (x) digunakan di dalam penurunan fungsi
pembangkit ini. Sebelum menurunkan fungsi pembangkit selanjutnya dibutuhkan

lemma-lemma berikut.

Lemma 3.24

Untuk suatu bilangan real x, y, dan ¢ dimana & = &x\/1 — y2,

B = &J1 — x? y, dan |¢]<1, berlaku persamaan berikut:
(i)ei"rmye_i faf1-y7 = cos(B —a) —isin(a—B)
(et #V1-5" ot VI=&"Y = cog(a + B) + isin(a + B),

—1<x<1 , —-1<y<1. (3.45)
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Bukti (i)

eifmye—ifxm — giBgmia
= (cosB +isinB)(cosa —isin a)
= cosf8 cosa — i sina cosf8 + i cosa sinf + sinf sine
= cosfs cosa + sinf sina — i (sina cosff — cosa sinf)
=cos(f — a) —isin(a— B).

Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa

et SVI-aTyg—idaV1=y" — o5(f — @) —isin(a—B) .

Bukti (ii)

eifxmeifmy — oi@giB
= (cosa +isina)(cosf +isinfB)
= cosa cosfS + i sina cosfS + i cosa sinff — sine sinf
= cosa cosf — sina sinf8 + i (sine cosB + cosa sinf)
= cos(a + B) +isin(a + B).

Berdasarkan uraian di atas, terbukti bahwa

eifx‘/l—y: eifvl—x‘y = COS((Z + B) +i sin(a + ﬁ) .

[
Lemma 3.25
Untuk suatu bilangan real ¢ sedemikian sehingga |¢[<1 dengan y» = arccos(x),
w = arccog(y), berlaku persamaan berikut:

(i) exp(fei""e'i ‘”) = e%F+ (cos(B— &) — i sin(a— B))

(i) exp(£et®el®) = e*(cos(a + B) + isin(a + B))
dimana e = &x4/1 — y2dan B = &V1 —x2 y,

Fo=xy++/(1—x)(1—y?),
-1<x<1 , —-1<y<1 . (3.46)
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Bukti (i)
Diketahui bahwa
et¥e i = cosy cosw — i cosysin w + i cos w sin Y + siny sin w
= cos(arccos(x)) cos(arccos(y)) — i cos(arccos(x)) sin(arccos(y)) +

i cos(arccos(y))sin(arccos(x)) + sin(arccos(x)) sin(arccos(y))

=xy—ixJ1—y24+iJl—x2y+/1—x1—y2?,

maka

exp(§ei¥e™ )
:exp(¢*<xy—ix\/l—yz+i\/1—x23’+\/1_x2\/1—y2))
=exp(f(xy+\/1—xz\/l—3’2»@}{13(5(_”V Ly’ 1_x2y))

= ¢5Fs (eist\/ﬁfye_i fx\/l——;}:)

Berdasarkan Lemma 3.24 (i), dapat disimpulkan bahwa

et (ei SVi-aty =i ’F‘*Vl_y:) = e+ (cos(B — @) — i sin (a—PB)) .

Dengan demikian, terbukti bahwa
exp(fe“"e'i“’) = e%F+ (cos(B — &) —i sin(a — B)) .

Bukti (ii)
Langkah pembuktian yang sama dapat dilakukan untuk pembuktian kedua pada
persamaan (3.46) .
ei¥ei® = cosycosw + i cosy sin w + i cosw sin Y — sin Y sin w
= cos(arccos(x)) cos(arccos(y)) + i cos(arccos(x)) sin(arccos(y)) +

i cos(arccos(y))sin(arccos(x)) — sin(arccos(x)) sin(arccos(y))

=xy+ix/1—y2+i1—x2y—1—x2/1—y2

maka
exp(fe“"ei“‘) = exp(f(xy+ ix1—y2+iJ1—x2y—+/1—x2/1— y2)>
= exp(f(xy—\/l —x2\/1 —yﬂ)exp(f(im/l —yi4iyl —xzy))
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= ofF- (eifx\/weifmfy)l

Berdasarkan Lemma 3.24 (ii), dapat disimpulkan bahwa
etF- (e ifx‘/l_y:ei‘f”l""*y) = e*- (cos(a + B) + isin(a + R)).
Dengan demikian, terbukti bahwa

exp(¢ei¥ei®) = efF-(cos(a + B) + isin(a + B)).
Pada Teorema 3.26 ditunjukkan bentuk umum fungsi pembangkit dari
perkalian kuantitas komp leks.

Teorema 3.26

Untuk kuantitas kompleks T, (x) serta konjugat kompleks T, (v), dan
Y = arccos(x), w = arccos(y),a = &x4/1 —y?, B = &J1 — x? ydan [&[<1,

berlaku persamaan berikut:
M 2+ i g Re(T,()T,(») + i %Re(T_n(x)Tn(y))
- = e»:F_ cos(£G_) + e*F- cos(8G,)
Y Cae(r, om0 =Y Sre(r,0m,00)
b ; eFr cos(£G_) — e*F- cos(£6G,)
(i) 24 i ;Im(Tn(x)Tn(y)) + i %Im(Tn(x)Tn(y))
" = ef—::sin(fc;_) + " 5in(¢6,,)
Y Cimr @00 - Y Sm(n0n0)

= ef%+ gin(¢G6_) — e¥F- sin(86,,)

dimana 6_ = yV1—x? ixx/l - y?

Fo=xy%+ V(1 —x3)(1—y?),
., —1<y<1, (3.47)

—-1<x<1
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Bukti (i)

2+ z %Re(Tn(x)Tn(y)) + z ; Re(T,(x)T,(»))
— <1 + Z % Re(Tn(x)Tn(y))> + <1 + Z % Re(Tn(x)Tn(y))>
B © fn . _iadl (O] é‘n . .
_<1+Z;Re(e Ve )>+<1+Z;Re(6 Ye ))

©

- 1 N - 1 |
=<1 +ZERe(§*e“pe_“”) >+<1+ZERe(§*e‘¢e“") )

n=1

2 i =i )™ — i i w\?
=Re(1+zw>ﬂe<l+zm>,
n! n!
n=1 n=1
Berdasarkan Teorema 3.5 dan Lemma 3.25 (i) dan (ii), dapat disimpulkan bahwa

Re<1 + Z —(fei%:!_i ﬂn) + Re(l + Z —(feifjm)n>

= A=t
= Re (exp(ge¥e i) ) + Re(exp(ei¥ei®))
= Re((?+ (cos(B — a) — i sin(a — B)) )

+Re(eff—(cos(a+ﬁ) + isina +4))) (3.48)

= efF+ cos(B — a) + e cos(a + B)
= et cos(EV1 =22 y —¢xy[1— y7) + % cos(x[1 —yT + EV1 — x7 y)
= et cos (§(VI— a2 y— 21— y?) ) + et cos(¢(x/T— 3+

1—x2y

= et cos(8G_) + e*F- cos(86,) .

Dengan demikian, terbukti bahwa
© f‘n B © En
24 ) ZRe(T,(IT, () + ) 2 Re(T,()T, ()
n=1 n=1

= e+ cos(£G_) + e*F- cos(86,,) . [
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Bukti (ii)
Untuk membuktikan bahwa

[O)

z %Re(Tn(x) T,(») — Z ; Re(T,(x)T,(»))

n=1
= efF+ cos(£G_) — et cos(£6,),
dapat dilakukan dengan proses pembuktian yang sama dengan pembuktian

pertama pada persamaan (3.47).

Bukti (iii)
Seperti pembuktian pertama pada pesamaan (3.47), dengan mengganti bagian real

menjadi imajiner, diperoleh

2+ z %Im(Tn(x)Tn(}/‘)) + z in—, tm(T, ()T, ()

=1+ Z g Im(T,()T,(»)+ 1+ Z %Im(Tn(XJTn(y))

—m <1 +Z(fei¢:!—im)”> A <1 +Z(§-eitﬁim)n)
=Im (exp(fei“"e_“’)) + Im (exp({ei“pei‘”)). (3.49)

Berdasarkan persamaan (3.48) dengan mengganti bagian real menjadi imajiner,

persamaan (3.49) dapat diuraikan sebagai berikut:
tm (exp(¢ei¥e™)) + Im (exp(¢ei¥ei))
=Im (efﬂ(COS(B —a) — isin(e — ﬁ)))
+ Im (% (cos(a + B) + isin(a +R)))
= e*F+(—sin(a — B)) + - sin(a + B)
= g%y (—sin(fol —y?—&J1 —x? y))
+efsin (81— y7 + &1 =27 y)

et (—sin (¢ (VT3 - V1= 7))
et sin (£ (157 T =27 ))
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= e+ sin (—E( 1 —x?y— xm»

+ efsin (¢ (/1= +1-x7y))
= et sin (£ (—V1 =7 y+ w/1-57))

+efsin (¢ (/157 +V1-x75))

= e?% sin(£6_) + e¥F- sin(£G,).

Dengan demikian, terbukti bahwa

) © fn B 0 fn

2+ Z ;l—!Im(Tn(x)Tn(y)) + Z =i Im(Tn(x)Tn(y))
n=1 n=1

= e%F sin(6G_) + e~ sin(¢G,) .

Bukti (iv)

Untuk membuktikan bahwa
Z %Im(Tn(x) Tn(y)) = z %Im(Tn(x) Tn(y))
r=1 n=1

= e%%+ gin(¢G6_) — ¥ sin(86,,)
dapat dilakukan dengan proses pembuktian yang sama dengan pembuktian ketiga
pada persamaan (3.47).

Berdasarkan Lemma 3.24, 3.25 dan Teorema 3.26 akan ditunjukkan
bentuk umum fungsi pembangkit dari generalisasi hasil kali polinomial
Chebyshev jenis pertama dan kedua yang termuat di dalam Teorema 3.27 dan
Teorema 3.28. Teorema 3.27 maupun Teorema 3.28 ini merupakan akibat dari

Teorema 3.26.

Teorema 3.27 (Clamente C., 2010)
Untuk suatu bilangan real & sedemikian sehingga |¢| < 1, fungsi pembangkit dari
hasil kali polinomial Chebyshev jenis pertama dan hasil kali polinomial

Chebyshev jenis kedua dapat dinyatakan sebagai berikut:
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() 14 ) %Tncxm@) = = (e cos(£6.) + e¥* cos(£6,))

OPRTANSTANS

1

= e?F+ cos(8G_) — e~ cos G,
A o) (56

dimana F_ = xy + /(1 — x?)(1 — y?),

G_=y 1—x>+x1—y?

—1<x<1 , —1<y<1. (3.50)

Bukti (i)
Dengan menjumlahkan persamaan pertama dan ketiga pada Teorema 2.7
diperoleh

Re(T,(x)T,(¥)) = ()T, (3) + V(1 — x)(1 = y)Uppey (DU, (3)

Re(T,(x)T,(»)) = T,,(x)T,,(y) = /(1 —x (1 — y)U,_,(x)U,,_, ()
Re(T,(x)T,(3)) + Re(T,(x)T,(3) = 2 T,,(x)T,(¥)

+

(3.51)
Jika pada persamaan (3.51) kedua sisi dikalikan dengani—_?: dan dijumlahkan dari

n = 1 sampali oo, kemudian kedua ruas dijumlahkan dengan 2, maka diperoleh

©
n

242 S (T,0)

n=1

=2+ Z in_. Re(T,(x)T,(») + Z %Re(Tn(x)Tn(y))

3 <1 + Z % T (%) Tn(y)> _ < 1+ z % Re(Tn(x)Tn(y))>
+ < 1+ Z %Re(Tn_(x) Tn(y))> |

Berdasarkan Teorema 3.26 (i), diperoleh
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w n 1
1) i—!Tn(x) T,(y) =5 (% cos(§6.) + e¥- cos($6,))
n=1

Jadi, terbukti bahwa

© ‘ 1
14 L (T, () = = (7 cos(£6.) + 7 cos(£6,))
n=1

Bukti (ii)
Langkah pembuktian yang sama dapat dilakukan untuk persamaan kedua. Dengan

mengurangi persamaan pertama dan ketiga pada Teorema 2.7, diperoleh
Re(T,()T,(») = T,()T(3) + V(1 =x3) (1 = ¥y, _, () U,,_, ()
Re(T, (1) T,(#) = TN = V(1 =xD (L -y s () Uppea(v)
Re(T,(x)T,() — Re(T,(x) T, () = 2+/(1 =) (1 = y)U,_, (U, ., ()
(3.52)

Jika pada persamaan (3.52) kedua sisi dikalikan dengan "ﬂ: dan dijumlahkan dari

n

n = 1 sampai «, kemudian kedua ruas dijumlahkan dengan 2, maka diperoleh

2T DA ) Y ol (i)

©

= Z g Re(T,(2)T,(»)) = Z %Re(Tn(x) T,(y))

Nemro eerah RinameTame

=1+ Z % Re(T,(x)T,(y))— 1 — Z %Re(Tn(x)Tn(y))

Nemroears ) S AN ANC)

- < 14 ) EoRe(r, () ma)) - < 14y %Re(Tn(x)Tn(y))>

Berdasarkan Teorema 3.26 (ii) diperoleh
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PRETANGIANG

1
N o)

(eEF+ cos(§G_) — etF- cos(EG_,_)).

Jadi, terbukti bahwa

N )
n=1

1
- 2\/(1 —x2)(1—-y?)

(e‘fF+ cos(6G_) — et~ cos(EG+)) :

Pada teorema selanjutnya akan ditunjukkan penurunan fungsi pembangkit

dari hasil kali polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua.

Teorema 3.28 (Clamente C., 2010)

Untuk suatu bilangan real & sedemikian sehingga |&| < 1, fungsi pembangkit dari
hasil kali polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua dapat dinyatakan
sebagai berikut :

L o 1 (e sin(£6.) + €% 5in(£6,))
. % & I 1(—eEF+ sin(86_) + e*F- sin(¢G ))
(i) ;;un-lty)rn(x) - — -

dimana F_ = xy + /(1 —x%)(1 = y?),

G =y/1—x?txy1 -7
—1<x<1 , —-1<y<1. (3.53)

Bukti (i)
Dengan menjumlahkan persamaan kedua dan keempat pada Teorema 2.7
diperoleh
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Im(T,(x)T,(y) =1 —xU,_,(x)T,(») =1 —y2U, _,(y)T,(x)
Im(T,(x)T,(y)) = V1 — x2U,_, ()T, (3) + /1 — y2U,_ (3T, (x) N

Im(T,(x)T,()) + Im(T,()T,(3) = 2V1 = x2U,_, ()T, (3)

Uy (T, () = (T, ()T, () + 1m(T,()T,(3)).  (354)

e

Jika pada persamaan (3.54) kedua sisi dikalikan dengan i—ﬂ dan dijumlahkan dari

n = 1 sampai «, kemudian kedua ruas dijumlahkan dengan ﬁ maka
diperoleh

1 © fﬂ
W-I_ ZlmUn—lcx)Tn(y)

\/1_” 2\/1_x <Z—Im(T ()T, (y))+2—1m('r (T, (y))>

Berdasarkan Teorema 3.26 (iii) diperoleh

£ Sy, T,
n=1

1
V1—x?

- 1 © é_n . o) é-n
- —2m<2 + ;me(Tn(x)Tn(y)) + Z:l"_' Im(Tn(x)Tn(y))>

w § ¢
_\/1_—_7<1 +Z—Im(T (x)T, (y))+ 1+Z—Im(T (x)T, (y)))

= ﬁ (eEF+ sin(¢G_) + e’F- sin(fG+)) :

Jadi, terbukti bahwa

” e%F+ gin e%F- sin
+zf U (T )_1( (§6) + (¢6,))

Vi1 V1—x?
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Bukti (ii)
Langkah pembuktian yang sama dapat dilakukan pada persamaan kedua. Dengan
mengurangi persamaan kedua dan keempat pada teorema 2.7 diperoleh

Im(T,(x)T,(y) = V1 —x2U,_(x)T,(y) — V1 — y2U,_ () T,(x)

(3.55)

Jika pada persamaan (3.55) kedua sisi dikalikan dengan i—ﬂ dan dijumlahkan dari

n = 1 sampai co, maka diperoleh

2T U (T, )
n=1

= (T, (T, 30) ~ Y (T, () Ty(5)

=1+ z ; Im(T, (x)T,(y)) — 1 — z %Im(Tn(x)Tn(Y))
= <1 + Z g Im(Tn(x)Tn(y))> = <1 + Z %Im(Tn(x)Tn(y)))

Berdasarkan Teorema 3.26 (iv) diperoleh

(e"tF+ sin(£G_) — e*F- sin(:fG_J)

© e_n B 1
nZ:l mUn-l(y) T,(x)= —2\/?}72

1
= —(—e"r’:+ sin(£G_) + efF- sin(¢G,))
24/1—y?
Jadi, terbukti bahwa
i & (MT,(x) = 1 (= sin(¢6.) + e~ sin(¢6,))
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Untuk subbab terakhir ini hanya ditunjukkan penurunan fungsi
pembangkit eksponensial dari generalisasi hasil kali polinomial Chebyshev jenis
pertama dan kedua. Dengan prosedur yang sama di dalam pembuktian seperti
pada subbab-subbab sebelumnya, dapat dicari penurunan fungsi pembangkit biasa
dari generalisasi hasil kali polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua. Karena
didalam penurunan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev ini
menggunakan sifat relasi polinomial Chebyshev di dalam kuantitas kompleks,
maka penurunan fungsi pembangkit biasa dari perkalian kuantitas kompleks dicari
terlebih dahulu. Untuk selanjutnya, penurunan fungsi pembangkit biasa dari
perkalian kuantitas kompleks ini akan digunakan pada penurunan fungsi

pembangkit biasa dari generalisasi hasil kali polinomial Chebyshev tersebut.
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BAB 4
KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya diperoleh kesimpulan
berikut:

1. Karena keterhubungan polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua di
dalam kuantitas kompleks, untuk menurunkan fungsi pembangkit dari
polinomial Chebyshev tersebut dapat digunakan fungsi pembangkit dari
kuantitas kompleks.

2. Fungsi pembangkit dari hasil kali polinomial Chebyshev jenis pertama dan
kedua diperoleh berdasarkan hasil operasi dari persamaan-persamaan yang
berlaku pada kuantitas kompleks yang termuat pada Teorema 2.5.

3. Fungsi pembangkit dari generalisasi hasil kali polinomial Chebyshev jenis
pertama dan kedua diperoleh berdasarkan hasil operasidari persamaan-
persamaan perkalian kuantitas kompleks yang termuat pada Teorema 2.7.

4. Penurunan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dapat

digunakan di dalam pembuktian konvergensi deret Fourier.
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