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ABSTRAK

Nama : Citra Natalia
Program Studi : Matematika
Judul : Karakter Matriks dari Endomorfisma sebagai Automorfisma

pada Grup Hingga Komutatif

Misalkan H,, menyatakan grup hingga komutatif dengan order p bilangan prima.
Karena himpunan automorfisma grup adalah himpunan bagian dari himpunan
endomorfisma grup, maka mempelajari automorfisma grup H, dapat melalui
endomorfisma grup H,. Dengan adanya pemetaan homomorfisma surjektif dari
gelanggang matriks ke gelanggang endomorfisma H,,, maka setiap endomorfisma
H,, akan memiliki padanan suatu matriks. Dalam skripsi ini dibahas tentang
karakter matriks dari endomorfisma H,, yang dapat memberikan automorfisma H,.

Kata kunci : Grup hingga komutatif, automorfisma grup, endomorfisma

grup.
x+33 halaman ——"
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ABSTRACT

Name : Citra Natalia
Major : Mathematics
Title : Character of Matrix Endomorphism as an Automorphism of

Finite Abelian Group.

Let H,, denotes a finite commutative group of order p where p is a prime number.
Since automorphism group is a subset of endomorphism group, then it is possible
to study the group automorphism of H,, by analyzing the group endomorphism of
H,. With the existence of a surjective homomorphism mapping from the ring of
matrices to the endomorphism ring of H,,, then each element in the endomorphism
ring of H,, will have a matrix associated to it. This mini thesis will discuss the
characteristic of the matrix of the endomorphism H,, that gives the automorphism
of H,,.

Keywords : Finite abelian group, group automorphism, group endomorphism.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam Teorema Fundamental dari Grup Hingga Komutatif, dikatakan
bahwa setiap grup hingga yang komutatif dapat dinyatakan sebagai hasil kali
langsung dari grup-grup siklik (Herstein, 1996). Misalkan G adalah grup hingga
yang komutatif, maka menurut Teorema Fundamental, G dapat ditulis sebagai
G = Hp, X .. X Hp, dimana H, =T, X T, x - T dengan T, adalah grup
siklik dengan order p;f’l, p; bilangan prima (Hillar & Rhea, 2007). H,, adalah
grup-grup hingga komutatif dengan order yang saling relatif prima. Dengan kata
lain, Teorema Fundamental menyatakan bahwa grup hingga komutatif G dapat
dinyatakan sebagai hasil kali langsung dari grup berorder pangkat dari bilangan
prima p; yaitu Hy, .

Automorfisma dari suatu grup merupakan isomorfisma yang memetakan
sebuah grup ke dirinya sendiri. Untuk suatu grup hingga, automorfisma dari grup
tersebut memiliki order yang terbatas (Horosevskii, 1974). Ranum pada
penelitiannya telah mencoba untuk memberikan karakter pada automorfisma dari
grup hingga komutatif G (Ranum, 1907). Karena G dapat dinyatakan sebagai hasil

kali langsung dari Hp., maka automorfisma dari G dapat dinyatakan sebagai
automorfisma dari hasil kali langsung H,, , yaitu Aut(G) = Aut(Hy, X ...x H,,).
Lebih lanjut, karena automorfisma dari hasil kali langsung dua buah grup yang
ordernya saling relatif prima isomorfik dengan hasil kali langsung dari masing-
masing automorfisma grup tersebut (Hillar & Rhea, 2007), maka automorfisma G
akan isomorfik dengan hasil kali langsung dari automorfisma Hy,, Aut(G) =
Aut(H,, ) X -+ X Aut (Hpk)' Dengan demikian untuk mempelajari automorfisma
G dapat melalui automorfisma Hy..

Karena himpunan automorfisma suatu grup merupakan himpunan bagian

dari himpunan endomorfisma, maka untuk melihat karakter dari himpunan
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automorfisma Hy, dapat melalui gelanggang endomorfisma H, yang dinotasikan
dengan End(H, ;). Melalui sebuah pemetaan homomorfisma yang memetakan
suatu himpunan matriks ke End (Hp].), dapat ditunjukkan setiap elemen di
End(Hp].) memiliki padanan matriks. Padanan matriks yang berkoresponden
dengan elemen-elemen End(Hp].) dan memenuhi sifat tertentu akan memberikan

automorfisma pada H,, .

1.2 Rumusan Masalah dan Ruang Lingkup

Berdasarkan latar belakang diatas permasalahan tugas akhir ini adalah

menentukan karakter dari matriks endomorfisma H,  yang memberikan
automorfisma Hy . Ruang lingkup dari permasalahan ini adalah grup yang

ditelaah adalah grup hingga komutatif H,, dimana
H, = Z/p**Z X ... X Z/p**Z untuk p adalah bilangan prima, berlaku 1 < e; <

-+ < ey, dan e; adalah bilangan bulat positif yang bernilai unik untuk suatu

dekomposisi.
1.3 Metode Penelitian

Penelitian dilakukan dengan studi literatur.
1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah mempelajari karakter dari matriks

suatu End (H,) yang memberikan automorfisma H,,.

Universitas Indonesia
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini dibahas beberapa teori dasar yang diperlukan untuk
mempelajari karakter matriks bagi gelanggang endomorfisma dari grup hingga
komutatif. Materi yang dibahas adalah mengenai teori bilangan, pemetaan, grup,

dan gelanggang.

2.1  Teori Bilangan

Sebuah bilangan bulat b dikatakan habis dibagi oleh bilangan bulat a #
0, dinotasikan dengan simbol a|b, jika terdapat sebuah bilangan bulat ¢
sedemikan sehingga b = ac. Dua buah bilangan bulat a dan b, dimana salah
satunya tidak sama dengan nol, memiliki faktor persekutuan terbesar d, yang
dinotasikan dengan FPB(a, b) = d jika memenuhi dua kondisi. Kondisi pertama
adalah d habis membagi a dan d habis membagi b. Kondisi kedua adalah jika
terdapat ¢ dimana ¢ habis membagi a dan ¢ habis membagi b maka c < d
(Burton, 2002).

Misalkan a dan b adalah bilangan bulat yang tidak sama dengan nol, maka
a dan b dikatakan saling relatif prima jika FPB(a, b) = 1 (Burton, 2002). Berikut

lemma yang menunjukkan sifat dari dua bilangan bulat yang saling relatif prima.

Lemma 2.1.1 Misalkan a dan b adalah dua buah bilangan bulat yang tidak sama
dengan nol. a dan b dikatakan saling relatif prima jika dan hanya jika terdapat
bilangan bulat x dan y sedemikian sehingga 1 = ax + by.

(Burton, 2002)

Definisi 2.1.2 Misalkan n adalah bilangan bulat positif. Dua bilangan bulat a dan
b dikatakan kongruen modulo n, yang disimbolkan sebagai a = b(mod n), jika
n habis membagi a — b atau a — b = kn untuk suatu bilangan bulat k.

(Burton, 2002)
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Himpunan bilangan bulat a yang memenuhi a = b(mod n), dinotasikan
a, untuk suatu bilangan bulat b dan bilangan bulat positif n adalah a = {a € Z :
a = b (mod n)}.

Contoh 2.1.3 Misalkan untuk n = 5, maka
3 = 23(mod 5) —4 = 21(mod 5) —17 = —12(mod 5)

Sifat 2.1.4 Misalkan untuk n > 1 dan a, b, ¢, d adalah bilangan bulat sembarang,

maka bilangan bulat ini memenuhi sifat-sifat

@ a=a(modn).

(b) Jika a = b(mod n), maka b = a(mod n).

(c) Jikaa = b(modn) dan b = c(mod n), maka a = c(mod n).

(d) Jikaa = b(mod n) dan ¢ = d(mod n), makaa + ¢ = b + d (mod n) dan
ac = bd (mod n).

(e) Jikaa = b(modn), maka a + ¢ = b + ¢ (mod n) dan ac = bc (mod n).

() Jikaa = b(mod n), maka a* = b*(mod n) untuk suatu bilangan bulat
positif k.

(Burton, 2002)

2.2 Pemetaan

Misalkan terdapat dua himpunan S dan T. Pemetaan f dari S ke T adalah
sebuah aturan yang memasangkan tiap elemen di S dengan tepat satu elemen di T.
Pemetaan f dikatakan surjektif atau pada, jika untuk setiap t di T terdapat s di S
sedemikian sehingga t = f(s). Pemetaan f dikatakan injektif atau satu-satu jika
untuk s;, s, di S dimana berlaku f(s;) = f(s,), maka s; = s,. Pemetaan yang
memenuhi sifat surjektif dan injektif disebut sebagai pemetaan bijektif .
Pemetaan dari suatu himpunan T ke T disebut sebagai pemetaan identitas, iy,

jika memenuhi i;(x) = x untuk setiap x di T.
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Misalkan f adalah pemetaan dari S ke T. Invers dari f, yang dinotasikan
dengan f~1, adalah pemetaan dari T ke S sedemikian sehingga memenuhi
fofl=irdan f~1o f = isdimana iy dan ig adalah pemetaan identitas di T
dan di S. Berikut lemma yang menunjukkan keterkaitan antara pemetaan bijektif

dengan invers dari pemetaan tersebut.

Lemma 2.2.1 Pemetaan f: S — T adalah pemetaan bijektif jika dan hanya jika
terdapat f~1: T — S yang memenuhi f o f~! = ir dan f~1o f = ig dimana iy
dan ig masing-masing adalah pemetaan identitas dari T dan S.

(Herstein, 1996)

Bukti. Misalkan untuk suatu pemetaan f:S — T terdapat f~1: T — S yang
memenuhi f o f71 = iy dan f~!o f = ig dimana iy dan is adalah pemetaan
identitas dari T dan S, maka akan dibuktikan f pemetaan bijektif. Pertama akan
ditunjukkan f adalah pemetaan injektif. Misalkan f (a) = f(b) untuk a,b € S,
maka,
a =is(a)

Y )

=f(f(@®)

= (f(®)

= ig(b) = b.
Dengan demikian, untuk f(a) = f(b) maka a = b. Jadi terbukti f adalah
pemetaan injektif.

Kemudian akan dibuktikan f adalah pemetaan surjektif. Misalkan t adalah
sembarang elemen di T. Karena terdapat pemetaan f~1:T — S, dimana f~1(t) =
s € S maka,

t=ir(t)
=fef7H®)
=f(f'®)
= f(s).
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Dengan demikian terbukti f adalah pemetaan surjektif. Jadi terbukti f adalah
pemetaan bijektif.

Sebaliknya akan dibuktikan jika f: S — T merupakan pemetaan bijektif
maka terdapat pemetaan f~: T — S yang memenuhi f o f~1 =i, dan f~lof =
is dimana i dan is adalah pemetaan identitas dari T dan S. Karena f surjektif,
untuk sembarang t € T terdapat s, € S sedemikian sehingga f(s;) =t.
Definisikan pemetaan g: T — S yang memenuhi untuk setiap t € T maka
g(t) = s,. Akan dibuktikan bahwa pemetaan g adalah invers dari dari f.
Pertama akan ditunjukkan g terdefinisi dengan baik. Misalkan t,,t, € T dimana
t, = t,, serta g(t;) = s, dan g(¢;) = s,,. Karena f injektif dan f(s,, ) = t; =
t, = f(s,), makas,, = s,, atau didapat g(t,) = g(t,). Jadi terbukti g
terdefinisi dengan baik.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa pemetaan g adalah invers dari f
yaitu memenuhi sifat f o g = iy dan g o f = is. Ambil t € T. Berdasarkan
definisi s,, yaitu f(s,) = t dan g(t) = s, diperoleh f(g(t)) = f(s,) = t,
sedemikian sehingga f o g = i;. Ambil s € S. Karena f(s;) =t = f(s) dan f
injektif maka s = s,. Karena g(t) = s; dan s = s;, akibatnya g(f(s)) =g(t) =
s =satau g o f = is. Karena g: T — S terdefinisi dengan baik dan memenubhi
gef =isdan f o g = iy maka g adalah invers dari f dan ditulis sebagai

g=f"".m
23  Grup

Grup adalah suatu himpunan yang tidak kosong, dimana didalamnya
didefinisikan suatu operasi biner yang memenuhi beberapa sifat tertentu. Berikut
definisi dan contoh dari grup.

Definisi 2.3.1 Misalkan G adalah himpunan tak kosong. G disebut grup jika di G
didefinisikan suatu operasi biner *, sedemikian sehingga memenuhi keempat

aksioma berikut:
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(@ Jikaa,b € Gmakaa=x*b€QG.

(b) Jikaa,b,c € G maka (a*b) xc=ax(b*c).

(c) Terdapat e € G sedemikian sehingga a * e = e * a = a untuk setiap a € G.

(d) Untuk setiap a € G terdapat a=! € G sedemikian sehinggaa *a™l = a™1 *
a=e.

(Herstein, 1996)

0 1

Contoh 2.3.2 Misalkan A = {[(1) (1) ,[1 0

]} dan * merupakan operasi perkalian

0 1]‘12[0 1

matriks. A merupakan suatu grup dengan e = [(1) (1)] . 1 ol

Apabila sebuah himpunan hanya memenuhi sifat tertutup dan asosiatif,
maka himpunan tersebut disebut sebagai semigrup. Grup G dikatakan grup
komutatif jika a * b = b * a untuk setiap a, b € G. Apabila banyak elemen di
grup G hingga maka G disebut grup hingga. Banyaknya elemen dalam G disebut
sebagai order dari G dan dinotasikan dengan |G| (Herstein, 1996).

Definisi 2.3.3 Sebuah grup G dikatakan grup siklik jika terdapat a € G
sedemikian sehingga untuk setiap x € G dapat dinyatakan sebagai x = a’ untuk
suatu bilangan bulat j. Elemen a disebut sebagai pembangkit untuk G.
(Herstein, 1996)

Misalkan terdapat subhimpunan tak kosong A dari grup G, dimana
subhimpunan tersebut juga memenuhi keempat aksioma grup terhadap operasi
yang sama yang didefinisikan di dalam G, maka subhimpunan A dikatakan

sebagai subgrup dari G.

Definisi 2.3.4 Misalkan A adalah subgrup dari G dan g € G. Himpunan Ag =
{ag ; a € A} disebut sebagai koset kanan dari A di G dan himpunan gA =
{ga ;a € A} disebut sebagai koset kiri dari A di G.

(Herstein, 1996)
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Contoh 2.3.5 Misalkan G = Z suatu grup dengan operasi penjumlahan dan
A = 47. adalah subgrup dari G. Maka didapat himpunan koset kanan dan koset
Kiri sebagai berikut
Ag =47+ g =1{0,1,2,3}
gA=g+42=1{0,1,2,3}.

Subgrup N dari grup G yang memenuhi g~*Ng < N untuk setiap g € G,
disebut sebagai subgrup normal di G. Peranan subgrup normal sangat penting

dalam aljabar. Berikut salah satu peranan dari subgrup normal.

Definisi 2.3.6 Misalkan N adalah subgrup normal dari G. Grup faktor G oleh N,
yang dinotasikan dengan G /N, adalah
G/N = {[a]| a € G} = {Na| a € G}
dengan operasi [a][b] = [ab].
(Herstein, 1996)

Contoh 2.3.7 Misalkan N = 3Z adalah subgrup normal dari grup G = Z, maka
Z./37 = {0,1, 2} adalah grup faktor Z oleh 3Z.

Berikutnya dibahas mengenai pemetaan homomorfisma pada grup.

Definisi 2.3.8 Misalkan G dan G’ adalah grup. Pemetaan ¢: G — G’ adalah
homomorfisma jika memenuhi ¢ (ab) = ¢ (a)¢(b) untuk setiap a, b € G.
(Herstein, 1996)

Contoh 2.3.9 Misalkan G adalah grup komutatif. Misalkan pula pemetaan
¢: G - G didefinisikan sebagai ¢(a) = a? untuk setiap a € G. Untuk a,b € G
berlaku ¢(ab) = (ab)? = a?b? = ¢p(a)$(b). Maka ¢ adalah pemetaan

homomorfisma dari G ke dirinya sendiri.

Homomorfisma ¢ dikatakan isomorfisma jika ¢ adalah homomorfisma

yang bijektif. Homomorfisma yang memetakan G ke dirinya sendiri disebut
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endomorfisma. Sedangkan sebuah isomorfisma yang memetakan G ke dirinya
sendiri adalah automorfisma (Herstein, 1996). Pada suatu homomorfisma dikenal
himpunan yang dinamakan kernel. Berikut adalah definisi dari kernel suatu

homomorfisma.

Definisi 2.3.10 Jika ¢ adalah suatu homomorfisma dari grup G ke grup G', maka
kernel dari ¢ adalah
kerp ={a € G| p(a) =e'}
dimana e’ adalah elemen identitas di G'.
(Herstein, 1996)

2.4  Gelanggang

Gelanggang adalah himpunan yang tidak kosong dimana pada himpunan
ini didefinisikan dua buah operasi, yaitu penjumlahan dan perkalian sedemikian

sehingga memenuhi beberapa aksioma. Berikut adalah definisi serta contoh dari

gelanggang.

Definisi 2.4.1 Misalkan R adalah himpunan tidak kosong. R disebut gelanggang
jika didalam R terdapat dua operasi + dan - sedemikian sehingga membentuk
grup komutatif terhadap operasi penjumlahan, semigrup terhadap operasi
perkalian dan memenuhi sifat distributif terhadap operasi penjumlahan dan
perkalian.

(Lang, 2002)

Contoh 2.4.2 Misalkan R = {(a;;) € Z**?} adalah himpunan matriks dengan
entri di Z. Himpunan R akan membentuk gelanggang terhadap operasi

penjumlahan dan perkalian matriks.

Gelanggang yang memiliki elemen identitas terhadap operasi perkalian
dikatakan sebagai gelanggang dengan unit. Sedangkan gelanggang yang

memenuhi sifat komutatif terhadap operasi perkalian disebut sebagai gelanggang

Universitas Indonesia

Karakter matriks..., Citra Natalia, FMIPA Ul, 2012



10

komutatif. Apabila setiap elemen a # 0 dalam gelanggang memiliki invers
terhadap operasi perkalian, maka gelanggang tersebut disebut gelanggang hasil
bagi (Herstein, 1996).

Sama halnya dengan grup, pada bagian ini juga akan dibahas
homomorfisma gelanggang. Berikut adalah definisi dari homomorfisma

gelanggang serta kernel dari homomorfisma gelanggang.

Definisi 2.4.3 Misalkan R dan R’ adalah gelanggang. Pemetaan ¢: R — R’ adalah
homomorfisma jika ¢(a + b) = @(a) + @(b) dan @(ab) = ¢(a)e(b) untuk
setiap a,b € R.

(Herstein, 1996)

Definisi 2.4.4 Misalkan ¢ adalah sebuah homomorfisma gelanggang dari R pada
R' maka kernel dari ¢ adalah
kergp = {x € R | ¢o(x) = 0}
dimana 0 adalah elemen identitas di R".
(Herstein, 1996)

Misalkan G adalah grup komutatif terhadap operasi penjumlahan.
Definisikan End (G) adalah himpunan endomorfisma dari G ke G dengan operasi
penjumlahan dan perkalian sebagai berikut

(f + 9)(x) = f(x) + g(x) dan (fg) (%) = f(g(x))
untuk setiap f, g € End(G) dan x € G. Himpunan End(G) dengan dua operasi
biner ini membentuk gelanggang.
(Bhattacharya, Jain, & Nagpul, 1994)

Contoh 2.4.5 Misalkan G = Z/6Z adalah grup komutatif terhadap operasi
penjumlahan modulo 6. Himpunan pemetaan endomorfisma dari G ke G akan

membentuk gelanggang terhadap operasi penjumlahan dan komposisi fungsi.
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Gelanggang yang elemen-elemennya membentuk grup komutatif terhadap
operasi perkalian disebut sebagai lapangan. Berikut definisi lengkap dari

lapangan.

Definisi 2.4.6 Misalkan F adalah himpunan tidak kosong. F disebut lapangan jika
didalam F terdapat dua operasi + dan - sedemikian sehingga membentuk
gelanggang hasil bagi yang komutatif.

(Herstein, 1996)

Sebuah lapangan F dikatakan memiliki karakteristik p + 0 jika untuk
sebuah bilangan bulat p, px = 0 untuk setiap x € F, dan tidak ada bilangan bulat
positif yang lebih kecil dari p yang memenubhi sifat ini (Herstein, 1996).

Contoh 2.4.7 Misalkan F = {0, 1, 2, 3, 4} adalah lapangan terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian modulo. Karena berlaku 5x = 0 untuk setiap x € F,

maka lapangan F memiliki karakteristik p = 5.

Berikut didefinisikan himpunan matriks invertibel dimana entri-entrinya

merupakan elemen dari suatu lapangan.

Definisi 2.4.8 Himpunan matriks berukuran n X n yang invertibel dengan entri di
suatu lapangan F yang memiliki order p, membentuk grup dengan operasi
perkalian matriks, dan dilambangkan dengan GL,(F, ).

(Lang, 2002)

Contoh 2.4.9 Misalkan terdapat lapangan F, dimana F = {0, 1}. Dibentuk
himpunan G yang anggotanya adalah matriks-matriks invertibel yang entri-

entrinya adalah elemen dari F

o=lo SM ol oblz 1E e il

maka G akan membentuk grup terhadap perkalian matriks.
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BAB 3
KARAKTER MATRIKS ENDOMORFISMA GRUP HINGGA
KOMUTATIF SEBAGAI AUTOMORFISMA

Seperti yang sudah disebutkan pada Bab 1, H,, adalah grup hingga
komutatif. Menurut Teorema Fundametal, H,, dapat dinyatakan sebagai hasil kali
langsung dari grup-grup siklik yaitu

H, =7Z/p*Z X .. X L/p*"L
untuk p adalah bilangan primadan 1 < e; < - < e,, dengan e; adalah bilangan
bulat positif yang bernilai unik untuk suatu dekomposisi. Pada bab ini dibahas
tentang gelanggang endomorfisma dari H,,, serta sifat matriks endomorfisma dari

H,, yang memenuhi automorfisma H,,.
3.1  Gelanggang Endomorfisma dari H,

Definisi 3.1.1 Himpunan matriks R,,, adalah
R, = {(ai;) € Z™™; p%~¢i|a;; untuk setiap { dan j yang memenuhi 1 < j < i <

n}.
(Hillar & Rhea, 2007)

Berikut diberikan contoh anggota-anggota di R, untuk p = 2.

Contoh 3.1.2 Misalkan p = 2,n = 3,e; = 1,e, = 2, e; = 4. Karena memenubhi
p®i%|a;; untuk 1 < j < i < n maka didapat

peea;y = 2%a;, © ayy = byy

p2tay, = 2% ay, & az; = 2by

P 2|ay, = 2°ay, © a, = by,

ptlag, = 2°|az; < azy = 8byy

pe%|as, = 2%|as; © az; = 4bs,

P % |az; = 2°|az; < asz = ba;

dimana b;; € Z. Dengan demikian didapat himpunan
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byy b1z b1z
2by;  byy;  bys|; by € Zy.
8b31 4bs;  bsz

:

Pada lemma berikut ditunjukkan bahwa setiap matriks yang merupakan

elemen dari R, dapat didekomposisi.

Lemma 3.1.3 A € R, jika dan hanya jika A dapat dinyatakan sebagai dekomposisi
A = PA'P~1 untuk matriks diagonal P, dimana P =diagonal(p®1, ..., p°®) dan
A e ™™,

Bukti. Pertama, misalkan A € R,,, akan dibuktikan terdapat matriks A" € Z"*"

sedemikian sehingga A = PA'P~1 dimana P = diagonal(p®, ..., p") . Karena

O T (L 19
AER,dengan A = | : | maka berlaku p®~°/]a;; untuk i > j.
An1 . Ann

Akibatnya terdapat b;; € Z sedemikian sehingga a;; = b;jp®~° untuk i = j.
Bentuk matriks A" = (b;;) € Z™*™ dan P =diagonal (p*®, ..., p°*), maka dapat
ditunjukkan bahwa A = PA'P~* atau AP = PA'.

b1, b1z w bin pér 0 0
by p®2 bz, _ bay 0 p* 0
AP, | by, p©s ¢ Ehaons S hs 0 0 5
: : : = 0
bnlpen—e1 bnzpen—e2 bnn 0 0 pen/
bi1p®  bypp®t - byp*
baap 2 mbozPp®s fo b3, p*
bnlpen bn2pen bnnpen/
pr 0 0 b4 bin
0 p* 0
=| 0 0 : : :
L ) /
0 .. o P/ \bpu = bpm
= PA'.

Jadi terbukti bahwa untuk setiap A € R,, dapat didekomposisi menjadi A =

PA’P~1 dengan A’ € Z™™ dan P =diagonal (p®, ..., p®n).
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Sebaliknya akan dibuktikan, bahwa apabila terdapat matriks A" € Z™"
dan matriks P =diagonal (p, ..., p®*) sedemikian sehingga PA’P~! = A maka
A € R,,. Misalkan A" = (b;;) € Z™", maka

PA'P~1
pet 0 .. 0 by b1, 1/p® 0o .. 0
_| 0 p* : : : 0 1/p® :
: “ 0 ' ) : 0
0 . 0 p/) \bpy bynn 0 0 1/pen
bllpel blnpel 1/pe1 0 0
_ 0 1/p°? :
- : . 0
bnlpen bnnpen 0 . 0 1/pen
bll b12 “ew bln
by, p%2 4 b, by
=| by p®=e bgyp® 2 " by,
bnlpen_e1 bnzpen_ez bnn
Jadi
bll b12 bln a11 aln
by, p®274 b, by
Y LWL R Y TN SN il
bnlpen_el bnzpen—ez bnn \anl ann/

Akibatnya a;; = b;;p°“ untuk i = j dan a;; = b;; untuk i < j. Dengan
demikian berlaku p®~%i|a;; untuk i > j. Hal ini mengakibatkan 4 = (a;;) €

Rp. [

Dengan menggunakan Lemma 3.1.3, dapat ditunjukkan bahwa himpunan
matriks R,, dengan operasi penjumlahan dan perkalian matriks membentuk

gelanggang dengan unit.

Lemma 3.1.4 R, membentuk gelanggang terhadap operasi penjumlahan dan

perkalian matriks dan R,, yang memuat unit.
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Bukti. Pertama akan dibuktikan R,, membentuk grup komutatif terhadap operasi
penjumlahan matriks. Misalkan 4 = (a;;) € R, dan C = (c;;) € Ry, akan

ditunjukkan R,, tertutup terhadap operasi penjumlahan matriks. Karena 4, C € R,

maka
Qi1 v Qip b1, o bigy
A= = [ b2aP™™™ . Dan | g
O b .. b
€11 " Cin dis o dip
c=1 : s = dzﬂ"ez_e1 d?n
Cn1 * Cnn dopen® . d.
dengan b;j,d;; € Z.
A1t Qin €11 Cin
A+C=| : : T
An1 " QGnn Cn1 "* Cnn
b1 N b4 dq1 v dip
— 172129.62—61 bgn + dzﬂ?.ez_e1 dgn
buiD®n o bp)  \dmP® .. dy
bi; +dqi1 A -+ d
— | (b1 + dg1)pez_el .. bon N dan
(bp1 + dn))p™* oo bpp +dny
A1+ €11 Ap T Cip
Karena A + C = ; ; dengan demikian didapat
(ny tCn1 ** Qup + Cpp
ay;+ ¢ vt Qi tCip b1y +dqy o bip+dip
(bz1 + 61.21)1962_91 .. bon + dan
A1 +Cp1 ** Qun + Cnn (b1 + d,'ll)pen_‘f1 v bpn + dnn

Karena b;; + d;; € Z dan berlaku pei‘ei|(aij + cij) maka A + C € R,. Jadi R,
tertutup terhadap operasi penjumlahan matriks.

Karena p®~¢/|0 untuk setiap i, j yang memenuhi 1 < j < i < n maka
matriks O juga merupakan anggota R,,. Lebih lanjut karena berlaku 0 + A = A +

0 = A untuk setiap A € R, maka matriks 0 merupakan identitas terhadap operasi
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penjumlahan matriks di R,,. Berdasarkan sifat penjumlahan pada matriks maka
sifat asosiatif dan komutatif berlaku juga di R, yaitu (A+B)+C = A+ (B +
C)danA+ B =B+ Auntuk 4, B, C € R,,. Dengan demikian, terbukti R,
merupakan grup komutatif terhadap operasi penjumlahan matriks.

Selanjutnya akan dibuktikan R,, tertutup terhadap operasi perkalian
matriks. Misalkan 4, B € R,,. Berdasarkan Lemma 3.1.3, A dan B dapat
dinyatakan sebagai A = PA'P~! dan B = PB’P~1 untuk suatu A’, B’ € Z™*™ dan
P =diagonal(p*®, ..., p%"). Maka

AB = (PA'P~1Y(PB'PY)
=PA'IB'P!
= P(A'B)P~L.
Karena A’, B’ € Z™" dan AB dapat dinyatakan sebagai dekomposisi P(A'B")P~1
maka menurut Lemma 3.1.3 AB € R,,. Jadi terbukti R, tertutup terhadap operasi
perkalian matriks.

Berdasarkan sifat perkalian pada matriks berlaku sifat asosiatif pada R,
yaitu (A-B)-C = A-(B-C)untuk 4,B,C € R,. Lebih lanjut, sifat distributif
terhadap penjumlahan dan perkalian juga berlaku di R, yaituA- (B +C) = A~
B+A-Cdan (B+C)-A=B-A+C-Auntuk A4, B,C € R,. Jadi terbukti R,
adalah gelanggang.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa gelanggang R,, memuat unit dan
unitnya adalah matriks identitas. Karena berlaku p®~¢i|1 untuk i = j dan
p®i~¢i|0 untuk setiap i, j yang memenuhi 1 < j < i < n, maka matriks identitas I
adalah elemen R,, dan berlaku /A = Al = A untuk setiap A € R,,. Dengan
demikian terbukti himpunan R,, membentuk gelanggang terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian matriks dan memuat unit yang berupa matriks

identitas /. m

Sebelum pembahasan dilanjutkan, diberikan beberapa notasi yang

nantinya digunakan. Misalkan C,e; = Z/p®Z adalah grup siklik terhadap operasi
penjumlahan modulo p® dimana g; adalah generator untuk C,e;. Secara spesifik

g; dapat dilihat sebagai kelas 1 = {x € Z; x = 1 (mod p®)}. Misalkan pula
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h, € Z/p®Z untuk h; € Z, maka H,, dapat dinyatakan sebagai vektor kolom

Py, o )

Selanjutnya definisikan pemetaan m dari Z™ ke H,, dengan

T — —\T
T[(hl, ey hn)T = (nl(hl)) ,T[n(hn)) = (hll ey hn) (31)
dimana ;: Z - Z/p¢Z. Pada Lemma 3.1.5 ditunjukkan bahwa pemetaan m ini

adalah suatu homomorfisma grup.

Lemma 3.1.5 Pemetaan r: Z" — H, dengan

(hy, . i) = (R, oo )

adalah suatu homomorfisma grup.

Bukti. Misalkan (hy, ..., h,)7, (kq, ..., k)T € Z", maka
T[((hl, vany hn)T + (k1' aany kn)T) . T[(hl + kl’ ey hn + kn)T

= (7T1(h1 2l kl), ---;T[n(hn "= kn))T

= (hl + kl, ...,h1 + kl)T
= (h_1+k_1,...,h_n+E)T

= — S —T
= (Ry, e, hn) + (ky, o k)
= 12(hy, o) )T + 1k, o, )T
Karena w((hy, ..., A, )T + (ky, .o k)T =@ (hy, ..., h)T + w(ky, ..., k)T makam

adalah homomorfisma grup.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa setiap elemen di End (H,) memiliki

padanan matriks di R,, melalui pemetaan ) yang memetakan R, ke End(H,).

Definisi 3.1.6 Misalkan 4 € R,,, (hy, ..., h,)T € Z™ dan (hy, ...,h_n)T) € H,.
Pemetaan y: R, —» End(H,) adalah
— —\T
YA (hy, .., hy) =1(A(hy, .., h)T) (3.2)

dengan  seperti didefinisikan pada Persamaan (3.1).
(Hillar & Rhea, 2007)
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Sebelum masuk pada pemetaan v, akan ditunjukkan terlebih dahulu

Y(A): H, - H, pada Persamaan (3.2) adalah pemetaan yang terdefinisi dengan

baik dan merupakan elemen di End(H, ).

Lemma 3.1.7 Pemetaan ¥ (A): H, — H, dengan A € R, dan

(A (A, ) = (A, o, )T
adalah elemen dari End(H, ).

Bukti. Pertama akan dibuktikan 1/(A) merupakan pemetaan yang terdefinisi
dengan baik. Misalkan A = (a;;) € R,. Misalkan pula (73, ..., 7)™ = (5, ..., 5)"
untuk (73, ..., %), (51, ., )" € H, dan r,, s, € Z dengan p®t|ry — s, untuk
setiap t = 1, ..., n. Akan dibuktikan ¥ (4) (7, ..., 7,)T = P(A) (5, ..., 5,)T dengan
cara menunjukkan m(A(ry, ...,1;,)7) — w(A(sy, ..., S,)T) = 0. Perhatikan bahwa
selisih w(A(ry, ..., 1)T) — m(A(sy, ..., s,)T) adalah

a1t Qip\ /M a1 Qan\ /51
T 3 i3 : : — T 5 35 : :
An1 = Qun L) ani1 nn Sn
a117‘1 + g ° 5 + alnT'n a1151 + b + alnSn
an17'1 + oo + annrn anlsl + M + annsn
atau dapat dinyatakan dalam selisih vektor baris ke-k sebagai berikut

A

t=1 t=1

Q

untuk k = 1, ..., n. Karena m;, adalah homomorfisma maka

n n n n
Ty (Z aktrt> — Ty <z akt5t> = Ty (Z AgtTe — akt5t>
1 t=1 1

t=1 t= t=

n
= Ty (Z ApTe — akt5t>

t=1
n

= Tl = 5.

t=1
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Jika ay; (r; — s;) dikalikan dengan ,f:::: maka didapat
n n n
Qg _
Tk <Z aktrt> — T (Z akt3t> = Z Tk ( ek_tet (e — s )p®* et)-
t=1 t=1 t=1 p

Karena (a;;) € R, maka p®k~*t|a,, atau dengan kata lain p,f;"fet € Z. Lebih lanjut

karena p®t|(r; — s;) maka (r; — s;) = vp® untuk suatu v € Z. Jika kedua ruas
dari (r; — s;) = vp®t dikalikan dengan p® maka diperoleh
pek(re = s¢) = vp©pk
peeet(ry — s¢) = vp°k.
Jadi, untuk k > t didapat p®*|p®<~¢¢(r; — s;). Sedangkan untuk k < t diperoleh
pCk|pct. Karena p°|(r; — s;) dan p®k|p® maka p®*|(r; — s¢). Dengan demikian
untuk k = 1, ..., n didapat

n n @
g ] _
Ty (Z akﬂ"t) — Ty <Z akt5t> = z T, (pT_tet (Tt e St)pe" et> =0

t=1i t=1 t=1

oS 45 )

t=1 t=1
atau Y(A) (7, ..., 7)T = P(A) (5, ..., $,)T . Jadi terbukti 1) (A) merupakan
pemetaan yang terdefinisi dengan baik.

Kemudian akan dibuktikan (A4) adalah homomorfisma grup. Karena

homomorfisma grup dan operasi pada R,, memenuhi sifat distributif, maka untuk
(fy, .., ). € Hydan (ky, ..., k) € H, berlaku
P (oo )+ (R, T) ) = () (R + T, o Ton + )

= W(A) (s + Ky, oo B + K)

=m(AChy + ky, ., by + k)T

= (AChy, .., b)) + A(ky, oo k)T)

= 1(AChy, ., b)) + T(A(ky, oo k)T)

= p(A) (R, ) + YD Ky, - )
Jadi terbukti 1 (A4) merupakan homomorfisma grup.

Karena 1 (A4) merupakan pemetaan yang terdefinisi dengan baik dan juga

homomorfisma grup dari H,, ke H,,, maka terbukti (4) € End(H,).m
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Setelah ditunjukkan ¥ (A4) pemetaan yang terdefinisi dengan baik dan
Y(A) € End(Hp), akan ditunjukkan pemetaan y seperti pada Definisi 3.1.6

merupakan homomorfisma gelanggang yang surjektif.

Teorema 3.1.8 Pemetaan y: R, - End(H,) yang didefinisikan sebagai

— —\T

V(A (hy, ..., hy) =m(A(hy, ..., h)T)
adalah suatu homomorfisma gelanggang yang surjektif.
(Hillar & Rhea, 2007)

Bukti. Pertama akan ditunjukkan ¥ merupakan pemetaan yang terdefinisi dengan
baik. Misalkan 4, B € R, dimana A = B dan (h;, h_n)T € H,. Akan

ditunjukkan y(A4) (h,, ...,h_n)T = Y(B)(hy, h_n)T Berdasarkan Lemma 3.1.7,
Y (A) terdefinisi dengan baik dan 1 (A4) € End(H,), maka
(@A) (P, s Trp)| = m(Ahyy e h)T)
E B (he ..., U
= yB)(hy, .. 1)
Jadi terbukti vy terdefinisi dengan baik.

Selanjutnya akan dibuktikan pemetaan i adalah pemetaan surjektif.
Misalkan w; = (0, ..., g;, ..., 0)T € H,, dengan g; adalah elemen ke-i dan
merupakan generator dari Z/p®iZ. Misalkan pula M € End(H,) memetakan
setiap w;. Namun tidak ada kebebasan penuh dalam mendefinisikan pemetaan ini,
secara khusus misalkan

M) = (ay oo Fng)” = (e ) 33
untuk h;; € Z, i = 1,...,n. Karena g; adalah generator dari grup Z/p®/Z dengan
order p/, maka g;p® = 0. Akibatnya,
,...,00" =M(0,...,0)T
=M(0, s G0, ...,G)T
= M(p®iw))
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dengan w; = (0, ..., g, ..., 0) . Karena M € End (H,,), maka berlaku

M(p®w;) = M(w;) + -+ + M(w;). Berdasarkan Persamaan 3.3 didapat

p°
. —_— —\T _ —\T
M(pele) = M(wj) + -+ M(wy) = (hlj, ...,hn]) + -+ (hlj, ...,hn])
p° p°
e e T
= (p%hy,, ...Phy,)
Maka diperoleh (p®h,,, ...,pefhnj)T = (0, ...,0)T atau ph,, = 0, untuk

i =1,...,n. Dengan kata lain p®|p®h;; untuk setiap i, j. Akibatnya p®~¢/|h;;

untuk i > j. Karena p® ¢/ |h;; untuk i = j, maka dapat dibentuk matriks H =
(hi;) € R, dimana

W) (R, o Ken) = m(H Ky, ., k)T

hi1 = han\ (k1
=7 : : :
hny o han kn

h11k1 + + hlnkn

[ 7T< - )
hn1k1 + e + hnnkn

h11 hln
=T k1 + -+ kn
hnl hnn
h11 hln
=ky| P )+t k| b
hnl hnn

h11 hln
kim| ¢ |+ -4 k| P =k Mwy) + -+ k,M(wy).
hnl hnn

Dengan demikian didapat

Berdasarkan Persamaan (3.3)

YH) (R, o o) = kM (wp) + -+ + kM (wy,)
= M(k,w;) + -+ M(k,wy,)

g1 0
i 0) e rn
0 In
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k191
_ M( ; )

knGn
Karena g; adalah generator dari Z/p®Z, maka g; dapat dipandang sebagali
1 = {x € Z; x = 1 (mod p®)}. Dengan demikian k;g; = k, dan akibatnya

y(H) ey, o ) = MKy, oK)
atau untuk setiap M € End(H,,) terdapat H € R,, sedemikian sehingga y(H) =
M. Jadi terbukti bahwa 1 pemetaan surjektif.
Berikutnya, akan dibuktikan ¥ adalah homomorfisma gelanggang.

Misalkan 4, B € R, dan (Ry, ..., 7)€ H,
(A + B) (A, ., i)' = 1((A + B)(hy, ., h)T).
Karena sifat asosiatif pada operasi matriks dan  adalah homomorfisma, maka
WA+ BY (P, o, i) = w(AChyy oo )T + B(Ri, oo By)T)

=n(A(hy, ..., hy)T) + ©(B(hy, ..., hy)T)
= Y(A)(hy, - hn) +PE) (R i Fn)
= () +PB) (Fr, s Br)

Lebih lanjut,

W(AB)(Ry, ..., )" = m(AB(hy, o, hy)T)

= (A(by1hy + =+ biphy, .., byghy + -+ bypnh)7)

T
— Ip(A)(bllhl e 1 blnhn' ey bnlhl + -+ bnnhn)
= I»D(A)(n(bllhl gl blnhn: el bnlhl -+ bnnhn))T
= (A)(n(B(hy, .., hy)™))
_— —T
= () (¥B) (g . ) )
— —T
=PA)°Y(B)(hy, ..., hn) -
Terbukti 1 adalah homomorfisma gelanggang.
Terakhir akan dibuktikan pemetaan i memetakan matriks identitas / di R,

ke identitas di End (H,) yaitu idg,.

w(I(hq, ..., hy)T)
= n(hy, .., h)T

(D (Ry, o )
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— —\T
= (hy, .., hy)
. — —T
= idg, (hy, -, hn) -
Jadi terbukti ¢ (I) = idg,. Dengan demikian terbukti i adalah homomorfisma

gelanggang yang surjektif.m

Teorema diatas memiliki makna bahwa setiap elemen di End (H,,)
memiliki padanan matriks di R,,. Lemma berikut akan menunjukkan matriks

seperti apa yang merupakan anggota dari kernel .

Lemma 3.1.9 Misalkan A = (a;;) € R,. Misalkan pula ¥ adalah pemetaan
seperti pada Definisi 3.1.6. yaitu,
—3 —T
w(A)(hp i, hn) = T[(A(hll ooo ) hn)T)'
Maka A € ker 9 jika dan hanya jika memenuhi p®|a;; untuk setiap i, j.
(Hillar & Rhea, 2007)

Bukti. Pertama-tama misalkan A = (a;;) € R,, adalah matriks yang memenuhi
p®i|a;; untuk setiap i, j. Maka akan dibuktikan A € ker . Misalkan pula w; =
(O, ... g, ...,G)T € H,, dengan g;adalah generator dari Z/p®/Z yang dapat

dipandang sebagai 1 = {x € Z;x = 1 (mod p%)}. Berdasarkan Persamaan 3.3

untuk A = (a;;) € Rp, maka

IIJ(A)W] = l/}(A)(ﬁ, ...,gj, o G)T
= (A, ..,1,..,0)7
= (A0, ...,1,..,0)7)

//‘111 Ain
1

e
N )
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T

= (ﬂl(alj), ...,ﬂn(anj)) .
Karena berlaku p®i|a;; dan berdasarkan definisi 7;: Z — Z/p®Z maka didapat
m;(a;;) = 0 atau Y(A)w; = (0, ...,0)” = 0. Karena h € H, adalah kombinasi
linier dari w;, maka y(A)h = 0 untuk setiap h € H,,. Berdasarkan definisi dari

kernel homomorfisma gelanggang maka A € ker .

Untuk pembuktian sebaliknya, misalkan A = (a;;) € R, adalah elemen
dari ker ¢, maka matriks A = (a;;) memenuhi p®|a;;. Berdasarkan definisi
kernel homomorfisma gelanggang, untuk A € ker ) berlaku 1 (A)w; = 0 untuk

setiap w; € H,,. Dengan menggunakan perhitungan sebelumnya

Y(Aw; = (nl(alj), ...,nn(anj))T =0.
Berdasarkan definisi m;, karena ni(ai]-) = 0 maka p®i|a;;. Jadi terbukti untuk
A = (a;;) € keryp memenuhi p®|a;;. Dengan demikian terbukti A = (a;;) € R,
adalah elemen dari kenel 1 jika dan hanya jika memenuhi p®|a;; untuk setiap

i,j.m
3.2 Karakter Matriks Endomorfisma H,, sebagai Automorfisma H,,

Pada Lemma 3.1.7 telah ditunjukkan bahwa ) (A4) dimana A € R,
merupakan elemen dari End(H, ). Dengan demikian, dalam menunjukkan
elemen-elemen End(Hp) yang merupakan automorfisma, matriks yang akan
dipelajari adalah matriks didalam himpunan R,,. Namun sebelum itu terlebih

dahulu dipelajari beberapa penggunaan teori matriks pada himpunan matriks R,,.

Lemma 3.2.1 Misalkan A € Z™™ dengan det(A) # 0. Maka terdapat matriks
yang unik B € Z™", yang disebut sebagai adjugate dari A sedemikian sehingga
AB = BA = det(A)I.

(Hillar & Rhea, 2007)
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Bukti. Misalkan A = (a;;) € Z™™ dengan det(A4) # 0, akan ditunjukkan

terdapat B € Z™™ yang unik sedemikian sehingga AB = BA = det(A)I.

Misalkan M;; dengan i,j € {1,2, ..., n} adalah determinan matriks (n — 1) X (n —

1) dengan menghilangkan baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks A. Karena

a;j € Z maka M;; € Z. Selanjutnya misalkan pula C;; kofaktor dari 4, yaitu

Cij = (=)™ (M;;). Karena M;; € Z, maka C;; € Z untuk setiap i,j € {1,2, ...,n}.
Definisikan matriks C = (C;;) dan B = €™ dimana B, C € Z™™. Maka

a1 A\ fCi1 0 Gy Z11 t Z1in
AB =| : : : A I :
An1  **° Qun C1n L - Cnn Zn1 " Znan

dengan z;; = Yg_q a; Cj. Untuk i = j berlaku z; = Y¢_; ay Ciy = det(4).
Untuk i # j, dimisalkan Ay = (a;‘j) € Z™*™ adalah matriks yang diperoleh dari
matriks A dengan mengganti elemen-elemen baris ke-t dengan baris ke-s
sedemikian sehingga dua baris tersebut identik, dimana s, t € {1,2, ..., n} dan
s # t. Karena matriks A;, memiliki dua baris yang identik maka det(43;) = 0.
Misalkan M;; dengan i,j € {1,2, ..., n} adalah determinan matriks (n — 1) X (n —
1) dengan menghilangkan baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks A%,. Karena
a;; € Z maka M;; € Z. Misalkan pula C;; kofaktor dari A3, yaitu Cj; =
(=D (M7)). Karena Mj; € Z, maka Cj € Z untuk setiap i,j € {1,2, ..., n}.
Karena pada Aj; baris ke-t sama dengan baris ke-s, dan baris ke-s pada
Ag; sama dengan baris ke-s pada A maka diperoleh a;; = ag; = a,; dan C;; =
C¢;, dengan demikian didapat

n n

0 =det(4) = z a. Gl = Z A5 Cric = Zgt

k=1 k=1

untuk s # t. Jadi dapat disilnpulkan
det(A i=j

0 i#j
det(A4) 0 .. 0
ap=| O detd o= deray
0 .0 det(d)

Karena A € Z™™" dan det(A) # 0 maka terdapat A~*. Jika kedua ruas dari
AB = det(A) I dikalikan dengan matriks A~ dan 4, maka A"1ABA =
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A1 det(A) IA. Dengan demikian diperolen BA = det(4) A~'A atau BA =
det(A) I. Jadi telah ditunjukkan terdapat B € Z™*™ dimana AB = det(4) I = BA.

Selanjutnya akan ditunjukkan B yang merupakan adjugate dari A adalah
matriks yang unik. Misalkan terdapat matriks B; # B dan memenuhi AB; =
B1A = det(A) I. Karena matriks B juga memenuhi AB = BA = det(A) I maka
AB = AB,. Jika kedua ruas dari AB = AB, dikalikan dengan A~! didapat

A"'AB = A1AB,
B = B,.

Jadi terbukti B matriks adjugate dari A yang memenuhi AB = BA = det(A4) ]

adalah matriks yang unik.m

Selanjutnya akan ditunjukkan untuk setiap A di R, dengan det A # 0

maka A memiliki matriks adjugate B yang juga terdapat di R,,.

Lemma3.2.2 Jika A € R, dengan det(A) # 0, maka terdapat matriks B € R,,
sedemikian sehingga AB = BA = det(A) I.

Bukti. Misalkan A € R, dengan det(A) # 0. Misalkan pula B € Z™™ adalah
matriks adjugate dari A yang memenuhi AB = BA = det(A) I. Akan ditunjukkan
B ER,.

Berdasarkan Lemma 3.1.3 untuk setiap A € R, terdapat
P =diagonal(p®, ..., p®») sedemikian sehingga A = PA'P~* untuk suatu A’ €
Z™". Karena A similar dengan A" maka det(A) = det(A4"). Karena det(4) # 0
maka det(A") # 0. Dengan demikian berdasarkan Lemma 3.2.1 untuk suatu
A" € Z™™ dimana det(A4") # 0 terdapat B’ € Z™*™ sedemikian sehingga
memenuhi A'B’ = B'A’ = det(A") I = det(A4) I. Pilih C € R, yang memenuhi
C = PB'P~1 maka

AC = PA'P~1pPB'P-1 = det(4) PP1
= PA'IB'P? = det(4) ]
= PA'B'P1 CA =PB'P-1pA'P1
= P det(A)IP™? = PB'IA'P?
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= PB'A'P~! = det(4) PP~}

= P det(A)IP~1 = det(4) I.
Dengan demikian didapat AC = CA = det(A) I. Berdasarkan Lemma 3.2.1, B
matriks adjugate dari A, adalah matriks yang unik, maka B = C = PB'P™' € R),.
Jadi terbukti B € R,. m

Lemma 3.2.3 Jika A4, B € Z™*™ dimana A = pB + I untuk suatu bilangan prima
p maka det(4) = 1 (mod p).

Bukti. Misalkan 4 = (al-j),B = (b;j) € Z™™ dengan A = pB + I dapat

dinyatakan sebagai

biip+1 by;p - bynp
A = by 1 D™ bopp K1 et bonp
bnlp bnzp bnnp +1

Akan ditunjukkan det(4) = 1 (mod p) dengan mengunakan induksi.
Akan ditunjukkan benar bahwa det(4) = 1 (mod p) untuk n = 2.

ot 3 (bnp il by2p )
by1p byp +1

det(4) = (b11p + 1) (bzap + 1) — (b210)(b12p)
=1+ p(b11b22p + b1y + byy + by1by5p)-
Misalkan by, b,,p 4 by + by, + by by,p = t, maka det(4A) = 1 + pt. Dengan
demikian berlaku det(4) = 1 (mod p) untuk n = 2.
Asumsikan benar bahwa det(4) = 1 (mod p) untuk n = k. Akan
ditunjukkan benar bahwa det(4) = 1 (mod p) untukn = k + 1

byp+1 by,p by xp by k+1P \
by1p bypp+1 - by kp by k41D
A= : : : :
by 1p by 2p  brkp+1 by k+1P
bxt11P  brie120 0 bry1kP bryrk+p + 1

Dengan ekspansi baris pertama diperoleh
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bpp+1 - by k41D
det(A) - (bllp + 1) : iR E
byy120 ' bryr1k+p +1
byip - bz k+1P
+ blzp : + .-
brs11p ' bryr1k+p +1
by1p by kp
+bygs1p| N
brs11P  * bry1kP
bpp+1 - by k1P
Berdasarkan asumsi, nilai dari : adalah 1 (mod p)
br+120  * brsigp +1
atau 1 + up untuk suatu u € Z. Misalkan
by1p by 41D bz1p by kp
: 3 = V1, e, : : = v, dimana
brs11P = bryrk+p +1 byy11D - bri1kP

v; € Zuntuk i = 1, ...,n. Maka diperoleh
det(A) = (by1p + D(1 + up) + bizpvy + -+ + by 1Py
=1+ p(b1y +u+ byyup + biavy + -+ + by i1 V).
Misalkan pula by + u + byyup + b1V, + - + by 141V, = w, maka det(A) =
14+ pw untuk w € Z. Jadi terbukti det(A) = 1 (mod p) untuk 4, B € Z™*"
dimanaA =pB + 1. m

Lemma 3.2.4 Untuk setiap A € Ry, p 1 det(4) jika dan hanya jika A(mod p) €
GL,(F,).

Bukti. Pertama misalkan A € R, dengan p + det(A) maka akan ditunjukkan
A(mod p) € GL,(F,). Untuk A = (a;;) € R,, definisikan A = (h;;) dimana

h;j = a;;(mod p). Berdasarkan definisi determinan

det(A) = z sign(o) a16(1) - Ano(n)

g

maka

det(4) (modp) = [Z sign(o) ay4(1) - Angm) | (mod p)

g
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= Z sign(o) hig(1) - Mnon)

o
= det(A4) (mod p).

Karena p + det(A) maka det(A) # pk untuk setiap k € Z atau det(A) (mod p) #

0. Dengan demikian det(4) (mod p) # 0 € F,. Sehingga A invertibel menurut

operasi di F,. Jadi terbukti A(mod p) € GL,(F,).

Sebaliknya, misalkan A(mod p) € GL,(F,), akan ditunjukkan p + det(A).
Karena A € GL, (F,) maka det(4) (mod p) # 0 € F,. Karena det(A) (mod p) =
det(A) (mod p) maka det(4) (mod p) # 0 atau det(A4) # pk untuk setiap k €
Z. Dengan demikian terbukti p t det(A). m

Dengan informasi tersebut maka untuk memeriksa elemen-elemen
End(H,) yang dapat menjadi automorfisma dapat melalui matriks didalam

himpunan R,, yang berkoresponden dengan endomorfisma H,.

Teorema 3.2.5 Endomorfisma M = 1(A), dengan y: R, ~» End(H,), adalah
suatu automorfisma jika dan hanya jika A(mod p) € GL,(F,).
(Hillar & Rhea, 2007)

Bukti. Pertama, misalkan A(mod p) € GLy(F,) dimana A € R,,. Akan
dibuktikan M = 1(A) adalah automorfisma. Karena y(A4) adalah endomorfisma
dari H, ke H,,, maka cukup ditunjukkan y(A) pemetaan bijektif. Dengan
menggunakan Lemma 2.2.1 akan ditunjukkan 1 (A4) memiliki invers yang
memenuhi 1 (4)(¥(4)) ™" = () p(A) = idg,.

Misalkan A(mod p) € GL,(F,) dengan A € R, maka menurut Lemma
3.2.4 p t det(A) dan det(A) # 0. Karena p + det(4A) maka FPB(det(A4),p®r) =
1. Berdasarkan Lemma 2.1.1 diperoleh s - det(4) + t - p®» = 1 untuk s,t € Z,
yang mengakibatkan s - det(4) = 1 mod p®r. Dengan demikian s € Z
merupakan invers dari det(4) mod p¢. Karena s - det(4) = 1 mod p®» maka

berlaku pula s - det(A) = 1 mod p® untuk 1 < j < n.
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Berdasarkan Lemma 3.2.2, untuk suatu A € R,, dan det(A) # 0, maka
terdapat B € R,, sedemikan sehingga AB = BA = det(4) I. Misalkan ACV € R,
dimana ACY := s B, maka

ACYA =sBA=sdet(A)I = sAB =AsB = AAD,
Karena 1 (s det(A4) I) = idgp dan 1 adalah homomorfisma dengan demikian
P(AAY) = P(AP(ATY) = idg,,
P(ATVA) = p(ATV)Y(4) = idg,,
atau terdapat Y(ACV) = (l,b(A))_1 € End(H,) yang memenuhi

YAW@) " = WA) YA) = idg,.

Jadi terbukti ¥ (A) pemetaan bijektif serta 1(A) merupakan automorfisma pada
H,.

Sebaliknya, dimisalkan 1(A) adalah automorfisma untuk A € R,, maka
akan dibuktikan A(mod p) € GL,(F,). Berdasarkan Teorema 3.1.8, untuk setiap
M € End(H,) terdapat A € R,, sedemikian sehingga y(4) = M. Karena y(A4) =
M adalah automorfisma, maka terdapat M~ € End(H,,) sedemikian sehingga
MM~' = M~'M = idg,. Karena M~* € End(H,) maka terdapat C € R,
sedemikian sehingga ¥ (C) = M1, ¢ homomorfisma gelanggang, dengan
demikian diperoleh

PAC =D =9(A0) =)
= PAY(C) —idy,

=MM ! — idEp
= ldEp = ldEp
= (.
Jadi AC — I € ker). Misalkan AC = (b;;) maka
b11 bln b11 -1 b12 bln
AC — ] = b?l b?n = b?l bzz:— 1 b?n
bnl bnn bnl bnz bnn -1

Berdasarkan Lemma 3.1.9, jika AC — I € ker iy maka p habis membagi elemen-

elemen matriks AC — I, akibatnya
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_ {kijp +1 i=j
Y kijp L#]
untuk k;; € Z.
kiip+1 ki2p kinp ki1p
AC = k2'1p kzzp +1 kz.np k2.1p
kn'lp kn'zp knnl; +1 kn.lp

31

kinp
kanP | 4,

knnp

Pilih K = (k;;) € Z™", maka AC = pK + 1. Dengan menggunakan Lemma 3.2.3

didapat det(AC) = det(A) det(C) = 1 (mod p). Dengan demikian p t det(A).
Berdasarkan Lemma 3.2.4, karena p 4 det(A), terbukti A(mod p) € GL, (F,).

Jadi terbukti endomorfisma y(A) adalah suatu automorfisma

A(mod p) € GL,(F,).m

jika dan hanya jika

Dengan demikian telah ditunjukkan, melalui Teorema 3.2.5, karakter yang

harus dipenuhi matriks di R,, yang dapat memberikan automorfisma H,.

Karakter matriks..., Citra Natalia, FMIPA Ul, 2012
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BAB 4
KESIMPULAN

Pada skripsi ini telah ditunjukkan bahwa setiap pemetaan endomorfisma

H, memiliki matriks padanan di himpunan gelanggang matriks R,, (Teorema
3.1.8). Teorema 3.2.5 menyatakan bahwa, jika matriks endomorfisma H,,, yang

masing-masing entrinya dimodulo dengan p, merupakan anggota GLn(Fp), maka
matriks tersebut berpadanan dengan automorfisma H,. Berlaku pula sebaliknya,

jika endomorfisma H,, merupakan automorfisma, maka matriks endomorfisma H,,

yang masing-masing entrinya dimodulo dengan p merupakan anggota GL, (F, ).
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