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ABSTRAK 
 
 

Nama  : Putri Marlina 
Program Studi : Matematika 
Judul  : Bagan Kendali Berdasarkan Median dan 
 Median Absolute Deviation 
 
Bagan kendali berdasarkan median dan median absolute deviation merupakan 
modifikasi dari bagan kendali Shewhart, ketika ada sedikit penyimpangan asumsi 
kenormalan pada sampel. Modifikasi ini dilakukan dengan menggunakan 
penaksir-penaksir robust, median sampel dan median absolute deviation sampel, 
dalam pembuatan batas-batas kendali pada bagan kendali yang akan digunakan. 
Median sampel digunakan sebagai penaksir untuk mean proses, dan median 
absolute deviation sampel digunakan sebagai penaksir untuk standar deviasi 
proses. Bagan kendali berdasarkan median dan median absolute deviation ini 
terdiri dari dua bagan, yaitu bagan kendali ������� untuk mengawasi mean proses 
dan bagan kendali ������ untuk mengawasi standar deviasi proses. Sebagai 
contoh penerapan, studi ini menggunakan data sampel berdistribusi normal 
standar. Dari contoh penerapan tersebut diperoleh hasil bahwa bagan kendali 
berdasarkan median dan median absolute deviation dapat digunakan sebagai 
alternatif dari bagan kendali Shewhart, ketika sampel yang digunakan telah 
terkontaminasi outlier yang bukan merupakan kesalahan atau dengan kata lain 
terdapat penyimpangan asumsi kenormalan pada sampel.  
 
Kata Kunci : bagan kendali, median, median absolute deviation, robust,  

  influence function, M-estimator 
xiv+63 halaman ; 6 gambar; 5 tabel 
Daftar Pustaka : 13 (1978-2008) 
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ABSTRACT 
 
 

Name  : Putri Marlina 
Study Program: Mathematics 
Title  : Control Chart Based On Median and 

  Median Absolute Deviation 
 
Control chart based on the median and median absolute deviation is a 
modification of the Shewhart control chart, when there are slight deviations 
assuming normality in the sample. This modification is done by using robust 
estimators, the sample median and median absolute deviation of samples, in the 
constructing of the control limits on control charts to be used. Sample median is 
used as an estimator for the process mean and sample median absolute deviation is 
used as an estimator for the standard deviation of the process. Control chart based 
on median and median absolute deviation consists of two charts, the 
�������control chart to monitor the process mean and the ������ control chart 
to monitor standard deviation of the process. As an example of the application, 
this study uses the standard normal distribution of sample data. It showed that the 
control chart based on the median and median absolute deviation can be used as 
an alternative to the Shewhart control chart, when the sample used was 
contaminated with outliers that are not a mistake or in other words, there are 
deviations assuming normality in the sample. 
 
Keywords : control chart, median, median absolute deviation, robust,  
    influence function, M-estimator 
xiv+63 pages ; 6 pictures; 5 tables 
Bibliography : 13 (1978-2008)  
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Perbaikan mutu didefinisikan sebagai pengurangan variabilitas dalam proses 

produksi dan produk yang dihasilkan (Montgomery: 2005). Variabilitas yang 

besar dalam suatu proses produksi sering menghasilkan produk yang tidak sesuai 

dengan spesifikasi, sehingga dapat menimbulkan kerugian bagi perusahaan baik 

dari segi biaya, waktu maupun tenaga ekstra sebagai konsekuensi dari perbaikan 

ulang produk. Oleh karena itu, perlu adanya pengendalian mutu di dalam sebuah 

proses produksi. 

Bagan kendali adalah salah satu teknik pengendalian mutu yang sering 

digunakan. Bagan ini memplot rata-rata pengukuran suatu karakteristik mutu 

sampel yang diambil dari  proses produksi berdasarkan urutan proses produksi. 

Sampel yang diambil berdasarkan urutan proses produksi tersebut harus rasional 

mewakili proses produksi, yang selanjutnya disebut dengan subgrup. Dari plot 

rata-rata karakteristik mutu tersebut variabilitas  mutu produksi dapat 

dikendalikan.  

Bagan kendali mempunyai sebuah center line (CL), upper control limit 

(UCL) dan lower control limit (LCL). Center line merepresentasikan nilai dimana 

seharusnya rata-rata karakteristik mutu proses berada, jika tidak terdapat sumber 

variabilitas yang tidak biasa. Dengan demikian, bagan kendali merupakan sebuah 

teknik pemantauan rata-rata proses yang sangat berguna karena keberadaan 

sumber variabilitas dapat terdeteksi langsung dengan adanya sinyal berupa rata-

rata karakterisitik mutu sampel yang terplot berada di luar batas-batas kendali.  

Walter A. Shewhart telah memperkenalkan sebuah konsep bagan kendali 

statistika yang dapat membuat proses pengendalian mutu berjalan efektif, yang 

dikenal dengan bagan kendali Shewhart. Bagan ini dibuat dengan asumsi bahwa 

sampel yang diambil dari sebuah proses produksi mempunyai distribusi normal. 

Jika asumsi kenormalan ini terpenuhi, maka mean sampel ���� dapat digunakan 

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA UI, 2012
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sebagai penaksir untuk mean proses ��� dan standar deviasi sampel (S) digunakan 

sebagai penaksir untuk standar deviasi proses ���.  

Namun, jika terdapat outlier pada sampel dimana outlier tersebut bukan 

merupakan kesalahan sehingga akan mengakibatkan terjadinya penyimpangan 

pada asumsi distribusi normal, maka mean dan standar deviasi sampel tidak lagi 

menjadi penaksir yang baik untuk mean dan standar deviasi proses. Oleh karena 

itu, jika asumsi kenormalan sedikit menyimpang, maka diperlukan bagan kendali 

alternatif dengan penaksir-penaksir yang lebih robust. 

Pada tugas akhir ini, akan dibahas tentang bagan kendali yang dapat 

digunakan sebagai alternatif untuk bagan kendali Shewhart ketika asumsi 

kenormalan pada sampel menyimpang, yaitu bagan kendali median dan median 

absolute deviation (MDMAD). Bagan kendali MDMAD adalah modifikasi dari 

bagan kendali Shewhart yang dapat digunakan untuk mengawasi mean dan 

standar deviasi proses. Bagan kendali MDMAD menggunakan median sampel 

sebagai penaksir yang robust untuk mean proses dan menggunakan median 

absolute deviation sampel sebagai penaksir yang robust untuk standar deviasi 

proses. Dengan menggunakan kedua penaksir robust ini, akan dibuat suatu bagan 

kendali alternatif untuk bagan kendali Shewhart, yaitu bagan kendali �����	� 

untuk mengawasi mean proses dan bagan kendali 
���	� untuk mengawasi 

standar deviasi proses.  

 

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup Masalah 

Perumusan masalah yang diajukan pada tugas akhir ini adalah: 

1. Bagaimana cara menentukan penaksir robust untuk mean proses dan standar 

deviasi proses? 

2. Bagaimana cara membuat bagan kendali �����	� untuk mengawasi mean 

proses? 

3. Bagaimana cara membuat bagan kendali 
���	� untuk mengawasi standar 

deviasi proses? 

Ruang lingkup masalah yang digunakan dalam tugas akhir ini dibatasi pada 

karakteristik mutu yang digunakan hanya terdiri dari satu peubah. 
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1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan 

Jenis penelitian yang digunakan dalam pembuatan tugas akhir ini adalah 

studi literatur. Sedangkan metode yang digunakan untuk menaksir mean dan 

standar deviasi proses pada bagan kendali median dan median absolute deviation 

(MDMAD) adalah metode robust.  

 

1.4 Tujuan Penulisan 

Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah: 

1. Menjelaskan prosedur untuk mendapatkan penaksir robust untuk mean proses 

dan standar deviasi proses    

2. Menjelaskan prosedur pembuatan bagan kendali �����	� untuk mengawasi 

mean proses 

3. Menjelaskan prosedur pembuatan bagan kendali 
���	� untuk mengawasi 

standar deviasi proses   
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 BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

2.1 Percobaan Acak dan Ruang Sampel 

Misalkan terdapat suatu percobaan, hasilnya tidak dapat diprediksi dengan 

pasti. Percobaan acak adalah suatu percobaan yang dilakukan berulang kali dan di 

dalam kondisi yang sama. Ruang sampel adalah koleksi dari semua hasil yang 

mungkin dari suatu percobaan acak.  

 

2.2 Fungsi Himpunan Probabilitas 

MisalkanC  menyatakan himpunan dari semua hasil yang mungkin dari 

suatu percobaan acak, atau disebut ruang sampel. Berikut akan didefinisikan 

fungsi himpunan P sedemikian sehingga jika � �C , maka P(C) menyatakan 

probabilitas bahwa hasil dari suatu percobaan acak berada di C. Dengan demikian 

maka fungsi himpunan P adalah suatu fungsi yang didefinisikan dari power set C 

(notasi PC ) ke interval [0,1] atau dapat ditulis 

�: PC  → [0,1] 

      C  P(C). 

Apabila fungsi P di atas memenuhi sifat-sifat berikut ini: 

a) P(C) ≥ 0 

b) ���� � �� � �	 � … � � ����� 
 ����� 
 ���	� 
 �, dimana himpunan-

himpunan Ci, i=1, 2, 3, …, adalah saling lepas, yaitu �� � �� � �, � � � 
c) P(C) = 1, 

maka P disebut fungsi himpunan probabilitas.  

Untuk setiap subhimpunan C dari C , bilangan P(C) disebut probabilitas 

bahwa hasil dari percobaan acak adalah elemen dari himpunan C, atau 

probabilitas kejadian C.  

Suatu fungsi himpunan probabilitas memberitahukan bagaimana 

probabilitas didistribusikan terhadap berbagai subhimpunan C dari suatu ruang 

sampel C. Dalam hal ini disebut distribusi probabilitas.  
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Beberapa sifat dari suatu fungsi himpunan probabilitas adalah: 

1. Untuk setiap � � C, P(C) = 1 - P(C*), C* �  �=  C 

2. Probabilitas dari himpunan kosong adalah nol, yaitu ���� � 0 

3. Jika C1 dan C2 adalah subhimpunan-subhimpunan dari C sedemikian sehingga 

�� � ��, maka P(C1) ≤ P(C2) 

4. Untuk setiap � � C, 0 ≤ P(C) ≤ 1 

5. Jika C1 dan C2 adalah subhimpunan-subhimpunan dari C, maka 

���� � ��� � ����� 
 ����� � ���� � ��� 

 

2.3 Probabilitas Bersyarat 

Pada beberapa percobaan acak, misalkan ingin diselidiki hasil-hasil yang 

merupakan elemen-elemen dari suatu subset C1, dimana C1 subset dari C. Ini 

berarti bahwa ruang sampel yang efektif adalah C1. Untuk selanjutnya, akan 

didefinisikan suatu fungsi himpunan probabilitas dengan C1 sebagai ruang sampel 

baru. 

Misalkan fungsi himpunan probabilitas P(C) didefinisikan pada ruang 

sampel C dan misalkan C1 adalah subset dari C sedemikian sehingga P(C1) > 0. 

Karena yang ingin diperhatikan selanjutnya adalah hasil percobaan acak yang 

merupakan elemen dari C1, berarti disini C1 adalah ruang sampel baru. Ambil C2 

adalah subset lain dari C. Relatif terhadap ruang sampel baru, akan didefinisikan 

probabilitas dari kejadian C2. Probabilitas ini disebut probabilitas bersyarat dari 

C2 relatif terhadap kejadian C1, atau probabilitas bersyarat dari C2 diberikan C1, 

yang dinotasikan sebagai P(C2|C1).  Karena C1 sekarang adalah ruang sampel 

yang baru, maka elemen-elemen C2 yang berhubungan dengan ini hanya elemen-

elemen C2 yang juga merupakan elemen-elemen dari C1, yaitu elemen-elemen dari 

C1∩C2. 
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P(C2|C1) didefinisikan sedemikian sehingga P(C1|C1) = 1 dan  

P(C2|C1) = P(C1∩C2|C1). Dalam hal ini 

���� � ��|�������|��� � ���� � ��������  

Berarti  

����|��� � ���� � ��������  

Ini merupakan definisi dari probabilitas bersyarat kejadian C2 diberikan C1, 

dengan syarat P(C1) > 0.  

Beberapa sifat dari probabilitas bersyarat adalah: 

1. P(C2|C1) ≥ 0 

2. ���� � �	 � … |��� � ����|��� 
 ���	|��� 
 �, 

dimana C2, C3,… merupakan himpunan-himpunan yang saling lepas 

3. P(C1|C1) = 1. 

 

Teorema Bayes 

Misalkan kejadian-kejadian C1, C2, …, Ck adalah subset-subset dari ruang 

sampel C. Apabila C1, C2, …, Ck tidak saling beririsan, maka C1, C2, …, Ck 

disebut kejadian saling lepas atau mutually exclusive events. Jika berlaku  

P(C1) + P(C2) + … + P(Ck) = 1, maka C1, C2, …, Ck disebut mutually 

exclusive events and exhaustive. 

Misalkan terdapat suatu kejadian C di ruang sampel C, sedemikian sehingga 

� � �� � ��� � �� � ��� � … � �� � ��� dimana �� � ���, �� � ���, … , �� � ��� 

saling lepas. Artinya, berlaku bahwa 

���� � ��� � ��� 
 ��� � ��� 
 � 
 ��� � ���. 
Dari penjelasan sebelumnya, telah diketahui bahwa 

��� � ��� � ��������|���, i = 1,2, …, k. Dengan demikian, maka P(C) dapat 

ditulis menjadi 

  ���� � ��������|��� 
 ��������|��� 
 � 
 ��������|��� 

           �∑ ��������|�������  

Persamaan di atas disebut hukum probabilitas total.  
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Selanjutnya, misalkan P(C) > 0. Dari definisi probabilitas bersyarat dan 

dengan menggunakan hukum probabilitas total diperoleh 

����|� � ��� � �� ���� � ���� ���|�� 
 ∑ ��������|�������  

Persamaan di atas disebut dengan Teorema Bayes. 

 

2.4 Peubah Acak 

Berikut ini diberikan definisi dari peubah acak. 

Definisi 2.2 

Perhatikan suatu percobaan acak dengan ruang sampel C. Suatu fungsi X, 

yang memetakan setiap elemen ! " C satu dan hanya satu bilangan riil X(c) = x, 

disebut peubah acak.  

(Hogg and Craig: 1995) 

Ruang nilai dari peubah acak X adalah himpunan dari bilangan-bilangan riil  

A = {  #|# � $�!�, ! " C}. 

 

2.5 Fungsi Kepadatan Probabilitas 

Misalkan X menyatakan suatu peubah acak dengan ruang nilai satu dimensi 

A. Misalkan A  berisi nilai-nilai bilangan yang terhitung, maka ruang A disebut 

himpunan diskrit dari nilai-nilai. Tetapi sebaliknya, jika A berisi nilai-nilai 

bilangan yang tidak terhitung, maka ruang A disebut himpunan kontinu dari nilai-

nilai. 

Untuk kasus diskrit, misalkan X menyatakan peubah acak dengan ruang satu 

dimensi A, yang memuat titik-titik bilangan yang terhitung. Misalkan f(x) adalah 

suatu fungsi sedemikian sehingga f(x) ≥ 0, # " %, dan ΣA  f(x) = 1.  

Ketika suatu fungsi himpunan probabilitas P(A),& � A, dapat dinyatakan 

dalam bentuk   

P(A)� �'�$ " &� � ΣA  f(x),      (2.1) 

maka X disebut sebagai peubah acak tipe diskrit dan f(x) disebut sebagai fungsi 

kepadatan probabilitas (probability density function (pdf)) dari X.  
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Untuk kasus kontinu, misalkan X menyatakan peubah acak dengan ruang 

satu dimensi A, yang memuat suatu interval atau gabungan dari interval-interval. 

Misalkan f(x) adalah suatu fungsi sedemikian sehingga f(x) ≥ 0, # " %, dan  

∫A   f(x)dx = 1. 

Ketika suatu fungsi himpunan probabilitas P(A),& � A, dapat dinyatakan 

dalam bentuk  

P(A)� �'�$ " &� � ∫A  f(x)dx,      (2.2) 

maka X disebut peubah acak tipe kontinu dan f(x) disebut fungsi kepadatan 

probabilitas (probability density function (pdf)) dari X. 

 

2.6 Fungsi Distribusi  

Misalkan peubah acak X mempunyai suatu fungsi himpunan probabilitas 

P(A), dimana A adalah himpunan satu dimensi.  

Ambil bilangan riil x dan perhatikan himpunan A yang merupakan 

himpunan yang tidak terbatas dari -∞ sampai x, termasuk titik x itu sendiri. Untuk 

setiap himpunan A yang demikian, diperoleh P(A)� �'�$ " &� � �'�$ ( #�. 

Probabilitas ini bergantung pada nilai x, yaitu, probabilitas ini adalah fungsi dari x. 

Fungsi nilai ini dinyatakan dengan 

    )�#� � �'�$ ( #�.        (2.3) 

Fungsi F(x) dikenal dengan sebutan fungsi distribusi, atau fungsi distribusi 

kumulatif (cumulative distribution function (cdf)) dari peubah acak X.  

Misalkan pdf dari X adalah f(x) maka fungsi distribusi dari X adalah untuk X 

peubah acak diskrit: 

 )�#� � �'�$ ( #� � ∑ *�+�,-. .             (2.4) 

untuk X peubah acak kontinu: 

 )�#� � �'�$ ( #� � / *�+�0+.12 , sehingga )3�#� � *�#�.     (2.5) 
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Berikut diberikan sifat-sifat dari suatu fungsi distribusi: 

1. 0 ≤ F(x) ≤ 1 

2. F(x) merupakan fungsi tidak turun 

3. F(∞) = 1 dan F(-∞) = 0 

4. F(x) kontinu kanan. 

 

2.7 Ekspektasi dari Peubah Acak 

Misalkan X adalah suatu peubah acak yang mempunyai pdf f(x) sedemikian 

sehingga dimiliki kekonvergenan absolut, dalam kasus diskrit, 

∑ |#|*�#�.  konvergen ke suatu batas berhingga, 

atau, dalam kasus kontinu, 

 / |#|*�#�0#212  konvergen ke suatu batas berhingga. 

Ekspektasi dari suatu peubah acak adalah  

4�$� � ∑ #*�#�. , dalam kasus diskrit, atau             (2.6) 

         4�$� � / #*�#�0#212 , dalam kasus kontinu.                       (2.7) 

Ekspektasi E(X) disebut juga sebagai ekspektasi matematika dari X atau 

nilai harapan dari X.  

Perhatikan suatu peubah acak X dengan ruang nilai A. Misalkan fungsi dari 

peubah acak X adalah Y = u(X). Misalkan X merupakan peubah acak yang bertipe 

kontinu dan y = u(x) merupakan fungsi kontinu naik dari X dengan invers 

fungsinya x = w(y), yang juga merupakan fungsi naik. Jadi, Y adalah suatu peubah 

acak dan fungsi distribusinya adalah 

5�6� � �'�7 ( 6� � �'89�$� ( 6: � �'8$ ( +�6�: � / *�#�0#,�;�
12   

dimana  f(x) adalah pdf dari X. 

Dengan salah satu bentuk dari Teorema Dasar Kalkulus, 

<�6� � 5 ′�6� � *8+�6�:+ ′�6�,     6 "B    (2.8) 

            � 0                                                       , lainnya,                                 

dimana  B={y | y=u(x), x" A }. 
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Dengan definisi, nilai harapan nilai harapan dari Y adalah 

    4�7� � / 6<�6�06212 .     (2.9) 

 Dengan menggunakan teknik perubahan variabel dari integrasi melalui 

y=u(x) atau, secara ekivalen, x=w(y). Karena 

     
=.
=; � +3�6� > 0     (2.10) 

maka diperoleh 

 4�7� � / 6<�6�06212  

           � / 9�#�<89�#�: �
,?8@�.�: 0#212  

           � / 9�#�*�#�0#212 .        (2.11) 

Hal ini benar secara umum dan juga tidak ada perbedaan apakah X peubah 

acak bertipe diskrit atau kontinu dan Y=u(X) tidak harus merupakan fungsi naik 

dari X. Jadi, Y = u(X) mempunyai ekspektasi, dapat diperoleh dari (2.11) bahwa  

 489�$�: � / 9�#�*�#�0#212 , untuk kasus kontinu, dan     (2.12) 

 489�$�: � ∑ 9�#�*�#�,.  untuk kasus diskrit.     (2.13) 

 

Berikut ini diberikan beberapa sifat dari ekspektasi matematika: 

1. Jika k adalah sebuah konstanta, maka E(k)=k 

2. Jika k adalah sebuah konstanta dan V adalah suatu peubah acak, maka 

E(kV)=kE(V) 

3. Jika k1, k2, …, km adalah konstanta-konstanta dan V1, V2, …, Vm adalah peubah-

peubah acak, maka E(k1V1 + k2V2 +…+kmVm) = k1E(V1) + k2E(V2) 

+…+kmE(Vm). 
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2.8 Variansi  

Misalkan X adalah suatu peubah acak yang mempunyai pdf f(x). Variansi 

dari suatu peubah acak X adalah suatu ekspektasi matematika dari (X-µ)2, dengan 

µ=E(X). 

AB'�$� � 48�$ � C��: 
               � 4�$� � 2C$ 
 C�� 

               � 4�$�� � 4�2C$� 
 4�C�� 
               � 4�$�� � 2C4�$� 
 4�C�� 
               � 4�$�� � C� 

    � 4�$�� � 84�$�:�         (2.14) 

 

2.9 Distribusi Bivariat 

 Pada bagian ini akan diijelaskan beberapa bagian, yaitu mengenai 

distribusi-distribusi dari dua peubah acak dan distribusi bersyarat. 

 

2.9.1 Fungsi Kepadatan Probabilitas 

Definisi 2.3 

Diberikan suatu percobaan acak dengan ruang sampel C. Perhatikan dua 

peubah acak X1 dan X2, yang memetakan setiap elemen c dari C  ke satu dan 

hanya satu pasangan terurut dari bilangan-bilangan X1(c)=x1, X2(c)=x2. Ruang 

dari X1 dan X2 merupakan himpunan dari pasangan-pasangan terurut  

A  ={ (x1,x2) | x1=X1(c), x2=X2(c), c "C }.  

Misalkan A  merupakan ruang yang dihubungkan dengan dua peubah acak 

X1 dan X2, dan misalkan A adalah subhimpunan dari  A. Probabilitas dari kejadian 

A dinyatakan dengan Pr[(X1, X2) " A]. Ambil C={c |c"C dan Pr[X1(c), X2(c)"A]}, 

dimana C adalah ruang sampel. Kemudian didefinisikan Pr[(X1, X2) " A] = P(C), 

dimana P adalah fungsi himpunan probabilitas yang didefinisikan untuk 

subhimpunan-subhimpunan C dari C. Pr[(X1, X2) " A] dapat dinyatakan dengan 

fungsi himpunan probabilitas �EF,EG�&�, atau yang lebih dikenal, ditulis 

P(A) = Pr[(X1, X2) " A].    (2.15) 
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Notasi dari pdf dari peubah acak X dapat diperluas untuk notasi dari pdf  

dari peubah-peubah acak bivariat. Di bawah batasan-batasan tertentu pada ruang 

A dan fungsi pada A, dua peubah acak X dan Y disebut berdistribusi probabilitas 

tipe diskrit atau kontinu, dan mempunyai distribusi sesuai tipenya, berdasarkan 

fungsi himpunan probabilitas ��&�, & � A, dapat dinyatakan sebagai 

P(A) = Pr[(X1, X2) " A] =ΣΣA f(x,y),       (2.16) 

atau sebagai 

P(A) = Pr[(X1, X2) " A] = ∫∫A  f(x,y)dxdy.      (2.17) 

Dalam kedua kasus, f(x,y) disebut pdf dari peubah-peubah acak X dan Y. 

Untuk setiap kasus, P(A) = 1. 

Definisi dari suatu pdf  f(x,y) dapat diperluas pada keseluruhan bidang-xy 

dengan menggunakan “nol untuk yang lainnya”. Setelah ini dilakukan, gantikan 

∫∫A  f(x,y)dxdy   dengan  / / *�#, 6�0#06212212 ,    (2.18) 

untuk kasus kontinu, dan untuk kasus diskrit adalah 

ΣΣ A  f(x,y)  dengan  Σy Σx f(x,y).     (2.19) 

Fungsi f untuk dua peubah acak ini, pada dasarnya memenuhi kondisi-

kondisi untuk menjadi suatu  pdf  jika: 

(a) *�#, 6� H 0,     #, 6 " %  

(b) untuk kasus kontinu  ∫∫A  f(x,y)dxdy=1, dan untuk kasus diskret ΣΣ A  f(x,y)=1.  

 

2.9.2 Fungsi Distribusi 

 Misalkan peubah-peubah acak X danY mempunyai fungsi himpunan 

probabilitas P(A), dimana A adalah himpunan {(u,v) | u ≤ x, v ≤ y} yang tidak 

terbatas, dimana x dan y adalah bilangan-bilangan riil, maka 

P(A) = Pr[(X, Y) " A] = Pr(X ≤ x, Y ≤ y).      (2.20) 

Fungsi pada titik (x,y) ini disebut fungsi distribusi dari peubah acak X dan Y, 

dan dinyatakan oleh  

F(x,y) = (X ≤ x, Y ≤ y).                 (2.21) 
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Jika X dan Y adalah peubah-peubah acak yang berdistribusi probabilitas 

kontinu yang mempunyai pdf f(x,y), maka  

 )�#, 6� � / / *�9, I�090I.12;12 ,       (2.22) 

Sehingga, pada titik-titik kontinuitas dari f(x, y), 

JGK�.,;�
J.J; � *�#, 6�        (2.23) 

Dalam setiap kasus,  

�'�B L $ ( M, ! L 7 ( 0� � )�M, 0� � )�M, !� � )�B, 0� 
 )�B, !�,     (2.24) 

untuk setiap konstanta riil a < b, c < d. 

 

2.9.3 Fungsi Kepadatan Probabilitas Marjinal 

Misalkan f(x1, x2) adalah pdf dari peubah-peubah acak X1 dan X2. Untuk 

selanjutnya, dalam rangka penekanan dan penjelasan, pdf atau fungsi distribusi 

dari peubah acak yang lebih dari satu akan disebut pdf bersama atau disebut fungsi 

distribusi bersama. Jadi, f(x1, x2) adalah pdf bersama dari peubah-peubah acak X1 

dan X2. 

Perhatikan kejadian a < X1 < b, a < b. Kejadian ini dapat terjadi jika dan 

hanya jika kejadian a<X1<b, -∞<X2<∞ terjadi, yaitu, kedua kejadian ekivalen, 

sehingga probabilitasnya sama. Probabilitas dari a<X1<b, -∞<X2<∞ didefinisikan 

oleh 

�'�B L $� L M, �∞ L $� L ∞� � / / *�#�, #��0#�212 0#�OP             (2.25) 

untuk kasus kontinu, dan  

�'�B L $� L M, �∞ L $� L ∞� � ∑ ∑ *�#�, #��.GPQ.FQO     (2.26) 

untuk kasus diskrit. Masing-masing dari  

 / *�#�, #��0#�212  dan  ∑ *�#�, #��.G       (2.27) 

adalah fungsi dari x1 saja, sebut f1(x1).  

Jadi, untuk setiap a < b, diperoleh 

�'�B L $� L M� � / *��#��0#�OP ,  untuk kasus kontinu,                (2.28) 

�'�B L $� L M� � ∑ *��#��PQ.FQO , untuk kasus diskrit.                (2.29) 

 

Sehingga f1(x1) adalah pdf dari X1 saja. Fungsi f1(x1) ini disebut dengan pdf  

marjinal dari X1.  
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Begitu juga untuk X2, 

*��#�� � / *�#�, #��0#�212 , untuk kasus kontinu,     (2.30) 

*��#�� � ∑ *�#�, #��.F ,  untuk kasus diskrit,      (2.31) 

adalah  pdf  marjinal dari X2. 

 

2.9.4 Distribusi Bersyarat 

Misalkan X1 dan X2 adalah peubah acak tipe diskrit yang mempunyai pdf  

bersama f(x1, x2), dimana f(x1, x2) > 0 untuk (x1. x2) " A dan bernilai nol untuk 

lainnya. Misalkan f1(x1) adalah pdf marjinal dari X1 dan f2(x2) adalah pdf marjinal 

dari X2. Ambil himpunan &� � R�#�, #��|#� � #�3 , �∞ L #� L ∞S, dimana #�3  
adalah suatu nilai dari X1 T ��&�� � �'�$� � #�3 � � *��#�3 � > 0. Ambil 

himpunan &� � R�#�, #��| � ∞ L #� L ∞, #� � #�3 S. Maka probabilitas bersyarat 

A2 diberikan A1 adalah 

��&�|&�� � ��&� � &����&�� � �'�$� � #�3 , $� � #�3 ��'�$� � #�3 � � *�#�3 , #�3 �*��#�3 � ,  
dimana *��#�3 � > 0.  

 Sehingga, jika (x1, x2) merupakan suatu titik dimana f1(x1) > 0, maka 

probabilitas bersyarat bahwa X2 = x2, diberikan X1 = x1 adalah 

*�#�|#�� � *�#�, #��*��#��  . 
Dengan x1 tetap, dan dengan f1(x1) > 0, maka fungsi dari x1 ini memenuhi 

syarat-syarat untuk menjadi suatu pdf dari suatu peubah acak X2 jenis diskrit, 

karena: 

1. *�#�|#�� � Z�.F,.G�
ZF�.F� H 0 

2. ∑ Z�.F,.G�
ZF�.F�.G � �

ZF�.F� ∑ *�#�, #��.G � ZF�.F�
ZF�.F� � 1. 
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Setelah didefinisikan notasi untuk  f(x2|x1) dengan hubungan: 

*�#�|#�� � Z�.F,.G�
ZF�.F�  untuk  f1(x1) > 0, yang disebut dengan pdf bersyarat dari 

peubah acak tipe diskrit X2 diberikan peubah acak tipe diskrit X1 = x1. Dengan 

cara yang sama, notasi f(x1|x2) didefinisikan dengan hubungan: *�#�|#�� � Z�.F,.G�
ZG�.G�  

, f2(x2) > 0 dan disebut pdf bersyarat dari peubah acak tipe diskrit X1 diberikan 

peubah acak tipe diskrit X2 = x2. 

Selanjutnya, misalkan X1 dan X2 menyatakan peubah acak-peubah acak tipe 

kontinu yang mempunyai pdf  bersama f(x1, x2), dan pdf marjinal masing-masing 

f1(x1) dan f2(x2). Fungsi kepadatan probabilitas (pdf) bersyarat untuk peubah acak 

tipe kontinu X2 diberikan peubah acak kontinu X1 = x1 didefinisikan dengan 

hubungan 

*�#�|#�� � *�#�, #��*��#�� . 
dalam hubungan ini, x1 dianggap mempunyai nilai tertentu dimana f1(x1) > 0.   

f(x2|x1) mempunyai sifat-sifat pdf tipe kontinu dengan satu peubah acak 

dan disebut pdf bersyarat tipe kontinu dari peubah acak X2 diberikan peubah acak 

tipe kontinu X1 = x1, karena: 

1. *�#�|#�� H 0 

2. *�#�|#�� � Z�.F,.G�
ZF�.F� ,      *��#�� > 0,     *�#�, #�� H 0 

3. / *�#�|#��0#�212 � / Z�.F,.G�
ZF�.F� 0#�212 � �

ZF�.F� / *�#�, #��0#�212 � ZF�.F�
ZF�.F� � 1. 

Jika f2(x2) > 0, pdf bersyarat dari peubah acak tipe kontinu X1 diberikan 

peubah acak tipe kontinu X2 = x2, didefinisikan sebagai 

*�#�|#�� � *�#�, #��*��#�� , *��#�� > 0. 
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f(x1|x2) mempunyai sifat-sifat pdf tipe kontinu dengan satu peubah acak dan 

disebut pdf bersyarat tipe kontinu dari peubah acak X1 diberikan peubah acak tipe 

kontinu X2 = x2, karena: 

1. *�#�|#�� H 0 

2. *�#�|#�� � Z�.F,.G�
ZG�.G� ,      *��#�� > 0,     *�#�, #�� H 0 

3. / *�#�|#��0#�212 � / Z�.F,.G�
ZG�.G� 0#�212 � �

ZG�.G� / *�#�, #��0#�212 � ZG�.G�
ZG�.G� � 1. 

Karena f(x1|x2) dan f(x2|x1) masing-masing merupakan suatu pdf dari satu 

peubah acak (baik tipe diskrit maupun kontinu), maka masing-masing mempunyai 

semua sifat-sifat dari suatu pdf . Dengan demikian, dapat dihitung probabilitas dan 

ekspektasi matematikanya sebagai berikut: 

Untuk peubah acak tipe kontinu: 

�'�B L $� L M|$� � #�� � \ *�#�|#��0#�
O

P  

disebut probabilitas bersyarat bahwa B L $� L M diberikan X1 = x1. 

Dengan cara yang sama, probabilitas bersyarat bahwa ! L $� L 0 diberikan 

X2 = x2, adalah 

�'�! L $� L 0|$� � #�� � \ *�#�|#��0#�
=

] . 
Jika u(X2) adalah suatu fungsi dari X2, maka  

4�9�$��|#�� � \ 9�#��*�#�|#��0#�
2

12  

disebut ekspektasi bersyarat dari u(X2) diberikan X1 = x1. 

Ekspektasi khusus: 

• E(X2|x1) adalah mean dari pdf  bersyarat dari X2 diberikan X1 = x1 

• E{[ X2 – E(X2|x1)]
2|x1} adalah variansi dari pdf  bersyarat dari X2 diberikan  

 X1 = x1, dan dapat dinotasikan dengan Var(X2| x1) 
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Untuk selanjutnya, 4�$�|#�� disebut mean bersyarat dari X2 diberikan X1 = 

x1. Sedangkan Var(X2| x1) disebut variansi bersyarat dari  X2 diberikan X1 = x1 dan 

dapat ditulis sebagai berikut  

Var(X2| x1) = E(X2
2|x1) – [E(X2|x1)]

2. 

Dengan cara yang sama, ekspektasi bersyarat dari u(X1) diberikan X2 = x2 

adalah 

4�9�$��|$� � #�� � \ 9�#��*�#�|#��0#�
2

12 . 
Untuk peubah acak tipe diskret, probabilitas bersyarat dan ekspektasi 

bersyaratnya dihitung dengan cara analog dengan peubah acak tipe kontinu, 

namun menggunakan sumasi sebagai pengganti integral. 

(Hogg and Craig: 1995) 

 

2.10 Distribusi Normal 

Definisi 2.4  

Sebuah peubah acak kontinu X dikatakan mempunyai suatu distribusi 

normal jika pdf-nya adalah  

  *�#� � �
^√�` a#b c� �

� d.1e
^ f�g ,         � ∞ L # L ∞,    (2.32) 

dimana C dan h� adalah mean dan variansi dari X. Selanjutnya, X dikatakan 

mempunyai suatu distribusi i�C, h��. 

(Hogg, McKean and Craig: 2005) 

 Mean C dari i�C, h�� disebut parameter lokasi karena perubahan nilainya 

mengakibatkan perubahan lokasi dari posisi tengah (middle) dari pdf normal, 

maksudnya, bentuk grafik dari pdf normal tersebut tidak berubah melainkan hanya 

ada suatu pergeseran pada lokasinya. Standar deviasi h dari i�C, h�� disebut 

parameter skala karena perubahan nilainya dapat mengubah penyebaran 

distribusinya. Maksudnya, sebuah nilai yang kecil dari h mengakibatkan bentuk 

grafik dari pdf normal menjadi tinggi dan curam, sedangkan nilai yang besar dari 

h akan membuat bentuk grafiknya lebih menyebar dan landai. Berapapun nilai 

dari C dan h, bentuk grafik dari pdf normal akan menyerupai lonceng atau bell-

shape.  
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2.11 Distribusi Campuran (Mixture Distribution) 

Teorema 2.5 

Misalkan X adalah peubah acak yang bergantung pada parameter j  yang 

merupakan nilai dari suatu peubah acak Λ dengan pdf *Λ�j�. Fungsi probabilitas 

bersyarat dari X diberikan Λ� j adalah *k|Λ�#|j�. Maka distribusi campuran 

(mixture distribution) didefinisikan sebagai berikut: 

   *k�#� � / *k|Λ�#|j�*Λ�j�0jl"Λ ,     (2.33) 

dengan distribusi dari Λ disebut sebagai distribusi pencampur (mixing 

distribution).  

Fungsi distribusi campuran dapat dibentuk dari  

)E�#� � \ \ *k|Λ�6|j�*Λ�j�0j
l"Λ

06.
12     

           � \ m\ *k|Λ�6|j�06.
12 n

l"Λ
 *Λ�j�0j 

� \ )k|Λ�#|j�*Λ�j�0j
l"Λ

.      
Moment ke-k dari distribusi campuran ini adalah 

4�$�� � 484�$�|Λ�: 
dan, secara khusus, bentuk variansinya adalah 

AB'�$� � 48AB'�$|Λ�: 
 AB'84�$|Λ�:. 
(A. Klugman, Harry H. Panjer and Gordon E. Willmot: 2004)  

 

Bukti: 

Karena X mempunyai pdf *k|Λ�#|j�, dimana j adalah parameter dari X dan 

karena Λ mempunyai pdf *Λ�j�. Maka pdf marginal dari X adalah  

• jika Λ peubah acak kontinu 

*k�#� � \ *k|Λ�#|j�*Λ�j�0j
l"o
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• jika Λ peubah acak diskrit 

*k�#� � p *k|Λ�#|j�*Λ�j�
l"o

 

Dengan kata lain, *k�#� dapat dinyatakan dalam bentuk ekspektasi sebagai 

berikut  

*k�#� � 4Λ d*k|Λ�#|Λ�f 

dimana subskrip Λ pada E mengindikasikan bahwa peubah acaknya adalah Λ.  
Dengan demikian, moment ke-k d4�$��f adalah 

• ji ka Λ peubah acak kontinu 

4�$�� � \ \ #�*k|Λ�#|j�*Λ�j� 0j 
l"o

0#
2

12
 

4�$�� � \ q \ #�*k|Λ�#|j�0#
2

12
r *Λ�j�0j 

l"o
 

4�$�� � \ 4�$�|j�*Λ�j�0j 
l"o

 

     4�$�� � 484�$�|Λ�:.       (2.34) 

• ji ka Λ peubah acak diskrit 

4�$�� � p p #�*k|Λ�#|j�*Λ�j�
l"o.

 

4�$�� � p qp #�*k|Λ�#|j�
l"o

r *Λ�j�
.

 

4�$�� � p 4�$�|j�*Λ�j�
.

 

     4�$�� � 484�$�|Λ�:.       (2.35) 

 

Sehingga, nilai variansi AB'�$� adalah 

AB'�$� � 4�$�� � R4�$�S� 

               � 484�$�|Λ�: � R484�$|Λ�:S� 

               � 4RAB'�$|Λ� 
 84�$|Λ�:�S � R484�$|Λ�:S� 

               � 48AB'�$|Λ�: 
 AB'84�$|Λ�: 
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Definisi 2.6  

Sebuah peubah acak Y adalah suatu campuran k-titik (k-point mixture) dari 

peubah acak X1, X2, …, Xk jika fungsi distribusinya berbentuk 

  )s�6� � B�)EF�6� 
 B�)EG�6� 
 � 
 B�)Et�6�    (2.34) 

dimana semua B� > 0 dan B� 
 B� 
 � 
 B� � 1. 

(A. Klugman, Harry H. Panjer and Gordon E. Willmot: 2004)  

Selanjutnya, akan dibahas salah satu bentuk khusus dari distribusi 

campuran, yaitu distribusi normal terkontaminasi (contaminated normal 

distribution). Pembahasannya dimulai dengan sebuah peubah acak yang 

terstandardisasi.   

 

2.12 Distribusi Normal Terkontaminasi (Contaminated Normal Distribution)  

Sebuah peubah acak dikatakan mempunyai distribusi normal terkontaminasi 

jika distribusinya merupakan gabungan dari dua distribusi normal dengan mean 

sama tetapi variansinya berbeda, sehingga hanya terdapat sebagian kecil nilai 

observasi yang berasal dari distribusi normal dengan variansi yang lebih besar. 

Jika proporsi banyaknya nilai observasi yang berasal dari distribusi normal 

dengan variansi yang lebih besar itu cukup kecil, maka distribusi normal 

terkontaminasi akan terlihat seperti distribusi normal dengan outlier. 

Misalkan terdapat sebuah peubah acak W yang sebagian besar observasinya 

mengikuti suatu distribusi normal standar i�0, 1� namun terkadang terlihat seolah 

mengikuti suatu distribusi normal dengan variansi yang lebih besar, yaitu 

i�0, h]�� dimana h]� > 1. Pada aplikasinya, mungkin dapat dikatakan bahwa 

sebagian besar observasi dari data tersebut “baik” namun terdapat outlier di 

dalamnya. Oleh karena itu, untuk mendapatkan distribusi yang lebih tepat dari W, 

lakukan langkah-langkah berikut ini: 

• misalkan peubah acak Z mempunyai distribusi i�0, 1� 

• misalkan u�1v adalah sebuah peubah acak diskrit yang didefinisikan sebagai  

u�1v � w1 0ax<Bx b'yMBM�z�{B| 1 � }0 0ax<Bx b'yMBM�z�{B| }.       ~ 
• misalkan � � �u�1v 
 h]��1 � u�1v�, dan asumsikan bahwa Z dan u�1v 

independen.  
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 Bila peubah acak � � �u�1v 
 h]��1 � u�1v� diperhatikan kembali, maka 

akan terlihat bahwa peubah acak u�1v digunakan sebagai penanda (indikator) 

terjadi atau tidaknya kontaminasi pada sebuah titik observasi. Misalnya, jika 

sebuah titik w telah terkontaminasi berarti u�1v � 0, sehingga sebenarnya titik 

observasi tersebut adalah + � h]�. Sebaliknya, jika w bukanlah titik yang 

terkontaminasi, maka u�1v � 1, artinya titik tersebut adalah + � �. Oleh karena 

itu, probabilitas dari W merupakan probabilitas bersyarat dari W diberikan u�1v.  

Selanjutnya akan dicari fungsi distribusi dari W. Karena probabilitas dari 

W merupakan probabilitas bersyarat dari W diberikan u�1v, dan karena 

independensi antara Z dan u�1v , maka bentuk fungsi distribusi dari W adalah 

)��+� � �8� ( +, u�1v � 1: 
 �8� ( +, u�1v � 0: 
              � �8� ( +| u�1v � 1:�8u�1v � 1:  
 �8� ( +| u�1v � 0:�8u�1v � 0: 
              � �8� ( +:�1 � }� 
 �8� ( + h]⁄ :} 

   � Φ�+��1 � }� 
 Φ�+ h]⁄ �}             (2.35) 

dimana Φ adalah cdf normal standar. 

Persamaan (2.35) menunjukkan bahwa distribusi dari W merupakan 

gabungan dari dua distribusi normal, dengan demikian dapat ditarik kesimpulan 

bahwa distribusi dari W adalah distribusi normal terkontaminasi.  

Jika formula (2.35) diturunkan terhadap w, maka akan didapat pdf dari W 

yaitu 

   *��+� � ��+��1 � }� 
 ��+ h]⁄ � v
^� ,   (2.36) 

dimana � adalah suatu pdf normal standar. 

Kemudian, karena � � �u�1v 
 h]��1 � u�1v�, maka dapat dibuktikan 

bahwa ekspektasi dan variansi dari W berturut-turut adalah 

   4��� � 0 dan AB'��� � 1 
 }�h]� � 1�.    (2.37) 

Bukti: 

a) Akan dibuktikan bahwa 4��� � 0. 

Karena � berdistribusi i�0, 1�, maka 4��� � 0 dan AB'��� � 1. Kemudian, 

karena W merupakan peubah acak yang mempunyai distribusi campuran, maka 

berdasarkan teorema 2.5, ekspektasi W merupakan ekspektasi bersyarat sebagai 

berikut  
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4��� � 484��|u�1v�: 
            � 4��|u�1v � 0���u�1v � 0� 
 4��|u�1v � 1���u�1v � 1� 

            � 4�h]����u�1v � 0� 
 4�����u�1v � 1� 

            � h]4���} 
 4����1 � }� 

4��� � 0.  
b) Akan dibuktikan bahwa AB'��� � 1 
 }�h]� � 1�. 

Karena � berdistribusi i�0, 1�, maka 4��� � 0 dan AB'��� � 1. 

AB'��� � 4���� � 84���:� 

            1 � 4���� � 80:� 

   4���� � 1. 

Kemudian, karena W berdistribusi campuran, maka berdasarkan teorema 2.5, 

momen ke-2 dari distribusi ini adalah 

4���� � 4���|u�1v� 

              � 4���|u�1v � 0���u�1v � 0� 
 4���|u�1v � 1���u�1v � 1� 

              � 4�h]������u�1v � 0� 
 4������u�1v � 1� 

              � h]�4����} 
 4�����1 � }� 

              � h]�} 
 �1 � }� 

              � 1 
 }�h]� � 1�. 
Dengan demikian, variansi dari W adalah 

AB'��� � 4���� � 84���:� 

                 � 81 
 }�h]� � 1�: � 80:� 

                 � 1 
 }�h]� � 1�. 
� Terbukti. 

 

Misalkan, terdapat suatu peubah acak baru $ � B 
 M�, dimana a dan b 

konstanta, dengan b > 0. Dengan mensubtitusi W  ke persamaan (2.35), maka 

diperoleh bahwa fungsi distribusi dari X adalah 

  )E�#� � Φ d.1P
O f �1 � }� 
Φ d.1P

O^� f },     (2.38) 

dimana distribusi ini juga merupakan suatu distribusi normal terkontaminasi atau 

distribusi campuran normal (mixture of normals). Sedangkan pdf dari X adalah 

  *E�#� � � d.1P
O f ��1v�

O 
 � d.1P
O^� f v

O^� .     (2.39) 
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Berdasarkan (2.37), mean dan variansi dari X adalah 

  4�$� � B dan AB'�$� � M��1 
 }�h]� � 1� .    (2.40) 

(Hogg, McKean and Craig: 2005) 

 

2.13 Metode Maksimum Likelihood 

Misalkan X1, X2, …, Xn adalah peubah acak – peubah acak yang tidak 

diketahui apakah saling independen dan berdistribusi identik atau tidak. Misalkan 

pdf  bersama <�#, 6, … , �; ��, ��, … , ���, ���, ��, … , ��� " � bergantung pada m 

parameter yang tidak diketahui dan �  adalah ruang parameter. Untuk selanjutnya, 

pdf  bersama dari X1, X2, …, Xn disebut fungsi likelihood, dan dinotasikan dengan 

�8��, ��, … , ��; #�, #�, … , #�: atau �8�; #�, #�, … , #�:. Misalkan terdapat fungsi 

9��$�, $�, … , $��, 9��$�, $�, … , $��, . . . , 9��$�, $�, … , $�� yang 

memaksimumkan fungsi likelihood �8�; #�, #�, … , #�:. Taksiran maksimum 

li kelihood diperoleh dengan menentukan 

��� � 9��$�, $�, … , $��, ��� � 9��$�, $�, … , $��, . . . , ��� � 9��$�, $�, … , $��  

dengan cara menyelesaikan persamaan berikut: 

� ln ������ � 0 . 
(Hogg and Craig: 1995) 

  

2.14 M-Estimator 

Untuk beberapa keluarga distribusi parametric, penaksir maksimum 

likelihood es (MLE) adalah sebuah penaksir parameter yang konsisten dan 

mempunyai variansi minimum. Namun, terkadang ditemukan kasus dimana MLE 

diperoleh, tetapi tidak dalam bentuk yang sederhana, sehingga perlu proses iterasi 

untuk mendapatkannya. Selain itu, masih terdapat permasalahan saat MLE 

diperoleh, yaitu seberapa baik MLE tersebut dapat digunakan sebagai penaksir 

ketika distribusi sebenarnya menyimpang dari distribusi yang diasumsikan. 

Dari permasalahan tersebut, munculah ide tentang metode M-estimate yang 

diperkenalkan oleh P.J Huber pada tahun 1964. M-estimate digunakan untuk 

mendapatkan penaksir yang tidak sensitif terhadap sedikit  penyimpangan asumsi 

distribusi. Oleh karena itu, penaksir yang diperoleh dengan menggunakan metode 

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA UI, 2012



24 
 

Universitas Indonesia 

ini disebut dengan robust M-estimator. Selanjutnya, akan dijelaskan M-estimator 

untuk parameter lokasi dan skala. 

 
2.14.1 M-estimator Untuk Parameter Lokasi 

Misalkan X1, X2, …, Xn adalah sampel acak dari distribusi yang mempunyai 

fungsi probabilitas *�# � ��, dimana � adalah suatu parameter lokasi sedemikian 

sehingga 

ln ���� � p ln *�#� � ���

���
� � p ��#� � ���

���
, 

dimana ��#� � � ln *�#� dan 

0 ln ����0� � � p *3�#� � ��*�#� � ��
�

���
� p ��#� � ���

���
, 

dimana �3�#� � ��#�. 

(Hogg and Craig: 1995) 

 

 Penaksir yang diperoleh dengan mencari solusi dari persamaan 

p ��#� � ���

���
� 0 

disebut robust M-estimator. Oleh sebab itu, untuk mendapatkan sebuah M-

estimator terlebih dahulu harus dipilih suatu fungsi � yang dapat menghasilkan 

penaksir yang baik untuk setiap distribusi sampel yang terambil.  

 Sekarang, perhatikan suatu fungsi ��#� � |<x�#� yang disarankan oleh 

Huber untuk dapat menghasilkan M-estimator yang baik untuk menaksir 

parameter lokasi. 

 M-estimator yang dinotasikan dengan �� ini akan didapat dengan 

menyelesaikan persamaan ∑ ��$� � ������ � 0 sebagai berikut: 

p ��$� � ���

���
� 0 

p |<x�$� � ���

���
� 0 

(2.41) 
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Misalkan didefinisikan u�# > 0� � w1 ���B # > 00 ���B # ( 0~ dan 

 u�# L 0� � w1 ���B # L 00 ���B # H 0~, maka fungsi |<x�#� dapat dinyatakan sebagai 

|<x�#� � u�# > 0� � u�# L 0� 

Sehingga persamaan (2.41) dapat dinyatakan sebagai 

p�u�$� � � > 0� � u�$� � � L 0� 
�

���
� 0 

p u�$� � � > 0��

���
� p u�$� � � L 0��

���
� 0 

#�$� > �� � #�$� L �� � 0 

 

dimana #�#�=banyaknya x, sehingga diperoleh  
    #�$� > �� � #�$� L ��.   (2.42) 

Dari persamaan (2.42) diperoleh bahwa banyaknya x dengan nilai yang lebih 

besar dari � sama dengan banyaknya x dengan nilai yang lebih kecil dari �, maka 

penaksir M-robust yang diperoleh untuk � adalah �� � �a0�Bx�$�, $�, … , $��. 

Untuk selanjutnya, �a0�Bx�$�, $�, … , $�� dinotasikan dengan MD dan pada bab 

3 akan dijelaskan bahwa MD merupakan penaksir yang robust untuk mean proses. 

 

2.14.2 Penaksir-M untuk parameter skala 

Dengan adanya fungsi Huber ���, permasalahan baru muncul, yaitu tidak 

semua solusi dapat ditemukan saat menyelesaikan persamaan ∑ ��#� � ������ �
0. Oleh karena itu, untuk menyelesaikannya, dilakukan modifikasi sebagai 

berikut: 

p � �#� � �0 �
�

���
� 0, 

dimana θ adalah parameter lokasi dan d adalah parameter skala.  
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Penaksir d yang sering digunakan adalah 

0 � �a0�Bx|#� � �a0�Bx�#��|0.6745 , 
dimana pembilang dari d merupakan penaksir skala yang disebut median absolute 

deviation  (MAD). Sedangkan penyebut dari d yaitu 0,6745 digunakan agar d 

menjadi penaksir yang dekat dengan h, ketika sampel yang diambil berasal dari 

suatu distribusi normal, seperti yang akan dijelaskan berikut ini. 

Definisikan 

 �&��#� � �&��#�, #�, … , #�� 

                               � �a0�BxR|#� � �a0�Bx�#��|S 
Jika distribusi dari x simetris, maka �a0�Bx�#�� � C, sehingga 

�&��#� � �a0�BxR|#� � C|S dan berlaku  

�'�|#� � C| ( �&��#� � 12 

�'���&��#� ( #� � C ( �&��#� � 12 
�' �� �&��#�h ( #� � Ch ( �&��#�h � � 12 

�' �� �&��#�h ( � ( �&��#�h � � 12 

Jika Z berdistribusi N(0,1), maka didapat 
 ¡¢�.�

^ � 0.6745. Sehingga, 

h£ �  ¡¢�.�
¤.¥¦§¨ � 1.4826 �&��#�.  

Untuk selanjutnya 0 � 1.4826 �&��#� � �ª=�P�|.«1�ª=�P��.«�|
¤.¥¦§¨  dinotasikan 

dengan MAD, dan pada bab 3 akan dijelaskan bahwa MAD merupakan penaksir 

yang robust  untuk standar deviasi proses. 
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2.15  Bagan Kendali Shewhart 

Dalam suatu proses produksi, walaupun telah dirancang atau dipelihara 

dengan baik, pasti terdapat variabilitas natural di dalamnya. Variabilitas natural 

ini adalah efek kumulatif yang tidak dapat dihindari, dan sering disebut dengan 

“sebab acak dari sistem stabil”. Sebuah proses produksi yang beroperasi dengan 

hanya dipengaruhi oleh variasi sebab acak dapat dikatakan sebagai proses yang 

terkendali secara statistik. Dengan kata lain, sebab acak sudah menjadi bagian 

lazim dari suatu proses produksi.  

Pada output sebuah proses, terkadang juga dipengaruhi oleh variabilitas 

jenis lain. Variabilitas jenis ini biasanya berasal dari tiga sumber yaitu pengaturan 

mesin yang salah atau tidak sesuai, kesalahan operator, atau kecacatan bahan 

material. Variabilitas jenis ini pada umumnya mempunyai andil yang lebih besar 

dalam mempengaruhi tingkat penolakan dari performa proses produksi 

dibandingkan dengan variabilitas natural. Oleh karena itu, keberadaan variabilitas 

ini harus segera diusut atau diselidiki penyebabnya agar dapat segera dihilangkan. 

Variabilitas ini sering disebut dengan “sebab terusut”. Sebuah proses yang 

beroperasi dibawah keberadaan sebab terusut dapat dikatakan sebagai proses yang 

tidak terkendali. 

Pengendalian proses statistik atau Statistical Process Control (SPC) adalah 

sekumpulan perangkat statistik yang berguna untuk mengendalikan proses 

produksi agar dapat berjalan dengan stabil dan meningkatkan kemampuan 

produksi melalui pengurangan variabilitas pada proses produksi. Salah satu 

perangkat statistik dalam prosedur SPC adalah bagan kendali (control chart). 

Bagan kendali yang paling umum dikenal adalah bagan kendali Shewhart.  

Bagan kendali Shewhart diperkenalkan pertama kali oleh Walter A. 

Shewhart pada tahun 1924.  Ide dasar dari bagan kendali Shewhart adalah 

melakukan analisis dengan mengambil sampel dari proses produksi secara 

periodik. Sampel dari proses produksi yang diambil secara periodik disebut 

dengan istilah subgrup. Kemudian, hasil pengukuran pada setiap subgrup 

digunakan untuk menghitung batas-batas kendali pada bagan yaitu garis tengah 

(CL), batas kendali atas (UCL), dan batas kendali bawah (LCL). Setelah itu, batas-

batas kendali dan hasil pengukuran dari setiap subgrup diplot bersama-sama untuk 
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diperiksa apakah terdapat sinyal out of control process yang muncul sebagai 

indikasi bahwa proses tidak terkendali secara statistik. 

Western Electric Handbook (1956) menyarankan sekumpulan aturan 

keputusan untuk mendeteksi pola nonrandom pada bagan kendali. Secara khusus, 

dia menyimpulkan bahwa sebuah proses dapat dikatakan tidak terkendali jika 

terdapat: 

1. Satu titik terplot di luar batas kendali 3σ, 

2. Dua dari tiga titik berurutan terplot di luar batas-batas kendali 2σ, 

3. Empat dari lima titik terplot pada sebuah jarak 1σ atau dekat dengan CL, 

atau 

4. Delapan titik berurutan terplot pada satu sisi dari CL. 

 Aturan-aturan ini diterapkan pada satu sisi dari CL pada satu waktu. Oleh 

sebab itu, sebuah titik yang berada di atas UCL yang diikuti dengan sebuah titik di 

bawah LCL tidak mengindikasikan sebuah sinyal bahwa proses tidak terkendali. 

Selain itu, terdapat juga beberapa kriteria tambahan yang terkadang digunakan 

untuk meningkatkan sensitifitas dari bagan kendali Shewhart terhadap pergeseran 

proses yang kecil. Beberapa aturan sensitifitas yang telah digunakan secara luas 

pada bagan kendali Shewhart terangkum dalam tabel berikut ini. 

 

Tabel 2.2 Beberapa aturan sensitifitas pada bagan kendali Shewhart 

 

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA UI, 2012



29 
 

Universitas Indonesia 

 Bagan kendali Shewhart yang biasa digunakan adalah bagan $¬­®ª,®P¯° 
untuk mengawasi mean proses dan bagan SShewhart untuk mengawasi standar  

deviasi proses. Kedua bagan ini memberikan informasi mengenai mean dan 

standar deviasi suatu proses.  

 Rumus yang digunakan untuk menghitung batas kendali pada bagan $¬ dan 

bagan S adalah 

a. Jika C dan h diketahui 

• Batas-batas kendali untuk bagan $¬ 

�� � 4�$¬� � C 

��� � C � 3hE¬ � C � 3 h
√x � C � 3

√x h 

²�� � C 
 3hE¬ � C 
 3 h
√x � C 
 3

√x h 

Dengan demikian, batas-batas kendali untuk bagan $¬ dapat ditulis sebagai 

berikut 

�� � C 

��� � C � &h 

²�� � C 
 &h 

    dimana & � 	
√� 

• Batas-batas kendali untuk bagan S 

 Karena C dan h diketahui, maka dapat dibuktikan bahwa 4�³�� � h� dan 

4�³� � !§h.  (lihat lampiran1) 

     Sehingga 

h­� � 4�³�� � 84�³�:� 

      � h� � 8!§h:� 

      � h� � !§�h� 

      � �1 � !§��h�. 
Nilai konstanta c4 bergantung pada ukuran subgroup yang tertera pada tabel di 

lampiran 2.  
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 Karena h­� � �1 � !§��h� , maka h­ � h´�1 � !§�� . 

 Oleh karena itu, 

�� � 4�³� � !§h 

��� � !§h � 3h­ � !§h � 3!¨h � �!§ � 3!¨�h 

²�� � !§h 
 3h­ � !§h 
 3!¨h � �!§ 
 3!¨�h 

 Dengan demikian, batas-batas kendali untuk bagan S dapat ditulis sebagai 

berikut 

�� � !§h 

��� � µ¨h 

²�� � µ¥h 

 dimana µ̈ � �!§ � 3!¨� dan µ¥ � �!§ 
 3!¨� 

 

b. Jika C dan h tidak diketahui 

Jika C dan h tidak diketahui, maka perlu dicari penaksir untuk parameter lokasi 

dan parameter skala. Penaksir unbiased untuk C dalam konstruksi bagan kendali 

Shewhart adalah $¬. Sedangkan penaksir unbiased untuk h adalah 
­¶
]·. 

• Batas-batas kendali untuk bagan $¬ 

�� � Ĉ � $¬ 

��� � $¬ � 3 h£
√x � $¬ � 3

√x
³¶
!§ � $¬ � 3

!§√x ³¶ 
²�� � $¬ 
 3 h£

√x � $¬ 
 3
√x

³¶
!§ � $¬ 
 3

!§√x ³¶ 
Dengan demikian, batas-batas kendali untuk bagan $¬ dapat ditulis sebagai 

berikut 

�� � $¬ 

��� � $¬ � &	³¶ 
²�� � $¬ 
 &	³¶ 
dimana &	 � 	

]·√� .  
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• Batas-batas kendali untuk bagan S 

�� � !§h£ � !§  ­¶
]· � ³¶  

��� � ³¶ � 3h­ � ³¶ � 3!¨h£ � ³¶ � 3!¨ ­¶
]· � d1 � 3 ]¹]·f ³¶ � d]·1	]¹]· f ³¶  

        � µ¨!§ ³¶ 
²�� � ³¶ 
 3h­ � ³¶ 
 3!¨h£ � ³¶ 
 3!¨ ³¶

!§ � �1 
 3 !¨!§� ³¶ � �!§ 
 3!¨!§ � ³¶ 
        � µ¥!§ ³¶ 
Dengan demikian, batas-batas kendali untuk bagan S dapat ditulis sebagai 

berikut 

�� � ³¶ 
��� � µ	³¶ 
²�� � µ§³¶ 
dimana µ	 � º¹]·  dan µ§ � º»]·  . 

(Montgomery: 2001) 
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BAB 3 

BAGAN KENDALI BERDASARKAN MEDIAN DAN 

MEDIAN ABSOLUTE DEVIATION 

  

Ketika terdapat outlier pada data yang diasumsikan berdistribusi normal 

yang diambil dari sebuah proses produksi, dimana outlier tersebut bukan 

merupakan kesalahan, maka bagan kendali Shewhart yang dibuat dari data 

tersebut tidak lagi baik untuk digunakan sebagai alat pengendali mutu secara 

statistika. Hal ini terjadi karena outlier tersebut akan mempengaruhi mean sampel ���� dan standar deviasi sampel ��� yang biasa digunakan sebagai penaksir untuk 

mean proses ��� dan standar deviasi proses ��� pada bagan kendali Shewhart, 

akibatnya batas-batas kendali pada bagan tersebut menjadi tidak valid. Oleh sebab 

itu, diperlukan bagan kendali alternatif dengan penaksir-penaksir yang robust atau 

penaksir yang tahan terhadap keberadaan outlier. 

Salah satu bagan kendali alternatif yang dapat digunakan adalah bagan 

kendali berdasarkan median dan median absolute deviation, yang selanjutnya 

disebut dengan bagan kendali MDMAD. Sesuai dengan namanya, bagan kendali 

MDMAD ini menggunakan dua penaksir robust yaitu median sampel (MD) yang 

digunakan untuk menaksir mean proses ��� dan median absolute deviation 

sampel (MAD) yang digunakan untuk menaksir standar deviasi proses ���. 

 

3.1 Penaksir Robust 

Penaksir robust adalah penaksir yang tahan terhadap keberadaan outlier, 

sehingga taksirannya tidak berubah oleh sedikit penyimpangan asumsi 

distribusinya. (Moustafa Omar: 2008) 

Penyimpangan asumsi distribusi diantaranya dapat disebabkan oleh 

adanya outlier yang bukan merupakan kesalahan atau observasi yang 

terkontaminasi.  Efek yang ditimbulkan oleh sebuah observasi yang 

terkontaminasi pada saat menaksir suatu parameter dapat diukur dengan 

menggunakan influence function dari suatu penaksir. 
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Influence Function 

Ide tentang influence function diperkenalkan oleh Hampel pada tahun 

1974, sebagai berikut: 

Misalkan ��, �
, … , �� adalah peubah acak independen, dengan fungsi 

distribusi masing-masing ��. Kemudian didefinisikan sebuah functional yaitu 

suatu fungsi dari �� yang dinotasikan dengan �����. Penaksir untuk parameter 

dari distribusi �� dapat dinyatakan dalam bentuk functional. Misalnya, mean (µ) 

dari fungsi distribusi �� dinyatakan dalam functional sebagai  

������ � � � ����
��  . 

Setelah mengetahui konsep functional, hal lain yang perlu diperhatikan 

dalam mencari influence function dari sebuah penaksir adalah efek kontaminasi ��� pada beberapa titik x yang dapat menyebabkan x seolah-olah mempunyai 

distribusi yang berbeda dengan distribusi yang diasumsikan sebelumnya. 

Distribusi dari x yang dimaksud adalah distribusi campuran yaitu ��,�. Efek 

kontaminan ��� pada x dari suatu penaksir �� diukur dengan influence function.  

 

Definisi 3.1 

Influence function dari penaksir �� pada x diberikan oleh 

����; ��� � lim#$% ����,�� & ������  

dimana ����,�� adalah notasi functional untuk penaksir dari suatu parameter � 

dibawah distribusi campuran ��,�, sedangkan ����� adalah notasi functional 

untuk penaksir dari suatu parameter � dibawah distribusi yang diasumsikan ��. 

(Dudewicz dan Mishra: 1988) 

 

Penaksir yang diharapkan adalah penaksir yang taksirannya untuk setiap x, 

pada saat data  terkontaminasi tetap dekat dengan taksiran yang dihasilkan di 

bawah distribusi yang diasumsikan. Dengan demikian, influence function dari 

penaksir robust harus merupakan fungsi yang terbatas dari x. 
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Definisi 3.2 

Penaksir �� disebut penaksir robust jika '����; ���' terbatas untuk setiap x. 

(Hogg, Mc.Kean, and Craig: 2005) 

 

Definisi 3.3 

 Sebuah fungsi (: * $ + dikatakan terbatas pada A jika terdapat sebuah 

konstanta M > 0 sedemikian sehingga |(���| - ., /� 0 *. 

(Bartle and Sherbert: 2000) 

 

 Selanjutnya akan dicari penaksir robust untuk mean proses dan standar 

deviasi proses. Penaksir yang dapat digunakan untuk menaksir mean proses 

adalah mean sampel dan median sampel, sedangkan penaksir yang digunakan 

untuk menaksir standar deviasi proses adalah standar deviasi sampel dan meadian 

absolute deviation sampel. Oleh karena itu, pencarian penaksir robust untuk mean 

proses dan standar deviasi proses dilakukan dengan membandingkan influence 

function dari empat penaksir tersebut seperti yang akan dijelaskan di bawah ini. 

 

Influence function dari mean sampel 

Misalkan X adalah sebuah peubah acak kontinu yang mempunyai fungsi 

distribusi �� dengan mean � dan variansi �
. Misalkan W  peubah acak diskrit 

yang mempunyai fungsi distribusi ∆2�3� � 40, 3 6 �1, 3 8 �9 , dan misalkan ���� 

adalah sebuah peubah acak indikator yang didefinisikan sebagai berikut: 

���� � :1 �;<=>< ?@AB>BCDCE>F 1 & �0 �;<=>< ?@AB>BCDCE>F �.       9 
Kemudian, misalkan terdapat sebuah peubah acak G � ����� H I1 & ����JK, 

dimana X, W dan ���� independen. Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa Y 

adalah peubah acak yang bergantung pada ����, karena jika ���� � 1, maka Y 

diambil dari X, dan jika ���� � 0, maka Y diambil dari W.  

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa Y adalah sebuah peubah acak yang 

mempunyai distribusi campuran.  
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Fungsi distribusi dari Y adalah  ��,��L� � M@�G - L�               � M@�G - L, ���� � 1� H M@�G - L, ���� � 0�               � M@�� - L�M@����� � 1� H M@�K - L�M@����� � 0�               � �1 & ���� H �∆� .           (3.1) 

Berdasarkan teorema 2.5, mean dari distribusi ��,� adalah N�G� � NIN�G|�����J           � N�G|���� � 0�M����� � 0� H N�G|���� � 1�M����� � 1�           � N�K�M����� � 0� H N���M����� � 1�                                 � �� H �1 & ���.                     (3.2) 

Kemudian, karena E(Y) merupakan fungsi dari ��,�, maka E(Y) dapat dinotasikan 

dalam bentuk functional O���,�� dan karena � merupakan fungsi dari ��, maka � 

dapat dinotasikan dalam bentuk functional O����. Dengan demikian, persamaan 

(3.2) dapat ditulis menjadi O���,�� � �� H �1 & ��O���� O���,�� & O���� � �� & �O����                              
Sehingga, influence function dari mean sampel adalah 

   ����; ��� � lim�$% P�QR,S��P�QR��    
                    � lim�$% �2��PT�QR��  

                  � � & �.           (3.3) 

Dari persamaan (3.3) diperoleh influence function dari mean sampel 

adalah ����; ��� � � & �, yang merupakan fungsi linier dari x. Selanjutnya akan 

diperlihatkan bahwa influence function dari mean sampel adalah fungsi yang tidak 

terbatas.  

Misalkan M > 0 adalah sebuah nilai ����; ��� di titik x = xc. Misalkan 

terdapat sebuah titik xe dimana xe= xc+1, maka     |����U; ���|  � |�U & �| 
        � |�V H 1 & �| 
        � |�V & � H 1| 
        � |. H 1| |����U; ���|  � . H 1 W ..                                                                             (3.4) 
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Sehingga, berdasarkan definisi 3.3 diketahui bahwa influence function dari 

mean sampel adalah fungsi yang tidak terbatas.  Karena |����; ���| merupakan 

fungsi yang tidak terbatas, maka berdasarkan definisi 3.2, mean sampel bukan 

penaksir robust untuk mean proses.   

Telah diketahui bahwa mean sampel bukan merupakan penaksir robust. 

Selanjutnya, akan dilihat apakah median sampel pada bagan kendali MDMAD 

merupakan penaksir robust untuk mean proses. 

 

Influence function dari median sampel 

Misalkan M(FX) adalah notasi functional untuk median (MD) dari 

distribusi yang diasumsikan FX, yang didefinisikan oleh X ���YZ�� � �
 . 

Misalkan .���,�� adalah notasi functional untuk median dari distribusi 

campuran ��,�. Maka nilai median setelah ada titik yang terkontaminasi, adalah .[ H \, dimana \ dapat bernilai positif atau negatif tergantung pada nilai titik 

yang terkontaminasi tersebut, apakah lebih besar atau lebih kecil dari MD. 

Selanjutnya, asumsikan bahwa �� kontinu, dengan pdf  (�. Maka untuk \ 6 0 
dapat diperoleh   12 � �1 & �����.[ H \� H � 12 � �1 & �� ^12 H \(��.[�_ H � 

dengan demikian, 12 � 12 H 12 � H \(��.[� 

\ � &�2(��.[� . 
Sebaliknya, jika \ W 0, maka \ � �
`R�YZ� . 
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Oleh karena itu, influence curve dari median sampel adalah 

����; .[� � lim�$% .���,�� & .�����  

                     � lim�$% \�  
                     � a �
`R�YZ�  , � 6 .[��
`R�YZ�  , � W .[9  
                     � bc� �2�YZ�
`R�YZ�            (3.5) 

Dari persamaan (3.5), diperoleh bahwa influence function dari median sampel 

merupakan fungsi signum. Selanjutnya, akan diperlihatkan bahwa influence 

function dari median sampel merupakan fungsi yang terbatas. 

 Karena telah diketahui bahwa nilai terbesar dari ����; .[� adalah sebuah 

konstanta . � �
`R�YZ� W 0, maka untuk setiap x diperoleh  

|����; .[�| � dF=< �� & .[�2(��.[� d � 12(��.[� � .. 
Sehingga, berdasarkan definisi 3.3, diketahui bahwa influence function dari 

median sampel merupakan fungsi yang terbatas dari x. Jadi, berdasarkan definisi 

3.2, median sampel merupakan penaksir robust untuk mean proses.  

 

Influence function dari standar deviasi sampel 

Misalkan X adalah sebuah peubah acak kontinu yang mempunyai fungsi 

distribusi �� dengan mean � dan variansi �
. Misalkan W  peubah acak diskrit 

yang mempunyai fungsi distribusi ∆2�3� � 40, 3 6 �1, 3 8 �9 , dan misalkan ���� 

adalah sebuah peubah acak indikator yang didefinisikan sebagai berikut: 

���� � :1 �;<=>< ?@AB>BCDCE>F 1 & �0 �;<=>< ?@AB>BCDCE>F �.       9 
Kemudian, misalkan terdapat sebuah peubah acak G � ����� H I1 & ����JK, 

dimana X, W dan ���� independen, maka dari persamaan (3.1) terbukti bahwa Y 

mempunyai distribusi campuran dengan fungsi distribusi ��,� � �1 & ���� H �∆�. 
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Kemudian, karena diketahui X adalah sebuah peubah acak dengan mean � �N��� � �� dan variansi �
 �e>@��� � �
�, maka N��
� � e>@��� H IN���J
 � �2 H �2. 
Karena W mempunyai fungsi distribusi ∆��3�, dimana 

 ∆2�3� � 40, 3 6 �1, 3 8 �9, maka fungsi probabilitas dari W adalah 

f�3� � :1,   3 � �    0,   D>C<<L>9 , sehingga 

   N�K
� � ∑ 3
f�3� � �
f��� � �
. 

Dengan demikian, variansi dari Y adalah e>@�G� � N�G
� & IN�G�J
                � IN�G
|���� � 0�M����� � 0� H N�G
|���� � 1�M����� � 1�J& I�� H �1 & ���J
                � N�K
�� H N��
��1 & �� & I�
�
 H �1 & ��
�
 H 2��� & 2�
��J                � ��
 H �1 & ����
 H �
� & �
�
 &  �
 & �
�
 H 2��
 & 2���H 2�
��               � ��
 H �1 & ���
 H ��
 & �
�
 & �
�
 & 2��� H 2�
��               (3.6) 

 

Kemudian, karena Var(Y) merupakan fungsi dari �2,�, maka Var(Y) dapat 

dinotasikan dalam bentuk functional e���,��. Begitu pula dengan �
, karena �
 

merupakan fungsi dari ��, maka �
 dapat dinotasikan dalam bentuk functional e����, sehingga Var(Y) pada persamaan (3.6) dapat ditulis menjadi e��2,�� � ��
 H �1 & ��e���� H ��
 & �
�
 & �
�
 & 2��� H 2�
��  e��2,�� & e���� � ��
 & �e���� H ��
 & �
�
 & �
�
 & 2��� H 2�
��  
Jadi, influence function dari variansi sampel adalah 

����; �
� � lim�$% h�Qi,S��h�QR��   

                  � lim�$% �2j��h�QR�k��j��j2j��j�j�
�2�k
�j2�  �  

                  � lim�$% ��2j�
2�k�j���h�QR���j�2j�
�j2�k�j�  �  

                  � lim�$% ��2���j��lj��j�2j�
2�k�j�  �   

                �  �� & ��
 & �
.                                                                          (3.7) 
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Dari persamaan (3.7), diketahui bahwa influence function dari variansi 

sampel merupakan fungsi kuadrat dari x. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 

influence function dari variansi sampel merupakan fungsi yang tidak terbatas dari 

x. 

Misalkan . ���V & ��
 & �
 > 0 adalah sebuah nilai ����; �
� di titik � � �V. Misalkan terdapat sebuah titik xe dimana xe= xc+1, maka     |����U; �
�|  � |��U & ��
 & �
| 
          � |��V H 1 & ��
 & �
|   
          � m���V & �� H 1�
 & �
m 
          � |��V & ��
 H 2��V & �� H 1 & �
| 
          � |��V & ��
 & �
 H 2��V & �� H 1| 
          � |. H 2��V & �� H 1| 
          � . H 2|�V & �| H 1 W .                                                          (3.8) 

Sehingga, berdasarkan definisi 3.3 diketahui bahwa influence function dari 

variansi sampel adalah fungsi yang tidak terbatas.  Karena |����; �
�| merupakan 

fungsi yang tidak terbatas, maka berdasarkan definisi 3.2, variansi sampel bukan 

penaksir robust. Dengan demikian, standar deviasi sampel bukan merupakan 

penaksir robust untuk standar deviasi proses.  

Telah diketahui bahwa standar deviasi sampel bukan merupakan penaksir 

robust. Selanjutnya, akan dilihat apakah median absolute deviation sampel pada 

bagan kendali MDMAD merupakan penaksir robust untuk standar deviasi proses. 

 

Influence function dari median absolute deviation sampel 

Dari subbab 2.14.2 diketahui bahwa median absolute deviation (MAD) 

merupakan penaksir-M yang diperoleh dengan mencari solusi dari persamaan  

    ∑ n o2p�qr s�tu� � 0        (3.9) 

dimana � adalah parameter lokasi dan � adalah parameter skala. 
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Dari Huber (1981) halaman 136, diketahui bahwa influence function dari 

median absolute deviation sampel diperoleh dengan mensubtitusikan ��,� � �1 & ���� H �∆�  ke dalam persamaan berikut: 

    X n o2p�P�Q�v�Q� s ��� � 0     (3.10) 

dimana, O��� adalah penaksir untuk parameter lokasi � yang dinotasikan dalam 

bentuk functional, dan ���� adalah penaksir untuk parameter lokasi � yang 

dinotasikan dalam bentuk functional, sedangkan n adalah fungsi Huber untuk  

menaksir parameter skala, seperti yang telah dijelaskan pada subbab 2.14.2. 

Menurut Huber (1981) halaman 137, turunan persamaan (3.10) terhadap � 

adalah ����; O���� X nw o2p�P�Q�v�Q� s ����� H
����; ����� X nw o2p�P�Q�v�Q� s o2p�P�Q�v�Q� s ����� � n o2p�P�Q�v�Q� s ����    

          (3.11) 

Dari persamaan (3.11), influence function dari penaksir parameter skala S(F) 

adalah  

����; ����� � n x �����y ����
X nw x �����y x �����y ����� . 

          (3.12) 

Karena fungsi Huber untuk MAD adalah n��� � F=<�|�| & 1�, maka dari 

persamaan (3.12) diperoleh 

����; .*[� � n o �.*[s .*[X nz o �.*[s o �.*[s ����� 

                        � F=< om �.*[m & 1s .*[X nz o �.*[s o �.*[s ����� 

Sehingga, influence function dari MAD adalah 

    ����; .*[� � bc��|2|�Y{Z�|`�Y{Z�  .                 (3.13) 

(Huber, halaman 137-138) 
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Dari persamaan (3.13) diperoleh bahwa influence function dari median 

absolute deviation sampel adalah fungsi signum. Sehingga |����; .*[�| 
merupakan fungsi yang terbatas dari x. Jadi, berdasarkan definisi 3.2, median 

absolute deviation sampel merupakan penaksir robust untuk standar deviasi 

proses.  

Setelah diketahui bahwa median sampel dan median absolute deviation 

sampel merupakan penaksir yang robust untuk menaksir mean proses dan standar 

deviasi proses, maka selanjutnya akan dibahas prosedur pembuatan bagan kendali 

berdasarkan median dan median absolute deviation.  

 

3.2 Bagan Kendali ��YZY{Z 

 Bagan kendali ��YZY{Z adalah bagan kendali yang digunakan untuk 

mengawasi mean proses. Bagan kendali ��YZY{Z ini dibuat dengan menggunakan 

penaksir-penaksir robust, yaitu median sampel (MD) dan  median absolute 

deviation (MAD). Median sampel (MD) adalah penaksir alternatif dari mean 

sampel (��) yang digunakan untuk menaksir mean proses (µ), sedangkan  median 

absolute deviation (MAD) merupakan penaksir alternatif dari standar deviasi 

sampel (S) yang digunakan untuk menaksir standar deviasi proses (σ). 

 Misalkan �t�, �t
, … , �t� dimana i = 1, 2, ..., m adalah sampel yang berasal 

dari m buah subgrup berukuran n, maka median subgrup ke-i (MDi) didefinisikan 

sebagai berikut:              

.[t � }�o�k�
 s                                , ~C�> < =;<>?�o�
s H �o�
k�s2                    , ~C�> < =><~CD9                            �3.14� 

sedangkan  median absolute deviation subgrup ke-i (MADi ) didefinisikan sebagai 

median dari penyimpangan mutlak dari MDi sebagai berikut: 

 .*[t � �;�C><'�t� & .[t', dimana i = 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n. 
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Kemudian, kedua penaksir ini (MDi dan MADi) akan digunakan untuk 

membuat bagan kendali ��YZY{Z dengan mengikutsertakannya dalam perhitungan 

batas-batas kendali dan garis tengah dari bagan kendali ��YZY{Z sebagai berikut: 

1. Mean proses µ ditaksir dengan rata-rata dari m subgrup median, yaitu  

�̂ � .[����� � � .[t
�

tu� ��  

2. Standar deviasi proses ditaksir dengan rata-rata dari m subgrup median 

absolute deviation, yaitu  

�� � B�.*[ � B� � .*[t
�

tu� ��  

3. Batas kendali bawah (LCL), bagan kendali atas (UCL) dan garis tengah (CL) 

dihitung  dengan menggunakan m buah subgrup berukuran n yang didapat 

dari proses yang terkendali (in control process) sebagai berikut: 

��� � �̂ & ��
��YZ � .[����� & 3��YZ � .[����� & 3 1.253��√<  

� .[����� & 3 1.253B�.*[�������√< � .[����� & ��.*[������� 

  �� � �̂ � .[����� 

��� � �̂ H ��
��YZ � .[����� H 3��YZ � .[����� H 3 1.253��√<  

� .[����� H 3 1.253B�.*[�������√< � .[����� H ��.*[������� 

dimana �� � 3.759B� √<⁄  . Nilai-nilai dari faktor koreksi bn dan faktor batas 

kendali Ri  ada pada tabel 3.1. 
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Tabel 3.1 Nilai-nilai untuk faktor batas kendali R1 

 

Sementara itu, untuk n > 25, nilai faktor koreksi bn diperoleh dari formula B� � ���%.� , sedangkan nilai faktor batas kendali R1 diperoleh dengan 

menggunakan formula R1, yaitu �� � 3.759B� √<⁄  . 

4. Selanjutnya, nilai mean dari setiap subgrup ���t� dimana i = 1, 2, …, m diplot 

pada bagan ��YZY{Z. Oleh karena itu, bagan kendali ��YZY{Z dapat 

digunakan untuk mengawasi mean proses karena mean sampel diplot pada 

bagan ini sesuai dengan pernyataan Rocke (1989), bahwa “prosedur terbaik 

adalah untuk memplot mean sampel tetapi dengan menggunakan batas-batas 

kendali yang dihitung berdasarkan penaksir robust”. Mean sampel dari setiap 

subgrup baik digunakan untuk mendeteksi keberadaan outlier atau adanya 

pergeseran dari mean proses. 

5. Jika ada satu nilai ��t, i = 1, 2, …, m yang terletak di luar batas-batas kendali, 

maka proses produksi yang diamati berada di luar kendali (out of control 

process). 
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3.3 Bagan Kendali �YZY{Z 

 Bagan kendali �YZY{Z adalah bagan kendali yang digunakan untuk 

mengawasi standar deviasi proses. Bagan kendali �YZY{Z ini tetap memplot 

standar deviasi sampel Si , namun  menggunakan penaksir MAD untuk 

mendapatkan batas-batas kendali dan garis tengahnya. Oleh karena itu, batas-

batas kendali (LCL dan UCL) dan garis tengah (CL) dari bagan ini diperoleh 

sebagai berikut: 

1. Batas kendali bawah (LCL), batas kendali atas (UCL) dan garis tengah (CL) 

dihitung dengan menggunakan MAD dan faktor koreksi bn , serta faktor batas 

kendali c4, B5 dan B6 sebagai berikut: 

��� � �|�� & 3���1 & �|
 � �|B�.*[������� & 3B�.*[��������1 & �|
 

  � ��B�.*[������� � ���.*[�������  ��   � �|�� � �|B�.*[������� � �|�.*[������� 

��� � �|�� H 3���1 & �|
 � �|B�.*[������� H 3B�.*[��������1 & �|
 

 � ��B�.*[������� � ���.*[������� 

dimana 

�| � N����� � 4�< & 1�4< & 3  , �|� � B��| 

��� � B��� � B� ��| & 3�1 & �|
� 

��� � B��� � B� ��| H 3�1 & �|
� 

Nilai-nilai dari faktor-faktor batas kendali �|�, ��� dan ��� dihitung dan 

diberikan pada tabel 3.2. 
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Tabel 3.2 Faktor-faktor batas kendali untuk bagan kendali robust dengan 

peubah univariat 

 

2. Selanjutnya, nilai-nilai standar deviasi dari setiap subgroup �t , i = 1,2,...,m 

diplot pada bagan SMDMAD. Oleh karena itu, bagan kendali SMDMAD  ini 

dapat digunakan untuk mengawasi variabilitas proses. 

3. Jika terdapat Si yang jatuh di luar batas-batas kendali, maka proses 

produksi yang diamati dapat dikatakan tidak terkendali (out of control).  
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BAB 4 

CONTOH PENERAPAN 

 

 Dalam bab ini, akan dibahas penerapan bagan kendali MDMAD pada data. 

Kemudian akan dijelaskan interpretasi dari bagan kendali yang diperoleh. Selain 

itu, akan dilihat juga bagan kendali Shewhart yang dibentuk dengan menggunakan 

data yang sama, dan hasil dari bagan kendali MDMAD akan dibandingkan dengan 

hasil dari bagan kendali Shewhart. 

 

4.1 Data 

 Data yang digunakan dalam skripsi ini adalah data simulasi yang berasal 

dari jurnal A robust Control Chart Based on Median Absolute Deviation yang 

ditulis oleh Moustafa Omar pada tahun 2008. Data tersebut berupa 300 observasi 

yang berasal dari distribusi Normal Standar (��0,1� ), yang terdiri dari m = 30 

subgrup berukuran n = 10. Data ini terlampir pada tabel 4.1.  

Dari data tersebut, akan dibuat bagan kendali Shewhart untuk mengawasi 

mean proses (bagan kendali ��	
��

��) dan bagan kendali Shewhart untuk 

mengawasi variabilitas proses (bagan kendali �	
��

��). 

 

4.2 Pembuatan Bagan Kendali Shewhart 

Karena mean proses ��� dan standar deviasi proses ��� tidak diketahui, 

maka penaksir untuk � dalam konstruksi bagan kendali Shewhart adalah ��, dan 

penaksir unbiased untuk � adalah 
	�

��
.  

Dari data pada tabel 4.1, dapat diperoleh mean dan standar deviasi dari 

masing-masing subgrup seperti yang diperlihatkan pada tabel 4.2. 
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Tabel 4.1 Data simulasi dari distribusi N(0,1) dimana m=30 dan n=1 
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Tabel 4.2 Mean dan standar deviasi dari masing-masing subgrup 
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4.2.1 Bagan Kendali ��	
��

�� 

 Sebelum menghitung batas-batas kendali untuk bagan kendali ��	
��

��, 

perlu diketahui faktor A3 untuk bagan kendali ini. Karena jumlah observasi dalam 

setiap subgrup adalah n=10, maka didapat nilai faktor A3=0.98. 

a) Menentukan batas-batas kendali  

�� � �� � �0.0079 

��� � �� � ���� � �0.0079 � �0.98  0.9585� � �0.94718  

#�� � �� $ ���� � �0.0079 $ �0.98  0.9585� � 0.93143 

b) Memplot mean dari setiap subgrup pada bagan kendali ��	
��

��  

 

Gambar 4.1 Bagan kendali ��	
��

�� 
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4.2.2 Bagan Kendali �	
��

�� 

 Sebelum menghitung batas-batas kendali untuk bagan kendali �	
��

��, 

perlu diketahui faktor B3 dan B4 untuk bagan kendali ini. Karena jumlah observasi 

dalam setiap subgrup adalah n=10, maka berdasarkan tabel didapat nilai faktor 

B3=0.28 dan B4=1.72. 

a) Menentukan batas-batas kendali  

�� � �� � 0.9585 

��� � &��� � �0.28  0.9585� � 0.2719  

#�� � &(�� � �1.72  0.9585� � 1.645 

b) Memplot standar deviasi dari setiap subgrup pada bagan kendali �	
��

��  

 

Gambar 4.2 Bagan kendali �	
��

�� 

 

  

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA UI, 2012



51 

 

Universitas Indonesia 

4.3 Pembuatan Bagan Kendali MDMAD 

Karena mean proses ��� dan standar deviasi proses ��� tidak diketahui, 

maka  

a) Mean proses ��� ditaksir dengan rata-rata dari m subgrup median (MDi). 

b) Standar deviasi proses ��� ditaksir dengan rata-rata dari m subgrup MAD 

(MADi). 

 

Tabel 4.3 Median dan median absolute deviation dari masing-masing subgrup 
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Setelah penaksir untuk mean proses dan standar deviasi  proses 

didapatkan, selanjutnya akan dihitung batas-batas kendali untuk bagan 

kendali MDMAD. 

 

4.3.1 Bagan Kendali ��*+*,+ 

 Sebelum menghitung batas-batas kendali pada bagan kendali 

��*+*,+, perlu diketahui terlebih dahulu faktor batas kendali R1-nya. Oleh 

karena data yang digunakan merupakan subgrup berukuran n=10, maka 

dari tabel 3.1 didapat faktor batas kendalinya adalah -. � 1.29212.  

   a) Menentukan batas-batas kendali bagan ��*+*,+  

�� � /0����� � 0.013898 

��� � /0����� � -./�0������� � 0.013898 � �1.29212  0.960438�

� �1.22710 

#�� � /0����� $ -./�0������� � 0.013898 $ �1.29212  0.960438�

� 1.25489. 

  b) Memplot mean dari setiap subgrup pada bagan kendali ��*+*,+ 

 

Gambar 4.3 Bagan kendali ��*+*,+ 
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4.3.2 Bagan Kendali �*+*,+ 

 Sebelum menghitung batas-batas kendali pada bagan kendali 

�*+*,+, perlu diketahui terlebih dahulu faktor-faktor batas kendali c4
*, 

B5
*, dan B6

*-nya. Karena data yang digunakan merupakan subgrup 

berukuran 10 (n=10), maka dari tabel 3.2 didapat factor-faktor batas 

kendalinya adalah 1(
 � 1.057, &2

 � 0.300, dan &4
 � 1.814.  

   a) Menentukan batas-batas kendali bagan �*+*,+  

�� � 1(
 /�0������� � 1.057  0.960438 � 1.015183 

��� � &2
 /�0������� � 0.300  0.960438 � 0.288131 

#�� � &4
 /�0������� � 1.814  0.960438 �1.742235. 

 b) Memplot standar deviasi dari setiap subgrup pada bagan kendali 

�*+*,+ 

 

Gambar 4.4 Bagan kendali �*+*,+ 
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4.4 Analisa  

 Pada subbab ini, akan dibandingkan hasil dari bagan kendali Shewhart dan 

bagan kendali MDMAD dalam mengawasi mean proses dan variabilitas proses. 

4.4.1 Bagan Kendali Untuk Mengawasi Mean Proses 

 Bagan kendali yang dapat digunakan untuk mengawasi mean proses 

adalah bagan kendali ��	
��

�� dan ��*+*,+. 

 

(a) Bagan kendali ��	
��

��                        (b)Bagan kendali 

��*+*,+ 

Gambar 4.5 Bagan kendali untuk mengawasi mean proses 

Analisa:  

Dari gambar (a) bagan kendali ��	
��

�� di atas, terlihat bahwa tidak 

terdapat sinyal out of control process yang muncul. Dengan demikian, kesimpulan 

yang dapat diambil dari bagan kendali ��	
��

�� ini adalah mean proses 

terkendali secara statistik.  

Salah satu bagan kendali kendali robust yang dapat digunakan untuk 

mengawasi mean proses adalah bagan kendali ��*+*,+. Sinyal out of control 

process pada bagan kendali ��*+*,+ hanya ditandai dengan adanya satu atau lebih 

titik yang diplot di luar batas kendali (UCL dan LCL). Dari gambar (b) bagan 

kendali ��*+*,+ di atas, terlihat bahwa tidak ada titik mean subgrup yang terletak 

di luar bagan kendali. Sehingga kesimpulan yang dapat diambil adalah mean 

proses terkendali secara statistik.  
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4.4.2 Bagan kendali untuk mengawasi variabilitas proses 

Bagan kendali yang dapat digunakan untuk mengawasi variabilitas proses adalah 

bagan kendali �	
��

�� dan �*+*,+. 

 

 (a) Bagan Kendali �	
��

��             (b) Bagan Kendali 

�*+*,+ 

Gambar 4.6 Bagan kendali untuk mengawasi standar deviasi proses 

Analisa: 

 Dari gambar (a) bagan kendali �	
��

�� di atas, terlihat bahwa terdapat 

satu titik standar deviasi subgrup yang terletak di luar batas kendali, yaitu S7. 

Selain itu, terdapat juga sinyal out of control process berupa satu titik yang 

terletak di dekat batas kendali, yaitu S30. Sehingga, dapat ditarik kesimpulan 

bahwa variabilitas proses berada di luar kendali secara statistik.  

 Kesimpulan yang sama pun dihasilkan dengan mengamati gambar (b) 

bagan kendali �*+*,+. Karena dari gambar tersebut terlihat bahwa terdapat satu 

titik standar deviasi subgrup yang terplot di luar batas kendali, yaitu S7, maka hal 

ini mengindikasikan bahwa variabilitas proses berada di luar kendali secara 

statistik.  
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 Jika dilihat lebih teliti, lebar bagan kendali Shewhart lebih ketat bila 

dibandingkan dengan bagan kendali MDMAD. Hal ini wajar, karena bagan 

kendali Shewhart dibuat dengan menggunakan penaksir-penaksir yang tidak 

robust terhadap outlier, sehingga batas-batas kendali dari bagan tersebut menjadi 

tidak valid. Akibatnya, jika ada titik yang terplot di luar bagan kendali Shewhart 

(mengindikasikan tidak terkendali secara statistik), maka belum tentu titik tersebut 

merupakan sinyal out of control process pada bagan kendali MDMAD.   
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BAB 5 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, dapat ditarik 

kesimpulan bahwa: 

1. Jika terdapat outlier pada rata-rata karakteristik mutu yang diplot pada 

bagan kendali Shewhart, dimana outlier tersebut bukan merupakan 

kesalahan, maka dapat dicurigai bahwa data sampel yang diambil dari 

proses produksi tersebut telah terkontaminasi. Dengan demikian dapat 

dikatakan bahwa telah terjadi sedikit penyimpangan asumsi kenormalan 

pada data yang digunakan. 

2. Ketika asumsi distribusi normal pada data untuk bagan kendali Shewhart 

menyimpang, maka hasil taksiran yang diberikan oleh mean sampel dan 

standar deviasi sampel menjadi tidak valid untuk digunakan sebagai 

penaksir dari mean proses dan standar deviasi proses. Hal ini terjadi 

karena mean sampel dan standar deviasi sampel bukan merupakan 

penaksir robust. 

3. Kekokohan suatu penaksir dapat diamati melalui influence function-nya. 

Penaksir robust  mempunyai influence function yang terbatas. Pada bab 3 

skripsi ini, diperoleh kesimpulan bahwa median sampel merupakan 

penaksir robust untuk mean proses, sedangkan penaksir robust untuk 

standar deviasi proses adalah median absolute deviation sampel. 

4. Karena kekokohannya terhadap outlier, median sampel dan median 

absolute deviation sampel dapat digunakan untuk membuat bagan kendali 

alternatif yang lebih robust daripada bagan kendali Shewhart, yaitu bagan 

kendali median dan median absolute deviation (MDMAD). Bagan kendali 

ini terdiri dari bagan kendali ������� untuk mengawasi mean proses dan 

bagan kendali ������ untuk mengawasi standar deviasi proses.  
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5. Dari contoh penerapan, dapat ditarik kesimpulan bahwa bagan kendali 

MDMAD memberikan hasil yang lebih valid dan dapat menjelaskan 

variabilitas mean proses dan standar deviasi proses dengan lebih baik. 

 

5.2 Saran 

Saran untuk pengembangan skripsi ini adalah  

1. Kelebihan dari median sampel dan median absolute deviation sampel 

sebagai penaksir robust untuk mean proses dan standar deviasi proses juga 

dapat dilihat melalui kriteria-kriteria penaksir robust seperti efisiensi 

penaksir yang lebih tinggi, breakdown point penaksir yang besar dan high 

error sensitivity yang kecil bila dibandingkan dengan mean sampel dan 

standar deviasi sampel. 

2. Kelebihan bagan kendali MDMAD dibandingkan bagan kendali Shewhart 

dapat dilihat juga melalui perbandingan average run length (ARL) dari 

tiap bagan. 

3. Pembuatan bagan kendali alternatif untuk bagan kendali Shewhart dapat 

menggunakan metode L-estimator atau R-estimator. 
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Lampiran 1 

Bukti bahwa ����� � �, ���	� � 
	 dan  ���� � �

 

 Misalkan peubah acak X mempunyai mean µ dan variansi σ2. Misalkan  

X1, X2, …, Xn adalah sampel acak berukuran n dari populasi. Maka 

 ����� � � ��� ∑ ������ � 

         � �� ∑ ���������  

         � �� ∑ �����  

         � � 

Sekarang perhatikan 

���	� � � �∑ ��� � ���	����� � 1 � 

            � 1� � 1 � ����� � ���	�
��� � 

            � 1� � 1 � �����	 � 2���� � ��	��
��� � 

            � 1� � 1 � �� ��	
�

��� � 2�� � ��
�

��� � � ��	�
��� � 

            � 1� � 1 � �� ��	
�

��� � 2���	 � ���	� 

            � 1� � 1 � �� ��	
�

��� � ���	� 

Dengan demikian,  

1� � 1 � ����� � ���	�
��� � � 1� � 1 � �� ��	

�
��� � ���	� 

           � ����� � ���	�
��� � � � ����	��

��� � �����	�. 
Karena  

∑ ����	����� � �	 � 
	 dan ����	� � �	 � 
	 � , 
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maka  

���	� � 1� � 1 !���	 � 
	��
��� � � "�	 � 
	 � #$ 

            � 1� � 1 %��	 � �
	 � ��	 � 
	& 
            � �� � 1�
	� � 1  

            � 
	 

 

Meskipun ���	� � 
	, standar deviasi sampel bukan penaksir yang 

unbiased untuk standar deviasi populasi. Buktinya sebagai berikut: 

 

Misalkan peubah acak X berdistribusi normal dengan mean µ dan variansi σ2. 

Misalkan X1, X2, …, Xn sampel acak berukuran n.   Dapat dibuktikan bahwa �� � 1��	
	  ~ (�)�	 . 
Sehingga distribusi dari variansi sampel adalah 

�	 ~ 
	�� � 1� (�)�	 . 
Jadi, ketika sampel berasal dari distribusi normal, nilai ekspektasi dari �	 adalah  

���	� � � � 
	�� � 1� (�)�	 � 

            � 
	�� � 1� ��(�)�	 � 

            � 
	�� � 1� �� � 1� 

            � 
	. 

Kemudian, dapat dibuktikan juga bahwa 

√� � 1�
  ~ (�)� 
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Sehingga, nilai ekspektasi dari S dapat ditulis sebagai 

���� � � + 
√� � 1 (�)�, 

          � 
√� � 1 ��(�)�� 

Mean dari distribusi Chi dengan derajat bebas � � 1 adalah 

��(�)�� � √2 Γ�n/2�Γ%�n � 1�/2& 
Dimana fungsi gamma Γ�0� � 1 23)�4)56278 . Maka 

���� � 9 2� � 1 Γ�n/2�Γ%�n � 1�/2& 
 

          � �
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Lampiran 2 

Tabel Konstanta c4 

Ukuran subgrup (n) Nilai c4 

2 0,7979 

3 0,8862 

4 0,9213 

5 0,9400 

6 0,9515 

7 0,9594 

8 0,9650 

9 0,9693 

10 0,9727 

11 0,9754 

12 0,9776 

13 0,9794 

14 0,9810 

15 0,9823 

16 0,9835 

17 0,9845 

18 0,9854 

19 0,9862 

20 0,9869 

25 0,9896 

30 0,9914 

35 0,9927 

40 0,9936 

45 0,9943 

50 0,9949 

 

. 
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