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ABSTRAK

Nama : Putri Marlina
Program Studi : Matematika
Judul : Bagan Kendali Berdasarkan Median dan

Median Absolute Deviation

Bagan kendali berdasarkan median dan median absolute deviation merupakan
modifikas dari bagan kendali Shewhart, ketika ada sedikit penyimpangan asumsi
kenormalan pada sampel. Modifikas ini dilakukan dengan menggunakan
penaksir-penaksir robust, median sampel dan median absolute deviation sampel,
dalam pembuatan batas-batas kendali pada bagan kendali yang akan digunakan.
Median sampel digunakan sebagai penaksir untuk mean proses, dan median
absolute deviation sampel digunakan sebagai penaksir untuk standar deviasi
proses. Bagan kendali berdasarkan median dan median absolute deviation ini
terdiri dari dua bagan, yaitu bagan kendali X,,pu4p Untuk mengawasi mean proses
dan bagan kendali S,;pn4p UNtuk mengawasi standar deviasi proses. Sebagai
contoh penerapan, studi ini menggunakan data sampel berdistribusi normal
standar. Dari contoh penerapan tersebut diperoleh hasil bahwa bagan kendali
berdasarkan median dan median absolute deviation dapat digunakan sebagai
alternatif dari bagan kendali Shewhart, ketika sampel yang digunakan telah
terkontaminas outlier yang bukan merupakan kesalahan atau dengan kata lain
terdapat penyimpangan asumsi kenormalan pada sampel.

Kata Kunci : bagan kendali, median, median absolute deviation, robust,
influence function, M-estimator

Xiv+63 halaman ; 6 gambar; 5 tabel

Daftar Pustaka : 13 (1978-2008)
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ABSTRACT

Name : Putri Marlina
Study Program: Mathematics
Title : Control Chart Based On Median and

Median Absolute Deviation

Control chart based on the median and median absolute deviation is a
modification of the Shewhart control chart, when there are slight deviations
assuming normality in the sample. This modification is done by using robust
estimators, the sample median and median absolute deviation of samples, in the
constructing of the control limits on control charts to be used. Sample median is
used as an estimator for the process mean and sample median absolute deviation is
used as an estimator for the standard deviation of the process. Control chart based
on median and median absolute deviation consists of two charts, the
Xypmapcontrol chart to monitor the process mean and the S,,pp4p Control chart
to monitor standard deviation of the process. As an example of the application,
this study uses the standard normal distribution of sample data. It showed that the
control chart based on the median and median absol ute deviation can be used as
an alternative to the Shewhart control chart, when the sample used was
contaminated with outliers that are not a mistake or in other words, there are
deviations assuming normality in the sample.

Keywords : control chart, median, median absol ute deviation, robust,
influence function, M-estimator

Xiv+63 pages ; 6 pictures; 5 tables
Bibliography : 13 (1978-2008)
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Perbaikan mutu didefinisikan sebagai pengurangan variabilitas dalam proses
produksi dan produk yang dihasilkan (Montgomery: 2005). Variabilitas yang
besar dalam suatu proses produksi sering menghasilkan produk yang tidak sesuai
dengan spesifikasi, sehingga dapat menimbulkan kerugian bagi perusahaan baik
dari segi biaya, waktu maupun tenaga ekstra sebaga konsekuensi dari perbaikan
ulang produk. Oleh karena itu, perlu adanya pengendalian mutu di dalam sebuah
proses produksi.

Bagan kendali adalah salah satu teknik pengendalian mutu yang sering
digunakan. Bagan ini memplot rata-rata pengukuran suatu karakteristik mutu
sampel yang diambil dari proses produksi berdasarkan urutan proses produksi.
Sampel yang diambil berdasarkan urutan proses produksi tersebut harus rasional
mewakili proses produksi, yang selanjutnya disebut dengan subgrup. Dari plot
rata-rata karakteristik mutu tersebut variabilitas mutu produksi dapat
dikendalikan.

Bagan kendali mempunyai sebuah center line (CL), upper control limit
(UCL) dan lower control limit (LCL). Center line merepresentasikan nilai dimana
seharusnya rata-rata karakteristik mutu proses berada, jikatidak terdapat sumber
variabilitas yang tidak biasa. Dengan demikian, bagan kendali merupakan sebuah
teknik pemantauan rata-rata proses yang sangat berguna karena keberadaan
sumber variabilitas dapat terdeteksi |angsung dengan adanya sinyal beruparata-
rata karakterisitik mutu sampel yang terplot berada di luar batas-batas kendali.

Walter A. Shewhart telah memperkenakan sebuah konsep bagan kendali
statistika yang dapat membuat proses pengendalian mutu berjalan efektif, yang
dikenal dengan bagan kendali Shewhart. Bagan ini dibuat dengan asumsi bahwa
sampel yang diambil dari sebuah proses produksi mempunyai distribusi normal.

Jikaasumsi kenormalan ini terpenuhi, maka mean sampel (X) dapat digunakan
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sebagai penaksir untuk mean proses (u) dan standar deviasi sampel (S) digunakan
sebagal penaksir untuk standar deviasi proses (o).

Namun, jikaterdapat outlier pada sampel dimana outlier tersebut bukan
merupakan kesalahan sehingga akan mengakibatkan terjadinya penyimpangan
pada asumsi distribusi normal, maka mean dan standar deviasi sampel tidak lagi
menjadi penaksir yang baik untuk mean dan standar deviasi proses. Oleh karena
itu, jikaasumsi kenormalan sedikit menyimpang, maka diperlukan bagan kendali
aternatif dengan penaksir-penaksir yang lebih robust.

Pada tugas akhir ini, akan dibahas tentang bagan kendali yang dapat
digunakan sebagai alternatif untuk bagan kendali Shewhart ketika asumsi
kenormalan pada sampel menyimpang, yaitu bagan kendali median dan median
absolute deviation (MDMAD). Bagan kendali MDMAD adalah modifikasi dari
bagan kendali Shewhart yang dapat digunakan untuk mengawasi mean dan
standar deviasi proses. Bagan kendali MDMAD menggunakan median sampel
sebagal penaksir yang robust untuk mean proses dan menggunakan median
absolute deviation sampel sebagai penaksir yang robust untuk standar deviasi
proses. Dengan menggunakan kedua penaksir robust ini, akan dibuat suatu bagan
kendali aternatif untuk bagan kendali Shewhart, yaitu bagan kendali X540
untuk mengawasi mean proses dan bagan kendali Sy;pn4p Untuk mengawasi

standar deviasi proses.

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup M asalah
Perumusan masalah yang digjukan pada tugas akhir ini adalah:
1. Bagaimana cara menentukan penaksir robust untuk mean proses dan standar
deviasi proses?
2. Bagaimana cara membuat bagan kendali X,,pu4p UNtuk mengawasi mean
proses?
3. Bagaimana cara membuat bagan kendali Sy;py4p UNtuk mengawasi standar
devias proses?
Ruang lingkup masal ah yang digunakan dalam tugas akhir ini dibatasi pada
karakteristik mutu yang digunakan hanyaterdiri dari satu peubah.
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1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan

Jenis penelitian yang digunakan dalam pembuatan tugas akhir ini adalah
studi literatur. Sedangkan metode yang digunakan untuk menaksir mean dan
standar deviasi proses pada bagan kendali median dan median absolute deviation
(MDMAD) adalah metode robust.

1.4 Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah:
1. Menjelaskan prosedur untuk mendapatkan penaksir robust untuk mean proses
dan standar deviasi proses
2. Menjelaskan prosedur pembuatan bagan kendali X,,pp4p Untuk mengawasi
mean proses
3. Menjelaskan prosedur pembuatan bagan kendali Sy;ppap Untuk mengawasi

standar deviasi proses
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BAB 2
LANDASAN TEORI

2.1 Percobaan Acak dan Ruang Sampel

Misalkan terdapat suatu percobaan, hasilnya tidak dapat diprediksi dengan
pasti. Percobaan acak adalah suatu percobaan yang dilakukan berulang kali dan di
dalam kondisi yang sama. Ruang sampel adalah koleksi dari semua hasil yang

mungkin dari suatu percobaan acak.

2.2 Fungsi Himpunan Probabilitas

MisalkanG menyatakan himpunan dari semua hasil yang mungkin dari
suatu percobaan acak, atau disebut ruang sampel. Berikut akan didefinisikan
fungsi himpunan RBedemikian sehingga jikac ¢, maka P(C)nenyatakan
probabilitas bahwa hasil dari suatu percobaan acak beraddén@an demikian
maka fungsi himpunan &dalah suatu fungsi yang didefinisikan dari poweréget
(notasi P*) ke interval [0,1] atau dapat ditulis

P: P®/— [0,1]

N — TIC)
Apabila fungsi P di atas memenubhi sifat-sifat berikut ini:
a) P(C)>0
b) P(C; U C,UC3U ..) = P(C;) + P(C;) + P(C3) + -+, dimana himpunan-
himpunan G i=1, 2, 3, ..., adalah saling lepas, yaifi\@; = 0, # j

c)P(c) =1,
maka Pdisebut fungsi himpunan probabilitas.

Untuk setiap subhimpunandari G, bilangan P(Cylisebut probabilitas
bahwa hasil dari percobaan acak adalah elemen dari himpyadauC
probabilitas kejadian C

Suatu fungsi himpunan probabilitas memberitahukan bagaimana
probabilitas didistribusikan terhadap berbagai subhimpundariGuatu ruang

sampel ‘G Dalam hal ini disebut distribusi probabilitas.

4
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Beberapa sifat dari suatu fungsi himpunan probabilitas adalah:
1. Untuk setiap C <G, P(C) =1 - P(C*),C*U C=TC
2. Probabilitas dari himpunan kosong adalah nol, y&it@) = 0

3. Jka G, dan G adalah subhimpunan-subhimpunan dasedemikian sehingga
C; € C,, maka P(Q) <P(Cy)
4. Untuk setiap C <G, 0<P(C) <1
5. Jka G, dan G adalah subhimpunan-subhimpunan darimaka
P(C; U Cy) =P(Cy) +P(C,) —P(C,NCy)

2.3 Robabilitas Bersyarat
Pada beberapa percobaan acak, misalkan ingin diselidiki hasil-hasil yang

merupakan elemen-elemen dari suatu subgseali@ana G subset dari dni

berarti bahwa ruang sampel yang efektif adalahlihtuk selanjutnya, akan
didefinisikan suatu fungsi himpunan probabilitas dengaseBagai ruang sampel
baru.

Misalkan fungsi himpunan probabilitag® didefinisikan pada ruang

sampel Gan misalkan Cadalah subset dari &demikian sehingga E() > 0.

Karena yang ingin diperhatikan selanjutnya adalah hasil percobaan acak yang
merupakan elemen dath, berarti disini G adalah ruang sampel baru. Ambjg C

adalah subset lain dari. ®elatif terhadap ruang sampel baru, akan didefimsi

probabilitas dari kejadian CProbabilitas ini disebut probabilitas bersyarat dari
C, relatif terhadap kejadian;Catau probabilitas bersyarat dap diberikan G,

yang dinotasikan sebagaf@®|C,;). Karena ¢ sekarang adalah ruang sampel
yang baru, maka elemen-elemeny@ng berhubungan dengan ini hanya elemen-
elemen G yang juga merupakan elemen-elemen dary&itu elemen-elemen dari
CiNC,.

Universitas Indonesia

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA Ul, 2012



P(C,|C,) didefinisikan sedemikian sehingg&®?|C;) = 1 dan
P(C,|Cy) = P(C1NC,|Cy). Dalam hal ini
P(C;nG,|C)  P(CNCy)

P(GIC) — P(Cy)

Berarti
P(C;NC
P(CZ|C1)=(Pl(—:1)2)

Ini merupakan definisi dari probabilitas bersyarat kejadiadilerikan G,
dengan syarat ;) > 0.
Beberapa sifat dari probabilitas bersyarat adalah:
1. PC:Cy) >0
2.P(C,UC5U ...|C) = P(Cy|Cy) + P(C5|Cy) + -+,
dimana G, Gs,... merupakan himpunan-himpunan yang saling lepas
3.P(C4Cy) = 1.

Teorema Bayes

Misalkan kejadian-kejadian:CC,, ..., G, adalah subset-subset dari ruang
sampel G Apabila G, G, ..., G tidak saling beririsan, maka 32, ..., G
disebut kejadian saling lepas atau mutually exclusive evudserlaku

P(Cy) + PCy) + ... + PCy) =1, maka @ C,, ..., G disebut mutually
exclusive events and exhaustive

Misalkan terdapat suatu kejadiardDruang sampel ;sedemikian sehingga

C=(nNCHU(CNCyVU..U(CNC,dimana(C nCy),(CNCy),..,(CNCL)
saling lepas. Artinya, berlaku bahwa

P(O)=P(CNCY+P(CNC)+-+P([CNCY.

Dari penjelasan sebelumnya, telah diketahui bahwa
P(CNnC)=P(CHP(C|C;),i=1,2, ..., kDengan demikian, maka®) dapat
ditulis menjadi

P(C) = P(C)P(C|Cy) + P(C)P(C|Cy) + -+ P(C)P(CICy)
=12, P(C)P(CICy)

Persamaan di atas disebut hukum probabilitas total.
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Selanjutnya, misalkan(E) > 0. Dari definisi probabilitas bersyarat dan
dengan menggunakan hukum probabilitas total diperoleh
p(cje) = PEnG) __PG)P(eIs)
g P(C) i1 P(CHP(CICY)

Persamaan di atas disebut dengan Teorema Bayes.

2.4 Peubah Acak

Berikut ini diberikan definisi dari peubah acak.
Definisi 2.2

Perhatikan suatu percobaan acak dengan ruang sampehit fungsi X
yang memetakan setiap elemen &&atu dan hanya satu bilangan riiEX€ x,
disebut peubah acak.
(Hogg and Craig: 1995)

Ruang nilai dari peubah acakadalah himpunan dari bilangan-bilangan riil
A#A={x|x =X(c),c € C}.

2.5 Fungsi Kepadatan Probabilitas
Misalkan Xmenyatakan suatu peubah acak dengan ruang nilai satu dimensi

. Misalkan #Zberisi nilai-nilai bilangan yang terhitung, makamg ##disebut
himpunan diskrit dari nilai-nilai. Tetapi sebaliknya, jikab&fisi nilai-nilai
bilangan yang tidak terhitung, maka ruangligebut himpunan kontinu dari nilai-
nilai.

Untuk kasus diskrit, misalkan idenyatakan peubah acak dengan ruang satu
dimensi # yang memuat titik-titik bilangan yang terhitung.ddikan f(x)adalah
suatu fungsi sedemikian sehingga f(>0,x € R, dan 3 f(x) = 1.

Ketika suatu fungsi himpunan probabilitas RAAY +#, dgat dinyatakan

ddam bentuk

P(A)= Pr(X € A) = Za f(x), (2.1)
maka Xdisebut sebagai peubah acak tipe diskrit dardféebut sebagai fungsi
kepadatan probabilitaprobability density function (pdfdari X
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Untuk kasus kontinu, misalkani®enyatakan peubah acak dengan ruang

satu dimensi #/&ang memuat suatu interval atau gabungan dari intarieval.
Misalkan f(x)adalah suatu fungsi sedemikian sehingga f)x€ R, dan
[ f(x)dx= 1.

Ketika suatu fungsi himpunan probabilitas RAAY +#, dgat dinyatakan

ddam bentuk

P(A)= Pr(X € A) = | f(x)dx (2.2)
maka Xdisebut peubah acak tipe kontinu dan fiiggbut fungsi kepadatan
probabilitas (probability density function (pd&ari X

2.6 Fungsi Distribusi

Misalkan peubah acak déempunyai suatu fungsi himpunan probabilitas
P(A), dimana Aadalah himpunan satu dimensi.

Ambil bilangan riil xdan perhatikan himpunanyang merupakan
himpunan yang tidak terbatas dasi sampai xtermasuk titik xtu sendiri. Untuk
setiap himpunan Aang demikian, diperoleh P(&)Pr(X € A) = Pr(X < x).
Probabilitas ini bergantung pada nilaiyaitu, probabilitas ini adalah fungsi dari x
Fungsi nilai ini dinyatakan dengan

F(x) = Pr(X < x). (2.3)

Fungsi F(x)dikenal dengan sebutan fungsi distribusi, atau fungsi distribusi
kumulatif (cumulative distribution function (cdlijari peubah acax.

Misalkan pdf dari X adalah f(r)aka fungsi distribusi dari 2dalah untuk
peubah acak diskrit:

F(x) = Pr(X < x) = Xysx f(W). (2.4)
untuk X peubah acak kontinu:
F(x)=Pr(X <x) = ["_f(w)dw, sehinggd’ (x) = f(x). (2.5)
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Berikut diberikan sifat-sifat dari suatu fungsi distribusi:
1.0<F(x) <1
2. F(x) merupakan fungsi tidak turun
3. F(@)=1dan F(x) =0
4. F(x) kontinu kanan.

2.7 Ekspektasi dari Peubah Acak

Misalkan Xadalah suatu peubah acak yang mempunyd{(xdedemikian
sehingga dimiliki kekonvergenan absolut, dalam kasus diskrit,

Y.lx|f (x) konvergen ke suatu batas berhingga,
atau, dalam kasus kontinu,

f_oooolxl f(x)dx konvergen ke suatu batas berhingga.

Ekspektasi dari suatu peubah acak adalah

E(X) = Y, xf(x), dalam kasus diskrit, atau (2.6)

E(X) = [ xf(x)dx, dalam kasus kontinu. (2.7)

Ekspektasi E(X§lisebut juga sebagai ekspektasi matematika dataxX
nilai harapan dari X

Perhatikan suatu peubah acaklefigan ruang nilai -Alisalkan fungsi dari
peubah acak >adalah Y = u(X)Misalkan Xmerupakan peubah acak yang bertipe
kontinu dany = u(xjnerupakan fungsi kontinu naik daridéngan invers
fungsinyax = w(y), yang juga merupakan fungsi naik. Jadadélah suatu peubah

acak dan fungsi distribusinya adalah
6() = Pr(Y < y) = Priu(X) <yl = Prix s w()] = " f(x)dx

dimana f(x)adalah pdfiari X
Dengan salah satu bentuk dari Teorema Dasar Kalkulus,

I =6 =flww(®), yesb (2.8)
=0 , lainnya,

dimana A{y|y=u(x), > #}.
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Dengan definisi, nilai harapan nilai harapan dari Y adalah

E() = [, yg(dy. (2.9)
Dengan menggunakan teknik perubahan variabel dari integrasi melalui

y=u(x) atau, secara ekivalen, x=w(¥arena

dx ’
o=V (y)>0 (2.10)

maka diperoleh

E(Y) =[" yg()dy

= f_oooo u(x)glux)] w’[zlc(x)] dx

= 2 u()f(x)dx. (2.11)

Hal ini benar secara umum dan juga tidak ada perbedaan apgatbxh

acak bertipe diskrit atau kontinu dan Y=ufipk harus merupakan fungsi naik

dari X. Jadiy = u(X)mempunyai ekspektasi, dapat diperoleh dari (2.11) bahwa
E[u(X)] = /°_u(x)f (x)dx, untuk kasus kontinu, dan (2.12)
Elu(X)] = X u(x)f(x), untuk kasus diskrit. (2.13)

Berikut ini diberikan beberapa sifat dari ekspektasi matematika:
1. Jika kadalah sebuah konstanta, maka E(k)=k
2. Jika kadalah sebuah konstanta daadélah suatu peubah acak, maka
E(kV)=KE(V)
3. Jika k, k, ..., ks, adalah konstanta-konstanta danV, ..., \l, adalah peubah-
peubah acak, maka ¥ + koVs +...+kmVin) = KiE(V4) + koE(V2)
+...+KnE(V)-
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2.8 Variansi
Misalkan Xadalah suatu peubah acak yang mempunyd(ydi/ariansi

dari suatu peubah acakadalah suatu ekspektasi matematika (¥afi)?, dengan
u=E(X).
Var(X) = E[(X — 1)?]

= E(X% — 2uX + p?)

= E(X?) — E2uX) + E(u?)

= E(X?) — 2puE(X) + E(¢?)

= E(X?) — p?

= EX?) - [EX)? (2.14)

2.9 Distribusi Bivariat
Pada bagian ini akan diijelaskan beberapa bagian, yaitu mengenai

distribusi-distribusi dari dua peubah acak dan distribusi bersyarat.

2.9.1 Fungsi Kepadatan Probabilitas
Definisi 2.3
Diberikan suatu percobaan acak dengan ruang samp&rizgatikan dua

peubah acak Xdan %, yang memetakan setiap elemettag ‘G ke satu dan

hanya satu pasangan terurut dari bilangan-bilangér)>k;, Xo(c)=x.. Ruang

dari X; dan % merupakan himpunan dari pasangan-pasangan terurut
A = (XuX) | x=X1(c), %=Xo(c), CET}.

Misalkan s#merupakan ruang yang dihubungkan dengan dua peubkh a
X; dan %, dan misalkan Adalah subhimpunan da#¢. Probabilitas dari kejadian
A dinyatakan dengan Pr[(XX>) € A]. Ambil C={c |ce G dan PrK,(c), %(c)eA]},
dimana Gadalah ruang sampel. Kemudian didefinisikan Pr[g&) € A] = P(C),

dimana Padalah fungsi himpunan probabilitas yang didefinisikan untuk
subhimpunan-subhimpunandari G Pr[(Xy, X2) € A] dapat dinyatakan dengan

fungsi himpunan probabilitag Py, (4), @au yang lebih dikenal, ditulis
P(A) = Pr[(X, X2) € Al. (2.15)
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Notasi dari pdfiai peubah acak Mapat diperluas untuk notasi dari pdf
dari peubah-peubah acak bivariat. Di bawah batasan-batasan tertentu pada ruang
+# dan fungsi pada ## dua peubah acalaX Ydisebut berdistribusi probabilitas
tipe diskrit atau kontinu, dan mempunyai distribusi sesuai tipenya, berdasarkan
fungsi himpunan probabilitas(R), A c 7, dapat dinyatakan sebagai

P(A) = Pr[(Xy, Xo) € A] =XZa f(X,y), (2.16)
atau sebagai

P(A) = Pr[(Xs, X2) € A] = [[a f(x,y)dxdy (2.17)

Dalam kedua kasus, f(xgsebut pdtlari peubah-peubah acald®n Y
Untuk setiap kasus, Ff) = 1.

Definisi dari suatu pdf f(x,\dapat diperluas pada keseluruhan bidang-
dengan menggunakan “nol untuk yang lainnya”. Setelah ini dilakukan, gantikan

[l f(x,y)dxdy dengan (ST (2.18)
untuk kasus kontinu, dan untuk kasus diskrit adalah
>¥ = f(x,y) dengan 2y 2 f(Xy). (2.19)

Fungsi funtuk dua peubah acak ini, pada dasarnya memenuhi kondisi-
kondisi untuk menjadi suatu pdika:
@f(x,y)=0 x,yeER
(b) untuk kasus kontinu 4 f(x,y)dxdy1, dan untuk kasus diskret %=f(x,y)}1.

2.9.2 Fungsi Distribusi
Misalkan peubah-peubah acaklxnYmempunyai fungsi himpunan

probabilitas P(A)dimana Aadalah himpunan (V) | u <x, v <y} yang tidak
terbatas, dimanadany adalah bilangan-bilangan riil, maka

P(A)=Pr[(X,Y) € Al = Pr(X<x, Y <y). (2.20)

Fungsi pada titikX,y) ini disebut fungsi distribusi dari peubah acalany,
dan dinyatakan oleh

F(x,y) = X <x, Y ). (2.21)
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Jika X da Y adalah peubah-peubah acak yang berdistribusi probabilitas
kontinu yang mempunyai pdfix,y) maka

F(x,y) = f_yoo f_xoof(u, v)dudv, (2.22)
Sehingga, pada titik-titik kontinuitas dari f(x, y)

92F(x,y)

Dalam setiap kasus,
Prla<X<bc<Y<d)=F(b,d)—F(b,c)—F(a,d)+F(a,c), (2.24)

untuk setiap konstanta riil a < b, c < d.

2.9.3 Fungsi Kepadatan Probabilitas Marjinal

Misalkan f(x, %) adalahpdf dari peubah-peubah acakdan %. Untuk
selanjutnya, dalam rangka penekanan dan penjelasan, pdf atau fungsi distribusi
dari peubah acak yang lebih dari satu akan disebut pdf bersama atau disebut fungsi
distribusi bersama. Jadi, () adalah pdf bersama dari peubah-peubah acak X
dan X.

Perhatikan kejadian a <& b, a < b. Kejadian ini dapat terjadi jika dan
hanya jika kejadian a<i}&b, -o0< X,<co terjadi, yaitu, kedua kejadian ekivalen,
sehingga probabilitasnya sama. Probabilitas dari gdX-co<X,<co didefinisikan

oleh

Pr(a< X, <b,—0 <X, < ®) = f; f_oooof(xl,xz)dxz dx, (2.25)
untuk kasus kontinu, dan

Pr(a <X; <b,—00 <X, <®) =3, 5 <px,f (X1,%7) (2.26)
untuk kasus diskrit. Masing-masing dari

[2 fla,x)dx,  dan B, f (e, x0) (2.27)

adalah fungsi darixsaja, sebut x;).

Jadi, untuk setiap a < b, diperoleh
Pr(a<X,<b)= f: fi(x1)dx;, untuk kasus kontinu, (2.28)
Pr(a < X; <b) = Ygcx,<p f1(x1), untuk kasus diskrit. (2.29)

Sehingga {(x;) adalah pdidari X saja. Fungsix,) ini disebut dengan pdf

marjinal dari X.
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Begitu juga untuk X
fo(x2) = [ f(xy,x;)dx;,  untuk kasus kontinu, (2.30)
f2(x2) = X, f(x1,x2), untuk kasus diskrit, (2.31)
adalah pdfmarjinal dari X.

2.9.4 Dstribusi Bersyarat
Misalkan X dan % adalah peubah acak tipe diskrit yang mempunyai pdf
bersama f(x, %), dimana §x, %) > 0 untuk (%. %) € ## dan bernilai nol untuk

lainnya. Misalkanif(x;) adalah pdmarjinal dari X dan $(xz) adalah pdfnarjinal
dari %. Ambil himpunan 4 = {(xy, x3)|x; = x1, = < x, < o0}, dimana %
adalah suatu nilai dari© P(4;) = Pr(X; = x1) = fi(x7) > 0. Ambil

himpunan 4 = {(x;,x,)| — o < x; < o, x; = x5}. Maka probabilitas bersyarat
A, diberikan A adalah

P(A;NnA;) PrXy=x1,X; =x)  flxg,x3)

P(A2|A1) = P(Al) = PT(X1 = xi) - fl(x{) ’

dimana f; (x;) > 0.
Sehingga, jika(x1, %) merupakan suatu titik dimangp;) > 0, maka
probabilitas bersyarat bahwa X x,, diberikan X = x; adalah

f(xler)
filx)

Dengan x tetap, dan dengan(X;) > 0, maka fungsi darip¥ni memenuhi

fQealx) =

syarat-syarat untuk menjadi suatu pdf dari suatu peubah agekiXdiskrit,

karena:

fxq,22)
1. fxz]xq) :%20

f(xlﬁxZ) — 1
Z'sz f1(xq) B fi(xq)

_ f1(xq) _
sz fx1,x) = AG 1
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Setelah didefinisikan notasi untukxjx;) dengan hubungan:

f(xz]x1) = % untuk (x1) > 0, yang disebut dengan pdf bersyarat dari

peubah acak tipe diskrKX; diberikan peubah acak tipe diskrif Xx;. Dengan

_ G

cara yang sama, notagkix,) didefinisikan dengan hubungaf(x; |x,) = xS
2\A2

, .(X2) > 0 dan disebut pdfersyarat dari peubah acak tipe diskritdfberikan
peubah acak tipe diskrX; = .

Selanjutnya, misalkandan % menyatakan peubah acak-peubah acak tipe
kontinu yang mempunyai pdbersama f@x ), dan pdfmarjinal masing-masing
fi(x1) dan $(x2). Fungsi kepadatan probabilitgslf) bersyarat untuk peubah acak
tipe kontinu % diberikan peubah acak konting Xx; didefinisikan dengan
hubungn

f(xlixZ)
filx)

ddam hubungan ini, xdianggap mempunyai nilai tertentu dimag(a,j > 0.

fea|x,) =

f(x2|x1) mempunyai sifat-sifat pdipe kontinu dengan satu peubah acak
dan disebut pdbersyarat tipe kontinu dari peubah acaki¥erikan peubah acak
tipe kontinu X = x, karena:
1.f(x2lx1) = 0

2. f(x2]xy) = f;fé:;); fi(x1) >0, f(x1,x2)=0

I o fx1,x3) - T (e _ filxl) _
3. f_oof(x2|x1)dx2 o f_oo fl(xl)'dxz . ) f_oof(xl'xz)dxz T he) 1.

Jika B(x2) > 0, pdfbesyarat dari peubah acak tipe kontinudiberikan
peubah acak tipe kontinuxX %, didefinisikan sebagai

n f(xeq, x2)
fx1]xz) = _fz(xz) J f>(x,) > 0.
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f(x1[x2) mempunyai sifat-sifat pdipe kontinu dengan satu peubah acak dan
disebut pdbersyarat tipe kontinu dari peubah acakl¥erikan peubah acak tipe
kontinu X; = x, karena:
1. f(x1lx2) =2 0

2.f () =222, f(0) >0, fn,x) 20

o e feam) ;1 e _ Rl _
3. f_oof(x1|x2)dx1 = f_oo fz(xz) dxl - fz(xz) f_oof(xlrxz)dxl - fz(xz) - 1

Karena {x1]x2) dan {x;[x;) masing-masing merupakan suatu gaf satu
peubah acak (baik tipe diskrit maupun kontinu), maka masing-masing mempunyai
semua sifat-sifat dari suatu pdPengan demikian, dapat dihitung probabilitas dan
ekspektasi matematikanya sebagai berikut:

Untuk peubah acak tipe kontinu:

b
Pr(a < Xz < b|X1 = xl) = f f(x2|xl)de
a

disebut probabilitas bersyarat bahwa X, < b diberikan X = x.
Dengan cara yang sama, probabilitas bersyarat bakwa; < d diberikan

X = %, adalah
d
PT(C < Xl < d|X2 = xZ) = J f(x1|x2)dx1.
C
Jika u(Xy) adalah suatu fungsi darp,Xnaka
B = | uGe)fGaledx,

disebut ekspektasi bersyarat daXa(diberikan X = x.
Ekspektasi khusus:
* E(Xzx;) adalah mean dari pdéasyarat dari Xdiberikan X = x;
e E{[Xo — EXa]x0)]%x:} adalah variansi dari pdbesyarat dari Xdiberikan
X1= X, dan dapat dinotasikan dengan Ma} x)
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Untuk selanjutnyak (X, |x,) disebut mean bersyarat dag dberikan X =
x1. Sedangkan VE&X;| x;) disebut variansi bersyarat darp berikan X = x dan
dapat ditulis sebagai berikut

Var(Xzl %) = EX’x1) — [E(Xalx1)]%.

Dengan cara yang sama, ekspektasi bersyarat@a)idiberikan %= x

adalah

E(u(X)|X, = xp) = J- uxy) f(xq]xz)dxy.

Untuk peubah acak tipe diskret, probabilitas bersyarat dan ekspektasi
bersyaratnya dihitung dengan cara analog dengan peubah acak tipe kontinu,
namun menggunakan sumasi sebagai pengganti integral.

(Hogg and Craig: 1995)

2.10 Distribusi Normal
Definisi 2.4
Sebuah peubah acak kontindikatakan mempunyai suatu distribusi

normal jika pdinya adalah

flx) = lzn exp [—%(ﬂ)z], —0o < x < oo, (2.32)

o o
dimanau danc? adalah mean dan variansi dariS¢lanjutnya, Xdikatakan

mempunyai suatu distribusi(y, o).

(Hogg, McKean and Craig: 2005)

Meanu dari N(u, a?) disebut parameter lokasi karena perubahan nilainya
mengakibatkan perubahan lokasi dari posisi tengalddle dari pdf normal,
maksudnya, bentuk grafik dari pdf normal tersebut tidak berubah melainkan hanya
ada suatu pergeseran pada lokasinya. Standar de\dasiM(u, %) disebut
paameter skala karena perubahan nilainya dapat mengubah penyebaran
distribusinya. Maksudnya, sebuah nilai yang kecil daniengakibatkan bentuk
grafik dari pdf normal menjadi tinggi dan curam, sedangkan nilai yang besar dari
o akan membuat bentuk grafiknya lebih menyebar dan laBdeapapun nilai
dari udanao, bentuk grafik dari pdf normal akan menyerupai lorgcatau bell-

shape
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2.11 Distribusi CampurarMixture Distribution)
Teorema 2.5

Misalkan Xadalah peubah acak yang bergantung pada paraingserg
merupakan nilai dari suatu peubah aceklengan pdf £{1). Fungsi probabilitas
bersyarat dari X diberikan A= A adalahfx, (x|4). Maka distribusi campuran

(mixture distribution) didefinisikan sebagai berikut:

fx() = [, fra(xIDfa(DdA, (2.33)
dengan distribusi dari disebut sebagai distribusi pencampuix{ng
distribution).

Fungsi distribusi campuran dapat dibentuk dari

R = [ [ rnGidnMdady

AEA

| U fxm(yl/’l)dyl fL()dA

AEA

= f Fa (x| 1) fA (D) dA.
AEA

Momentke-k dari distribusi campuran ini adalah
E(X") = E[E(X*|A)]
dan, secara khusus, bentuk variansinya adalah
Var(X) = E[Var(X|A)] + Var[E(X|A)].
(A. Klugman, Harry H. Panjer and Gordon E. Willmot: 2004)

Bukti:
Karena Xmempunyai pdfyf, (x|4), dimanal adalah parameter daridén

karenaA mempunyai pdf, (1). Maka pdf marginal daiX adalah

* jika A peubah acak kontinu

fx(x) = ffX|A(x|/1)fA(/1)dﬂ-

A€A
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» jika A peubah acak diskrit
OEDWANCIINCY

A€
Dengan kata lainfx (x) dgpat dinyatakan dalam bentuk ekspektasi sebagai

berikut

f1G) = Ex (fuaIA)
dimana subskrip pada E mengindikasikan bahwa peubah acaknya adalah
Dengan demikian, moment Ike(—E(X")) adalah

* jika A peubah acak kontinu

co

E(X¥) = f f x* Fun el fo(2) dA. dx

—oo AEA

E(X¥) = J“x"fxm(xll)dx]fA(/l)dl

AEA

ZCORMWC DTG
AEA
E(X®) = E[E(X*|A)]. (2.34)
 jika A peubah acak diskrit
EXR =3 3 x fn DA

x A€EA

E(X*) = Z

X

EG9) = ) EXHDAM

z xkfxm(xM)} fa)

AEA

E(X®) = E[E(X*|A)]. (2.35)

Sehingga, nilai variansiar(X) adalah
Var(X) = E(X?) — {E(X)}
= E[E(X?|N)] —{E[E(X|A)]}
= E{Var(X|A) + [EX|A)]?} — {E[E(X|M)]}
= E[Var(X|A)] + Var[E(X|A)]

Universitas Indonesia

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA Ul, 2012



20

Definisi 2.6

Sebuah peubah acakadalah suatu campuran k-titk-point mixture)dari
peubah acak X X, ..., Xk jika fungsi distribusinya berbentuk

Fy(y) = a1 Fx,(y) + axFx,(y) + - + axFx, (¥) (2.34)

dimanasemua; > 0dana +a; + -+ a, = 1.
(A. Klugman, Harry H. Panjer and Gordon E. Willmot: 2004)

Selanjutnya, akan dibahas salah satu bentuk khusus dari distribusi
campuran, yaitu distribusi normal terkontaminasinfaminated normal
distribution). Pembahasannya dimulai dengan sebuah peubah acak yang

terstandardisasi.

2.12 Distribusi Normal Terkontaminagi¢ntaminated Normal Distributign

Sebuah peubah acak dikatakan mempunyai distribusi normal terkontaminasi
jika distribusinya merupakan gabungan dari dua distribusi normal dengan mean
sama tetapi variansinya berbeda, sehingga hanya terdapat sebagian kecil nilai
observasi yang berasal dari distribusi normal dengan variansi yang lebih besar.
Jika proporsi banyaknya nilai observasi yang berasal dari distribusi normal
dengan variansi yang lebih besar itu cukup kecil, maka distribusi normal
terkontaminasi akan terlihat seperti distribusi normal dengan outlier

Misalkan terdapat sebuah peubah aéakang sebagian besar observasinya
mengikuti suatu distribusi normal stand&i0, 1) namun terkadang terlihat seolah
mengikuti suatu distribusi normal dengan variansi yang lebih besar, yaitu
N(0,02) dimana ¢ > 1. Pada aplikasinya, mungkin dapat dikatakan bahwa
sebagian besar observasi dari data tersebut “baik” namun terdapat outlier di
dalamnya. Oleh karena itu, untuk mendapatkan distribusi yang lebih tepét dari
lakukan langkah-langkah berikut ini:
» misalkan peubah acak Z mempunyai distribu@,N)
» misalkan |_,. adalah sebuah peubah acak diskrit yang didefinisikan sebagai

L= {1 dengan probabilitas 1 — €
1=¢ 7 |0 dengan probabilitas e.

e misalkanW = Z][_. + 0.Z(1 — I,_.), dan asumsikan bahwadan I, _,

independen.
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Bila peubah acakW = ZI,_. + 0.Z(1 — I,_.) diperhatikan kembali, maka
akan terlihat bahwa peubah achk,. digunakan sebagai penanda (indikator)
terjadi atau tidaknya kontaminasi pada sebuah titik observasi. Misalnya, jika
sebuah titik welah terkontaminasi berafii_. = 0, sehingga sebenarnya titik
observasi tersebut adalah w zr Sebaliknya, jika woukanlah titik yang
terkontaminasi, makj_,. = 1, atinya titik tersebut adalah w = ©leh karena
itu, probabilitas daiWw merupakan probabilitas bersyarat da&rdiberikani, _..

Selanjutnya akan dicari fungsi distribusi dei Karena probabilitas dari
W merupakan probabilitas bersyarat dari W diberikap, dan karena
independensi antara Z danJ, maka bentuk fungsi distribusi d& adalah
Fy(w)=P[W <w,l,_.=1]+P[W < w,[,_. = 0]

=P[W <w|lL_.=1]P[l_. =1] + P[W < w|,_, = 0]P[I,_. = 0]

=PlZ<w](l—¢€)+P[Z<w/o.]e

=0w)(1—¢€)+ d(w/a.)e (2.35)
dimana ®adalahcdf nomal standar.

Persamaan (2.35) menunjukkan bahwa distribusi dari W merupakan
gabungan dari dua distribusi normal, dengan demikian dapat ditarik kesimpulan
bahwa distribusi dari W adalah distribusi normal terkontaminasi.

Jika formula (2.35) diturunkan terhadapmaka akan didapat pdf dax
yaitu

fww) =pw)(1 =€) + pW/a), (2.36)

dimana ¢adalah suatu pdaiformal standar.

Kemudian, karen®/ = Z1,_. + 6. Z(1 — I;_.), maka dapat dibuktikan
bahwa ekspektasi dan variansi d@fiberturut-turut adalah

EW) =0danVar(W) =1+ e(c? — 1). (2.37)

Bukiti:
a) Akan dibuktikan bahwa @/ ) = 0.
KarenaZ berdistribusi NO, 1), makaE(Z) = 0 dan Var(Z) = 1. Kemudian,
karena W merupakan peubah acak yang mempunyai distribusi campuran, maka
berdasarkan teorema 2.5, ekspektasi W merupakan ekspektasi bersyarat sebagai
berikut
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EW) = E[E(W|],-¢)]
=EW|L-e=0)PU1e =0+ EW|L-e = DP(1_c=1)
=E(0:.Z2)P(ly-¢ =0) + E(D)P(l;-c = 1)
=0.E(Z)e+E(Z)(1—¢)
E(W) = 0.
b) Akan dibuktikan bahwa Vd#/) = 1 + e(c2 — 1).
KarenaZ berdistribusi N0, 1), makaE(Z) = 0 dan Var(Z) = 1.
Var(Z) = E(Z?) — [E(Z)]?
1= E(Z?) - [0]?
E(Z?) =1.
Kemudian, karena W berdistribusi campuran, maka berdasarkan teorema 2.5,
momen ke-2 dari distribusi ini adalah
EW?) = EW?|I,_c)
= EW?|l,_e = 0)P(l;_c = 0) + EW?|L- = DP (¢ = 1)
= E(0?Z*)P(I,_c = 0) + E(Z*)P(;_. = 1)
=0lE(ZH)e+ E(Z*)(1 - ¢)
=og2e+(1—¢)
=1+e€e(c?-1).
Dengan demikian, variansi dai adalah
Var(W) = EW?) — [EW)]?
=[1+e(a¢ - D] - [0
=1+e(a? - 1).
=~ Terbukti.

Misalkan, terdapat suatu peubah acak Wartia + bW/, dimana a dan b
konganta, dengan b > 0. Dengan mensubtiMske persamaan (2.35), maka

diperoleh bahwa fungsi distribusi dareXalah

Fy(x) = @ (’%“) (1—€)+® (x‘“) €, (2.38)

bo.

dimana distribusi ini juga merupakan suatu distribusi normal terkontaminasi atau

distribusi campuran normainfxture of normals Sedangkan pdf dari ¥dalah

f@ =9 (5) 52+ 0 (50) = (2.39)

bo.
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Berdasarkan (2.37), mean dan variansi daladah
E(X) = adanVar(X) = b%(1 + €(a? — 1)). (2.40)
(Hogg, McKean and Craig: 2005)

2.13 Metode Maksimum Likelihood

Misalkan X, X, ..., X% adalah peubah acak — peubah acak yang tidak
diketahui apakah saling independen dan berdistribusi identik atau tidak. Misalkan
pdf bersamg(x,y, ..., z; 64,05, ...,0m), (04,05, ..., 6,,) € Q bergantung pada m
paameter yang tidak diketahui d&@ adalah ruang parameter. Untuk selanjutnya,
pdf bersama dari XXy, ..., X% disebut fungsi likelihood, dan dinotasikan dengan
L[0y,05, ..., 0m; X1, X3, .., Xn| @AUL[O; x4, X5, ..., X,]. Misalkan terdapat fungsi
U (Xq, X5, o, X)), U (X1, X5, oo, X0, oo U (X4, X5, .0, X)) Yang
memaksimumkan fungdikelihood L 8; x4, x,, ..., x,]. Taksiran maksimum
likelihood diperoleh dengan menentukan
O R ), O, S, (XRRE, .. ), ..., 0, e A X )
dengan cara menyelesaikan persamaan berikut:

dIlnL(0) S
00

(Hogg and Craig: 1995)

2.14 M-Estimator

Untuk beberapa keluarga distribusi parametric, penaksir maksimum
likelihood es (MLE) adalah sebuah penaksir parameter yang konsisten dan
mempunyai variansi minimum. Namun, terkadang ditemukan kasus dimana MLE
diperoleh, tetapi tidak dalam bentuk yang sederhana, sehingga perlu proses iterasi
untuk mendapatkannya. Selain itu, masih terdapat permasalahan saat MLE
diperoleh, yaitu seberapa baik MLE tersebut dapat digunakan sebagai penaksir
ketika distribusi sebenarnya menyimpang dari distribusi yang diasumsikan.

Dari permasalahan tersebut, munculah ide tentang metode M-estangte
diperkenalkan oleh P.J Huber pada tahun 1964. M-estoigateakan untuk
mendapatkan penaksir yang tidak sensitif terhadap sedikit penyimpangan asumsi

distribusi. Oleh karena itu, penaksir yang diperoleh dengan menggunakan metode
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ini disebut dengan robust M-estimat&elanjutnya, akan dijelaskan M-estimator
untuk parameter lokasi dan skala.

2.14.1 M-estimatotntuk Parameter Lokasi
Misalkan X, X, ..., % adalah sampel acak dari distribusi yang mempunyai
fungsi probabilitas fx — 8), dimana fadalah suatu parameter lokasi sedemikian

seningga

InL@)= ) Inf(x;—0)=— ) p(x;—0),
2 2
dimana dx) = —In f(x) dan

dinL@®) ~f' (-8 X
Sy e R AR

dimana p(x) = ¥(x).
(Hogg and Craig: 1995)

Penaksir yang diperoleh dengan mencari solusi dari persamaan

zn: P(x;—0)=0
i=1

disebut robust M-estimato©leh sebab itu, untuk mendapatkan sebuah M-
estimator terlebih dahulu harus dipilih suatu fungsiapg dapat menghasilkan
penaksir yang baik untuk setiap distribusi sampel yang terambil.

Sekarang, perhatikan suatu funggk) = sgn(x) yang disarankan oleh
Hube untuk dapat menghasilkan M-estimayaing baik untuk menaksir
parameter lokasi.

M-estimatoryang dinotasikan deng#hini akan didapat dengan

menyelesaikan persamagiL, ¥ (X; — 6) = 0 sebagai berikut:

itp(xi—e) =0

ZSgn(Xi -0)=0

i=1

(2.41)
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1 jikax>0

0 jikax <092"

Misalkan didefinisikan @x > 0) = {

1 jikax <0 . . .
I(x<0)= {0 j’ikax >0’ maka fungssgn(x) dapat dinyatakan sebagai

sgn(x) =1(x >0) —I(x < 0)
Sehingga persamaan (2.41) dapat dinyatakan sebagai

Z(I(Xi—9>0)—I(Xl-—0<0))=0

n n
Zz(xi—9>0)—21(xi—9<0)=0
i=1 i=1

dimana #x)=banyaknya xsehingga diperoleh

#(X; > 0) = #(X; < 0). (2.42)
Dari persamaan (2.42) diperoleh bahwa banyakng@rngan nilai yang lebih
besar dari Bama dengan banyaknyaengan nilai yang lebih kecil da#l, maka
penaksir M-robust yang diperoleh untukaflalabd = median(X,,X;, ..., X,,).
Untuk selanjutnyamnedian(X,, X5, ..., X,,) dinotasikan dengaWMD dan pada bab

3 akan dijelaskan bahwaD merupakan penaksir yang robust untuk mean proses.

2.14.2 Penaksir-M untuk parameter skala
Dengan adanya fungsi Hub@p), permasalahan baru muncul, yaitu tidak
semua solusi dapat ditemukan saat menyelesaikan persittaap(x; — 6) =

0. Oleh karena itu, untuk menyelesaikannya, dilakukaxlifikasi sebagai

(7Y o

dimana fadalah parameter lokasi dandhkh parameter skala.

berikut:

n
i=1
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Penaksir d yang sering digunakan adalah

_ median|x; — median(x;)|
B 0.6745 ’
dimana pembilang dari d merupakan penaksir skala yang disebut median absolute

deviation (MAD). Sedangkan penyebut dari d yaitu 0,6745 digunakam agar
menjadi penaksir yang dekat dengarketika sampel yang diambil berasal dari
suatu distribusi normal, seperti yang akan dijelaskan berikut ini.
Definisikan

MAD (x) = MAD (x4, x5, ..., X5,)

= median{|x; — median(x;)|}

Jika distribusi dari x simetris, maka medi@n) = u, sehingga
MAD (x) = median{|x; — p|} dan berlaku

i
Pr(lx; — ul < MAD(x)) = >

1
Pr(—MAD(x) < x; — pp < MAD(x)) = =

2
o <_ MAD(x) ! Xp— U 4 MAD(x)> i 1
o o o 2

MAD (x MAD (x 1

o o 2

Jika ZberdistribusN(0,1) maka didapaf“>*> = 0.6745. Sehingga,

6 =M2400) _ 14826 MAD (x).

0.6745

median|x;—median(x
0.6745

9l dinotasikan

Untuk selanjutnyal = 1.4826 MAD(x) =

dengan MADdan pada bab 3 akan dijelaskan bahwa M#dbupakan penaksir

yang robust untuk standar deviasi proses.
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2.15 Bagan Kendali Shewhart

Dalam suatu proses produksi, walaupun telah dirancang atau dipelihara
dengan baik, pasti terdapat variabilitas natural di dalamnya. Variabilitas natural
ini adalah efek kumulatif yang tidak dapat dihindari, dan sering disebut dengan
“sebab acak dari sistem stabil”. Sebuah proses produksi yang beroperasi dengan
hanya dipengaruhi oleh variasi sebab acak dapat dikatakan sebagai proses yang
terkendali secara statistik. Dengan kata lain, sebab acak sudah menjadi bagian
lazim dari suatu proses produksi.

Pada output sebuah proses, terkadang juga dipengaruhi oleh variabilitas
jenis lain. Variabilitas jenis ini biasanya berasal dari tiga sumber yaitu pengaturan
mesin yang salah atau tidak sesuai, kesalahan operator, atau kecacatan bahan
material. Variabilitas jenis ini pada umumnya mempunyai andil yang lebih besar
dalam mempengaruhi tingkat penolakan dari performa proses produksi
dibandingkan dengan variabilitas natural. Oleh karena itu, keberadaan variabilitas
ini harus segera diusut atau diselidiki penyebabnya agar dapat segera dihilangkan.
Variabilitas ini sering disebut dengan “sebab terusut”. Sebuah proses yang
beroperasi dibawah keberadaan sebab terusut dapat dikatakan sebagai proses yang
tidak terkendali.

Pengendalian proses statistik atau Statistical Process Control (SPC) adalah
sekumpulan perangkat statistik yang berguna untuk mengendalikan proses
produksi agar dapat berjalan dengan stabil dan meningkatkan kemampuan
produksi melalui pengurangan variabilitas pada proses produksi. Salah satu
perangkat statistik dalam prosedur SPC adalah bagan kesatdliol char).

Bagan kendali yang paling umum dikenal adalah bagan kendali Shewhart.

Bagan kendali Shewhart diperkenalkan pertama kali oleh Walter A.
Shewhart pada tahun 1924. Ide dasar dari bagan kendali Shewhart adalah
melakukan analisis dengan mengambil sampel dari proses produksi secara
periodik. Sampel dari proses produksi yang diambil secara periodik disebut
dengan istilah subgrup. Kemudian, hasil pengukuran pada setiap subgrup
digunakan untuk menghitung batas-batas kendali pada bagan yaitu garis tengah
(CL), batas kendali ata¥JCL), dan batas kendali bawabGL). Setelah itu, batas-

batas kendali dan hasil pengukuran dari setiap subgrup diplot bersama-sama untuk
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diperiksa apakah terdapat sinyal out of control progaag muncul sebagai
indikasi bahwa proses tidak terkendali secara statistik.

Western Electric Handbook (1956) menyarankan sekumpulan aturan
keputusan untuk mendeteksi pola nonrandom pada bagan kendali. Secara khusus,
dia menyimpulkan bahwa sebuah proses dapat dikatakan tidak terkendali jika
terdapat:

1. Satu titik terplot di luar batas kendali,3c
2. Dua dari tiga titik berurutan terplot di luar batas-batas kendali 2c¢
3. BEmpat dari lima titik terplot pada sebuah jarakstau dekat dengan CL
atau
4. Delapan titik berurutan terplot pada satu sisi dari CL

Aturan-aturan ini diterapkan pada satu sisi darp@tla satu waktu. Oleh
sebab itu, sebuabh titik yang berada di atas Yé&ig diikuti dengan sebuabh titik di
bawah LCLtidak mengindikasikan sebuah sinyal bahwa proses tidak terkendali.
Selain itu, terdapat juga beberapa kriteria tambahan yang terkadang digunakan
untuk meningkatkan sensitifitas dari bagan kendali Shewhart terhadap pergeseran
proses yang kecil. Beberapa aturan sensitifitas yang telah digunakan secara luas

pada bagan kendali Shewhart terangkum dalam tabel berikut ini.

Tabel 2.2 Beberapa aturan sensitifitas pada bagan kendali Shewhart

Standard action signal | 1. Satu atau lebih titik terletak di luar batas-batas

kendali (UCL dan LCL)

2, Dua dari tiga titik berurutan pada sisi yang

sama. terletak di luar batas 20, tetapi masih di Western
dalam batas-batas kendali (UCL dan LCL) Electric
3. Empat dari lima titik berurutan pada sisi yang Rules

sama, terletak di luar batas 1o

4, Delapan titik berurutan terletak pada satu sisi
yvang sama dari CL

5. Enam titik menaik atau menurun terletak pada
sisi dan zona vang sama dari CL

6. Lima belas titik dalam sebuah baris terletak
pada zona 1-o dari CL

7. Empat belas titik dalam sebuah baris
bergantian naik dan turun

8. Delapan titik dalam sebuah baris terletak di
sisi atas dan bawah CL dengan tidak ada titik
vang terletak pada zona 1-o dari CL

9. Sebuah pola tidak biasa atau non random
pattern pada data

10. Satu atau lebih titik terletak di dekat batas
kendali (UCL dan LCL)
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Bagan kendali Shewhart yang biasa digunakan adalah Bagam ..«
untuk mengawasi mean proses dan bagag.&runtuk mengawasi standar
deviasi proses. Kedua bagan ini memberikan informasi mengenai mean dan
standar deviasi suatu proses.

Rumus yang digunakan untuk menghitung batas kendali pada Hatzam
bagan S adalah
a. Jikau dan o diketahui
 Batas-batas kendali untuk bag#n

CL=EX)=u

LCL=u—30g=u 31=,u—ia
Vn Vn

UCL=,u+3ag=u+3i=u+ia
Vn Vn

Dengan demikian, batas-batas kendali untuk bagdagét ditulis sebagai
berikut

e — 1

/ U=, — Adl
UCL=pu+ Ac
dimana 4 =

yn
» Batas-batas kendali untuk bagan S
Karenau dan o diketahui, maka dapat dibuktikan bah#&s?) = o2 dan
E(S) = c,0. (lihat lampiranl)

Shingga

af = E(S*) — [E()P?
= 07~ [ey0]’
= g2 — ¢,%0?
= (1 — ¢,?)o?.

Nilai konstanta gbergantung pada ukuran subgroup yang tertera pada tabel di

lampiran 2.
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Karenas? = (1 — ¢,%)0? , maka g = o,/(1 — c,2) .

Oleh karena itu,

CL=E(S) =c,0

LCL = ¢c,0 — 305 = c,0 — 3¢50 = (¢4 — 3¢5)0

UCL = c40 + 305 = 4,0 + 3¢50 = (¢4 + 3c5)0

Dengan demikian, batas-batas kendali untuk bagan S dapat ditulis sebagai
berikut

CL = C40-
LCL = Bso
UCL = Bgo

dimana B = (¢, — 3cs) dan B = (¢4 + 3cs5)

b. Jka u dan o tidak diketahui
Jika u dan ¢ tidak diketahui, maka perlu dicari penaksir untukap@eter lokasi

dan parameter skala. Penaksir unbiased untdi&lam konstruksi bagan kendali
Shavhart adalalk. Sedangkan penaksir uabed untuk aadalahci.

« Batas-batas kendali untuk bagén

L= ¥

Lr=g-32 g 35 _5_ 3¢
Vn Vncs caVn

UCL =g S i s

Vn Vnes caVn
Dengan demikian, batas-batas kendali untuk bagdapat ditulis sebagai
berikut
CL=X
LCL =X — A58

UCL = X + 45§

dimana 4 = . f/ﬁ
4
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» Batas-batas kendali untuk bagan S

CL =146 =4

LCL=§—3JS=§—3c56=S—3csa=(1—30—5)§=(w)5

e
Cq
Dengan demikian, batas-batas kendali untuk bagan S dapat ditulis sebagai
berikut

CL=S§
. T
UCL = B,S

; B B,
dimana B = C—S danB, =-=2.
4

Cy

(Montgomery: 2001)
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BAB 3
BAGAN KENDAL| BERDASARKAN MEDIAN DAN
MEDIAN ABSOLUTE DEVIATION

Ketika terdapat outlier pada data yang diasumsikan berdistribusi normal
yang diambil dari sebuah proses produksi, dimana outlier tersebut bukan
merupakan kesalahan, maka bagan kendali Shewhart yang dibuat dari data
tersebut tidak lagi baik untuk digunakan sebagai alat pengendali mutu secara
statistika. Hal ini terjadi karena outlier tersebut akan mempengaruhi mean sampel
(X) dan standar deviasi samg§) yang biasa digunakan sebagai penaksir untuk
mean prosegu) dan standar deviasi prosegs) pada bagan kendali Shewhart,
akibatnya batas-batas kendali pada bagan tersebut menjadi tidak valid. Oleh sebab
itu, diperlukan bagan kendali alternatif dengan penaksir-penaksir yang athust
penaksir yang tahan terhadap keberadaan outlier

Salah satu bagan kendali alternatif yang dapat digunakan adalah bagan
kendali berdasarkan median dan median absolute deviation, yang selanjutnya
disebut dengan bagan kendali MDMAD. Sesuai dengan namanya, bagan kendali
MDMAD ini menggunakan dua penaksir robyatitu median sampel (MD) yang
digunakan untuk menaksir mean pro&esdan nedian absolute deviation

sampel (MAD) yang digunakan untuk menaksir standar deviasi p(o3es

3.1 Renaksir Robust

Penaksir robust adalah penaksir yang tahan terhadap keberadaan outlier,
sehingga taksirannya tidak berubah oleh sedikit penyimpangan asumsi
distribusinya. (Moustafa Omar: 2008)

Penyimpangan asumsi distribusi diantaranya dapat disebabkan oleh
adanya outlier yang bukan merupakan kesalahan atau observasi yang
terkontaminasi. Efek yang ditimbulkan oleh sebuah observasi yang
terkontaminasi pada saat menaksir suatu parameter dapat diukur dengan

menggunakan influence function dari suatu penaksir.
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I nfluence Function

Ide tentang influence function diperkenalkan oleh Hampel pada tahun
1974, sebagai berikut:

Misalkan X, X, ..., X,, adalah peubah acak independen, dengan fungsi
distribusi masing-masingyF'Kemudian didefinisikan sebuah functionaitu
suatu fungsi darky yang dinotasikan deng#{Fy). Penaksir untuk parameter
dari distribusi K, dapat dinyatakan dalam bentuk functiarislisalnya, mean (u

dai fungsi distribusi § dinyatakan dalam functionaebagai

eu(Fx) e j X dFX .

Seelah mengetahui konsep functiopdlal lain yang perlu diperhatikan
dalam mencari influence function dari sebuah penaksir adalah efek kontaminasi
(e) pada beberapa titikyang dapat menyebabkarseolah-olah mempunyai
distribusi yang berbeda dengan distribusi yang diasumsikan sebelumnya.

Distribusi dari x yang dimaksud adalah distribusi campuran yaifuEfek

kontaminan(e) pada xdari suatu penaks#t diukur dengan iméience function.

Definisi 3.1
Influence function dari penaksif pada xdiberikan oleh

O (Fxe) = 0(Fy)

-0 €

dimana 6 (g ) adalah notasi furttonal untuk penaksir dari suatu parameer
dibawah distribusi campurdf ., sedangkad (Fy) adalah notasi furtconal
untuk penaksir dari suatu parameiadibawah distribusi yang diasumsik&pn
(Dudewicz dan Mishra: 1988)

Penaksir yang diharapkan adalah penaksir yang taksirannya untuk setiap x
pada saat data terkontaminasi tetap dekat dengan taksiran yang dihasilkan di

bawah distribusi yang diasumsikan. Dengan demikian, influence function dari

penaksir robustharus merupakan fungsi yang terbatas dari x
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Definisi 3.2
Penaksir Bdisebut penaksir robust jika |IF (x)fterbatas untuk setiap x

(Hogg, Mc.Kean, and Craig: 2005)

Definisi 3.3

Sebuah fungsi f: A — Rikatakan terbatas pada A jika terdapat sebuah
konganta M > 0 sedemikian sehinggdx)| < M, vx € A.
(Bartle and Sherbert: 2000)

Selanjutnya akan dicari penaksir robusituk mean proses dan standar
deviasi proses. Penaksir yang dapat digunakan untuk menaksir mean proses
adalah mean sampel dan median sampel, sedangkan penaksir yang digunakan
untuk menaksir standar deviasi proses adalah standar deviasi sampel dan meadian
absolute deviation sampel. Oleh karena itu, pencarian penaksir robust untuk mean
proses dan standar deviasi proses dilakukan dengan membandingkan influence

function dari empat penaksir tersebut seperti yang akan dijelaskan di bawah ini.

I nfluence function dari mean sampel
Misalkan Xadalah sebuah peubah acak kontinu yang mempunyai fungsi
distribusiFy dengan meap dan variansio?. Misalkan W peubah acak diskrit

0, w<x

yang mempunyai fungsi distribusi(w) = {1 "

, dan misalkan; L,

adalah sebuah peubah acak indikator yang didefinisikan sebagai berikut:

ol {1 dengan probabilitas 1 — €
1=¢™ |0 dengan probabilitas .

Kemudian, misalkan terdapat sebuah peubah ¥cal,_ X + [1 — I,_.|]W,
dimana XW dan/;_. independen. Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa Y
adalah peubah acak yang bergantung gada karena jika,_. = 1, maka Y
diambil dari X dan jika {_. = 0, maka Ydiambil dariW.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa Y adalah sebuah peubah acak yang

mempunyai distribusi campuran.

Universitas Indonesia

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA Ul, 2012



35

Fungsi distribusi dari Y adalah
Fxe(y) =Pr(Y <y)
=PrY<ylL_.=1)+Pr(Y <y l_.=0)
=Pr(X <y)Pr(li_c=1)+Pr(W <y)Pr(l;_ =0)
= (1 — €)Fx + €Ay. (3.1)
Berdasarkan teorema 2.5, mean dari distribysi &lalah
E(Y) = E[E(Y|1-¢)]
=E(|lj—¢ = 0)P(I;_c = 0) +E(Y|;_ = DP(l;_. = 1)
= EW)P(l;_ = 0) + EX)P(l;_ = 1)
=ex+ (1—e)u. (3.2)
Kemudian, karena E(Y) merupakan fungsi dgtri, maka E(Y) dapat dinotasikan
dadam bentuk functional T(E) dan karena merupakan fungsi dafi;, makay
dapat dinotasikan dalam bentuk functiona(Hy). Dengan demikian, persamaan
(3.2) dapat ditulis menjadi
T(FX,E) =ex+ (1—¢e)T(Fy)
T(Fxe) —T(Fx) = ex — €T (Fx)
Sehingga, influence function dari mean sampel adalah

T(Fx,e)=T(Fx)
€

IF (x;X) = lim,_

s ex—eT,(Fx)
= lim.,g —

= Xy (3.3)
Dari persamaan (3.3) diperoleh influence function dari mean sampel
adalahlF (x; X) = x — u, yang merupakan fungsi linier dariSelanjutnya akan
diperlihatkan bahwa influence function dari mean sampel adalah fungsi yang tidak
terbatas.
Misalkan M> 0 adalah sebuah nilBF (x; X) di titik x = X.. Misalkan
terdapat sebuabh titik. ximana ¥ x.+1, maka
[IF (xe; X)| = |x, — pl
= |x.+ 11—yl
= [x. —u+1]
=|M + 1|
IF(x;; X)| =M +1 > M. 3.4)(
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Sehingga, berdasarkan definisi 3.3 diketahui bahwa influence function dari
mean sampel adalah fungsi yang tidak terbatas. Kares; X)| merupakan
fungsi yang tidak terbatas, maka berdasarkan definisi 3.2, mean sampel bukan
penaksir robust untuk mean proses.

Telah diketahui bahwa mean sampel bukan merupakan penaksir robust.
Selanjutnya, akan dilihat apakah median sampel pada bagan kendali MDMAD

merupakan penaksir robusintuk mean proses.

Influence function dari median sampel
Misalkan MFx) adalah notasi functionalintuk median ¥D) dari

distribusi yang diasumsikankFyang didefinisikan oleh

Misalkan M(E,.) adalah notasi furttonal untuk median dari distribusi
campuranfy .. Maka nilai median setelah ada titik yang terkontaminasi, adalah
MD + &, dimana édapat bernilai positif atau negatif tergantung patia tiiik
yang terkontaminasi tersebut, apakah lebih besar atau lebih kecil dari MD.
Selanjutnya, asumsikan bahwgkontinu, dengan pdffy. Maka untuk § < 0
dapat diperoleh

1
§=(1—E)FX(MD+6)+E
1_

=-9 E N 5fX(MD)] b

dengan demikian,

o ER O ) (MD)
il

= E
§= .
2fx(MD)
€
2fx(MD) °

Sebaliknya, jikad > 0, makas =
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Oleh karena itu, influence curve dari median sampel adalah

M(F, ) — M(F
IF(x; MD) = lim (Fie) = M(Fy)
-0 €
5

= lim—
e-0 €

x <MD

2fx(MD) ’
-1

2fx(MD) ’
__ sgn (x—MD)
~ 2fx(MD) (3-5)

x> MD

Dari persamaan (3.5), diperoleh bahwa influence function dari median sampel
merupakan fungsi signum. Selanjutnya, akan diperlihatkan bahwa influence
function dari median sampel merupakan fungsi yang terbatas.

Karena telah diketahui bahwa nilai terbesar tiafi; MD) adalah sebuah

kondanta M = > 0, maka untuk setiapdiperoleh
2fx(MD)
sgn (x — MD) .|
|[F(x; MD)| = = =M
2fx(MD) 2fx(MD)

Séhingga, berdasarkan definisi 3.3, diketahui bahwa influence function dari
median sampel merupakan fungsi yang terbatas daaidk berdasarkan definisi

3.2, median sampel merupakan penaksir robust untuk mean proses.

Influence function dari standar deviasi sampel
Misalkan Xadalah sebuah peubah acak kontinu yang mempunyai fungsi
distribusiFy dengan meap dan variansio?. Misalkan W peubah acak diskrit

0, w<x
1, w>=>x'

adalah sebuah peubah acak indikator yang didefinisikan sebagai berikut:

yang mempunyai fungsi distribusi (w) = { dan misalkan .

= {1 dengan probabilitas 1 — €
1=¢ 7 |0 dengan probabilitas e.

Kemudian, misalkan terdapat sebuah peubah ¥cak,_ X + [1 — I,_.|]W,
dimana XW dan/; _. independen, maka dari persamaan (3.1) terbukti bahwa Y
mempunyai distribusi campuran dengan fungsi distribusi

Fxe = (1 — €)Fx + €Ay.

Universitas Indonesia

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA Ul, 2012



38

Kemudian, karena diketahui X adalah sebuah peubah acak dengapn mean
(E(X) = ) dan variansioc? (Var(X) = ¢2), maka
E(X?) =Var(X) + [E(X)]? = % + u?.
KarenaW mempunyai fungsi distribusiyAw), dimana

A,(w) = {(1) x ; i maka fungsi probabilitas dari W adalah

1, w=x

0, lainnya’ sehingga

¢w) =
EW?) = xw*{(w) = x*{(x) = x*.
Dengan demikian, variansi dafiadalah
Var(Y) = E(Y?) = [E(Y)]?
= [E(Y?|li—e = 0)P(;_c = 0) + EQY?|1_c = D)P(l;~ = 1)]
— [ex + (1 = e)p]?
=EW»e+EX*»)(1 —¢€) — [e2x* + (1 — €)?u? + 2exp — 2e%xu]
=ex?+ (1 —€)(0? + p?) — €?x? — u? —e?u® + 2ep® — 2exu
+ 2€2xpu
=ex?+ (1 —€)o? + eu?® — €?x? — €y — 2expu + 2e2xp 8.6)

Kemudian, karena VaY merupakan fungsi daF, ., maka Var(Y dapat
dinotasikan dalam bentuk functional V;{E). Begitu pula dengan?, karenas?
merupakan fungsi dafiy, makas? dapat dinotasikan dalam bentuk functional
V(Fy), sehingga Var{) pada persamaan (3.6) dapat ditulis menjadi

V(E.e) = ex? + (1 — )V (Fy) + €u® — €2x? — €2u® — 2exp + 2€%xp
V(E.e) — V(Fx) = €x? — eV(Fx) + eu? — €2x% — €pu® — 2exp + 2€xp
Jadi, influence function dari variansi sampel adalah

V(Fxe)-V(Fx)
€

IF (x;5%) = lim._q

ex?—eV(Fx)+teu?—e?x?—e?u®—2exu+2e%xu

= lim
€—0 €
— lim e(x?—2xpu+u®)—ev(Fx)-€?(x%—2€2xpu+u?)
- €—0 €
. e(x—p)?—eo?-€?(x?—2xpu+p?)
= lim
€—0 €
=(x—u)?—o2 3.7
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Dari persamaan (3.7), diketahui bahwa influence function dari variansi
sampel merupakan fungsi kuadrat darbelanjutnya, akan ditunjukkan bahwa
influence function dari variansi sampel merupakan fungsi yang tidak terbatas dari
X.

Misalkan M =(x. — n)? — ¢ > 0 adalah sebuah nilai (£: S?) di titik
x = x.. Misalkan terdapat sebuah titikdimana x= X-+1, maka
[IF (xg; S?)| = [(xe — w)? — 02|

= |(xc +1—-w)?—o?|

= |((xc —u)+ 1)2 — 02|

= | — )% + 2(x. —p) + 1 = a?|

= |(xc — w)? — 0? + 2(x, — ) + 1

=M+ 2(x, —p) + 1|

=M+2|x,—ul+1>M 3.8)

Sehingga, berdasarkan definisi 3.3 diketahui bahwa influence function dari
variansi sampel adalah fungsi yang tidak terbatas. Kaf&ga; S2)| merupakan
fungsi yang tidak terbatas, maka berdasarkan definisi 3.2, variansi sampel bukan
penaksir robust Dengan demikian, standar deviasi sampel bukan merupakan
penaksir robust untuk standar deviasi proses.

Telah diketahui bahwa standar deviasi sampel bukan merupakan penaksir
robust. Selanjutnya, akan dilihat apakah median absolute deviation sampel pada

bagan kendali MDMAD merupakan penaksir robusttuk standar deviasi proses.

Influence function dari median absolute deviation sampel
Dari subbab 2.14.2 diketahui bahwa median absolute deviation (MAD)

merupakan penaksir-M yang diperoleh dengan mencari solusi dari persamaan
i—0
() =0 (3.9)

dimana fadalah parameter lokasi ddradalah parameter skala.
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Dari Huber (1981) halaman 136, diketahui batmiaience function dari
median absolute deviation sampel diperoleh dengan mensubtitusikan

Fxe = (1 — €)Fx + eAy ke dalam persamaan berikut:

[y (X2 (7;()”) Fdx =0 (3.10)

dimana, TF) adalah penaksir untuk parameter lokagafig dinotasikan dalam
bentuk functional, dan F) adalah penaksir untuk parameter lokagang
dinotasikan dalam bentuk functionaedangkay adalah fungsi Huber untuk
menaksir parameter skala, seperti yang telah dijelaskan pada subbab 2.14.2.

Menurut Huber (1981) halaman 137, turunan persantaaf)(terhadap
addah

xi—T(F)

IF(x; T(E)) fw' ( 4% ) F(dx) +
IF(x;S(F))ft/)’ (xi—T(F)) (xi—T(F)) F(dx) = (xl T(F)) S(F)

S(F) S(F) S(F)

(3.12)
Dari persamaan (3.11), influence function dari penaksir parameter skala SF)

adalah

v (i) 5
X

S

IF(x;S(F)) = i :
x 19 (5t (5cmy) F (0

(3.12)
Karena fungsi Huber untuk MAD adalgl{x) = sgn(|x| — 1), maka dari

persamaan (3.12) diperoleh

¥ (37am) MAD
1¥' (s7p) (37am) F @)
__s9n(|siap] — 1) Map
1 (s7p) Grap) F@)

Sehingga, influence function dari MAD adalah

IF (x; MAD) =

sgn(|x|-MAD)

IF (x; MAD) = 72

(3.13)

(Huber, halaman 137-138)
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Dari persamaan (3.13) diperoleh bahwa influence function dari median
absolute deviation sampel adalah fungsi signum. Sehingd&(x; MAD)|
merupakan fungsi yang terbatas dardadi, berdasarkan definisi 3.2, median
absolute deviation sampel merupakan penaksir robust untuk standar deviasi
proses.

Setelah diketahui bahwa median sampel dan median absolute deviation
sampel merupakan penaksir yang robust untuk menaksir mean proses dan standar
deviasi proses, maka selanjutnya akan dibahas prosedur pembuatan bagan kendali

berdasarkan median damdian absolute deviation.

3.2 Bagan Kendali #pyp

Bagan kendalk,,pn4p adalah bagan kendali yang digunakan untuk
mengawasi mean proses. Bagan kenklgli,,.p ini dibuat dengan menggunakan
penaksir-penaksir robust, yaitu median sampéD] dan median absolute
deviation (MAD). Median sampel (Mpadalah penaksir alternatif dari mean
sampel K) yang digunakan untuk menaksir mean proggsseédangkan adian
absolute deviation (MAD) merupakan penaksir alternatif dari standar deviasi
sampel § yang digunakan untuk menaksir standar deviasi pra3es (

Misalkan x;, x;,, ..., x;, dimana i= 1, 2, ..., madalah sampel yang berasal
dari mbuah subgrup berukuran n, maka median subgrugM®;) didefinisikan

sebagai berikut:

X( ) ,jikan genap

2

MD (2) + X( ) (3.14)
Zf ,jikan ganjil

sadangkan median absolute deviatiorsubgrup kd-(MAD; ) didefinisikan sebagai
median dari penyimpangan mutlak dari MBbagai berikut:

MAD; = median|x;; — MD;|, dimanai=1,2, .., danj=1,2,..,n
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Kemudian, kedua penaksir itMD; dan MAD) akan digunakan untuk
membuat bagan kendali,.4p dengan mengikutsertakannya dalam perhitungan
baas-batas kendali dan garis tengah dari bagan kengglj /% sebagai berikut:

1. Mean proses gitaksir dengan rata-rata darisabgrup median, yaitu
m
i =MD = z MD;/m
i=1

2. Standar deviasi proses ditaksir dengan rata-rata dsubgrup median

absolute deviation, yaitu
m
6 = b,MAD = bnz MAD;/m
i=1

3. Batas kendali bawal.CL), bagan kendali atat/CL) dan garis tengalC{)
dihitung dengan menggunakan m buah subgrup berukuran n yang didapat
dari proses yang terkendailin ontrol process) sebagai berikut:

pe oanme WA  _omacos
2 n
- gas2r 7R BN e
=MD =322 " _ WD — R{MAD
Vn
CL=ji =MD
A N 12536
UCL = [ + ZaGyp = MD + 363,p = MD + 3
2z Vn
L i e -
=MD A3 " " D% R, MAD
Vn

dimana R = 3.759b,,/+/n . Nilai-nilai dari faktor koreksi pdan faktor batas
kendali R ada pada tabel 3.1.
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Tabel 3.1 Nilai-nilai untuk faktor batas kendaji R

el by Ry n by R

3.17899 14 1.061 1.06592

IJ
=
-
[ls]
=

3 1.495 3.24454 15 1.056 1.02492

4 1.363 2.56176 16 1.053 0.98956

1.206 Z2.02738 17 1.049 0.95636

h

& 1.200 1.84153 18 1.047 0.92765

7 1.140 1.61968 19 1.044 0.90032

8 1.129 1.50045 20 1.042 0.87584

£ 1.107 1.38707 21 1.040 0.85309

10 1.087 1.29212 22 1.038 0.83188

11 1.078 1.22178 25 1.036 0.81202

12 1.071 1.16217 24 1.034 0.793390

1.066 1.11137 25 1.033 0.77661

[
L¥¥]

Sementara itu, untuk n > 25, nilai faktor koreksdiperoleh dari formula

b, = # , sedangkan nilai faktor batas kendalidieroleh dengan

menggunakan formula;RyaituR,; = 3.759b,,//n .

Selanjutnya, nilai mean dari setiap subgf¥p dimana i =1, 2, .., mdiplot

pada bagai,,puap- Oleh karena itu, bagan kend&}j .4, dapat

digunakan untuk mengawasi mean proses karena mean sampel diplot pada
bagan ini sesuai dengan pernyataan Rocke (1989), bahwa “prosedur terbaik
adalah untuk memplot mean sampel tetapi dengan menggunakan batas-batas
kendali yang dihitung berdasarkan penaksir rébidiean sampel dari setiap
subgrup baik digunakan untuk mendeteksi keberadaan outlier atau adanya
pergeseran dari mean proses.

Jika ada satu nilai;Xi = 1, 2, ..., myang terletak di luar batas-batas kendali,
maka proses produksi yang diamati berada di luar kerwdof control

process).
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3.3 Bagan Kendalippppap
Bagan kendalb ;) 4p @adalah bagan kendali yang digunakan untuk
mengawasi standar deviasi proses. Bagan kenglgli & ini tetap memplot
standar deviasi sampel Shanun menggunakan penaksir MAIDtuk
mendapatkan batas-batas kendali dan garis tengahnya. Oleh karena itu, batas-
batas kendali (LCldan UCL) dan garis tengalC() dari bagan ini diperoleh
sebagai berikut:
1. Batas kendali bawal.CL), batas kendali atat/CL) dan garis tengalC({)
dihitung dengan menggunakan MAan faktor koreksif serta faktor batas
kendali ¢, Bs dan B sebagai berikut:

LCL = c,6 — 36 /1 — ¢2 = ¢,b,MAD — 3b,MAD /1 —¢?

= B:b,MAD = B;MAD
CL = c,6 = c,b,MAD = ¢,MAD

UCL = c,6 + 36 /1 —c% = ¢,b,MAD + 3b,MAD /1 — ¢

= B:b,MAD = B;MAD

dimana
ES) 4(n-1)
€4 = o ~ 4n — 3 €4 = bnCs

B§=anS=bn<c4—3 /1—c§>
BZ:an6=bn<C4+3 ’1—(,'2)

Nilai-nilai dari faktor-faktor batas kendal], B dan R dihitung dan
diberikan pada tabel 3.2.
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Tabel 3.2 Faktor-faktor batas kendali untuk bagan kendali rolengian

peubah univariat

n by cq¥ Bs* Bg* n by cy¥ B;* Bg*

2 |1.196 |0.954 |0.000 |3.117 14 1.061 |1.041 |0423 |1.658

3 |1.495 |1.325 | 0.000 | 3.403 15 1.056 | 1.037 |0.445 |1.630

4 |1.363 |1.256 |0.000 |2.846 16 1.053 | 1.036 | 0463 |1.607

L

1.206 | 1.134 | 0.000 | 2.369 17 1.049 | 1.033 | 0.480 | 1.585

N
oo
N

6 |[1.200 |1.142 |0.035 | 2.249 18 1.047 | 1.032 | 0.497 | 1.566

7 [1.140 | 1.094 | 0.129 | 2.059 19 1.044 (1.030 | 0512 | 1.548

8 [1.129 |1.089 | 0202 |1977 20 1.042 |(1.028 |0.525 |1.532

9 |1.107 | 1.073 |0.257 | 1.890 21 1.040 | 1.027 |0.537 | 1517

10 | 1.087 | 1.057 | 0.300 | 1814 22 1.038 | 1.026 | 0.548 | 1.503

11 [1.078 | 1.051 | 0.337 | 1.765 23 1.036 | 1.024 | 0.558 | 1.490

12 | 1.071 |1.047 |0.371 | 1724 24 1.034 [1.023 | 0.568 | 1.478

13 |1.066 |1.044 |0.399 | 1.690 25 1.033 [ 1.022 | 0577 |1.467

2. Selanjutnya, nilai-nilai standar deviasi dari setiap subgfpyp=1,2,...,m
diplot pada baganyduap. Oleh karena itu, bagan kendalipghapo ini
dagpat digunakan untuk mengawasi variabilitas proses.

3. Jika terdapat;§ang jatuh di luar batas-batas kendali, maka proses

produksi yang diamati dapat dikatakan tidak terkendati ¢f control).
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BAB 4
CONTOH PENERAPAN

Dalam bab ini, akan dibahas penerapan bagan kendali MDMAD pada data.
Kemudian akan dijelaskan interpretasi dari bagan kendali yang diperoleh. Selain
itu, akan dilihat juga bagan kendali Shewhart yang dibentuk dengan menggunakan
data yang sama, dan hasil dari bagan kendali MDMAD akan dibandingkan dengan
hasil dari bagan kendali Shewhart.

4.1 Data

Data yang digunakan dalam skripsi ini adalah data simulasi yang berasal
dari jurnal A robust Control Chart Based on Median Absolute Deviation yang
ditulis oleh Moustafa Omar pada tahun 2008. Data tersebut berupa 300 observasi
yang berasal dari distribusi Normal Standar (N (0,1) ), yang terdiri dari m= 30
subgrup berukuran n = 10. Dataini terlampir pada tabel 4.1.

Dari datatersebut, akan dibuat bagan kendali Shewhart untuk mengawasi
mean proses (bagan kendali Xspewnare) dan bagan kendali Shewhart untuk

mengawasl variabilitas proses (bagan kendai Sspewnart)-

4.2 Pembuatan Bagan Kendali Shewhart
Karenamean proses (1) dan standar deviasi proses (o) tidak diketahui,
maka penaksir untuk u dalam konstruksi bagan kendali Shewhart adalah X, dan

penaksir unbiased untuk o adalah =.

Dari data padatabel 4.1, dapat diperoleh mean dan standar deviasi dari
masing-masing subgrup seperti yang diperlihatkan padatabel 4.2.
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Tabel 4.1 Datasimulasi dari distribusi N(0,1) dimana m=30 dan n=1

a7

Xi

Xi'!

.
X

Xu

Xis

Xis

Xy

Xig

Xio

Xito

1.1835

0.0376

0.0721

-1.8837

-0.7156

0.3126

0.1178

0.3896

-1.0178

1.1713

-2.2635

0.8896

-0.5676

0.2314

-0.3133

-1.0031

-0.7193

0.3692

0.207

-0.6791

-0.7842

-0.1933

0.3397

0.6804

1.8069

0.3704

-0.6364

-1.6107

-0.3319

-0.4416

1.3307

1.9536

-0.2151

-1.989

1.1574

0.1117

-0.618

-0.0344

0.1037

1.2879

-0.2782

0.0261

-1.2143

-0.3072

0.8673

-0.5908

0.9473

-1.0313

1.0879

0.9132

-1.7016

0.7459

0.1955

0.3813

1.6286

-1.4217

-0.1743

0.0492

-0.1783

-1.0088

el | e | e [ e e

0.5200

-2.6118

-2.1908

1.0802

1.7977

-0.1522

s kel
LA

0.680

-1.1098

-0.2373

-0.8532

-0.4249

0.468

-0.5686

0.375

1.6013

1.0108

-1.3431

1.0986

0.3344

-0.565

-0.1682

0.4480

-0.5084

04823

0.9617

-1.3246

0.4549

0.9639

0.3666

0.3424

-1.3559

-1.0383

-1.0383

-1.5773

0.4397

0.3031

19253

0.8036

-0.2394

0.9071

1.305

0.8026

0.0705

0.8721

0.4305

2.0662

-1.3403

().245]

(.8715

-0.7216

(.3562

(.3337

-0.0436

-1.0722

2.0567

(1.8635

-().6404

-1.1701

-0.5500

0.2078

0.1277

1.3502

0.3061

1.7752

0.1702

1.287

-0.1960

-0.041

-0.9462

0.3148

0.1625

-0.8268

0.7635

-1.3772

1.1971

-0.4499

0.9468

0.4757

-0.1437

-1.7909

0.7318

-1.27339

-1.3585

=0.0528

0.7145

-0.467

1.4383

-(0.0088

-0.5943

0.0364

1.2101

0.0954

-1.6292

-0.9782

0.0266

0.4573

-1.0764

-0.3347

0.3659

-0.0693

-0.3473

0.1825

-0.7915

-0.5884

0.4206

1.345

-0.5754

-1.1306

-(1.8849

1.4665

(.6482

0.4037

0.5172

-0.0659

0.3637

-0.0072

0.3601

-1.1953

0.5811

-0.6265

1.6277

-0.2330

1.8788

-0.0306

-0.7576

-0.6517

-1.302

-0.3743

0.3014

0.3535

0.033

-§07d

0.8398

1.046

0.2259

-0.0296

-0.1785

-1.443

0.0219

-0.6683

0.0772

-0.1099

-0.9951

0.1513

-0.3407

1111

-1.0838

-0.3243

-0.1301

1.2401

0.0311

-0.7363

-0.3991

0.8195

-0.817

-0.0088

1.1387

0.6001

-0.6047

-0.5429

-1.0755

0.3088

1.1351

0.1287

-1.5995

14135

-0.2448

-7 243

-0.2824

(1.4995

(.3882

-1.4335

-0.0054

-(.3867

-1.2682

0.7874

-0.044

-1.3835

1.3197

-0.2675

0.0872

-0.2201

-0.671

-1.1851

-0.9307

-0.8666

-0.0157

-0.1835

0.9426

0.59

0.0604

-0.2276

1.264

1.8589

-0.6672

14359

-0.2702

0.6427

-0.7793

-2.3813

0.9137

-0.9337

-1.4447

0.2132

0.235

0.18388

0.9655

0.9965

0.1243

0.7862

-0.5655

15301

1.109

0.5112

-0.0067

0.8158

0.0268

29

-0.3081

0.834

-0.8316

0,5117

0.8855

0.7094

-0.4049

-1.5813

-0.6667

0.0083

1.8602

-(1.1939

-1.0404

-2.4739

1.1495

-1.2498

-(.0045

1.3545

1.7392

-0.3095
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Tabel 4.2 Mean dan standar deviasi dari masing-masing subgrup

Subgrup (i)  Meaa Subgrup (X;) | Standar deviasi subgrup ke-t (S)
1 0.02375 1.04287
2 -0.38487 (.8864
3 -0.08007 003531
4 0.36385 122187
5 0.04195 0.3636
b -0.14847 1.00946
7 -0.25922 1.81895
8 0.00634 0.88433
9 0.12143 0.75259
10 -0.06188 1.13839
11 0.5228 1.04309
12 0.22480 0.91954
13 0.3207 09097
14 -0.02564 0.86352
15 -0.18385 1.08293
L6 -0.24611 0.83013
17 -0.03926 0.63935
L3 0.16708 0.74906
i) =0.071 1.10742
20 0.08195 0.67713
21 -0.428%44 0.95142
22 0.08633 0.74835
23 -0.04762 0.95367
24 -0.48921 0.96952
25 -0.41124 0.79221
26 0.48033 0.8597
27 -0.28501 1.09245
28 0/53282 0.633
29 -0.23671 0.82584
i0 0.17914 1.55246

X=-0.0079 5=0.9385
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4.2.1 Bagan Kendali Xspewnart

Sebelum menghitung batas-batas kendali untuk bagan kendali Xgp,ouwnarts
perlu diketahui faktor Az untuk bagan kendali ini. Karenajumlah observasi dalam
setiap subgrup adalah n=10, maka didapat nilai faktor A3=0.98.

a) Menentukan batas-batas kendali

CL=X=-0.0079

LCL =X — A3S = —0.0079 — (0.98 % 0.9585) = —0.94718

UCL =X + A3S = —0.0079 + (0.98 * 0.9585) = 0.93143

b) Memplot mean dari setiap subgrup pada bagan kendali X, enart

X-bar Chart for C1 -C10

UCL=05313

% /_\. A A h_AAT |
e Y 'VUVV

Sample Mean

LCL=-09471

T T T T
1] 10 20 30

Sample Numbe”

Gambar 4.1 Bagan kendali Xg;,000nart
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4.2.2 Bagan Kendali Ssewnart

Sebelum menghitung batas-batas kendali untuk bagan kendali Sgj, e narts
perlu diketahui faktor B3 dan B4 untuk bagan kendali ini. Karena jumlah observasi
dalam setiap subgrup adalah n=10, maka berdasarkan tabel didapat nilai faktor
B3=0.28 dan B,=1.72.
a) Menentukan batas-batas kendali
CL =5 =0.9585

LCL = B3S = (0.28 * 0.9585) = 0.2719

UCL = B,S = (1.72 * 0.9585) = 1.645
b) Memplot standar deviasi dari setiap subgrup pada bagan kendali Sgyevwnart

S ChartforC1 C1D

1C1 =1/4F

N A \fW‘VAV/ Laumse

LCL=02T18

Sample StDev

L] L] L]
C 10 20 30
Sample Number

Gambar 4.2 Bagan kendali Ssewnart
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4.3 Pembuatan Bagan Kendali MDMAD
Karena mean proses (1) dan standar deviasi proses (o) tidak diketahui,

maka

51

a) Mean proses (1) ditaksir dengan rata-rata dari m subgrup median (MD;).

b) Standar deviasi proses (o) ditaksir dengan rata-rata dari m subgrup MAD

(MAD)).

Tabel 4.3 Median dan median absolute deviation dari masing-masing subgrup

Subgrup | Median subgroup ke-i MAD subrup ke-i
@) (MD) (MAD))
1 0.095 0.819285
7 -0.4405 0.897047
3 -0.2626 0.833147
4 0.1077 1.316104
5 -0.1261 1.408173
6 -0.0626 0.92833
7 0.18885 2.37772
8 -0.101 0.774584
9 0.3915 0.837595
10 0.32275 1.484231
11 0.8031 0.611202
12 0.2894 0.857091
13 0.189 0.841227
14 0.06075 1.177777
15 -0.0983 1.217808
16 0.0089 0.779551
17 -0.202 0.571468
18 0.3619 0.485848
19 -0.4302 0.863392
20 0.12945 0.394372
21 -0.2253 0.607569
22 -0.0695 0.738705
23 -0.0581 0.893118
24 -0.3346 1.154056
25 -0.4693 0.67829
26 0.3252 0.899049
27 -0.0231 1.235599
28 0.6487 0.729587
29 -0.4583 0.622618
30 -0.1442 1.778601
MD=0.013898 MAD=0.960438

Bagan Kendali..., Putri Marlina, FMIPA Ul, 2012
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Setelah penaksir untuk mean proses dan standar deviasi proses
didapatkan, selanjutnya akan dihitung batas-batas kendali untuk bagan
kendali MDMAD.

4.3.1 Bagan Kendali X,;pmap
Sebelum menghitung batas-batas kendali pada bagan kendali

Xupmap, Perlu diketahui terlebih dahulu faktor batas kendali R;-nya. Oleh
karena data yang digunakan merupakan subgrup berukuran n=10, maka
dari tabel 3.1 didapat faktor batas kendalinya adalah R; = 1.29212.
a) Menentukan batas-batas kendali bagan X;pap
CL =MD = 0.013898
LCL = MD — R{MAD = 0.013898 — (1.29212 x 0.960438)

= —1.22710
UCL = MD + RyMAD = 0.013898 + (1.29212 = 0.960438)

= 1.25489.
b) Memplot mean dari setiap subgrup padabagan kendali Xyppap

| Chart for C1

UCL=1.255

A\
. \/‘I’\WA{L/\S(/A\’A\?R\U lf,fll \‘yf\.ij Mean=0.0139

LCL=-1.227

l T T T
0 10 20 30

Observation Number

Gambar 4.3 Bagan kendali Xy ppyap
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4.3.2 Bagan Kendali Sy pamap

Sebelum menghitung batas-batas kendali pada bagan kendali
Swypmap, Perlu diketahui terlebih dahulu faktor-faktor batas kendali ¢,
Bs , dan B -nya. Karena data yang digunakan merupakan subgrup
berukuran 10 (n=10), maka dari tabel 3.2 didapat factor-faktor batas
kendalinyaadalah c; = 1.057, B = 0.300, dan B; = 1.814.
a) Menentukan batas-batas kendali bagan Sy;pyap
CL = ¢;MAD = 1.057 * 0.960438 = 1.015183
LCL = B:MAD = 0.300 = 0.960438 = 0.288131
UCL = BEMAD = 1.814 * 0.960438 =1.742235.
b) Memplot standar deviasi dari setiap subgrup pada bagan kendali

SMDpMAD

| Chart for S_i

UCL=1.742

Tl

LCL=02881

T T T T
0 10 20 30
Observation Number

Gambar 4.4 Bagan kendali Sy paap
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4.4 Andisa

Pada subbab ini, akan dibandingkan hasil dari bagan kendali Shewhart dan
bagan kendali MDMAD dalam mengawasi mean proses dan variabilitas proses.
4.4.1 Bagan Kendali Untuk Mengawas Mean Proses

Bagan kendali yang dapat digunakan untuk mengawasi mean proses

adalah bagan kendali Xsp,evwnare 98N Xyparap -

X bar ChartfarC1 -C10 | Chartfor C1
' 17) = 8343 | Wi 25
f
£ | \ r |=| IFIEI
IIH "\ |I it p, & |I II III I| r‘ E
% g MeanaTSED) 2 / d e dw i mm il e
% l'll Ly I'.l' "l, | Y i
E HI ¥ IN,
L15]
| {
| - LEL=D8471 | LEL=1m
T T T L - ! F | !
i m m il ! |l ] 1
Famyla Numbe: Ctisaatisn M
(a) Bagan kendali Xgpewnart (b)Bagan kendali
XMDMAD
Gambar 4.5 Bagan kendali untuk mengawasi mean proses
Analisa

Dari gambar (a) bagan kendali X, nqre di atas, terlihat bahwa tidak
terdapat sinyal out of control process yang muncul. Dengan demikian, kesimpulan
yang dapat diambil dari bagan kendali Xspe.nare iNi adalah mean proses
terkendali secara statistik.

Salah satu bagan kendali kendali robust yang dapat digunakan untuk
mengawasi mean proses adalah bagan kendali X;;p4p- Sinyal out of control
process pada bagan kendali X,,pu4p hanyaditandai dengan adanya satu atau lebih
titik yang diplot di luar batas kendali (UCL dan LCL). Dari gambar (b) bagan
kendali X,,pmap di atas, terlihat bahwa tidak adatitik mean subgrup yang terletak
di luar bagan kendali. Sehingga kesimpulan yang dapat diambil adalah mean

proses terkendali secara statistik.
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4.4.2 Bagan kendali untuk mengawasi variabilitas proses
Bagan kendali yang dapat digunakan untuk mengawasi variabilitas proses adalah

bagan kendali Sspewnart 98N Sypmap-

§ Chartfor C1-C10 [ Chartfor §_i
7 7 -
1
{ ] i
f Li=145
Ml "
= |} |I| /
8 I
51_\;’&';'5;\ i . ._.Alf\ [ | X
s 11 3 WA\WW" sume AVAYiTavi
£ N\ \ \
o
LCL=0.2T18
r 1 ! ™ T T T
j y : 0 : I 2 2
Sample Numbes Observation Number
(a) Bagan Kendali Sspewnart (b) Bagan Kendali
SMDMAD

Gambar 4.6 Bagan kendali untuk mengawasi standar deviasi proses
Andisa

Dari gambar (@) bagan kendali Sgpevnare di aas, terlinat bahwa terdapat
satu titik standar deviasi subgrup yang terletak di luar batas kendali, yaitu S;.
Selain itu, terdapat juga sinyal out of control process berupa satu titik yang
terletak di dekat batas kendali, yaitu Sz. Sehingga, dapat ditarik kesimpulan
bahwa variabilitas proses berada di luar kendali secara statistik.

Kesimpulan yang sama pun dihasilkan dengan mengamati gambar (b)
bagan kendali Sypyap- Karenadari gambar tersebut terlihat bahwa terdapat satu
titik standar deviasi subgrup yang terplot di luar batas kendali, yaitu S;, maka hal
ini mengindikasikan bahwa variabilitas proses berada di luar kendali secara
statistik.
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Jikadilihat lebih teliti, lebar bagan kendali Shewhart Iebih ketat bila
dibandingkan dengan bagan kendali MDMAD. Hal ini wajar, karena bagan
kendali Shewhart dibuat dengan menggunakan penaksir-penaksir yang tidak
robust terhadap outlier, sehingga batas-batas kendali dari bagan tersebut menjadi
tidak valid. Akibatnya, jika adatitik yang terplot di luar bagan kendali Shewhart
(mengindikasikan tidak terkendali secara statistik), maka belum tentu titik tersebut
merupakan sinyal out of control process pada bagan kendali MDMAD.
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BAB 5
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, dapat ditarik
kesimpulan bahwa:

1 Jikaterdapat outlier padarata-rata karakteristik mutu yang diplot pada
bagan kendali Shewhart, dimana outlier tersebut bukan merupakan
kesalahan, maka dapat dicurigai bahwa data sampel yang diambil dari
proses produksi tersebut telah terkontaminasi. Dengan demikian dapat
dikatakan bahwatel ah terjadi sedikit penyimpangan asumsi kenormalan
pada data yang digunakan.

2, Ketika asumsi distribusi normal pada data untuk bagan kendali Shewhart
menyimpang, maka hasil taksiran yang diberikan oleh mean sampel dan
standar deviasi sampel menjadi tidak valid untuk digunakan sebagai
penaksir dari mean proses dan standar deviasi proses. Hal ini terjadi
karena mean sampel dan standar deviasi sampel bukan merupakan
penaksir robust.

3. Kekokohan suatu penaksir dapat diamati melalui influence function-nya.
Penaksir robust mempunyai influence function yang terbatas. Pada bab 3
skripsi ini, diperoleh kesimpulan bahwa median sampel merupakan
penaksir robust untuk mean proses, sedangkan penaksir robust untuk
standar deviasi proses adalah median absolute deviation sampel.

4, Karena kekokohannya terhadap outlier, median sampel dan median
absol ute deviation sampel dapat digunakan untuk membuat bagan kendali
aternatif yang lebih robust daripada bagan kendali Shewhart, yaitu bagan
kendali median dan median absolute deviation (MDMAD). Bagan kendali
ini terdiri dari bagan kendali X;pp4p Untuk mengawasi mean proses dan
bagan kendali Sy;pyap UNtuk mengawasi standar deviasi proses.
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5. Dari contoh penerapan, dapat ditarik kesimpulan bahwa bagan kendali
MDMAD memberikan hasil yang lebih valid dan dapat menjelaskan

variabilitas mean proses dan standar deviasi proses dengan lebih baik.

5.2 Saran
Saran untuk pengembangan skripsi ini adalah

1 Kelebihan dari median sampel dan median absolute deviation sampel
sebagal penaksir robust untuk mean proses dan standar deviasi proses juga
dapat dilihat melalui kriteria-kriteria penaksir robust seperti efisiensi
penaksir yang lebih tinggi, breakdown point penaksir yang besar dan high
error sensitivity yang kecil bila dibandingkan dengan mean sampel dan
standar deviasi sampel.

2. Kelebihan bagan kendali MDMAD dibandingkan bagan kendali Shewhart
dapat dilihat juga melalui perbandingan average run length (ARL) dari
tiap bagan.

3. Pembuatan bagan kendali alternatif untuk bagan kendali Shewhart dapat
menggunakan metode L-estimator atau R-estimator.
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Lampiran 1
Bukti bahwa E(X) = u, E(S%?) = ¢? dan E(S) = c40
Misalkan peubah acak X mempunyai mean p dan variansi 6°. Misalkan
X1, X, ..., % adalah sampel acak berukuran n dari populasi. Maka
E(D) = E (I, X;)

= %Z?=1 E(X;)

1

= n i1 W
=Uu
Sekarang perhatikan
n (X. —X)2
E(SZ) :E< l—l( l ) )
i =18
1 n
O Z(Xi —X)2>
7O e

1 C 2 v v 2
= —F Z(Xi _2X.X + X?)
i=1

n n n
— 1 2 Vv Y 2
=——E| ) XF-28) Xi+ ) X

Dengan demikian,

ni 1E<Z(Xi —’?)2) = ﬁE<le¥ 3 nyz)
E (;(Xi - X)Z) - ; E(X?) — E(nX?).

Karena

v 2
nEXD) =p2+ ot dan E(XD) = p? + 9/,
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maka
n
2 1 2 2 2, 0°
B =—= > @+ o) —n| w2+
i=1
= ! [nu? + no? — nu? — o?]
n—1
_ (n—1)0?
n—1

Meskipun E(5%) = a2, standar deviasi sampel bukan penaksir yang
unbiased untuk standar deviasi populasi. Buktinya sebagai berikut:

Misalkan peubah acak X berdistribusi normal dengan mean p dan variansi ¢°.
Misalkan Xy, X, ..., % sampel acak berukuran n. Dapat dibuktikan bahwa
(n—1)s2
0-2
Sehinggadistribusi dari variansi sampel adalah

2

2
~ Xn-1-

g 2
(n R 1) An-1-
Jadi, ketika sampel berasal dari distribusi normal, nilai ekspektasi dari S? adalah

E(52)=E( % x%_1>

2

~

(n—1)
= E(X721—1)
(n—1)
0.2
“m-p b
= g?.

Kemudian, dapat dibuktikan juga bahwa
Vvn —18

o

~ Xn-1
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Sehingga, nilai ekspektasi dari S dapat ditulis sebagai

E(S) = E (—
() = E (== t01)
o
= mE()(n—l)
Mean dari distribusi Chi dengan dergjat bebasn — 1 adalah
B I'(n/2)
#0022 D)

Dimanafungsi gammarl(r) = fooo y'"leVdy. Maka

B 2 I'(n/2)
EES) = ‘/n my @

= C4U
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Lampiran 2

Tabd Konstanta ¢,

Ukuran subgrup (n) | Nilai ¢4
2 0,7979
3 0,8862
4 0,9213
5 0,9400
6 0,9515
7 0,9594
8 0,9650
9 0,9693

10 0,9727
11 0,9754
12 0,9776
13 0,9794
14 0,9810
15 0,9823
16 0,9835
17 0,9845
18 0,9854
19 0,9862
20 0,9869
B 0,9896
30 0,9914
35 0,9927
40 0,9936
45 0,9943
50 0,9949
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