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ABSTRAK 

 

Nama  : Sri Wahyuni Wulandari 

Program studi : Matematika 

Judul               : Pelabelan Total Busur Ajaib b-Busur Berurutan pada Graf Lobster 

Semi Teratur 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟  dan 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑠  

 

Misalkan suatu graf G = (V, E) dengan v = |V| simpul dan e = |E| busur adalah graf 

berhingga, sederhana, dan tidak berarah. Pelabelan total busur ajaib pada 𝐺 adalah 

pemetaan bijektif f dari 𝑉 ∪ 𝐸 ke himpunan bilangan bulat  1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒 , dimana 

terdapat suatu konstanta 𝑘 sedemikian sehingga bobot busur 𝑤𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 +

𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑘 untuk setiap 𝑥𝑦 ∈ 𝐸. Jika 𝑓 adalah suatu pelabelan total busur 

ajaib dari G dan 𝑓 𝐸 =  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒 , 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣 maka 𝑓 adalah 

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan. Pada makalah ini diberikan konstruksi 

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan pada salah satu kelas graf pohon, yaitu 

graf lobster semi reguler 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟  dan 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑠  dengan 𝑛, 𝑟, dan 𝑠 adalah 

bilangan-bilangan bulat positif.   

 

Kata kunci                  : Pelabelan total busur ajaib, Pelabelan total busur ajaib b-busur 

berurutan, graf lobster, graf semi teratur. 
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Title                  : A b-Edge Consecutive Edge Magic Total Labeling on Semi Regular 

Lobster Graph  𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟  and 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑠  

 

Let G = (V, E) be a finite, simple, and undirected graph with v = |V| vertices 

and e = |E| edges. An edge magic total labeling of G is a bijection f  from 𝑉 ∪ 𝐸 to the 

set of consecutive integers  1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒 , where there is a constant 𝑘 such that 

𝑤𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑘 for all 𝑥𝑦 ∈ 𝐸. If  𝑓 is an edge magic total 

labeling of G and  𝑓 𝐸 =  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒 , 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣, then 𝑓 is an b-

edge consecutive edge magic total labeling. In this skripsi will be given constructions 

of  b-edge consecutive magic total lebeling for a class of tree graph, that is semi 

regular lobster graph 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟  and 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑠  with 𝑛, 𝑟, and 𝑠 are positive 

integers. 

 

Keywords        : Edge magic total labeling, b-edge consecutive edge magic total 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf merupakan salah satu bagian dari matematika diskrit yang masih 

terus berkembang hingga saat ini. Pada dasarnya teori graf digunakan sebagai alat 

bantu untuk mengilustrasikan dan menyelesaikan suatu masalah atau persoalan agar 

lebih mudah untuk dipahami dan diselesaikan. Suatu graf G adalah pasangan 

himpunan (V, E) dimana V adalah himpunan tak kosong dan E adalah himpunan 

(mungkin kosong) pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen-elemen dari V 

disebut simpul dari G dan elemen-elemen dari E disebut busur dari G. Banyak 

anggota dari V dan E dinyatakan dengan 𝑣 =  𝑉  dan 𝑒 =  𝐸  (Hartsfield dan Ringel, 

1994). 

Beberapa  jenis graf diantaranya adalah graf lingkaran, yaitu graf terhubung 

yang setiap simpulnya berderajat dua. Graf yang diperoleh dari graf lingkaran dengan 

menghapus satu busur disebut graf lintasan. Graf caterpillar adalah graf yang 

diperoleh dari graf lintasan dengan menambahkan sejumlah simpul daun pada setiap 

simpul graf lintasan (Baca dan Miller, 2008). Graf caterpillar teratur adalah graf 

caterpillar dimana banyak simpul daun dari setiap simpul pada graf lintasan adalah 

sama. Hutan adalah graf yang tidak mengandung lingkaran. Graf pohon adalah hutan 

yang terhubung (Wilson, 1996). Salah satu kelas bagian dari graf pohon adalah graf 

lobster. Graf  lobster adalah suatu graf pohon yang mengandung lintasan dengan 

panjang maksimum dimana setiap simpul lain dari graf tersebut memiliki jarak 

maksimum t  terhadap  lintasan, dimana t adalah suatu bilangan bulat (Khan, Pal, dan 

Pal, 2009). Graf lobster teratur adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan 

sejumlah yang sama simpul daun pada setiap simpul daun dari graf caterpillar teratur. 

Pada skipsi ini akan dibahas salah satu kasus khusus dari graf lobster dengan 𝑡 = 2, 
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yaitu  graf lobster semi teratur yang dinotasikan dengan 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠). Graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) adalah graf lobster dengan 𝑡 = 2 

dimana 𝑛 adalah banyaknya simpul pada lintasan, 𝑟 dan 0 menyatakan banyak simpul 

yang berjarak 1 dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan  𝑟 menyatakan 

banyak simpul yang berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Graf lobster 

semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) adalah graf lobster dengan 𝑡 = 2 dimana 𝑛 adalah 

banyaknya simpul pada lintasan, 𝑟 dan 0 menyatakan banyak simpul yang berjarak 1 

dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan  𝑠 menyatakan banyak simpul yang 

berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. 

Dalam teori graf tidak hanya mempelajari bagaimana cara menyederhanakan 

suatu masalah ke dalam bentuk graf tetapi juga mempelajari tentang pelabelan graf. 

Pelabelan graf muncul berdasarkan ide dari persegi ajaib. Sejarah persegi ajaib 

muncul sekitar 2800 SM di daratan China kuno. Pada waktu itu terjadi banjir besar 

yang melanda sungai Lo di China. Masyarakat setempat berusaha untuk 

menenangkan kemarahan sang penguasa sungai. Tak lama kemudian seekor kura-

kura muncul ke permukaan sungai Lo dan pada cangkangnya terdapat pola bilangan 

aneh. Bilangan-bilangan tersebut  tersusun menjadi pola persegi ukuran 3x3 yang 

sekarang lebih dikenal dengan sebutan persegi ajaib seperti pada Gambar 1.1. 

Penjumlahan bilangan-bilangan pada dari setiap baris, kolom, dan diagonal persegi 

ajaib menghasilkan bilangan yang sama yaitu 15. Kemudian persegi ajaib pertama 

yang berukuran 4x4 ditemukan terpahat di dinding gua Khajuraho, India 

(Jahannathan, 2005). 

                                                  

Gambar 1.1. Kura-kura sungai Lo yang pada cangkangnya terdapat pola persegi 

ajaib. 
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Persegi ajaib nxn adalah suatu matriks berukuran nxn yang entri-entrinya 

adalah susunan himpunan bilangan bulat berurutan  1, 2, … , 𝑛2  dimana semua 

elemen dari sembarang baris, kolom, atau diagonalnya dijumlahkan dan  

menghasilkan bilangan yang sama (Wallis, 2001). Pola cangkang kura-kura yang 

muncul di sungai Lo dapat direpresentasikan sebagai persegi ajaib 3x3 dimana jumlah 

entri-entri dari setiap baris, kolom, dan diagonalnya adalah 15 seperti pada Gambar 

1.2. 

 

Gambar 1.2. Persegi ajaib 3x3 yang ada pada cangkang kura-kura. 

 

Pelabelan graf merupakan perluasan dari ide persegi ajaib. Pelabelan dari 

suatu graf G merupakan pemetaan elemen-elemen dari graf G ke himpunan bilangan 

bulat positif atau nonnegatif  (Wallis, 2001). Jika domain dari pelabelan adalah 

himpunan simpul, maka pelabelan merupakan pelabelan simpul. Jika domainnya 

adalah himpunan busur, maka pelabelan meupakan pelabelan busur. Jika domainnya 

adalah himpunan semua simpul dan busur, maka pelabelan merupakan pelabelan total.  

Bobot dari suatu simpul pada G atas pelabelan 𝑓 adalah jumlah dari label 

simpul dan label busur-busur yang hadir pada simpul tersebut. Bobot dari suatu busur  

pada G atas pelabelan 𝑓 adalah jumlah dari label busur dan label simpul-simpul ujung 

dari busur tersebut (Wallis, 2001). Apabila pelabelan menghasilkan bobot yang sama 

atau suatu konstanta untuk setiap busur dan atau simpul, maka pelabelan tersebut 

disebut pelabelan ajaib. Konstanta tersebut disebut bilangan ajaib. Namun jika 

pelabelan menghasilkan bobot yang berbeda untuk setiap busur dan atau simpul, 

maka pelabelan tersebut merupakan pelabelan anti ajaib. Pada skripsi ini akan 

dibahas mengenai pelabelan total  ajaib. 
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Beberapa jenis pelabelan total ajaib adalah pelabelan total simpul ajaib dan 

pelabelan total busur ajaib. Suatu pelabelan total simpul ajaib pada graf G adalah 

suatu pemetaan bijektif  dari gabungan himpunan simpul dan himpunan busur ke 

himpunan bilangan bulat positif  1, 2, … , 𝑣 + 𝑒  dengan sifat bobot setiap simpul  

pada G adalah suatu bilangan konstan. Graf dengan pelabelan total simpul ajaib 

disebut graf simpul ajaib. Suatu pelabelan total busur ajaib dari graf G adalah suatu 

pemetaan bijektif dari gabungan himpunan simpul dan himpunan busur ke himpunan 

bilangan bulat positif  1, 2, … , 𝑣 + 𝑒  dengan sifat bobot dari busur-busur pada graf G 

adalah suatu bilangan konstan (Wallis, 2001). 

Suatu pemetaan bijektif 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 →  1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒  disebut pelabelan total 

busur ajaib 𝑎-simpul berurutan dari G jika 𝑓 adalah suatu pelabelan total busur ajaib 

dari G dan 𝑓 𝑉 =  𝑎 + 1, 𝑎 + 2, 𝑎 + 3, … , 𝑎 + 𝑣 , 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑒. Sebaliknya, 𝑓: 𝑉 ∪

𝐸 →  1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒  disebut pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur berurutan dari G 

jika 𝑓 adalah suatu pelabelan total busur ajaib dari G dan 𝑓 𝐸 =  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 +

3, … , 𝑏 + 𝑒 , 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣. Jika 𝑎 = 0 (atau 𝑏 = 0) maka 𝑓 disebut pelabelan super 

simpul (atau busur) busur ajaib. Suatu graf yang memiliki pelabelan total busur ajaib 

𝑎-simpul berurutan (atau 𝑏-busur berurutan) disebut graf busur ajaib 𝑎-simpul 

berurutan (atau 𝑏-busur berurutan) (Sugeng dan Miller, 2008). 

Apabila suatu graf terhubung G  memiliki pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur 

berurutan dengan 𝑏 ∈  1, 2, 3, … , 𝑣 − 1  maka jumlah maksimum busur pada G 

adalah 𝑣 − 1. Dengan demikian kelas graf terhubung yang memenuhi kondisi 

tersebut adalah graf pohon (Silaban dan Sugeng, 2010). Pada skripsi ini akan dibahas 

mengenai pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur berurutan untuk salah satu kelas graf 

pohon. 

Hasil yang telah diperoleh berdasarkan  hasil penelitian pelabelan total busur 

ajaib 𝑏-busur berurutan adalah setiap graf busur ajaib 𝑏 -busur berurutan memiliki 

pelabelan simpul anti ajaib. Hasil lainnya yaitu dual dari pelabelan total busur ajaib 𝑏 

-busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib (𝑣 − 𝑏)-
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busur berurutan. Hasil untuk kelas graf pohon antara lain, setiap graf caterpillar dan 

graf firecracker memiliki pelabelan busur ajaib 𝑏 -busur berurutan untuk setiap 𝑏. 

Beberapa penelitian mengenai pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur beurutan juga telah 

dilakukan pada jenis-jenis graf lain seperti graf lingkaran, graf matahari, graf 

hairycycle, graf korona, graf dumbbell, graf kecebong, dan lainnya. Pada skripsi ini 

akan dibahas mengenai pelabelan total busur ajaib (PTBA) 𝑏 −busur berurutan untuk 

graf lobster. Hal ini dikarenakan penelitian mengenai pelabelan total busur ajaib 𝑏-

busur beurutan belum dilakukan pada salah satu jenis graf pohon, yaitu graf lobster 

semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠). 

 

1.2 Permasalahan dan Ruang Lingkup 

Permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana konstruksi 

pelabelan total busur ajaib (PTBA)  𝑏-busur berurutan pada salah satu jenis graf 

pohon,yaitu kelas graf  lobster. Penelitian dilakukan pada graf lobster semi teratur 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠).  

 

1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan 

Jenis penelitian yang digunakan dalam skripsi ini adalah penelitian dasar, 

yaitu penelitian yang bertujuan untuk memperoleh suatu pengetahuan baru dan 

dilakukan melalui percobaan atau melakukan pekerjaan teoritis. Metode yang 

digunakan adalah  mengkonstruksi pelabelan total busur ajaib  b-busur berurutan pada 

graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) dengan cara mencari pola 

untuk mendapatkan pelabelan graf lobster, mendefinisikan rumus fungsi pelabelan, 

dan membuktikan bahwa pelabelan yang dirumuskan berlaku secara umum. 
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1.4 Tujuan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk mengkontruksi pelabelan total busur 

ajaib (PTBA)   𝑏- busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠). 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

 

Pada bab ini akan dijelaskan tentang definisi-definisi serta istilah-istilah 

dalam graf, jenis-jenis graf, pelabelan pada graf, pelabelan total busur ajaib b-busur 

berurutan, dan hasil-hasil yang telah diketahui dari pelabelan total busur ajaib b-busur 

berurutan berdasarkan hasil penelitian yang telah dipublikasikan. 

2.1 Definisi dan Istilah dalam Graf 

Definisi-definisi yang digunakan pada bab ini pada umumnya mengacu pada 

sumber yang ditulis oleh Hartsfield dan Ringel (1994). Suatu graf G adalah pasangan 

dari himpunan (V,E) dimana V adalah himpunan tak kosong dan E adalah himpunan 

(mungkin kosong) pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen-elemen dari V 

disebut sebagai simpul dari G dan elemen-elemen dari E disebut sebagai busur dari G. 

Kedua himpunan V dan E ini juga sering dinotasikan sebagai V(G) dan E(G) dari graf 

G. Elemen-elemen dari V dan E dinyatakan dengan huruf kecil atau bilangan bulat, 

contohnya 𝑉 =  𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 , 𝑣4 , 𝑣5  yang terdiri dari lima simpul dan 𝐸 =

 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8  yang terdiri dari delapan busur. Suatu graf bisa berhingga 

atau tak berhingga tergantung kepada himpunan V.  

Kardinalitas atau banyak anggota dari himpunan simpul pada suatu graf G 

disebut order dari G dan dinotasikan 𝑣 =  𝑉 , sedangkan kardinalitas dari himpunan 

busur disebut ukuran dari G dan dinotasikan dengan 𝑒 =  𝐸 . Sehingga graf (𝑣, 𝑒) 

dikatakan memiliki order 𝑣 dan ukuran 𝑒 (Chartrand and Lesniak, 1986). 

Ada beberapa istilah-istilah dasar dalam teori graf. Misalkan 𝑥 dan 𝑦 adalah 

dua simpul sembarang pada graf G.  Dua simpul 𝑥 dan 𝑦 dikatakan bertetangga 

(adjacent) jika terdapat busur yang menghubungkan kedua simpul tersebut. Busur 

tersebut dinotasikan dengan 𝑥𝑦. Simpul 𝑥 dan 𝑦 disebut sebagai titik ujung 
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(endpoint) dari busur 𝑥𝑦 tersebut. Dua busur 𝑒1 dan 𝑒2 dikatakan bertetangga jika 𝑒1 

dan 𝑒2 adalah dua busur yang berbeda pada G dan terhubung dengan simpul yang 

sama pada salah satu ujungnya. Simpul 𝑥 dikatakan terhubung (incident) dengan 

busur 𝑒 jika simpul 𝑥 adalah titik ujung dari busur 𝑒.  

Graf  umumnya tidak memiliki dua simpul yang dihubungkan oleh lebih dari 

satu busur. Jika di dalam graf tersebut terdapat dua simpul yang dihubungkan oleh 

lebih dari satu busur atau terdapat busur ganda, maka graf tersebut disebut multigraf 

(multigraph). Gelung (loop) adalah busur yang memiliki titik ujung (endpoint) atau 

simpul yang sama. Jika pada suatu graf terdapat gelung, maka graf tersebut disebut 

pseudograf. Graf yang tidak mengandung gelung dan busur ganda disebut graf 

sederhana (simple graph). Contoh dari multigraf, pseudograf, dan graf sederhana 

ditunjukkan pada Gambar 2.1.  

(a) (b)

(c)
 

Gambar 2.1. (a) Multigraf  (b) Pseudograf (c) Graf sederhana. 

 

Derajat (degree) dari simpul 𝑥 pada G, 𝑑(𝑥), adalah banyak busur yang hadir  

pada simpul tersebut. Simpul yang mempunyai derajat nol atau 𝑑 𝑥 = 0 disebut 

simpul terisolasi (isolated vertex), sedangkan simpul yang mempunyai derajat satu 

atau 𝑑 𝑥 = 1 disebut simpul ujung (end vertex). Graf dimana setiap simpulnya 

memiliki derajat yang sama disebut graf teratur (regular graph). Jika pada suatu 

graf setiap simpul berderajat 𝑟, maka graf tersebut disebut graf teratur berderajat 𝑟 
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atau 𝑟-teratur (Wilson, 1986). Contoh graf G yang memiliki 5 simpul yaitu, 

 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5  dan 5 busur yaitu,  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5  ditunjukkan pada Gambar 2.2. 

 

v1 v2 v3

v4 v5

e1

e2

e3

e4

e5

 

Gambar 2.2. Graf yang memiliki 5 simpul  dan 5 busur. 

 

Berdasarkan definisi yang telah dijelaskan, maka terlihat bahwa simpul 𝑣1 

bertetangga dengan simpul 𝑣2 dan 𝑣4. Simpul 𝑣2 bertetangga dengan simpul 𝑣1, 𝑣3, 

dan 𝑣5, dan seterusnya. Simpul 𝑣1 terhubung dengan busur 𝑒1 dan 𝑒2. Simpul 𝑣2 

terhubung dengan busur 𝑒1, 𝑒4, dan 𝑒5, dan seterusnya. Derajat dari simpul 𝑣1, 𝑣4, 

dan 𝑣5 adalah 𝑑 𝑣1 = 𝑑 𝑣4 = 𝑑 𝑣5 = 2. Derajat dari simpul 𝑣2adalah 𝑑 𝑣2 = 3 

dan derajat dari simpul 𝑣3 adalah 𝑑 𝑣3 = 1 sehingga simpul 𝑣3 merupakan simpul 

ujung. 

Jalan (walk) pada graf G dinyatakan dengan barisan dari simpul 

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛  dan busur 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, … , 𝑒𝑛−1, yaitu 𝑎1𝑒1𝑎2𝑒2𝑎3 … 𝑎𝑛−1𝑒𝑛−1𝑎𝑛  

dengan sifat bahwa setiap busur 𝑒𝑖  terhubung dengan 𝑎𝑖  dan 𝑎𝑖+1, dan 𝑎𝑖 ≠ 𝑎𝑖+1 jika 

𝑒𝑖  bukan gelung. Jika 𝑎1 ≠ 𝑎𝑛 , maka jalan tersebut merupakan jalan terbuka (open 

walk). Jika 𝑎1 = 𝑎𝑛 , maka jalan tersebut merupakan jalan tertutup (close walk). Jalur 

(trail) pada graf G adalah jalan pada G dimana tidak ada busur yang berulang. 

Lintasan (path) pada graf G adalah jalan pada G dimana tidak ada simpul yang 

berulang. Panjang (length) dari lintasan adalah banyak busur pada lintasan. Suatu 

jalur tertutup (closed trail) adalah jalur yang titik ujungnya merupakan simpul yang 

sama. Jalur tertutup disebut sirkuit (circuit). Lintasan tertutup (closed path) adalah 
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suatu lintasan yang titik ujungnya merupakan simpul yang sama. Lintasan tertutup 

disebut lingkaran (cycle). Suatu graf G dikatakan terhubung (connected) jika 

terdapat lintasan yang menghubungkan setiap dua simpul sembarang pada G. 

Selanjutnya akan dibahas mengenai jenis-jenis graf. 

2.2 Jenis-jenis Graf 

Pada skripsi ini akan dibahas mengenai graf terhubung, berhingga, dan tak 

berarah. Graf lengkap  (complete graph) adalah graf sederhana dimana setiap pasang 

dari simpul-simpul yang berbeda bertetangga. Jika himpunan simpul dari suatu graf G 

dapat dipisahkan menjadi dua himpunan A dan B yang saling lepas sedemikian 

sehingga setiap busur pada G menghubungkan simpul pada himpunan A dan simpul 

pada himpunan B, maka G adalah graf bipartit (bipartite graph). Graf bipartit 

lengkap (complete bipartite graph) adalah graf bipartit dimana setiap simpul pada 

himpunan A dihubungkan dengan setiap simpul pada himpunan B oleh tepat satu 

busur (Wilson, 1996).  

Beberapa jenis graf yang akan dibahas selanjutnya adalah graf lingkaran, graf 

lintasan, dan graf pohon. Graf lingkaran (cycle graph) adalah graf terhubung yang 

setiap simpulnya berderajat dua. Graf lingkaran dengan 𝑛 simpul dinotasikan dengan 

Cn. Graf lintasan (path graph) adalah graf yang diperoleh dari graf lingkaran dengan 

menghapus satu busur (Wilson, 1996). Jadi, graf lintasan terdiri dari 𝑛 simpul dan 

𝑛 − 1 busur. Simpul-simpul pada graf lintasan memiliki derajat 2, kecuali pada 

simpul awal dan simpul akhir yang memiliki derajat 1. Graf lintasan dengan 𝑛 simpul 

dinotasikan dengan Pn. Contoh dari graf lintasan dan graf lingkaran dengan banyak 

simpul 6 yaitu, C6 dan P6, ditunjukkan pada Gambar 2.3. 

(a) (b)
 

Gambar 2.3. (a) Graf lingkaran dengan 6 simpul (b) Graf lintasan dengan 6 simpul. 
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Hutan (forest) adalah graf yang tidak mengandung lingkaran. Graf pohon 

(tree) adalah hutan yang terhubung (Wilson, 1996). Salah satu sifat dari graf pohon 

adalah terhubung dan memiliki 𝑛 − 1 busur. Dengan demikian, salah satu contoh dari 

graf pohon adalah graf lintasan. Jenis-jenis lain dari graf pohon adalah graf bintang, 

graf caterpillar, graf firecracker, dan graf lobster. 

Graf bipartit lengkap dengan himpunan partisi  A dan B dimana  𝐴 = 1 dan 

 𝐵 = 𝑛 disebut graf bintang (Chartrand & Lesniak, 1986). Graf bintang sering 

dinotasikan dengan 𝑆𝑛  dengan 𝑛 adalah banyaknya simpul daun pada graf bintang. 

Graf caterpillar adalah graf yang diperoleh dari graf lintasan dengan cara 

menambahkan sejumlah simpul daun pada setiap simpul graf lintasan (Baca dan 

Miller, 2008). Jika banyak simpul daun yang ditambahkan pada setiap simpul graf 

lintasan sama, maka graf tersebut disebut Graf caterpillar teratur. Graf caterpillar 

dapat dipandang sebagai barisan dari graf bintang 𝑆𝑛1
∪ 𝑆𝑛2

∪ 𝑆𝑛3
∪ … ∪ 𝑆𝑛𝑟

, dimana 

setiap 𝑆𝑛𝑖
 adalah graf bintang dengan pusat 𝑐𝑖  dan 𝑛𝑖  simpul daun, 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑟 

(Sugeng dan Miller, 2008). Graf firecracker adalah graf yang diperoleh dari 

rangkaian graf bintang dengan cara menghubungkan salah satu dari simpul-simpul 

daun pada setiap graf bintang (Galian, 2008). Contoh dari graf bintang, graf 

caterpillar, dan graf firecracker ditunjukkan pada Gambar 2.4. 

(a) (b)

(c)
 

Gambar 2.4. (a) Graf bintang 𝑺𝟓 (b) Graf caterpillar (c) Graf firecracker. 
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Graf lobster adalah suatu graf pohon yang mengandung lintasan (dengan 

panjang maksimum) dimana setiap simpul lain dari graf tersebut memiliki jarak 

maksimum t terhadap  lintasan, dimana t adalah suatu bilangan bulat (Khan, Pal, dan 

Pal, 2009). Jarak suatu simpul graf lobster ke lintasan (pada graf lobster) adalah jarak 

simpul tersebut ke simpul lintasan yang terdekat dari simpul tersebut. Graf lobster 

yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah graf lobster dengan 𝑡 = 2. Graf lobster 

dengan 𝑡 = 2 dapat dipandang sebagai graf yang diperoleh dari graf caterpillar 

dengan menambahkan sejumlah simpul daun pada setiap simpul daun graf caterpillar. 

Graf lobster teratur adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan sejumlah 

yang sama simpul daun pada setiap simpul daun dari graf caterpillar teratur. Contoh 

dari graf lobster dengan 𝑡 = 4 dan graf lobster teratur dengan 𝑡 = 2 ditunjukkan pada 

Gambar 2.5. 

c1
c2

c3

u1

u2
u3 u4

u5 u6 u7
u8 u9 u10 u11 u12 u13

v1

v2v3

v4v5
v6 v7 v8 v9

v10v11

(a) (b)
 

Gambar 2.5. (a) Graf lobster dengan 𝒕 = 𝟒 (b) Graf lobster teratur dengan 𝒕 = 𝟐. 

 

Pada Gambar 2.5 (a) terlihat bahwa simpul 𝑣1 memiliki jarak maksimum 

terhadap simpul 𝑐3, yaitu 𝑡 = 4, sehingga Gambar 2.5 (a) adalah contoh graf lobster 

dengan 𝑡 = 4. Pada Gambar 2.5 (b) terlihat bahwa banyak simpul daun pada setiap 

simpul lintasan adalah sama (dua), banyak simpul daun yang ditambahkan pada 

setiap simpul daun dari graf caterpillar adalah sama (empat), dan jarak maksimum 
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dari setiap simpul lainnya terhadap simpul pada lintasan adalah dua. Oleh karena itu, 

Gambar 2.5 (b) adalah contoh graf lobster teratur dengan 𝑡 = 2. 

Pada skipsi ini akan dibahas salah satu kasus khusus dari graf lobster dengan 

𝑡 = 2, yaitu  graf lobster semi teratur yang dinotasikan dengan 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠). Graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) adalah graf lobster dengan 𝑡 = 2 

dimana 𝑛 adalah banyaknya simpul pada lintasan, 𝑟 dan 0 menyatakan banyak simpul 

yang berjarak 1 dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan  𝑟 menyatakan 

banyak simpul yang berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Graf lobster 

semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) adalah graf lobster dengan 𝑡 = 2 dimana 𝑛 adalah 

banyaknya simpul pada lintasan, 𝑟 dan 0 menyatakan banyak simpul yang berjarak 1 

dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan  𝑠 menyatakan banyak simpul yang 

berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Contoh dari graf lobster semi teratur 

𝐿4 4,0; 1,4  dan 𝐿4(3,0; 1,5) ditunjukkan pada Gambar 2.6. 

(a) (b)
 

Gambar 2.6. (a) Graf lobster semi teratur 𝐿4 4,0; 1,4 . (b) Graf lobster semi teratur 

𝐿4(3,0; 1,5). 

 

Pada Gambar 2.6 (a) terlihat bahwa pada graf lobster 𝐿4(4,0; 1,4) banyak 

simpul pada lintasan adalah 4, banyak simpul yang berjarak 1 dari simpul ganjil pada 

lintasan dan berjarak 2 dari simpul genap pada lintasan adalah sama (empat). Pada 

Gambar 2.6 (b) terlihat bahwa pada graf lobster 𝐿4(3,0; 1,5) banyak simpul pada 

lintasan adalah 4, banyak simpul yang berjarak 1 dari simpul ganjil pada lintasan 
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adalah 3, dan banyak simpul yang berjarak 2 dari simpul genap pada lintasan adalah 5. 

Pada subbab selanjutnya akan dibahas mengenai pelabelan graf. 

 

2.3 Pelabelan Graf 

Pelabelan 𝑓 dari suatu graf G merupakan pemetaan elemen-elemen dari graf 

G ke himpunan bilangan bulat positif atau nonnegatif  (Wallis, 2001). Bilangan hasil 

pemetaan 𝑓 disebut label. Jika domain dari pelabelan adalah himpunan simpul, maka 

pelabelan merupakan pelabelan simpul. Jika domainnya adalah himpunan busur, 

maka pelabelan meupakan pelabelan busur. Jika domainnya adalah gabungan 

himpunan simpul dan busur, maka pelabelan merupakan pelabelan total. Contoh 

pelabelan simpul, pelabelan busur, dan pelabelan total pada graf C6 ditunjukkan pada 

Gambar 2.7 . 
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Gambar 2.7. (a) Pelabelan simpul (b) Pelabelan busur (c) Pelabelan total pada C6. 

 

Pada skripsi ini akan dijelaskan mengenai pelabelan total ajaib. Beberapa jenis 

dari pelabelan total ajaib adalah pelabelan total simpul ajaib dan pelabelan total busur 

ajaib. Suatu pelabelan total simpul ajaib dari graf G adalah suatu pemetaan bijektif  
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𝑓 dari himpunan simpul V dan himpunan busur E ke himpunan bilangan bulat positif 

  1, 2, … , 𝑣 + 𝑒  dengan sifat untuk setiap simpul 𝑥 pada G,  bobot  dari simpul-

simpul pada graf G adalah suatu bilangan konstan 𝑘 atau 𝑓 𝑥 +  𝑓(𝑥𝑦)𝑦∈𝑁(𝑥) = 𝑘 

dimana 𝑁(𝑥) adalah semua simpul 𝑦 yang bertetangga dengan simpul 𝑥. Bilangan 

konstan 𝑘 disebut bilangan ajaib untuk 𝑓. Graf dengan pelabelan total simpul ajaib 

akan disebut graf simpul ajaib. Suatu pelabelan total busur ajaib dari graf G adalah 

suatu pemetaan bijektif  𝑓 dari himpunan simpul V dan himpunan busur E ke 

himpunan bilangan bulat positif   1, 2, … , 𝑣 + 𝑒  dengan sifat jika diberikan 

sembarang busur 𝑥𝑦 pada G maka bobot dari busur-busur pada graf G adalah suatu 

bilangan konstan 𝑘 atau 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑘. Graf dengan pelabelan total 

busur ajaib akan disebut graf busur ajaib. Suatu pelabelan total busur ajaib dikatakan 

sebagai pelabelan total super busur ajaib apabila terdapat sifat tambahan yaitu simpul-

simpulnya dilabel dengan bilangan terkecil (Wallis, 2001). Contoh  pelabelan total 

simpul ajaib dan pelabelan total busur ajaib untuk graf  𝐶5 dan 𝐶8 ditunjukkan pada 

Gambar 2.8. 
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Gambar 2.8. (a) Pelabelan total simpul ajaib pada graf C5 dengan 𝑘 = 14 (b) 

Pelabelan total busur ajaib pada graf C8 dengan 𝑘 = 22. 

 

Pada Gambar 2.8 (a) terlihat bahwa bobot simpul untuk setiap simpul pada 𝐶5 

akan menghasilkan suatu bilangan konstan, yaitu 𝑘 = 14. Contohnya, bobot simpul 
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dari simpul 𝑥 dengan label 10 adalah 𝑤 = 𝑓 𝑥 +  𝑓(𝑥𝑦)𝑦∈𝑁(𝑥) = 10 + 1 + 3 =

14. Pada Gambar 2.8 (b) terlihat bahwa bobot busur untuk setiap busur pada 𝐶8 akan 

menghasilkan suatu bilangan konstan, yaitu 𝑘 = 22. Contohnya, bobot busur dari 

busur 𝑥𝑦 dengan label 10 adalah 𝑤 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑦 = 7 + 10 + 5 = 22. 

Pada pelabelan total busur ajaib didefinisikan pelabelan dual. Diberikan suatu 

pelabelan 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 →   1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒  yang merupakan pelabelan total busur ajaib 

dari G. Pelabelan dual, yaitu 𝑓′ didefinisikan sebagai berikut. 

  𝑓 ′ 𝑥 =  𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑥 , ∀𝑥 ∈ 𝑉 

 𝑓 ′ 𝑥𝑦 =  𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑥𝑦 , ∀𝑥𝑦 ∈ 𝐸  

Pelabelan dual dari suatu pelabelan total busur ajaib juga merupakan 

pelabelan total busur ajaib (Sugeng dan Miller, 2008). Contoh pelabelan dual pada 

graf 𝐶8 ditunjukkan pada Gambar 2.9. 
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Gambar 2.9. (a) PTBA pada graf 𝐶8 dengan 𝑘 = 22 (b) Pelabelan dual dari PTBA 

pada graf 𝐶8  dengan 𝑘 = 29. 

 

Pada Gambar 2.9 diketahui bahwa untuk graf 𝐶8,  𝑣 = 8 dan 𝑒 = 8 sehingga 

𝑣 + 𝑒 + 1 = 17. Label-label simpul dan busur pada pelabelan dual dari PTBA untuk 

graf 𝐶8 diperoleh dengan cara mengurangkan 𝑣 + 𝑒 + 1 dengan label-label dari 

simpul atau busur. Contohnya, untuk simpul 𝑥 dengan label 5 pada Gambar 2.9 (a) 

akan diperoleh 𝑓 ′ 𝑥 =  𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑥 = 17 − 5 = 12 dan untuk busur 𝑥𝑦 
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dengan label 16 pada Gambar 2.9 (a) akan diperoleh 𝑓 ′ 𝑥𝑦 =  𝑣 + 𝑒 + 1 −

𝑓 𝑥𝑦 = 17 − 16 = 1. 

Salah satu pengembangan dari pelabelan total busur ajaib adalah pelabelan 

total busur ajaib (PTBA)  b-busur berurutan. Pada subbab selanjutnya akan dibahas 

mengenai PTBA b-busur berurutan. 

 

2.4 Pelabelan Total Busur Ajaib (PTBA) b-Busur Berurutan 

Suatu pemetaan bijektif 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 →   1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒  disebut pelabelan 

total busur ajaib 𝒃-busur berurutan dari G jika 𝑓 adalah suatu pelabelan total 

busur ajaib dari G dan 𝑓 𝐸 =  𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒 , 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣. Jika 𝑏 = 0 

maka 𝑓 disebut pelabelan total super busur ajaib. Suatu graf yang memiliki pelabelan 

total busur ajaib 𝑏-busur berurutan disebut graf busur ajaib 𝑏-busur berurutan 

(Sugeng dan Miller, 2008). Contoh pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur berurutan pada 

graf lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4  ditunjukkan pada Gambar 2.10. 
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Gambar 2.10. Pelabelan total busur ajaib (PTBA) 36 −busur berurutan pada graf 

lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4  dengan 𝑘 = 160. 

 

Padas Gambar 2.10 terlihat bahwa bobot busur untuk setiap busur pada graf 

lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4  adalah 𝑘 = 160. Oleh karena itu, pelabelan graf lobster 

𝐿8 4, 0; 1, 4  merupakan pelabelan total busur ajaib. Label-label dari busur 

membentuk himpunan bilangan positif berurutan dengan 𝑏 = 36, yaitu 𝑓 𝐸 =
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 𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒 =   37, 38, … , 79 . Berdasarkan definisi PTBA b-

busur berurutan, maka Gambar 2.10 merupakan contoh dari pelabelan total busur 

ajaib (PTBA) 36 −busur berurutan pada graf lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4  dengan 𝑘 = 160. 

Ada beberapa teorema yang telah diketahui mengenai pelabelan total busur 

ajaib (PTBA) b-busur berurutan. Berdasarkan sifat dari pelabelan dual, jika suatu graf 

G memiliki pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan akan berlaku Teorema 2.1. 

Teorema 2.1 (Sugeng dan Miller, 2008). Dual dari pelabelan total busur ajaib 

𝑏 -busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib 

(𝑣 − 𝑏)-busur berurutan. 

 

Contoh pelabelan dual dari graf lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4  ditunjukkan pada 

Gambar 2.11. 
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Gambar 2.11. Pelabelan dual dari Gambar 2.10 yaitu, PTBA 8 −busur berurutan 

pada graf lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4  dengan 𝑘 = 104.    

 

Pada Gambar 2.11 diketahui bahwa untuk graf lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4 ,  𝑣 = 44 

dan 𝑒 = 43 sehingga 𝑣 + 𝑒 + 1 = 88. Label-label simpul dan busur pada pelabelan 

dual dari PTBA b-busur berurutan untuk graf lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4  diperoleh dengan 

cara mengurangkan 𝑣 + 𝑒 + 1 dengan label-label dari simpul atau busur. Contohnya, 

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA UI, 2012



19 
 

Universitas Indonesia 
 

untuk simpul 𝑥 dengan label 5 pada Gambar 2.10 akan diperoleh 𝑓 ′ 𝑥 =

 𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑥 = 88 − 5 = 83 dan untuk busur 𝑥𝑦 dengan label 37 pada 

Gambar 2.10 akan diperoleh 𝑓 ′ 𝑥𝑦 =  𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑥𝑦 = 88 − 37 = 51. 

Berdasarkan Teorema 2.1 dan sifat pelabelan dual, maka graf lobster 𝐿8 4, 0; 1, 4  

memiliki pelabelan dual, yaitu PTBA  𝑣 − 𝑏 = 44 − 36 = 8 −busur berurutan 

dengan 𝑘 = 104 dengan label-label busurnya membentuk himupunan bilangan bulat 

positif berurutan, yaitu 𝑓 𝐸 =   𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒 =  9, 10, … , 51 . 

Teorema lain yang telah diketahui mengenai pelabelan total busur ajaib 

(PTBA) b-busur berurutan diberikan pada Teorema 2.2. 

Teorema 2.2 (Sugeng dan Miller, 2008). jika G adalah suatu graf terhubung 

dan memiliki pelabelan total busur ajaib (PTBA) b-busur berurutan dimana 𝑏 ∈

  1, 2, … , 𝑣 − 1 , maka G adalah graf pohon. 

Hasil yang telah diperoleh berdasarkan penelitian pelabelan total busur ajaib 

𝑏-busur berurutan untuk kelas graf pohon antara lain, setiap graf caterpillar memiliki 

pelabelan total busur ajaib 𝑏 -busur berurutan, dimana 

𝑏 =  
 
𝑟+1

2
 +  𝑛𝑖 − 2                                 jika 𝑖 ganjil𝑖 𝑒𝑣𝑒𝑛

 
𝑟+1

2
 +  𝑛𝑖 − 2 + (𝑛𝑟 − 1)       jika 𝑖 genap𝑖 𝑒𝑣𝑒𝑛 ,𝑖<𝑟

   

(Sugeng dan Miller, 2008). 

Setiap firecracker teratur dan setiap caterpillar like-tree teratur memiliki 

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan, dimana 𝑏 =  
𝑟

2
 𝑠 +  

𝑟

2
  dengan 𝑟 

menyatakan banyaknya simpul daun pada graf bintang dan 𝑠 menyatakan jumlah graf 

bintang yang memiliki simpul daun sebanyak 𝑟 (Silaban dan Sugeng, 2008). Graf 

bintang ganda 𝑆𝑛1 ,𝑛2
 memiliki pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk 

suatu 𝑏 ∈  1, 2, … , 𝑛  dimana jika 𝑏 = 1, maka 𝑆𝑛1 ,𝑛2
 adalah graf bintang atau jika 

𝑏 > 1, maka 𝑏 = 𝑛2 + 1 (Sugeng dan Miller, 2008). Pada bab selanjutnya akan 

dibahas mengenai konstruksi pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk 
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salah satu kelas graf pohon, yaitu graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠). 
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BAB 3 

PELABELAN TOTAL BUSUR AJAIB b-BUSUR BERURUTAN PADA GRAF 

LOBSTER SEMI TERATUR 𝑳𝒏 𝒓, 𝟎; 𝟏, 𝒓  DAN 𝑳𝒏(𝒓, 𝟎; 𝟏, 𝒔) 

 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai konstruksi pelabelan total busur ajaib 

(PTBA) b-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟  dan 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠). Pada bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa suatu pemetaan bijektif 

𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 →  1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒  disebut pelabelan total busur ajaib 𝒃-busur 

berurutan dari G jika 𝑓 adalah suatu pelabelan total busur ajaib dari G dan 𝑓 𝐸 =

 𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒 , 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣. Jika 𝑏 = 0 maka 𝑓 disebut pelabelan total 

super busur ajaib. Suatu graf yang memiliki pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur 

berurutan disebut graf busur ajaib 𝑏-busur berurutan (Sugeng dan Miller, 2008). Pada 

skripsi ini akan dibahas pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk 0 < 𝑏 <

𝑣. 

Untuk membuktikan konstruksi pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur berurutan 

dari suatu graf G dapat digunakan Lemma 3.1. 

Lemma 3.1 (Silaban dan Sugeng, 2010). Suatu graf 𝐺 dengan 𝑣 simpul dan 𝑒 busur 

adalah suatu graf busur ajaib b-busur-berurutan jika dan hanya jika terdapat suatu 

fungsi bijektif 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 → {1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒} sedemikian sehingga 𝑓(𝑉)  =

 { 1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒} – { 𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒} ,0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑣 dan himpunan 

𝑊 = {𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)|𝑥𝑦 ∈ 𝐸} terdiri dari 𝑒 bilangan bulat positif berurutan. Dalam 

kasus ini, 𝑓 dapat ditingkatkan menjadi suatu PTBA b-busur berurutan pada 𝐺 dengan 

konstanta ajaib 𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑤 dengan 𝑤 = min 𝑊 dan 𝑊 =   𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦  𝑥𝑦 ∈

𝐸} =   𝑘 −  𝑏 + 1 , 𝑘 −   𝑏 + 2 , … , 𝑘 − ( 𝑏 + 𝑒)  . 
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  Lemma 3.1 menjelaskan bahwa pada suatu graf G terdapat suatu fungsi 

bijektif dari gabungan himpunan simpul dan himpunan busur ke  1, 2, … , 𝑣 + 𝑒  

sedemikian sehingga himpunan label-label simpul adalah 𝑓(𝑉)  =  { 1, 2, 3, … , 𝑣 +

𝑒} – { 𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒} dan himpunan dari penjumlahan label-label 

simpul ujung pada setiap busur, yaitu 𝑊 =  𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦) 𝑥𝑦 ∈ 𝐸  adalah himpunan 

𝑒 bilangan bulat positif berurutan. Terlihat bahwa jika 0 < 𝑏 < 𝑣, maka himpunan 

label-label simpul membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh 

𝑒 dimana himpunan pertama adalah  1, 2, … , 𝑏  dan himpunan kedua adalah  𝑏 + 𝑒 +

1, 𝑏 + 𝑒 + 2, … , 𝑣 + 𝑒 . Karena 𝑓 𝑉 ∪ 𝐸 = 𝑓 𝑉 + 𝑓(𝐸), maka 𝑓 𝑉 =

𝑓 𝑉 ∪ 𝐸 − 𝑓 𝐸 = { 1, 2, 3, … , 𝑣 + 𝑒} – { 𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒}. Sehingga, 

himpunan label-label busur pada G adalah 𝑓 𝐸 = { 𝑏 + 1, 𝑏 + 2, 𝑏 + 3, … , 𝑏 + 𝑒} 

yang merupakan himpunan bilangan berurutan. Himpunan bobot busur pada G adalah 

himpunan dari penjumlahan label busur dan label-label simpul ujungnya atau dapat 

ditulis 𝑊𝑓 =  𝑓(𝑥𝑦)  𝑥𝑦 ∈ 𝐸 + 𝑊 dengan 𝑓 𝐸 =  𝑓(𝑥𝑦)  𝑥𝑦 ∈ 𝐸 . Karena 𝑊 

merupakan himpunan 𝑒 bilangan bulat positif berurutan dan 𝑓(𝐸) adalah himpunan 

bilangan yang berurutan pula, maka akan diperoleh nilai- nilai anggota dari 𝑊𝑓  yang 

konstan dengan cara menjumlahkan nilai-nilai anggota dari 𝑊 mulai dari yang 

terkecil dengan nilai-nilai anggota dari 𝑓(𝐸) mulai dari yang terbesar. Karena 

diperoleh 𝑓(𝐸) adalah himpunan bilangan yang berurutan dan himpunan bobot busur 

konstan, maka graf G adalah graf busur ajaib b-busur berurutan dan bilangan 

konstannya adalah 𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑤 dengan 𝑤 = min 𝑊 . Hal yang sama juga akan 

diperoleh dari penjelasan sebaliknya. 

 Berdasarkan penjelasan tersebut, secara garis besar langkah-langkah untuk 

membuktikan bahwa suatu graf G memiliki pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur 

berurutan adalah sebagai berikut:  

 Definisikan fungsi pelabelan untuk simpul. 

 Tunjukkan bahwa label-label dari simpul membentuk dua himpunan bilangan  

berurutan yang terpisah sejauh 𝑒. 
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 Tunjukkan bahwa himpunan 𝑊 = {𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)|𝑥𝑦 ∈ 𝐸}  merupakan 

himpunan yang terdiri dari 𝑒 bilangan bulat positif berurutan. 

Pada subbab selanjutnya akan diberikan konstruksi pelabelan total busur ajaib b-

busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟). 

 

3.1 PTBA b-Busur Berurutan pada Graf Lobster Semi Teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) 

  Graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) adalah graf lobster dengan 𝑡 = 2 

dimana 𝑛 adalah banyaknya simpul pada lintasan, 𝑟 dan 0 menyatakan banyak simpul 

yang berjarak 1 dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan  𝑟 menyatakan 

banyak simpul yang berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Pelabelan total 

busur ajaib (PTBA) b-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) 

diberikan pada Teorema 3.1. 

Teorema 3.1. Setiap graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟   untuk 𝑛 ≢ 3 mod 4 

memiliki PTBA 𝑏 −busur berurutan dimana 

𝑏 =

 
 
 

 
  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2   

𝑛

4
 − 1 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛𝑟 +
𝑛

2
, 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

4
  2𝑟 + 1 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 . 

 Bukti.  

Nyatakan 𝐼 =  1, 2, … 𝑛  dan 𝐽 =  1, 2, … , 𝑟 . Kemudian beri penamaan untuk 

setiap simpul-simpul dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟  yaitu, 𝑐𝑖  adalah 

simpul ke-𝑖 pada lintasan dimana 𝑖 ∈ 𝐼,  𝑢𝑖
𝑗
 adalah simpul daun ke-𝑗 pada simpul 

daun ke-𝑖 dari simpul pada lintasan untuk 𝑖 ganjil, 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 ∈ 𝐽,  𝑣𝑖  adalah simpul 

daun ke-𝑖 dari simpul pada lintasan untuk 𝑖 genap, 𝑖 ∈ 𝐼, dan 𝑣𝑖
𝑗
 adalah simpul daun 

ke-𝑗 pada simpul daun ke-𝑖 dari simpul pada lintasan untuk 𝑖 genap, 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 ∈ 𝐽. 

Penamaan simpul-simpul dari graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟  ditunjukkan 

pada Gambar 3.1. 
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Gambar 3.1. Penamaan simpul dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟). 

Nyatakan, 

 𝑝 =

 
 
 

 
 2  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 3 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛 2𝑟 + 1 + 2  
𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 2 mod 4 

8  
𝑛

4
 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
  − 1, 𝑛 ≡ 0 mod 4

 3.1  . 

Kemudian label simpul-simpul dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) 

dengan cara seperti berikut. 

𝑓 𝑐𝑖 =

 
 
 

 
  𝑖 − 1 𝑟 +

𝑖

2
, 𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼

𝑖

2
 2𝑟 + 1 , 𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 

𝑝 + 𝑖, 𝑖 ≡ 1,3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 

 3.2   

𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 =  

 𝑖 − 1 𝑟 + 𝑗 +
𝑖−1

2
, 𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼

 𝑖 − 2 𝑟 + 3𝑗 +
𝑖−1

2
 , 𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼

 3.3    

𝑓 𝑣𝑖 =   𝑝 + 𝑖, 𝑖 ≡ 0,2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  3.4  

𝑓 𝑣𝑖
𝑗
 =

 
 
 

 
  𝑖 − 1 𝑟 + 3𝑗 +

𝑖−2

2
, 𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑗 ∈ 𝐽

 𝑖 − 3 𝑟 + 3𝑗 +
𝑖−6

2
, 𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑗 ∈ 𝐽

 𝑖 − 1 𝑟 + 𝑗 +
𝑖

2
, 𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4 ; 𝑗 ∈ 𝐽

 3.5    
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label-label simpul dari graf lobster semi 

teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah 

sejauh 𝑒. Nyatakan, 

𝐿1 =  𝑓 𝑐𝑖  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=   2 − 1 𝑟 +
2

2
,  6 − 1 𝑟 +

6

2
,  10 − 1 𝑟 +

10

2
, … ,  4  

𝑛−1

4
 − 2 − 1 𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2

2
   

=  𝑟 + 1, 5𝑟 + 3, 9𝑟 + 5, … ,  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 2  

𝑛−1

4
 − 1 . 

𝐿2 =  𝑓 𝑐𝑖  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=  
4

2
 2𝑟 + 1 ,

8

2
 2𝑟 + 1 ,

12

2
 2𝑟 + 1 , … ,

4 
𝑛

4
 

2
(2𝑟 + 1)   

=  2 2𝑟 + 1 , 4 2𝑟 + 1 , 6 2𝑟 + 1 , … , 2  
𝑛

4
  2𝑟 + 1  . 

𝐿3 =  𝑓 𝑐𝑖  𝑖 ≡ 1,3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=  𝑝 + 1, 𝑝 + 3, 𝑝 + 5, … , 𝑝 + 2  
𝑛

2
 − 1 . 

𝐿4 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑗 ∈ 𝐽  

=   1 − 1 𝑟 + 1 +
1−1

2
,  1 − 1 𝑟 + 2 +

1−1

2
, … ,  1 − 1 𝑟 + 𝑟 +

1−1

2
,  5 − 1 𝑟 + 1 +

        
5−1

2
, … ,  5 − 1 𝑟 + 𝑟 +

5−1

2
, … ,  4  

𝑛

4
 − 3 − 1 𝑟 + 1 +

4 
𝑛

4
 −3−1

2
, … ,  4  

𝑛

4
 −

3 − 1 𝑟 + 𝑟 +
4 

𝑛

4
 −3−1

2
   

=  1, 2, 3, … , 𝑟, 4𝑟 + 3, … , 5𝑟 + 2, … ,  4  
𝑛

4
 − 4 𝑟 + 1 + 2( 

𝑛

4
 − 1), … ,  4  

𝑛

4
 − 4 𝑟 +

𝑟 + 2( 
𝑛

4
 − 1) .  

𝐿5 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑗 ∈ 𝐽  
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=   3 − 2 𝑟 + 3 +
3−1

2
,  3 − 2 𝑟 + 6 +

3−1

2
,  3 − 2 𝑟 + 9 +

3−1

2
, … ,  3 − 2 𝑟 + 3𝑟 +

       
3−1

2
,  7 − 2 𝑟 + 3 +

7−1

2
, … ,  7 − 2 𝑟 + 3𝑟 +

7−1

2
, … ,  4  

𝑛

4
 − 1 − 2 𝑟 + 3 +

       
4 

𝑛

4
 −1−1

2
, … ,  4  

𝑛

4
 − 1 − 2 𝑟 + 3𝑟 +

4 
𝑛

4
 −1−1

2
   

=  𝑟 + 4, 𝑟 + 7, 𝑟 + 10, … , 4𝑟 + 1, 5𝑟 + 6, … , 8𝑟 + 3, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 2  

𝑛

4
 −

1, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3𝑟 + 2  

𝑛

4
 − 1 .  

𝐿6 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ≡ 0,2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 4, 𝑝 + 6, 𝑝 + 8, … , 𝑝 + 2  
𝑛

2
  . 

𝐿7 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑗 ∈ 𝐽  

=   2 − 1 𝑟 + 3 +
2−2

2
,  2 − 1 𝑟 + 6 +

2−2

2
,  2 − 1 𝑟 + 9 +

2−2

2
, … ,  2 − 1 𝑟 + 3𝑟 +

        
2−2

2
,  6 − 1 𝑟 + 3 +

6−2

2
, … ,  6 − 1 𝑟 + 3𝑟 +

6−2

2
, … ,  4  

𝑛−1

4
 − 2 − 1 𝑟 + 3 +

        
4 

𝑛−1

4
 −2−2

2
, … ,  4  

𝑛−1

4
 − 2 − 1 𝑟 + 3𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2−2

2
   

=  𝑟 + 3, 𝑟 + 6, 𝑟 + 9, 4𝑟, 5𝑟 + 5, … , 8𝑟 + 2, … ,  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 3 + 2   

𝑛−1

4
 −

1 , … ,  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 3𝑟 + 2   

𝑛−1

4
 − 1  .  

𝐿8 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝐽  

=   4 − 3 𝑟 + 3 +
 4−6 

2
,  4 − 3 𝑟 + 6 +

4−6

2
,  4 − 3 𝑟 + 9 +

4−6

2
, … ,  4 − 3 𝑟 + 3𝑟 +

        
4−6

2
,  8 − 3 𝑟 + 3 +

8−6

2
, … ,  8 − 3 𝑟 + 3𝑟 +

8−6

2
, … ,  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 +

        
4 

𝑛

4
 −6

2
, … ,  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3𝑟 +

4 
𝑛

4
 −6

2
   

=  𝑟 + 1, 𝑟 + 5, 𝑟 + 8, … , 4𝑟 − 2, 5𝑟 + 4, … , 8𝑟 + 1, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 2  

𝑛

4
 −

3, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3𝑟 + 2  

𝑛

4
 − 3 .   
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𝐿9 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 = 𝑛 = 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑗 ∈ 𝐽  

=   𝑛 − 1 𝑟 + 1 +
𝑛

2
,  𝑛 − 1 𝑟 + 2 +

𝑛

2
, … ,  𝑛 − 1 𝑟 + 𝑟 +

𝑛

2
   

=   𝑛 − 1 𝑟 + 1 +
𝑛

2
,  𝑛 − 1 𝑟 + 2 +

𝑛

2
, … , 𝑛𝑟 +

𝑛

2
 .  

 Berdasarkan pendefinisian fungsi dari label simpul, maka pembuktian 

selanjutnya akan dibagi menjadi tiga kasus, yaitu untuk 𝑛 ≡ 1 mod 4, 𝑛 ≡ 2 mod 4, 

dan 𝑛 ≡ 0 mod 4 . Himpunan label-label simpul dari graf lobster semi teratur, 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟), diperoleh dari gabungan himpunan 𝐿1, 𝐿2, …, 𝐿9 sesuai dengan kasus-

kasus yang telah disebutkan, yaitu: 

Kasus 1: 𝑛 ≡ 1 mod 4 

𝑓(𝑉) = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪ 𝐿4 ∪ 𝐿5 ∪ 𝐿6 ∪ 𝐿7 ∪ 𝐿8 

=   𝑟 + 1, 5𝑟 + 3, 9𝑟 + 5, … ,  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 2  

𝑛−1

4
 − 1 ∪   2 2𝑟 + 1 , 4 2𝑟 +

1 , 6 2𝑟 + 1 , … , 2  
𝑛

4
  2𝑟 + 1  ∪   𝑝 + 1, 𝑝 + 3, 𝑝 + 5, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
 − 1 ∪

  1, 2, 3, … , 𝑟, 4𝑟 + 3, … , 5𝑟 + 2, … ,  4  
𝑛

4
 − 4 𝑟 + 1 + 2( 

𝑛

4
 − 1), … ,  4  

𝑛

4
 −

4 𝑟 + 𝑟 + 2( 
𝑛

4
 − 1) ∪  

  𝑟 + 4, 𝑟 + 7, 𝑟 + 10, … , 4𝑟 + 1, 5𝑟 + 6, … , 8𝑟 + 3, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 2  

𝑛

4
 −

1, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3𝑟 + 2  

𝑛

4
 − 1 ∪   𝑝 + 2, 𝑝 + 4, 𝑝 + 6, 𝑝 + 8, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
  ∪

  𝑟 + 3, 𝑟 + 6, 𝑟 + 9, 4𝑟, 5𝑟 + 5, … , 8𝑟 + 2, … ,  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 3 + 2   

𝑛−1

4
 −

1 , … ,  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 3𝑟 + 2   

𝑛−1

4
 − 1  ∪   𝑟 + 1, 𝑟 + 5, 𝑟 + 8, … , 4𝑟 −

2, 5𝑟 + 4, … , 8𝑟 + 1, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 2  

𝑛

4
 − 3, … ,  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3𝑟 +

2  
𝑛

4
 − 3   

=   1, 2, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2( 

𝑛

4
 − 1) ∪   𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
 − 1 .  
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Kasus 2: 𝑛 ≡ 2 mod 4 

𝑓(𝑉) = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪ 𝐿4 ∪ 𝐿5 ∪ 𝐿6 ∪ 𝐿7 ∪ 𝐿8 ∪ 𝐿9 

=   𝑟 + 1, 5𝑟 + 3, 9𝑟 + 5, … ,  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 2  

𝑛−1

4
 − 1 ∪ … ∪   𝑛 − 1 𝑟 + 1 +

𝑛

2
,  𝑛 − 1 𝑟 + 2 +

𝑛

2
, … ,  𝑛 − 1 𝑟 + 𝑟 +

𝑛

2
   

=   1, 2, … , 𝑛𝑟 +
𝑛

2
 ∪   𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
  .  

Kasus 3: 𝑛 ≡ 0 mod 4 

𝑓(𝑉) = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪ 𝐿4 ∪ 𝐿5 ∪ 𝐿6 ∪ 𝐿7 ∪ 𝐿8 

=  𝑟 + 1, 5𝑟 + 3, 9𝑟 + 5, … ,  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 2  

𝑛−1

4
 − 1 ∪ … ∪  𝑟 + 1, 𝑟 + 5, 𝑟 +

8, … , 4𝑟 − 2, 5𝑟 + 4, … , 8𝑟 + 1, … ,  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 2  

𝑛

4
 − 3, … ,  4  

𝑛

4
 −

3 𝑟 + 3𝑟 + 2  
𝑛

4
 − 3   

=   1, 2, … , 2  
𝑛

4
  2𝑟 + 1  ∪   𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
  .  

 Terlihat bahwa himpunan label-label simpul dari graf lobster semi teratur, 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟), membentuk dua himpunan bilangan berurutan, yaitu: 

𝑓 𝑉 =

 
 
 

 
   1, … ,  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2( 

𝑛

4
 − 1) ∪   𝑝 + 1, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
 − 1 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

  1, … , 𝑛𝑟 +
𝑛

2
 ∪   𝑝 + 1, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
  , 𝑛 ≡ 2 mod 4

  1, … , 2  
𝑛

4
  2𝑟 + 1  ∪   𝑝 + 1, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
   , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 3.6  . 

Dari ketiga himpunan label-label simpul tersebut diperoleh tiga nilai 𝑏 yang berbeda, 

yaitu: 

𝑏 =

 
 
 

 
  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2   

𝑛

4
 − 1 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛𝑟 +
𝑛

2
, 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

4
  2𝑟 + 1 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

  .  
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Pada graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) diketahui bahwa 

𝑒 =

 
 
 

 
  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2   

𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 2 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛𝑟 +
𝑛

2
+ 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 2 mod 4

4  
𝑛

4
 𝑟 + 2   

𝑛

4
 +  

𝑛

2
  − 1, 𝑛 ≡ 0 mod 4

 3.7  .  

Apabila persamaan (3.1) disubtitusikan ke persamaan (3.6), maka akan diperoleh 

bahwa jarak antara kedua himpunan label-label simpul adalah sebesar  𝑝 + 1 −

 𝑏 + 1 = 𝑝 − 𝑏 yang hasilnya sama dengan persamaan (3.7), yaitu: 

 Untuk 𝑛 ≡ 1 mod 4, 𝑝 − 𝑏 =  2  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 3  −

  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2   

𝑛

4
 − 1  =  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2   

𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 2 = 𝑒 

 Untuk 𝑛 ≡ 2 mod 4, 𝑝 − 𝑏 =  𝑛 2𝑟 + 1 + 2  
𝑛

2
 − 1 −  𝑛𝑟 +

𝑛

2
 = 𝑛𝑟 +

𝑛

2
+

2  
𝑛

2
 − 1 = 𝑒  

 Untuk 𝑛 ≡ 0 mod 4, 𝑝 − 𝑏 =  8  
𝑛

4
 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
  − 1 −  2  

𝑛

4
  2𝑟 +

1  = 4  
𝑛

4
 𝑟 + 2   

𝑛

4
 +  

𝑛

2
  − 1 = 𝑒. 

Dengan demikian, himpunan label-label simpul pada graf lobster semi teratur 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh 𝑒. 

Selanjutnya akan ditunjukkan pula bahwa himpunan  𝑊 =  𝑓 𝑥 +

𝑓 𝑦 | 𝑥𝑦 𝜖 𝐸  dari graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟), membentuk himpunan 𝑒 

bilangan bulat positif berurutan. Pembuktian akan dibagi menjadi empat kasus sesuai 

dengan pendefinisian fungsi dari label simpul pada graf, yaitu: 

Kasus 1: 𝑐𝑖𝑢𝑖
𝑗
 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑖 ∈ 𝐼 dimana  𝑛 ≢ 3 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽. 

Kasus 2: 𝑐𝑖𝑐𝑖+1 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑖 ∈ 𝐼. 

Kasus 3: 𝑐𝑖𝑣𝑖  untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  
𝑛

2
 , 𝑖 ∈ 𝐼. 

Kasus 4: 𝑣𝑖𝑣𝑖
𝑗
 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  

𝑛

2
 , 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 ∈ 𝐽. 
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Pembagian kasus-kasus menjadi empat kasus yang sesuai dengan 

pendefinisian fungsi dari label simpul pada graf ditunjukkan pada Gambar 3.2. 

( )a ( )b

( )c ( )d
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r
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v
1
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2

iv
r

iv

 

Gambar 3.2. (a) Kasus 1, (b) Kasus 2, (c) Kasus 3, (d) Kasus 4. 

 

Kasus 1 : 𝑐𝑖𝑢𝑖
𝑗
 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 ∈ 𝐽. 

Pada kasus 1 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus, yaitu untuk 

𝑖 ≡ 1 mod 4 dan 𝑖 ≡ 3 mod 4. 

Untuk  𝑖 ≡ 1 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽, 

𝑤1 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
) 

=  𝑝 + 𝑖 +  𝑖 − 1 𝑟 + 𝑗 +
𝑖 − 1

2
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= 𝑝 +  𝑖 − 1 𝑟 + 𝑗 +
3𝑖−1

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 1 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽 maka akan diperoleh himpunan 

 𝑊1 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 1 mod 4  dan 𝑗 ∈ 𝐽   

=  𝑝 +  1 − 1 𝑟 + 1 +
3−1

2
, 𝑝 +  1 − 1 𝑟 + 2 +

3−1

2
, … , 𝑝 +  1 − 1 𝑟 + 𝑟 +

3−1

2
, 𝑝 +

 5 − 1 𝑟 + 1 +
15−1

2
, … , 𝑝 +  5 − 1 𝑟 + 𝑟 +

15−1

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 − 1 𝑟 + 1 +

3(4 
𝑛

4
 −3 )−1

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 − 1 𝑟 + 𝑟 +

3(4 
𝑛

4
 −3 )−1

2
   

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 𝑟 + 1, 𝑝 + 4𝑟 + 8, … , 𝑝 + 5𝑟 + 7, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 4 𝑟 + 1 +

6  
𝑛

4
 − 5, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 5 .   

Untuk  𝑖 ≡ 3 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽, 

𝑤2 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
) 

=  𝑝 + 𝑖 +  𝑖 − 2 𝑟 + 3𝑗 +
𝑖 − 1

2
 

= 𝑝 +  𝑖 − 2 𝑟 + 3𝑗 +
3𝑖−1

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 3 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊2 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 3 mod 4  dan 𝑗 ∈ 𝐽   

=  𝑝 +  3 − 2 𝑟 + 3 +
9−1

2
, 𝑝 +  3 − 2 𝑟 + 6 +

9−1

2
, … , 𝑝 +  3 − 2 𝑟 + 3𝑟 +

9−1

2
, 𝑝 +

 7 − 2 𝑟 + 3 +
21−1

2
, … , 𝑝 +  7 − 2 𝑟 + 3𝑟 +

21−1

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 1 − 2 𝑟 + 3 +

3(4 
𝑛

4
 −1)−1

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 1 − 2 𝑟 + 3𝑟 +

3(4 
𝑛

4
 −1)−1

2
   

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA UI, 2012



31 
 

Universitas Indonesia 
 

=  𝑝 + 𝑟 + 7, 𝑝 + 𝑟 + 10, … , 𝑝 + 4𝑟 + 4, 𝑝 + 5𝑟 + 13, … , 𝑝 + 8𝑟 + 10, … , 𝑝 +

 4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 6  

𝑛

4
 − 2, … , 𝑝 + 4  

𝑛

4
 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 2 .  

 

Kasus 2 : 𝑐𝑖𝑐𝑖+1 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑖 ∈ 𝐼. 

Pada kasus 2 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus yaitu, untuk 

𝑖 ≡ 1,3 mod 4 dan 𝑖 ≡ 0,2 mod 4. 

Untuk 𝑖 ≡ 1,3 mod 4  dan (𝑖 + 1) ≡ 2 mod 4, 

𝑤3 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑐𝑖+1  

= 𝑝 + 𝑖 +  𝑖 + 1 − 1 𝑟 +
𝑖 + 1

2
 

= 𝑝 + 𝑖𝑟 +
3𝑖+1

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 1 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊3 =  𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑐𝑖+1  𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼   

=  𝑝 + 𝑟 +
3+1

2
, 𝑝 + 5𝑟 +

15+1

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛−1

4
 − 3 𝑟 +

3 4 
𝑛−1

4
 −3 +1

2
   

=  𝑝 + 𝑟 + 2, 𝑝 + 5𝑟 + 8, … , 𝑝 +  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛−1

4
 − 4 .  

Untuk 𝑖 ≡ 1,3 mod 4  dan   𝑖 + 1 ≡ 0 mod 4 , 

𝑤4 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑐𝑖+1  

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 + 1

2
 2𝑟 + 1  

= 𝑝 + (𝑖 + 1)𝑟 +
3𝑖+1

2
. 
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Substitusikan 𝑖 ≡ 3 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊4 =  𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑐𝑖+1  𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    

=  𝑝 +  3 + 1 𝑟 +
9+1

2
, 𝑝 +  7 + 1 𝑟 +

21+1

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 1 + 1 𝑟 +

3(4 
𝑛

4
 −1)+1

2
   

=  𝑝 + 4𝑟 + 5, 𝑝 + 8𝑟 + 11, … , 𝑝 + 4  
𝑛

4
 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 1 .  

Untuk 𝑖 ≡ 0,2 mod 4 dan  𝑖 + 1 ≡ 3 mod 4 , 

𝑤5 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑐𝑖+1  

=  𝑖 − 1 𝑟 +
𝑖

2
+ 𝑝 + 𝑖 + 1 

= 𝑝 + (𝑖 − 1)𝑟 +
3𝑖+2

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 2 mod 4  maka akan diperoleh himpunan 

𝑊5 =  𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑐𝑖+1  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    

=  𝑝 +  2 − 1 𝑟 +
6+2

2
, 𝑝 +  6 − 1 𝑟 +

18+2

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 2  − 1 𝑟 +

3(4 
𝑛

4
 −2  )+2

2
   

=  𝑝 + 𝑟 + 4, 𝑝 + 5𝑟 + 10, … , 𝑝  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 2 .  

Untuk 𝑖 ≡ 0, 2 mod 4  dan  𝑖 + 1 ≡ 1 mod 4, 

𝑤6 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑐𝑖+1  

=
𝑖

2
(2𝑟 + 1) + 𝑝 + 𝑖 + 1 

= 𝑝 + 𝑖𝑟 +
3𝑖+2

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 0 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊6 =  𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑐𝑖+1  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  
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=  𝑝 + 4𝑟 +
12+2

2
, 𝑝 + 8𝑟 +

24+2

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 4 𝑟 +

3 4 
𝑛

4
 −4 +2

2
   

=  𝑝 + 4𝑟 + 7, 𝑝 + 8𝑟 + 13, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 4 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 5 .   

 

Kasus 3 : 𝑐𝑖𝑣𝑖  untuk  1 ≤ 𝑖 ≤ 2  
𝑛

2
 , 𝑖 ∈ 𝐼. 

Pada kasus 3 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus, yaitu untuk 

𝑖 ≡ 2 mod 4 dan 𝑖 ≡ 0 mod 4. 

Untuk 𝑖 ≡ 2 mod 4, 

𝑤7 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  

=  𝑖 − 1 𝑟 +
𝑖

2
+ 𝑎 + 𝑖 

= 𝑝 +  𝑖 − 1 𝑟 +
3𝑖

2
. 

Substitusikan  𝑖 ≡ 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊7 =  𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=  𝑝 +  2 − 1 𝑟 +
6

2
, 𝑝 +  6 − 1 𝑟 +

18

2
, 𝑝 +  10 − 1 𝑟 +

30

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛−1

4
 − 2 −

1 𝑟 +
3 4 

𝑛−1

4
 −2 

2
   

=  𝑝 + 𝑟 + 3. 𝑝 + 5𝑟 + 9. 𝑝 + 9𝑟 + 15, … , 𝑝 +  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛−1

4
 − 3 . 

Untuk 𝑖 ≡ 0 mod 4, 

𝑤8 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  

=
𝑖

2
(2𝑟 + 1) + 𝑎 + 𝑖 
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= 𝑝 + 𝑖𝑟 +
3𝑖

2
. 

Substitusikan  𝑖 ≡ 0 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊8 =  𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=  𝑝 + 4𝑟 +
12

2
, 𝑝 + 8𝑟 +

24

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
  𝑟 +

3 4 
𝑛

4
  

2
   

=  𝑝 + 4𝑟 + 6, 𝑝 + 8𝑟 + 12, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
  𝑟 + 6  

𝑛

4
  .  

 

Kasus 4 : 𝑣𝑖𝑣𝑖
𝑗
 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  

𝑛

2
 , 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 ∈ 𝐽 

Pada kasus 4 pembuktian akan dibagi menjadi tiga subkasus, yaitu untuk 

𝑖 ≡ 2 mod 4,  𝑖 ≡ 0 mod 4, dan 𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4. 

Untuk  𝑖 ≡ 2 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽, 

𝑤9 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  

=  𝑝 + 𝑖 +  𝑖 − 1 𝑟 + 3𝑗 +
𝑖 − 2

2
 

= 𝑝 +  𝑖 − 1 𝑟 + 3𝑗 +
3𝑖−2

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 2 mod 4  maka akan diperoleh himpunan 

𝑊9 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    

=  𝑝 +  2 − 1 𝑟 + 3 +
6−2

2
, … , 𝑝 +  2 − 1 𝑟 + 3𝑟 +

6−2

2
, … , 𝑝 +  6 − 1 𝑟 + 3 +

18−2

2
, 𝑝 +  6 − 1 𝑟 + 3𝑟 +

18−2

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛−1

4
 − 2 − 1 𝑟 + 3 +

3 4 
𝑛−1

4
 −2 −2

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛−1

4
 − 2 − 1 𝑟 + 3𝑟 +

3 4 
𝑛−1

4
 −2 −2

2
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=  𝑝 + 𝑟 + 5, … , 𝑝 + 4𝑟 + 2, … , 𝑝 +  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 3 + 6  

𝑛−1

4
 − 4, … , 𝑝 +

4  
𝑛−1

4
 𝑟 + 6  

𝑛−1

4
 − 4 .  

Untuk 𝑖 ≡ 0 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽, 

𝑤10 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  

=  𝑝 + 𝑖 +  𝑖 − 3 𝑟 + 3𝑗 +
𝑖 − 6

2
  

= 𝑝 +  𝑖 − 3 𝑟 + 3𝑗 +
3𝑖−6

2
. 

Substitusikan  𝑖 ≡ 0 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽  maka akan diperoleh himpunan 

𝑊10 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    

=  𝑝 +  4 − 3 𝑟 + 3 +
12−6

2
, … , 𝑝 +  4 − 3 𝑟 + 3𝑟 +

12−6

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 +

3(4 
𝑛

4
 )−6

2
, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3𝑟 +

3(4 
𝑛

4
 )−6

2
   

=  𝑝 + 𝑟 + 6, … , 𝑎 + 4𝑟 + 3, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 6  

𝑛

4
 − 3, … , 𝑝 + 4  

𝑛

4
 𝑟 +

6  
𝑛

4
 − 3 .  

Untuk 𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽, 

𝑤11 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  

= 𝑝 + 𝑖 +  𝑖 − 1 𝑟 + 𝑗 +
𝑖

2
 

= 𝑝 +  𝑖 − 1 𝑟 + 𝑗 +
3𝑖

2
. 

Substitusikan 𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊11 =  𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 = 2 mod 4     
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=  𝑝 +  𝑛 − 1 𝑟 + 1 +
3𝑛

2
, 𝑝 +  𝑛 − 1 𝑟 + 2 +

3𝑛

2
, … , 𝑝 +  𝑛 − 1 𝑟 + 𝑟 +

3𝑛

2
  

=  𝑝 +  𝑛 − 1 𝑟 + 1 +
3𝑛

2
, 𝑝 +  𝑛 − 1 𝑟 + 2 +

3𝑛

2
, … , 𝑝 + 𝑛𝑟 +

3𝑛

2
 . 

 Berdasarkan pendefinisian fungsi dari label simpul, maka pembuktian 

selanjutnya akan dibagi menjadi tiga kasus, yaitu untuk 𝑛 ≡ 1 mod 4, 𝑛 ≡ 2 mod 4, 

dan 𝑛 ≡ 0 mod 4 . Himpunan 𝑊 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 | 𝑥𝑦𝜖𝐸  dari graf  lobster semi 

teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) diperoleh dari gabungan himpunan 𝑊1, 𝑊2, …, 𝑊11  sesuai 

dengan kasus-kasus yang telah disebutkan, yaitu: 

Kasus 1: 𝑛 ≡ 1 mod 4 

𝑊 = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ 𝑊3 ∪ 𝑊4 ∪ 𝑊5 ∪ 𝑊6 ∪ 𝑊7 ∪ 𝑊8 ∪ 𝑊9 ∪ 𝑊10 

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 𝑟 + 1, 𝑝 + 4𝑟 + 8, … , 𝑝 + 5𝑟 + 7, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 4 𝑟 + 1 +

6  
𝑛

4
 − 5, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 5 ∪  𝑝 + 𝑟 + 7, 𝑝 + 𝑟 + 10, … , 𝑝 + 4𝑟 +

4, 𝑝 + 5𝑟 + 13, … , 𝑝 + 8𝑟 + 10, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 6  

𝑛

4
 − 2, … , 𝑝 +

4  
𝑛

4
 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 2 ∪  𝑝 + 𝑟 + 2, 𝑝 + 5𝑟 + 8, … , 𝑝 +  4  

𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛−1

4
 −

4 ∪  𝑝 + 4𝑟 + 5, 𝑝 + 8𝑟 + 11, … , 𝑝 + 4  
𝑛

4
 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 1 ∪  

 𝑝 + 𝑟 + 4, 𝑝 + 5𝑟 + 10, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 2 ∪  𝑝 + 4𝑟 + 7, 𝑝 + 8𝑟 +

13, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 4 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 5 ∪  𝑝 + 𝑟 + 3. 𝑝 + 5𝑟 + 9. 𝑝 + 9𝑟 + 15, … , 𝑝 +

 4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛−1

4
 − 3 ∪  

 𝑝 + 4𝑟 + 6, 𝑝 + 8𝑟 + 12, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
  𝑟 + 6  

𝑛

4
  ∪  𝑝 + 𝑟 + 5, … , 𝑝 + 4𝑟 +

2, … , 𝑝 +  4  
𝑛−1

4
 − 3 𝑟 + 3 + 6  

𝑛−1

4
 − 4, … , 𝑝 + 4  

𝑛−1

4
 𝑟 + 6  

𝑛−1

4
 − 4 ∪

 𝑝 + 𝑟 + 6, … , 𝑝 + 4𝑟 + 3, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 6  

𝑛

4
 − 3, … , 𝑝 + 4  

𝑛

4
 𝑟 +

6  
𝑛

4
 − 3   

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 5 . 
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Kasus 2: 𝑛 ≡ 2 mod 4 

𝑊 = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ 𝑊3 ∪ 𝑊4 ∪ 𝑊5 ∪ 𝑊6 ∪ 𝑊7 ∪ 𝑊8 ∪ 𝑊9 ∪ 𝑊10 ∪ 𝑊11 

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 𝑟 + 1, 𝑝 + 4𝑟 + 8, … , 𝑝 + 5𝑟 + 7, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 4 𝑟 + 1 +

6  
𝑛

4
 − 5, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 5 ∪ … ∪  𝑝 +  𝑛 − 1 𝑟 + 1 +

3𝑛

2
, 𝑝 +

 𝑛 − 1 𝑟 + 2 +
3𝑛

2
, … , 𝑝 + 𝑛𝑟 +

3𝑛

2
   

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 𝑛𝑟 +
3𝑛

2
 . 

Kasus 3: 𝑛 ≡ 0 mod 4 

𝑊 = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ 𝑊3 ∪ 𝑊4 ∪ 𝑊5 ∪ 𝑊6 ∪ 𝑊7 ∪ 𝑊8 ∪ 𝑊9 ∪ 𝑊10 

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 𝑟 + 1, 𝑝 + 4𝑟 + 8, … , 𝑝 + 5𝑟 + 7, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
 − 4 𝑟 + 1 +

6  
𝑛

4
 − 5, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 5 ∪ … ∪  𝑝 + 𝑟 + 6, … , 𝑝 + 4𝑟 + 3, … , 𝑝 +

 4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 + 3 + 6  

𝑛

4
 − 3, … , 𝑝 + 4  

𝑛

4
 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 3   

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
  𝑟 + 6  

𝑛

4
   . 

Terlihat bahwa himpunan 𝑊 dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) 

membentuk himpunan yang terdiri dari 𝑒 bilangan bulat positif berurutan, yaitu: 

𝑊 =

 
 
 

 
  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 6  

𝑛

4
 − 5 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

 𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 𝑛𝑟 +
3𝑛

2
 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

 𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +  4  
𝑛

4
  𝑟 + 6  

𝑛

4
  , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 . 

 

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, karena himpunan label-label simpul 

dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) membentuk dua himpunan bilangan 

berurutan yang terpisah sejauh 𝑒 dan himpunan 𝑊 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 | 𝑥𝑦𝜖𝐸  

merupakan himpunan yang terdiri dari 𝑒 bilangan  bulat positif berurutan, maka 

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA UI, 2012



38 
 

Universitas Indonesia 
 

terbukti bahwa graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟 , memiliki PTBA  𝑏 - busur 

berurutan dengan 

𝑏 =

 
 
 

 
  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2   

𝑛

4
 − 1 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛𝑟 +
𝑛

2
, 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

4
  2𝑟 + 1 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 .    ∎ 

Berdasarkan Lemma 3.1, bilangan ajaib dari pelabelan total busur ajaib b-

busur berurutan adalah 𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑤 dengan 𝑤 = min 𝑊 = 𝑝 + 2. Kemudian 

akan dicari  nilai dari bilangan ajaib tersebut. Substitusikan persamaan (3.7) dan nilai-

nilai b, maka akan diperoleh: 

𝑘 =

 
 
 

 
 𝑝 + 2  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 2 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑝 + 𝑛 2𝑟 + 1 + 2  
𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 2 mod 4

𝑝 + 8  
𝑛

4
 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
  + 1, 𝑛 ≡ 0 mod 4

(3.8) . 

Dengan mensubstitusi persamaan (3.1) ke persamaan (3.8), maka diperoleh: 

𝑘 =

 
 
 

 
 4  4  

𝑛

4
 − 3 𝑟 + 2  4  

𝑛

4
 + 2  

𝑛

2
 − 5 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

2𝑛 2𝑟 + 1 + 2  2  
𝑛

2
 − 1 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

16  
𝑛

4
 𝑟 + 4  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
  , 𝑛 ≡ 0 mod 4

   . 

 

 Contoh pelabelan simpul dengan menggunakan persamaan (3.2)-(3.5) 

ditunjukkan pada Gambar 3.3. Pada Gambar 3.3, terlihat bahwa label-label simpul 

membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang tepisah sejauh 𝑒. Pada Gambar 

3.3 (a) terbentuk himpunan  1,2, … ,40  dan  𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 9 , Gambar 3.3 (b) 

terbentuk himpunan  1,2, … ,36  dan  𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 8  sedangkan Gambar 3.3 

(c) terbentuk himpunan  1,2, … ,27  dan  𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 6 . Dengan demikian 

diperoleh nilai 𝑏 yang berbeda untuk (a), (b), dan (c) yaitu 𝑏 = 40, 𝑏 = 36, dan 

𝑏 = 27. Terlihat pula bahwa pada Gambar 3.3 akan diperoleh himpunan 𝑊 yang 

berbeda untuk (a), (b), dan (c) yaitu  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 49 ,  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +
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44 , dan  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 33  yang masing-masing merupakan himpunan 𝑒 

bilangan bulat positif berurutan. Kemudian jika disubstitusikan nilai 𝑝 untuk (a), (b), 

dan (c) yaitu  𝑝 = 88, 𝑝 = 79, dan 𝑝 = 59 serta label-label busurnya, maka akan 

diperoleh pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur berurutan seperti pada Gambar 3.4. 

1 2 3 4 8 11 14 17 19 20 21 22 26 29 32 35 37 38 39 40

5 18 23 36

p+1

p+2

p+3

p+4

p+5

p+6

p+7

p+8

p+9

67 910 1213 1516 2425 2728 3031 3334

1 2 3 4 8 11 14 17 19 20 21 22 26 29 32 35

5 18 23 36

p+1

p+2

p+3

p+4

p+5

p+6

p+7

p+8

67 910 1213 1516 2425 2728 3031 3334

1 2 3 4 8 11 14 17 19 20 21 22

5 18 23

p+1

p+2

p+3

p+4

p+5

p+6

67 910 1213 1516 24 25 26 27

(a)

(b)

(c)
 

Gambar 3.3. (a) Pelabelan simpul dari graf lobster 𝐿9(4, 0; 1,4), (b) Pelabelan 

simpul dari graf lobster 𝐿8(4, 0; 1,4), (c) Pelabelan simpul dari graf lobster 

𝐿6(4, 0; 1,4). 

  

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA UI, 2012



40 
 

Universitas Indonesia 
 

1 2 3 4 8 11 14 17 19 20 21 22 26 29 32 35 37 38 39 40

5 18 23 36

67 910 1213 1516 2425 2728 3031 3334

1 2 3 4 8 11 14 17 19 20 21 22 26 29 32 35

5 18 23 36

67 910 1213 1516 2425 2728 3031 3334

1 2 3 4 8 11 14 17 19 20 21 22

5 18 23

67 910 1213 1516 24 25 26 27

48
5154

5763
6465

6670
7376

7985
8687

88 41
4243

44

46
4760

61

6267

68

6982

83

84
89 91 93 9745

95

90 92 94 96

50 49

53 5256 55

59 5872 71

75 747778

8081

39
4245

4854
5556

5761
6467

7076
7778

79

37

3851

52

5358

59

6073

74

75
80 82 84 86

81 83 85 87

41 40

44 4347 46

50 4963 62

66 656869

7172

34
3536

3741
4447

5056
5758

59

32

3338

39

4053

54

5560

61

62

63

64

65

28
2930

3143 42

46 454849

5152

(a)

(b)

(c)
 

Gambar 3.4. (a) PTBA 40-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 

𝐿9(4, 0; 1,4) (b) PTBA 36-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 

𝐿8(4, 0; 1,4) (c) PTBA 27-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 

𝐿6(4, 0; 1,4). 

Pada Gambar 3.4 terlihat bahwa setelah mensubstitusi nilai 𝑝 dan 

menambahkan label busur pada Gambar 3.3, maka akan diperoleh suatu bilangan 

ajaib untuk masing-masing (a), (b), dan (c) yaitu 𝑘 = 1 + 88 + 89 = 178, 𝑘 = 1 +

79 + 80 = 160, dan 𝑘 = 1 + 59 + 60 = 120. 

 Pada Teorema 2.1 telah dijelaskan bahwa dual dari pelabelan total busur ajaib 

𝑏 -busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib 
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(𝑣 − 𝑏)-busur berurutan. Berdasarkan teorema tersebut, diperoleh Akibat 3.1 dimana 

nilai b pada Akibat 3.1 adalah banyak simpul 𝑣 dikurangi dengan nilai 𝑏 pada 

Teorema 3.1. 

Akibat 3.1. Setiap graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟), memiliki pelabelan total 

busur ajaib 𝑏-busur berurutan dimana  

𝑏 =

 
 
 

 
 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 1 mod 4

2  
𝑛

2
 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

2
 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 . 

Contoh pelabelan dual dari Gambar 3.4 (c), yaitu PTBA 𝑏-busur berurutan 

pada graf lobster semi teratur, 𝐿6(4, 0; 1,4), ditunjukkan pada Gambar 3.5. 

65 64 63 62 58 55 52 49 47 46 45 44

61 48 4333

32

3130

29

2826

25

2219

16

1311

10
98

7

6

5

4

3

2

1

342712

38

3736

352423

2120 1817

1514

6059 5756 5453 5150 42 41 40 39

 

Gambar 3.5. PTBA 6-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿6(4, 0; 1,4) 

dengan 𝑘 = 78. 

 

  Pada bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa pada pelabelan total busur ajaib 

b-busur berurutan didefinisikan pelabelan dual dan simpul-simpul pada pelabelan 

dual dilabel dengan cara mengurangkan 𝑣 + 𝑒 + 1 dengan label simpul yang terkait. 

Contohnya, pada Gambar 3.5 terlihat bahwa simpul 𝑐1 yang semula diberi label 60 

pada Gambar 3.4 (c) berubah menjadi 𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑐1 = 33 + 32 + 1 − 60 =
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66 − 60 = 6. Nilai 𝑏 pada pelabelan dual dari graf lobster semi teratur 𝐿6(4, 0; 1,4) 

adalah 𝑏 = 6. Dengan demikian pelabelan dual untuk PTBA 27-busur berurutan pada 

graf lobster semi teratur 𝐿6(4, 0; 1,4) (Gambar 3.4.c) adalah PTBA 6-busur berurutan 

pada graf lobster semi teratur 𝐿6(4, 0; 1,4) dengan 𝑘 = 78. Pada subbab selanjutnya 

akan diberikan konstruksi pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan pada graf 

lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠). 

 

3.2 PTBA b-Busur Berurutan pada Graf Lobster Semi Teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) 

  Graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠) adalah graf lobster dengan 𝑡 = 2 

dimana 𝑛 adalah banyaknya simpul pada lintasan, 𝑟 dan 0 menyatakan banyak simpul 

yang berjarak 1 dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan  𝑠 menyatakan 

banyak simpul yang berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Pelabelan total 

busur ajaib (PTBA) b-busur berurutan pada graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠), 

diberikan pada Teorema 3.2. 

Teorema 3.2. Setiap graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠), untuk 𝑛 ≢ 3 mod 4 

memiliki PTBA 𝑏 −busur berurutan dimana 

𝑏 =

 
 
 

 
  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 .  

 

 

Bukti.  

Nyatakan 𝐼 =  1, 2, … 𝑛 ,  𝐽 =  1, 2, … , 𝑟 , dan 𝑆 =  1, 2, . . , 𝑠 . Kemudian 

beri penamaan untuk setiap simpul-simpul dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑠  

yaitu, 𝑐𝑖  adalah simpul ke-𝑖 pada lintasan dimana 𝑖 ∈ 𝐼,  𝑢𝑖
𝑗
 adalah simpul daun ke-𝑗 

pada simpul ke-𝑖 dari simpul pada lintasan untuk 𝑖 ganjil, 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 ∈ 𝐽,  𝑣𝑖  adalah 
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simpul daun ke-𝑖 dari simpul pada lintasan untuk 𝑖 genap, 𝑖 ∈ 𝐼, dan 𝑣𝑖
𝑗
 adalah simpul 

daun ke-𝑗 pada simpul daun ke-𝑖 dari simpul pada lintasan untuk 𝑖 genap, 𝑖 ∈ 𝐼 dan  

𝑗 ∈ 𝑆. Penamaan simpul-simpul dari graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑠  

ditunjukkan pada Gambar 3.6. 

1

1u
2

1u 1

r

u
1

1iu 

2

1iu  1

r

iu 

1c

2c
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1ic 
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iv

1

2v
2

2v
1

iv
2

iv2

s

v
s

iv
 

Gambar 3.6. Penamaan simpul dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) . 

Nyatakan,  

𝑝 =

 
 
 

 
 2  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 2  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 3 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛 𝑟 + 𝑠 + 1 + 2  
𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 2 mod 4

4  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 + 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 0 mod 4

 3.9  .  

Kemudian label simpul-simpul dari graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠), 

dengan cara seperti berikut. 

𝑓 𝑐𝑖 =

 
 
 

 
 

𝑖

2
 𝑟 + 1 +

𝑖 − 2

2
𝑠, 𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼

𝑖

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 , 𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼

𝑝 + 𝑖, 𝑖 ≡ 1,3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼

 3.10   
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𝑓 𝑢𝑖
𝑗
 =

 
  
 

  
 

𝑖−1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑗, 𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑗 ∈ 𝐽

𝑖−1

2
 𝑟 + 1 +

𝑖−3

2
𝑠 + 3𝑗, 𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑗 ∈ 𝐽 ;  𝑟 < 𝑠  

𝑖−1

2
 𝑟 + 1 +

𝑖−3

2
𝑠 + 3𝑗, 𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ;  𝑗 = 1,2, … , 𝑠 ; 𝑟 > 𝑠

𝑖−1

2
 𝑟 + 1 +

𝑖−3

2
𝑠 + 3𝑗 − 2, 𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 ;  𝑗 = 𝑠 + 1, … , 𝑟 ; 𝑟 > 𝑠

 3.11    

𝑓 𝑣𝑖 = 𝑝 + 𝑖, ,   𝑖 ≡ 0,2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  3.12  

𝑓 𝑣𝑖
𝑗
 =

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗, 𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝑆; 𝑟 > 𝑠 

𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗, 𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟 + 1 ; 𝑟 < 𝑠 

𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 − 1, 𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼;  𝑗 = 𝑟 + 2, … , 𝑠 ; 𝑟 < 𝑠

𝑖−2

2
𝑟 +

𝑖−4

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 − 1, 𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼;  𝑗 ∈ 𝑆;  𝑟 > 𝑠

𝑖−2

2
𝑟 +

𝑖−4

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 − 1, 𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼;  𝑗 = 1,2, … , 𝑟 + 1 ; 𝑟 < 𝑠

𝑖−2

2
𝑟 +

𝑖−4

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 − 2, 𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼;  𝑗 = 𝑟 + 2, … , 𝑠 ; 𝑟 < 𝑠

𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
 𝑠 + 1 + 𝑗 + 1, 𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼;  𝑗 ∈ 𝑆

 3.13    

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label-label simpul dari graf lobster semi 

teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah 

sejauh 𝑒. Nyatakan, 

𝐿1 =  𝑓 𝑐𝑖  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=  
2

2
 𝑟 + 1 +

2−2

2
𝑠,

6

2
 𝑟 + 1 +

6−2

2
𝑠, … ,

4 
𝑛−1

4
 −2

2
 𝑟 + 1 +

4 
𝑛−1

4
 −2−2

2
𝑠   

=   𝑟 + 1 + ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠, … ,  2  
𝑛−1

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 .  

𝐿2 =  𝑓 𝑐𝑖  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=  
4

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 ,

8

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 , … ,2  

𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1    

=  2 𝑟 + 𝑠 + 1 , 4 𝑟 + 𝑠 + 1 , … ,2  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1  . 

𝐿3 =  𝑓 𝑐𝑖  𝑖 ≡ 1,3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  
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=  𝑝 + 1, 𝑝 + 3, 𝑝 + 5, … , 𝑝 + 2  
𝑛

2
 − 1 . 

𝐿4 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝐽  

=  
1−1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 1,

1−1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 2, … ,

1−1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑟,

5−1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 +

1, … ,
5−1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑟, … ,

4 
𝑛

4
 −3−1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 1, … ,

4 
𝑛

4
 −3−1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑟   

=  1,2, … , 𝑟, 2 𝑟 + 𝑠 + 1 + 1, … ,2 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑟, … ,  2  
𝑛

4
 − 2  𝑟 + 𝑠 + 1 +

1, … ,  2  
𝑛

4
 − 2  𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑟 .  

𝐿5 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝐽  

=  
3−1

2
 𝑟 + 1 +

3−3

2
𝑠 + 3,

3−1

2
 𝑟 + 1 +

3−3

2
𝑠 + 6, … ,

3−1

2
 𝑟 + 1 +

3−3

2
𝑠 +

3𝑟,
7−1

2
 𝑟 + 1 +

7−3

2
𝑠 + 3, … ,

7−1

2
 𝑟 + 1 +

7−3

2
𝑠 + 3𝑟, … ,

4 
𝑛

4
 −1−1

2
 𝑟 + 1 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 + 3, … ,

4 
𝑛

4
 −1−1

2
 𝑟 + 1 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 + 3𝑟   

=   𝑟 + 1 + 3,  𝑟 + 1 + 6, … ,  𝑟 + 1 + 3𝑟, 3 𝑟 + 1 + 2𝑠 + 3, … ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠 +

3𝑟, … ,  2  
𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3, … ,  2  

𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +

 2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3𝑟 .  

𝐿6 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑠  

=  
3−1

2
 𝑟 + 1 +

3−3

2
𝑠 + 3,

3−1

2
 𝑟 + 1 +

3−3

2
𝑠 + 6, … ,

3−1

2
 𝑟 + 1 +

3−3

2
𝑠 +

3(𝑠),
7−1

2
 𝑟 + 1 +

7−3

2
𝑠 + 3, … ,

7−1

2
 𝑟 + 1 +

7−3

2
𝑠 + 3(𝑠), … ,

4 
𝑛

4
 −1−1

2
 𝑟 + 1 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 + 3, … ,

4 
𝑛

4
 −1−1

2
 𝑟 + 1 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 + 3(𝑠)   
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=   𝑟 + 1 + 3,  𝑟 + 1 + 6, … ,  𝑟 + 1 + 3𝑠, 3 𝑟 + 1 + 2𝑠 + 3, … ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠 +

3𝑠, … ,  2  
𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3, … ,  2  

𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +

 2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3𝑠 .  

𝐿7 =  𝑓 𝑢𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 3mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 = 𝑠 + 1, … , 𝑟  

=  
3−1

2
 𝑟 + 1 +

3−3

2
𝑠 + 3 𝑠 + 1 − 2,

3−1

2
 𝑟 + 1 +

3−3

2
𝑠 + 3 𝑠 + 2 − 2, … ,

3−1

2
 𝑟 +

1 +
3−3

2
𝑠 + 3𝑟 − 2,

7−1

2
 𝑟 + 1 +

7−3

2
𝑠 + 3 𝑠 + 1 − 2, … ,

7−1

2
 𝑟 + 1 +

7−3

2
𝑠 +

3𝑟 − 2, … ,
4 

𝑛

4
 −1−1

2
 𝑟 + 1 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 + 3 𝑠 + 1 − 2, … ,

4 
𝑛

4
 −1−1

2
 𝑟 + 1 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 + 3𝑟 − 2   

=   𝑟 + 1 + 3 𝑠 + 1 − 2,  𝑟 + 1 + 3 𝑠 + 2 − 2, … ,  𝑟 + 1 + 3𝑟 − 2,3 𝑟 + 1 +

2𝑠 + 3 𝑠 + 1 − 2, … ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠 + 3𝑟 − 2, … ,  2  
𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +

 2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3 𝑠 + 1 − 2, … ,  2  

𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3𝑟 − 2 .  

𝐿8 =  𝑓 𝑣𝑖  𝑖 ≡ 0,2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 4, 𝑝 + 6, … , 𝑝 + 2  
𝑛

2
  . 

𝐿9 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝑆  

=  
2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 3,

2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 6, … ,

2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑠,

6

2
𝑟 +

6−2

2
 𝑠 + 1 + 3, … ,

6

2
𝑟 +

6−2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑠, … ,

4 
𝑛−1

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2−2

2
 𝑠 + 1 +

3, … ,
4 

𝑛−1

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2−2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑠   

=  𝑟 + 3, 𝑟 + 6, … , 𝑟 + 3𝑠, 3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3𝑠, … ,  2  
𝑛−1

4
 −

1 𝑟 +  2  
𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3, … ,  2  

𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3𝑠 .  
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𝐿10 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑟 + 1  

=  
2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 3,

2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 6, … ,

2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 3(𝑟 + 1),

6

2
𝑟 +

6−2

2
 𝑠 + 1 + 3, … ,

6

2
𝑟 +

6−2

2
 𝑠 + 1 + 3(𝑟 + 1), … ,

4 
𝑛−1

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2−2

2
 𝑠 +

1 + 3, … ,
4 

𝑛−1

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2−2

2
 𝑠 + 1 + 3(𝑟 + 1)   

=  𝑟 + 3, 𝑟 + 6, … , 𝑟 + 3(𝑟 + 1),3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3(𝑟 +

1), … ,  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3, … ,  2  

𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +

 2  
𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3(𝑟 + 1) .  

𝐿11 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 = 𝑟 + 2, … , 𝑠  

=  
2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 1,

2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 3 − 1, … ,

2

2
𝑟 +

2−2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 1,

6

2
𝑟 +

6−2

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 1, … ,

6

2
𝑟 +

6−2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑠 −

1, … ,
4 

𝑛−1

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2−2

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 1, … ,

4 
𝑛−1

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2−2

2
 𝑠 +

1 + 3𝑠 − 1   

=  𝑟 + 3 𝑟 + 2 − 1, 𝑟 + 3 𝑟 + 3 − 1, … , 𝑟 + 3𝑠 − 1,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 −

1, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 1, … ,  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 +

3 𝑟 + 2 − 1, … ,  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3𝑠 − 1 .  

𝐿12 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝑆  

=  
4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 + 3 − 1,

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 + 6 − 1, … ,

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 +

3𝑠 − 1,
8−2

2
𝑟 +

8−4

2
 𝑠 + 1 + 3 − 1, … ,

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 1,

4 
𝑛

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4

2
 𝑠 + 1 + 3 − 1, … ,

4 
𝑛

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4

2
 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 1   
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=  𝑟 + 2, 𝑟 + 5, … , 𝑟 + 3𝑠 − 1,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 2, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3𝑠 −

1,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3 − 1, … ,  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 +

1 + 3𝑠 − 1 .  

𝐿13 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 = 1,2, … , 𝑟 + 1  

=  
4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 + 3 − 1,

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 + 6 − 1, … ,

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 +

3 𝑟 + 1 − 1,
8−2

2
𝑟 +

8−4

2
 𝑠 + 1 + 3 − 1, … ,

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 1 −

1, … ,
4 

𝑛

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4

2
 𝑠 + 1 + 2, … ,

4 
𝑛

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 1 − 1   

=  𝑟 + 2, 𝑟 + 5, … , 𝑟 + 3 𝑟 + 1 − 1,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 2, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 +

3 𝑟 + 1 − 1, … ,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 2, … ,  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +

 2  
𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 1 − 1 .  

𝐿14 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 = 𝑟 + 2, … , 𝑠  

=  
4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 2,

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 3 − 2, … ,

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 2,

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 2, … ,

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
 𝑠 + 1 +

3𝑠 − 2, … ,
4 

𝑛

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4

2
 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 2, … ,

4 
𝑛

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4

2
 𝑠 + 1 +

3𝑠 − 2   

=  𝑟 + 3 𝑟 + 2 − 2, 𝑟 + 3 𝑟 + 3 − 2, … , 𝑟 + 3𝑠 − 2,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 −

2, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 2, … ,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 −

2, … ,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3𝑠 − 2 .  

𝐿15 =  𝑓 𝑣𝑖
𝑗
   𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼; 𝑗 ∈ 𝑆  

=  
𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
 𝑠 + 1 + 1 + 1, … ,

𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
 𝑠 + 1 + 𝑠 + 1 . 
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Berdasarkan pendefinisian fungsi dari label simpul, maka selanjutnya 

pembuktian akan dibagi menjadi tiga kasus, yaitu untuk 𝑛 ≡ 1 mod 4, 𝑛 ≡ 2 mod 4, 

dan 𝑛 ≡ 0 mod 4 . Himpunan label-label simpul dari graf lobster semi teratur, 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠), diperoleh dari gabungan himpunan 𝐿1, 𝐿2, …, 𝐿15  sesuai dengan kasus-

kasus yang telah disebutkan, yaitu: 

Kasus 1: 𝑛 ≡ 1 mod 4  

𝑓(𝑉) = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪ 𝐿4 ∪ 𝐿5 ∪ 𝐿6 ∪ 𝐿7 ∪ 𝐿8 ∪ 𝐿9 ∪ 𝐿10 ∪ 𝐿11 ∪ 𝐿12 ∪ 𝐿13 ∪ 𝐿14 

=   𝑟 + 1 + ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠, … ,  2  
𝑛−1

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠  ∪

 2 𝑟 + 𝑠 + 1 , 4 𝑟 + 𝑠 + 1 , … ,2  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1  ∪  𝑝 + 1, 𝑝 + 3, 𝑝 + 5, … , 𝑝 +

2  
𝑛

2
 − 1 ∪  1,2, … , 𝑟, 2 𝑟 + 𝑠 + 1 + 1, … ,2 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑟, … ,  2  

𝑛

4
 − 2  𝑟 + 𝑠 +

1 + 1, … ,  2  
𝑛

4
 − 2  𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑟 ∪  

  𝑟 + 1 + 3,  𝑟 + 1 + 6, … ,  𝑟 + 1 + 3𝑟, 3 𝑟 + 1 + 2𝑠 + 3, … ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠 +

3𝑟, … ,  2  
𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3, … ,  2  

𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +

 2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3𝑟 ∪   𝑟 + 1 + 3,  𝑟 + 1 + 6, … ,  𝑟 + 1 + 3𝑠, 3 𝑟 + 1 + 2𝑠 +

3, … ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠 + 3𝑠, … ,  2  
𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3, … ,  2  

𝑛

4
 −

1  𝑟 + 1 +  2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3𝑠 ∪   𝑟 + 1 + 3 𝑠 + 1 − 2,  𝑟 + 1 + 3 𝑠 + 2 −

2, … ,  𝑟 + 1 + 3𝑟 − 2,3 𝑟 + 1 + 2𝑠 + 3 𝑠 + 1 − 2, … ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠 + 3𝑟 −

2, … ,  2  
𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3 𝑠 + 1 − 2, … ,  2  

𝑛

4
 − 1  𝑟 + 1 +

 2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 + 3𝑟 − 2 ∪  𝑝 + 2, 𝑝 + 4, 𝑝 + 6, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
  ∪  

 𝑟 + 3, 𝑟 + 6, … , 𝑟 + 3𝑠, 3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3𝑠, … ,  2  
𝑛−1

4
 −

1 𝑟 +  2  
𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3, … ,  2  

𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3𝑠 ∪

 𝑟 + 3, 𝑟 + 6, … , 𝑟 + 3 𝑟 + 1 , 3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3 𝑟 +

1 , … ,  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3, … ,  2  

𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +
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 2  
𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 1  ∪  𝑟 + 3 𝑟 + 2 − 1, 𝑟 + 3 𝑟 + 3 − 1, … , 𝑟 +

3𝑠 − 1,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 1, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 1, … ,  2  
𝑛−1

4
 −

1 𝑟 +  2  
𝑛−1

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 1, … ,  2  

𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2  𝑠 +

1 + 3𝑠 − 1 ∪  𝑟 + 2, 𝑟 + 5, … , 𝑟 + 3𝑠 − 1,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 2, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 +

3𝑠 − 1,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3 − 1, … ,  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 −

2  𝑠 + 1 + 3𝑠 − 1 ∪  

 𝑟 + 2, 𝑟 + 5, … , 𝑟 + 3 𝑟 + 1 − 1,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 2, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 1 −

1, … ,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 2, … ,  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 +

1 + 3 𝑟 + 1 − 1 ∪  𝑟 + 3 𝑟 + 2 − 2, 𝑟 + 3 𝑟 + 3 − 2, … , 𝑟 + 3𝑠 − 2,3𝑟 +

2 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 2, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 2, … ,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +

 2  
𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 − 2, … ,  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3𝑠 − 2   

=  1,2, … ,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 (𝑠 + 1) ∪  𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
 − 1 .  

Kasus 2: 𝑛 ≡ 2 mod 4 

𝑓(𝑉) = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪ 𝐿4 ∪ 𝐿5 ∪ 𝐿6 ∪ 𝐿7 ∪ 𝐿8 ∪ 𝐿9 ∪ 𝐿10 ∪ 𝐿11 ∪ 𝐿12 ∪ 𝐿13 ∪ 𝐿14 ∪ 𝐿15 

=   𝑟 + 1 + ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠, … ,  2  
𝑛−1

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 ∪ … ∪

 
𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
 𝑠 + 1 + 1 + 1, … ,

𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
 𝑠 + 1 + 𝑠 + 1   

=  1,2, … ,
𝑛

2
(𝑟 + 𝑠 + 1) ∪  𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
  . 

Kasus 3: 𝑛 ≡ 0 mod 4 

𝑓(𝑉) = 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 ∪ 𝐿4 ∪ 𝐿5 ∪ 𝐿6 ∪ 𝐿7 ∪ 𝐿8 ∪ 𝐿9 ∪ 𝐿10 ∪ 𝐿11 ∪ 𝐿12 ∪ 𝐿13 ∪ 𝐿14 

=   𝑟 + 1 + ,3 𝑟 + 1 + 2𝑠, … ,  2  
𝑛−1

4
 − 1  𝑟 + 1 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 ∪ … ∪

 𝑟 + 3 𝑟 + 2 − 2, 𝑟 + 3 𝑟 + 3 − 2, … , 𝑟 + 3𝑠 − 2,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3 𝑟 + 2 −
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2, … ,3𝑟 + 2 𝑠 + 1 + 3𝑠 − 2, … ,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 +

3 𝑟 + 2 − 2, … ,  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 + 3𝑠 − 2   

=  1,2, … ,2  
𝑛

4
 (𝑟 + 𝑠 + 1) ∪  𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
  . 

Terlihat bahwa himpunan label-label simpul dari graf lobster semi teratur, 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠), membentuk dua himpunan bilangan berurutan, yaitu: 

𝑓 𝑉 =

 
 
 

 
  1, … ,  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 (𝑠 + 1) ∪  𝑝 + 1, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
 − 1  , 𝑛 ≡ 1 mod 4

 1, … ,
𝑛

2
(𝑟 + 𝑠 + 1) ∪  𝑝 + 1, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
  , 𝑛 ≡ 2 mod 4

 1, … ,2  
𝑛

4
 (𝑟 + 𝑠 + 1) ∪  𝑝 + 1, … , 𝑝 + 2  

𝑛

2
   , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 3.14  . 

Dari ketiga himpunan label-label simpul tersebut diperoleh tiga nilai 𝑏 yang berbeda, 

yaitu 

 𝑏 =

 
 
 

 
  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 .  

Pada graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠) diketahui bahwa 

𝑒 =

 
 
 

 
  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 2   

𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 2 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 + 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 0 mod 4

 3.15   .  

Apabila persamaan (3.9) disubtitusikan ke persamaan (3.14), maka akan diperoleh 

bahwa jarak antara kedua himpunan label-label simpul adalah sebesar  𝑝 + 1 −

 𝑏 + 1 = 𝑝 − 𝑏 yang hasilnya sama dengan persamaan (3.15), yaitu: 

 Untuk 𝑛 ≡ 1 mod 4, 𝑝 − 𝑏 =  2  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 2  2  

𝑛

4
 +

 
𝑛

2
 − 3  −   2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 (𝑠 + 1)  =  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 −

2 𝑠 + 2   
𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 2 = 𝑒 
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 Untuk 𝑛 ≡ 2 mod 4, 𝑝 − 𝑏 =  𝑛 𝑟 + 𝑠 + 1 + 2  
𝑛

2
 − 1 −  

𝑛

2
(𝑟 + 𝑠 + 1)  =

𝑛

2
(𝑟 + 𝑠 + 1) + 2  

𝑛

2
 − 1 = 𝑒  

 Untuk 𝑛 ≡ 0 mod 4, 𝑝 − 𝑏 =  4  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 + 2  

𝑛

2
 − 1 −  2  

𝑛

4
 (𝑟 + 𝑠 +

1)  = 2  
𝑛

4
 (𝑟 + 𝑠 + 1) + 2  

𝑛

2
 − 1 = 𝑒. 

Dengan demikian, himpunan label-label simpul pada graf lobster semi teratur 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh 𝑒. 

Selanjutnya akan ditunjukkan pula bahwa himpunan  𝑊 =  𝑓 𝑥 +

𝑓 𝑦 | 𝑥𝑦𝜖𝐸  dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠) membentuk himpunan yang 

terdiri dari 𝑒 bilangan bulat positif berurutan. Pembuktian akan dibagi menjadi empat 

kasus sesuai dengan pendefinisian fungsi dari label simpul pada graf, yaitu: 

Kasus 1: 𝑐𝑖𝑢𝑖
𝑗
 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑖 ∈ 𝐼 dimana  𝑛 ≢ 3 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽. 

Kasus 2: 𝑐𝑖𝑐𝑖+1 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑖 ∈ 𝐼. 

Kasus 3: 𝑐𝑖𝑣𝑖  untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  
𝑛

2
 , 𝑖 ∈ 𝐼. 

Kasus 4: 𝑣𝑖𝑣𝑖
𝑗
 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  

𝑛

2
 , 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 ∈ 𝑆. 

Pembagian kasus-kasus menjadi empat kasus yang sesuai dengan 

pendefinisian fungsi dari label simpul pada graf ditunjukkan pada Gambar 3.7. 
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Gambar 3.7. (a) Kasus 1 (b) Kasus 2 (c)Kasus 3 (d) Kasus 4. 

Kasus 1 : 𝑐𝑖𝑢𝑖
𝑗
 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑖 ∈ 𝐼 dimana  𝑛 ≢ 3 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽. 

Pada kasus 1 pembuktian akan dibagi menjadi empat subkasus, yaitu untuk 

𝑖 ≡ 1 mod 4 dan 𝑖 ≡ 3 mod 4. 

Untuk 𝑖 ≡ 1 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽, 

𝑤1 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑗 

= 𝑝 +
𝑖−1

2
 𝑟 + 𝑠 +

3𝑖−1

2
+ 𝑗. 

Substitusikan  𝑖 ≡ 1 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊1 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  dan 𝑗 ∈ 𝐽     
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=  𝑝 +
1−1

2
 𝑟 + 𝑠 +

3−1

2
+ 1, … , 𝑝 +

1−1

2
 𝑟 + 𝑠 +

3−1

2
+ 𝑟, 𝑝 +

5−1

2
 𝑟 + 𝑠 +

15−1

2
+

1, … , 𝑝 +
5−1

2
 𝑟 + 𝑠 +

15−1

2
+ 𝑟, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −3−1

2
 𝑟 + 𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −3)−1

2
+ 1, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −3−1

2
 𝑟 + 𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −3)−1

2
+ 𝑟   

=  𝑝 + 2, … , 𝑝 + 𝑟, 𝑝 + 2 𝑟 + 𝑠 + 8, … , 𝑝 + 2 𝑟 + 𝑠 + 7 + 𝑟, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 2  𝑟 +

𝑠 +  6  
𝑛

4
 − 5 + 1, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑟 + 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 5 + 𝑟 .  

Untuk 𝑟 < 𝑠, 𝑖 ≡ 3 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽, 

𝑤2 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 +

𝑖 − 3

2
𝑠 + 3𝑗 

= 𝑝 +
𝑖−1

2
𝑟 +

𝑖−3

2
𝑠 +

3𝑖−1

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 3 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝐽 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊2 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼   dan 𝑗 ∈ 𝐽     

=  𝑝 +
3−1

2
𝑟 +

3−3

2
𝑠 +

9−1

2
+ 3, … , 𝑝 +

3−1

2
𝑟 +

3−3

2
𝑠 +

9−1

2
+ 3𝑟, 𝑝 +

7−1

2
𝑟 +

7−3

2
𝑠 +

21−1

2
+ 3, … , 𝑝 +

7−1

2
𝑟 +

7−3

2
𝑠 +

21−1

2
+ 3𝑟, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −1 −1

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −1 −3

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −1 )−1

2
+ 3, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −1 −1

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −1 −3

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −1 )−1

2
+ 3𝑟   

=  𝑝 + 𝑟 + 7, … , 𝑝 + 𝑟 + 4 + 3𝑟, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 13, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 10 + 3𝑟, … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2 + 3, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +

 2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2 + 3𝑟 .  

Untuk 𝑟 > 𝑠,  𝑖 ≡ 3 mod 4 dan 𝑗 = 1, 2, 3, … , 𝑠, 

𝑤3 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
) 
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= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 +

𝑖 − 3

2
𝑠 + 3𝑗 

= 𝑝 +
𝑖−1

2
𝑟 +

𝑖−3

2
𝑠 +

3𝑖−1

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan𝑖 ≡ 3 mod 4   dan 𝑗 = 1 ,2, 3, … , 𝑠 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊3 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 = 1, 2, 3, … , 𝑠   

=  𝑝 +
3−1

2
𝑟 +

3−3

2
𝑠 +

9−1

2
+ 3, … , 𝑝 +

3−1

2
𝑟 +

3−3

2
𝑠 +

9−1

2
+ 3𝑠, 𝑝 +

7−1

2
𝑟 +

7−3

2
𝑠 +

21−1

2
+ 3, … , 𝑝 +

7−1

2
𝑟 +

7−3

2
𝑠 +

21−1

2
+ 3𝑠, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −1−1

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −1)−1

2
+ 3, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −1−1

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −1)−1

2
+ 3𝑠   

=  𝑝 + 𝑟 + 7, … , 𝑝 + 𝑟 + 4 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 13, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 10 + 3𝑠, … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2 + 3, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +

 2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2 + 3𝑠 .  

Untuk 𝑟 > 𝑠,  𝑖 ≡ 3 mod 4   dan 𝑗 = 𝑠 + 1, … , 𝑟, 

𝑤4 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 − 1

2
 𝑟 + 1 +

𝑖 − 3

2
𝑠 + 3𝑗 − 2 

= 𝑝 +
𝑖−1

2
𝑟 +

𝑖−3

2
𝑠 +

3𝑖−5

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 3 mod 4 dan 𝑗 = 𝑠 + 1, … , 𝑟 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊4 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑢𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 3 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 = 𝑠 + 1, … , 𝑟    

=  𝑝 +
3−1

2
𝑟 +

3−3

2
𝑠 +

9−5

2
+ 3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 +

3−1

2
𝑟 +

3−3

2
𝑠 +

9−5

2
+ 3𝑟, 𝑝 +

7−1

2
𝑟 +

7−3

2
𝑠 +

21−5

2
+ 3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 +

7−1

2
𝑟 +

7−3

2
𝑠 +

21−5

2
+ 3𝑟, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −1−1

2
𝑟 +
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4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −1)−5

2
+ 3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −1−1

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −1−3

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −1)−5

2
+

3𝑟   

 =  𝑝 + 𝑟 + 2 + 3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑟, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 + 3𝑟 +

2𝑠 + 8 + 3𝑟, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3𝑟 . 

 

Kasus 2 : 𝑐𝑖𝑐𝑖+1 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝑖 ∈ 𝐼. 

Pada kasus 2 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus, yaitu untuk  

𝑖 ≡ 1,3 mod 4 dan  𝑖 ≡ 0,2 mod 4. 

Untuk 𝑖 ≡ 1,3 mod 4  dan   𝑖 + 1 ≡ 2 mod 4, 

𝑤5 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑐𝑖+1) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 + 1

2
 𝑟 + 1 +

𝑖 + 1 − 2

2
𝑠 

= 𝑝 +
𝑖+1

2
𝑟 +

𝑖−1

2
𝑠 +

3𝑖+1

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 1 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊5 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑐𝑖+1)  𝑖 ≡ 1 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼   

=  𝑝 +
1+1

2
𝑟 +

1−1

2
𝑠 +

3+1

2
, 𝑝 +

5+1

2
𝑟 +

5−1

2
𝑠 +

15+1

2
, … , 𝑝 +

4 
𝑛−1

4
 −3 +1

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −3 −1

2
𝑠 +

3(4 
𝑛−1

4
 −3 )+1

2
   

=  𝑝 + 𝑟 + 2, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8, … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +

 6  
𝑛−1

4
 − 4  .  
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Untuk 𝑖 ≡ 1,3 mod 4  dan ( 𝑖 + 1) ≡ 0 mod 4, 

𝑤6 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑐𝑖+1) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 + 1

2
 𝑟 + 𝑠 + 1  

= 𝑝 +
𝑖+1

2
𝑟 +

𝑖+1

2
𝑠 +

3𝑖+1

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 3 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊6 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑐𝑖+1)  𝑖 ≡ 3mod 4 , 𝑖 ∈ 𝐼  

=  𝑝 +
3+1

2
𝑟 +

3+1

2
𝑠 +

9+1

2
, 𝑝 +

7+1

2
𝑟 +

7+1

2
𝑠 +

21+1

2
, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −1 +1

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −1 +1

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −1 )+1

2
   

=  𝑝 + 2𝑟 + 2𝑠 + 5, 𝑝 + 4𝑟 + 4𝑠 + 11, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
  𝑟 +  2  

𝑛

4
  𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 1  .  

Untuk 𝑖 ≡ 0,2 mod 4 dan  𝑖 + 1 ≡ 3 mod 4, 

𝑤7 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑐𝑖+1) 

=
𝑖

2
 𝑟 + 1 +

𝑖 − 2

2
𝑠 + 𝑝 + 𝑖 + 1 

= 𝑝 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
𝑠 +

3𝑖+2

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊7 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑐𝑖+1)  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    

=  𝑝 +
2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6+2

2
, 𝑝 +

6

2
𝑟 +

6−2

2
𝑠 +

18+2

2
, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −2 

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −2 −2

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −2 )+2

2
   

 =  𝑝 + 𝑟 + 4, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 10, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2  . 
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Untuk 𝑖 ≡ 0,2 mod 4 dan  𝑖 + 1 ≡ 1 mod 4, 

𝑤8 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑐𝑖+1) 

=
𝑖

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑝 + 𝑖 + 1 

= 𝑝 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖

2
𝑠 +

3𝑖+2

2
. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 0 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊8 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑐𝑖+1)  𝑖 ≡ 0mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    

=  𝑝 +
4

2
𝑟 +

4

2
𝑠 +

12+2

2
, 𝑝 +

8

2
𝑟 +

8

2
𝑠 +

24+2

2
, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −4 

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4 

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 −4 )+2

2
   

 =  𝑝 + 2𝑟 + 2𝑠 + 7, 𝑝 + 4𝑟 + 4𝑠 + 13, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 2 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +

 6  
𝑛

4
 − 5  . 

 

Kasus 3 : 𝑐𝑖𝑣𝑖  untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2  
𝑛

2
 , 𝑖 ∈ 𝐼 . 

Pada kasus 3 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus, yaitu untuk 

𝑖 ≡ 2 mod 4 dan 𝑖 ≡ 0 mod 4. 

Untuk 𝑖 ≡ 2 mod 4, 

𝑤9 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖) 

=
𝑖

2
 𝑟 + 1 +

𝑖 − 2

2
𝑠 + 𝑝 + 𝑖 

= 𝑝 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
𝑠 +

3𝑖

2
. 

Substitusikan  𝑖 ≡ 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊9 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖)  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    
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=  𝑝 +
2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6

2
, 𝑝 +

6

2
𝑟 +

6−2

2
𝑠 +

18

2
, … , 𝑝 +

4 
n−1

4
 −2 

2
𝑟 +

4 
n−1

4
 −2 −2

2
𝑠 +

3(4 
n−1

4
 −2 )

2
   

=  𝑝 + 𝑟 + 3, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 9, … , 𝑝 +  2  
n−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

n−1

4
 − 2 𝑠 +

 6  
n−1

4
 − 3  .  

Untuk𝑖 ≡ 0 mod 4, 

𝑤10 = 𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖) 

=
𝑖

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 + 𝑝 + 𝑖 

= 𝑝 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖

2
𝑠 +

3𝑖

2
. 

Substitusikan  𝑖 ≡ 0 mod 4  maka akan diperoleh himpunan 

𝑊10 =   𝑓 𝑐𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖)  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    

=  𝑝 +
4

2
𝑟 +

4

2
𝑠 +

12

2
, 𝑝 +

8

2
𝑟 +

8

2
𝑠 +

24

2
, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
  

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
  

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
  )

2
   

=  𝑝 + 2𝑟 + 2𝑠 + 6, 𝑝 + 4𝑟 + 4𝑠 + 12, … , 𝑝 + 2  
𝑛

4
 𝑟 + 2  

𝑛

4
 𝑠 + 6  

𝑛

4
  . 

 

Kasus 4 : 𝑣𝑖𝑣𝑖
𝑗
 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 2 

𝑛

2
 , 𝑖 ∈ 𝐼 

Pada kasus 4 pembuktian akan dibagi menjadi tujuh subkasus, yaitu untuk 

𝑖 ≡ 2 mod 4 dan 𝑖 ≡ 0 mod 4. 

Untuk 𝑟 > 𝑠,  𝑖 ≡ 2 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝑆, 

𝑤11 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) 
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= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖 − 2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 

= 𝑝 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
𝑠 +

3𝑖−2

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊11 =   𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  dan 𝑗 ∈ 𝑆   

=  𝑝 +
2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+ 3, 𝑝 +

2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+ 6, … , 𝑝 +

2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+

3𝑠, 𝑝 +
6

2
𝑟 +

6−2

2
𝑠 +

18−2

2
+ 3, … , 𝑝 +

6

2
𝑟 +

6−2

2
𝑠 +

18−2

2
+ 3𝑠, … , 𝑝 +

4 
𝑛−1

4
 −2 

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2 −2

2
𝑠 +

3(4 
𝑛−1

4
 −2 )−2

2
+ 3, … , 𝑝 +

4 
𝑛−1

4
 −2 

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2 −2

2
𝑠 +

3(4 
𝑛−1

4
 −2 )−2

2
+

3𝑠   

=  𝑝 + 𝑟 + 5, 𝑝 + 𝑟 + 8, … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 11, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 +

3𝑠, … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4 + 3, … , 𝑝 +

 2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4 + 3𝑠 .  

Untuk 𝑟 < 𝑠, 𝑖 ≡ 2 mod 4 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟 + 1, 

𝑤12 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖 − 2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 

= 𝑝 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
𝑠 +

3𝑖−2

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊12 =   𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼   dan 𝑗 = 1, 2, … , 𝑟 + 1  
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=  𝑝 +
2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+ 3, 𝑝 +

2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+ 6, … , 𝑝 +

2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+

3(𝑟 + 1), 𝑝 +
6

2
𝑟 +

6−2

2
𝑠 +

18−2

2
+ 3, … , 𝑝 +

6

2
𝑟 +

6−2

2
𝑠 +

18−2

2
+ 3(𝑟 + 1), … , 𝑝 +

4 
𝑛−1

4
 −2 

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2 −2

2
𝑠 +

3 4 
𝑛−1

4
 −2  −2

2
+ 3, … , 𝑝 +

4 
𝑛−1

4
 −2 

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2 −2

2
𝑠 +

3 4 
𝑛−1

4
 −2  −2

2
+ 3(𝑟 + 1)   

=  𝑝 + 𝑟 + 5, 𝑝 + 𝑟 + 8, … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3(𝑟 + 1), 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 11, … , 𝑝 + 3𝑟 +

2𝑠 + 8 + 3(𝑟 + 1), … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4 +

3, … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4 + 3(𝑟 + 1) .  

Untuk  𝑟 < 𝑠, 𝑖 ≡ 2 mod 4 dan 𝑗 = 𝑟 + 2, … , 𝑠, 

𝑤13 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖 − 2

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 − 1 

= 𝑝 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
𝑠 +

3𝑖−4

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan 

𝑊13 =   𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 2 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  dan 𝑗 = 𝑟 + 2, 𝑟 + 3, … , 𝑠   

=  𝑝 +
2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+ 3(𝑟 + 2), 𝑝 +

2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+ 3(𝑟 + 3), … , 𝑝 +

2

2
𝑟 +

2−2

2
𝑠 +

6−2

2
+ 3𝑠, 𝑝 +

6

2
𝑟 +

6−2

2
𝑠 +

18−2

2
+ 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +

6

2
𝑟 +

6−2

2
𝑠 +

18−2

2
+

3𝑠, … , 𝑝 +
4 

𝑛−1

4
 −2 

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2 −2

2
𝑠 +

3 4 
𝑛−1

4
 −2  −2

2
+ 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +

4 
𝑛−1

4
 −2 

2
𝑟 +

4 
𝑛−1

4
 −2 −2

2
𝑠 +

3 4 
𝑛−1

4
 −2  −2

2
+ 3𝑠   

=  𝑝 + 𝑟 + 2 + 3(𝑟 + 2), 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3(𝑟 + 3), … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 +

3(𝑟 + 2), … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3𝑠, … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +
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 6  
𝑛−1

4
 − 4 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +  2  

𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +

 6  
𝑛−1

4
 − 4 + 3𝑠 .  

Untuk 𝑟 > 𝑠,  𝑖 ≡ 0 mod 4  dan 𝑗 ∈ 𝑆, 

𝑤14 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 − 2

2
𝑟 +

𝑖 − 4

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 − 1 

= 𝑝 +
𝑖−2

2
𝑟 +

𝑖−4

2
𝑠 +

3𝑖−6

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan  𝑖 ≡ 0 mod 4   dan 𝑗 ∈ 𝑆  maka akan diperoleh himpunan 

𝑊14 =   𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼 dan 𝑗 ∈ 𝑆  

=  𝑝 +
4−2

2
𝑟 +

4−4

2
𝑠 +

12−6

2
+ 3, … , 𝑝 +

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
𝑠 +

12−6

2
+ 3𝑠, 𝑝 +

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
𝑠 +

24−6

2
+ 3, … , 𝑝 +

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
𝑠 +

24−6

2
+ 3𝑠, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 )−6

2
+

3, … , 𝑝 +
4 

𝑛

4
 −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
 −4

2
𝑠 +

3(4 
𝑛

4
 )−6

2
+ 3𝑠   

=  𝑝 + 𝑟 + 6, … , 𝑝 + 𝑟 + 3 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 12, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 9 + 3𝑠, … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 3 + 3, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 3 + 3𝑠 .  

Untuk 𝑟 < 𝑠,  𝑖 ≡ 0 mod 4 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑟 + 1,  

𝑤15 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 − 2

2
𝑟 +

𝑖 − 4

2
 𝑠 + 1 + 3𝑗 − 1 

= 𝑝 +
𝑖−2

2
𝑟 +

𝑖−4

2
𝑠 +

3𝑖−6

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 0 mod 4 dan 𝑗 = 1, 2, … , 𝑟 + 1 maka akan diperoleh himpunan 
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𝑊15 =   𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
)   𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼  dan 𝑗 = 1, 2, … , 𝑟 + 1  

=  𝑝 +
4−2

2
𝑟 +

4−4

2
𝑠 +

12−6

2
+ 3, … , 𝑝 +

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
𝑠 +

12−6

2
+ 3(𝑟 + 1), 𝑝 +

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
𝑠 +

24−6

2
+ 3, … , 𝑝 +

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
𝑠 +

24−6

2
+ 3(𝑟 + 1), … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
  −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
  −4

2
𝑠 +

3 4 
𝑛

4
   −6

2
+ 3, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
  −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
  −4

2
𝑠 +

3 4 
𝑛

4
   −6

2
+ 3(𝑟 + 1)   

=  𝑝 + 𝑟 + 6, … , 𝑝 + 𝑟 + 3 + 3(𝑟 + 1), 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 12, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 9 +

3(𝑟 + 1), … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 3 + 3, … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 3 + 3(𝑟 + 1) .  

Untuk 𝑟 < 𝑠,  𝑖 ≡ 0 mod 4 dan 𝑗 = 𝑟 + 2, … , 𝑠,   

𝑤16 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖 − 2

2
𝑟 +

𝑖 − 4

2
 𝑗 + 1 + 3𝑗 − 2 

= 𝑝 +
𝑖−2

2
𝑟 +

𝑖−4

2
𝑠 +

3𝑖−8

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan 𝑖 ≡ 0 mod 4   dan 𝑗 = 𝑟 + 2, … , 𝑠  maka akan diperoleh himpunan 

𝑊16 =   𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
)  𝑖 ≡ 0 mod 4, 𝑖 ∈ 𝐼    dan 𝑗 = 𝑟 + 2, … , 𝑠  

=  𝑝 +
4−2

2
𝑟 +

4−4

2
𝑠 +

12−8

2
+ 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +

4−2

2
𝑟 +

4−4

2
𝑠 +

12−8

2
+ 3𝑠, 𝑝 +

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
𝑠 +

24−8

2
+ 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +

8−2

2
𝑟 +

8−4

2
𝑠 +

24−8

2
+ 3𝑠, … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
   −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
   −4

2
𝑠 +

3 4 
𝑛

4
    −8

2
+ 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +

4 
𝑛

4
   −2

2
𝑟 +

4 
𝑛

4
   −4

2
𝑠 +

3 4 
𝑛

4
    −8

2
+ 3𝑠      

=  𝑝 + 𝑟 + 2 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +

3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3𝑠, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3(𝑟 +

2), … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3𝑠 .  
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Untuk 𝑟 < 𝑠,  𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝑆, 

𝑤17 = 𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
) 

= 𝑝 + 𝑖 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖 − 2

2
 𝑠 + 1 + 𝑗 + 1 

= 𝑝 +
𝑖

2
𝑟 +

𝑖−2

2
𝑠 +

3𝑖

2
+ 3𝑗. 

Substitusikan  𝑖 = 𝑛 dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4 dan 𝑗 ∈ 𝑆  maka akan diperoleh himpunan 

𝑊17 =   𝑓 𝑣𝑖 + 𝑓(𝑣𝑖
𝑗
)   𝑖 = 𝑛 dan 𝑗 ∈ 𝑆    dimana 𝑛 ≡ 2 mod 4  

=  𝑝 +
𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
𝑠 +

3𝑛

2
+ 1, 𝑝 +

𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
𝑠 +

3𝑛

2
+ 2, … , 𝑝 +

𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
𝑠 +

3𝑛

2
+ 𝑠   

=  𝑝 +
𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
𝑠 +

3𝑛

2
+ 1, 𝑝 +

𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
𝑠 +

3𝑛

2
+ 2, … , 𝑝 +

𝑛

2
(𝑟 + 𝑠) +

3𝑛

2
 .  

Berdasarkan pendefinisian fungsi dari label simpul, maka pembuktian 

selanjutnya akan dibagi menjadi tiga kasus, yaitu untuk 𝑛 ≡ 1 mod 4, 𝑛 ≡ 2 mod 4, 

dan 𝑛 ≡ 0 mod 4 . Himpunan 𝑊 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 | 𝑥𝑦𝜖𝐸  dari graf  lobster semi 

teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) diperoleh dari gabungan himpunan 𝑊1, 𝑊2, …, 𝑊17  sesuai 

dengan kasus-kasus yang telah disebutkan, yaitu: 

Kasus 1: 𝑛 ≡ 1 mod 4 

𝑊 = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ 𝑊3 ∪ 𝑊4 ∪ 𝑊5 ∪ 𝑊6 ∪ 𝑊7 ∪ 𝑊8 ∪ 𝑊9 ∪ 𝑊10 ∪ 𝑊11 ∪ 𝑊12 ∪ 𝑊13 ∪

𝑊14 ∪ 𝑊15 ∪ 𝑊16  

=  𝑝 + 2, … , 𝑝 + 𝑟, 𝑝 + 2 𝑟 + 𝑠 + 8, … , 𝑝 + 2 𝑟 + 𝑠 + 7 + 𝑟, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 2  𝑟 +

𝑠 +  6  
𝑛

4
 − 5 + 1, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑟 + 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 5 + 𝑟 ∪  𝑝 + 𝑟 +

7, … , 𝑝 + 𝑟 + 4 + 3𝑟, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 13, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 10 + 3𝑟, … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2 + 3, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +

 2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2 + 3𝑟 ∪  𝑝 + 𝑟 + 7, … , 𝑝 + 𝑟 + 4 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 +

13, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 10 + 3𝑠, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2 +
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3, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2 + 3𝑠 ∪  𝑝 + 𝑟 + 2 +

3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑟, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 +

3𝑟, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3 𝑠 + 1 , … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3𝑟 ∪  𝑝 + 𝑟 + 2, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 +

8, … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4  ∪  

 𝑝 + 2𝑟 + 2𝑠 + 5, 𝑝 + 4𝑟 + 4𝑠 + 11, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
  𝑟 +  2  

𝑛

4
  𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 1  ∪

 𝑝 + 𝑟 + 4, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 10, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 2  ∪

 𝑝 + 2𝑟 + 2𝑠 + 7, 𝑝 + 4𝑟 + 4𝑠 + 13, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 2 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +

 6  
𝑛

4
 − 5  ∪  𝑝 + 𝑟 + 3, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 9, … , 𝑝 +  2  

n−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

n−1

4
 −

2 𝑠 +  6  
n−1

4
 − 3  ∪  𝑝 + 2𝑟 + 2𝑠 + 6, 𝑝 + 4𝑟 + 4𝑠 + 12, … , 𝑝 + 2  

𝑛

4
 𝑟 +

2  
𝑛

4
 𝑠 + 6  

𝑛

4
  ∪  

 𝑝 + 𝑟 + 5, 𝑝 + 𝑟 + 8, … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 11, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 +

3𝑠, … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4 + 3, … , 𝑝 +

 2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4 + 3𝑠 ∪  𝑝 + 𝑟 + 5, 𝑝 + 𝑟 +

8, … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3(𝑟 + 1), 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 11, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3(𝑟 +

1), … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4 + 3, … , 𝑝 +

 2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 − 4 + 3(𝑟 + 1) ∪  𝑝 + 𝑟 + 2 +

3(𝑟 + 2), 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3(𝑟 + 3), … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3(𝑟 +

2), … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3𝑠, … , 𝑝 +  2  
𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +

 6  
𝑛−1

4
 − 4 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +  2  

𝑛−1

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛−1

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛−1

4
 −

4 + 3𝑠 ∪  

 𝑝 + 𝑟 + 6, … , 𝑝 + 𝑟 + 3 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 12, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 9 + 3𝑠, … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 3 + 3, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +
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 2  
𝑛

4
 − 1 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 3 + 3𝑠 ∪  𝑝 + 𝑟 + 6, … , 𝑝 + 𝑟 + 3 + 3(𝑟 + 1), 𝑝 + 3𝑟 +

2𝑠 + 12, … , 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 9 + 3(𝑟 + 1), … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +

 6  
𝑛

4
 − 3 + 3, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 3 + 3(𝑟 + 1) ∪

 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 + 3𝑟 +

2𝑠 + 8 + 3𝑠, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3𝑠   

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 5  . 

 

 

Kasus 2: 𝑛 ≡ 2 mod 4 

𝑊 = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ 𝑊3 ∪ 𝑊4 ∪ 𝑊5 ∪ 𝑊6 ∪ 𝑊7 ∪ 𝑊8 ∪ 𝑊9 ∪ 𝑊10 ∪ 𝑊11 ∪ 𝑊12 ∪ 𝑊13 ∪

𝑊14 ∪ 𝑊15 ∪ 𝑊16 ∪ 𝑊17  

=  𝑝 + 2, … , 𝑝 + 𝑟, 𝑝 + 2 𝑟 + 𝑠 + 8, … , 𝑝 + 2 𝑟 + 𝑠 + 7 + 𝑟, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 2  𝑟 +

𝑠 +  6  
𝑛

4
 − 5 + 1, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑟 + 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 5 + 𝑟 ∪ … ∪

 𝑝 +
𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
𝑠 +

3𝑛

2
+ 1, 𝑝 +

𝑛

2
𝑟 +

𝑛−2

2
𝑠 +

3𝑛

2
+ 2, … , 𝑝 +

𝑛

2
(𝑟 + 𝑠) +

3𝑛

2
   

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +
𝑛

2
(𝑟 + 𝑠) +

3𝑛

2
 . 

Kasus 3: 𝑛 ≡ 0 mod 4 

𝑊 = 𝑊1 ∪ 𝑊2 ∪ 𝑊3 ∪ 𝑊4 ∪ 𝑊5 ∪ 𝑊6 ∪ 𝑊7 ∪ 𝑊8 ∪ 𝑊9 ∪ 𝑊10 ∪ 𝑊11 ∪ 𝑊12 ∪ 𝑊13 ∪

𝑊14 ∪ 𝑊15 ∪ 𝑊16  

=  𝑝 + 2, … , 𝑝 + 𝑟, 𝑝 + 2 𝑟 + 𝑠 + 8, … , 𝑝 + 2 𝑟 + 𝑠 + 7 + 𝑟, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 2  𝑟 +

𝑠 +  6  
𝑛

4
 − 5 + 1, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑟 + 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 5 + 𝑟 ∪ … ∪

 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 + 𝑟 + 2 + 3𝑠, 𝑝 + 3𝑟 + 2𝑠 + 8 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 + 3𝑟 +
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2𝑠 + 8 + 3𝑠, … , 𝑝 +  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3(𝑟 + 2), … , 𝑝 +

 2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 4 + 3𝑠   

=  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 2  
𝑛

4
 (𝑟 + 𝑠) + 6  

𝑛

4
  . 

  Terlihat bahwa himpunan 𝑊 dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) 

membentuk himpunan yang terdiri dari 𝑒 bilangan bulat positif berurutan, yaitu: 

𝑊 =

 
 
 

 
  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 +  6  

𝑛

4
 − 5  , 𝑛 ≡ 1 mod 4

 𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 +
𝑛

2
(𝑟 + 𝑠) +

3𝑛

2
 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

 𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 2  
𝑛

4
 (𝑟 + 𝑠) + 6  

𝑛

4
  , 𝑛 ≡ 0 mod 4

  . 

 

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, karena himpunan label-label simpul 

dari graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠) membentuk dua himpunan bilangan 

berurutan yang terpisah sejauh 𝑒 dan himpunan 𝑊 =  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 | 𝑥𝑦𝜖𝐸  

merupakan himpunan yang terdiri dari 𝑒 bilangan  bulat positif berurutan, maka 

terbukti bahwa graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 𝑟, 0; 1, 𝑟  memiliki PTBA  𝑏 - busur 

berurutan dengan 

𝑏 =

 
 
 

 
  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 +  2  

𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑛

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 . ∎ 

Berdasarkan Lemma 3.1, bilangan ajaib dari pelabelan total busur ajaib b-

busur berurutan adalah 𝑘 = 𝑏 + 𝑒 + 𝑤 dengan 𝑤 = min 𝑊 = 𝑝 + 2. Kemudian 

akan dicari  nilai dari bilangan ajaib 𝑘. Substitusikan persamaan (3.15) dan nilai-nilai 

b, maka akan diperoleh: 

𝑘 =

 
 
 

 
 𝑝 + 2  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 + 2  2  

𝑛

4
 − 2 𝑠 + 2  2  

𝑛

4
 +  

𝑛

2
 − 4 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

𝑝 + 𝑛 𝑟 + 𝑠 + 1 + 2  
𝑛

2
 + 1, 𝑛 ≡ 2 mod 4

𝑝 + 8  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 + 2  

𝑛

2
 + 1, 𝑛 ≡ 0 mod 4

 3.16  .  
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Dengan mensubstitusi persamaan (3.9) ke persamaan (3.16), maka diperoleh: 

𝑘 =

 
 
 

 
 4  2  

𝑛

4
 − 1 𝑟 + 4  2  

𝑛

4
 − 1 𝑠 + 2  4  

𝑛

4
 + 2  

𝑛

2
 − 7 , 𝑛 ≡ 1 mod 4

2𝑛 𝑟 + 𝑠 + 1 + 4  
𝑛

2
 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

16  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 + 4  

𝑛

2
 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 . 

 

Contoh pelabelan simpul dengan menggunakan persamaan (3.10)-(3.13) pada 

graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) ditunjukkan pada Gambar 3.8. Pada Gambar 

3.8, terlihat bahwa label-label simpul membentuk dua himpunan bilangan berurutan. 

Pada Gambar 3.8 (a) terbentuk himpunan  1, 2, … , 39  dan  𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 9 , 

Gambar 3.8 (b) terbentuk himpunan  1, 2, … , 36  dan  𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑝 + 8  

sedangkan Gambar 3.8 (c) terbentuk himpunan  1, 2, … , 27  dan  𝑝 + 1, 𝑝 +

2, … , 𝑝 + 6 . Dengan demikian diperoleh nilai 𝑏 yang berbeda untuk (a), (b), dan (c) 

yaitu 𝑏 = 39, 𝑏 = 36, dan 𝑏 = 27. Terlihat pula bahwa pada Gambar 3.8 akan 

diperoleh himpunan 𝑊 yang berbeda untuk (a), (b), dan (c) yaitu  𝑝 + 2, 𝑝 +

3, … , 𝑝 + 48 ,  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 44 , dan  𝑝 + 2, 𝑝 + 3, … , 𝑝 + 33  yang masing-

masing merupakan himpunan 𝑒 bilangan bulat positif berurutan. Kemudian jika 

disubstitusikan nilai 𝑝 untuk (a), (b), dan (c) yaitu  𝑝 = 86, 𝑝 = 79, dan 𝑝 = 59 serta 

label-label busurnya, maka akan diperoleh pelabelan total busur ajaib 𝑏-busur 

berurutan seperti pada Gambar 3.9. 
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Gambar 3.8. (a) Pelabelan simpul dari graf lobster 𝐿9(3, 0; 1,5) (b) Pelabelan simpul 

dari graf lobster 𝐿8(3, 0; 1,5) (c) Pelabelan simpul dari graf lobster 𝐿6(3, 0; 1,5). 

 

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA UI, 2012



70 
 

Universitas Indonesia 
 

1 2 3 7 10 13 19 20 21 25 28 31 37 38 39

4 18 22 36

6 9 15 1712 5 8 14 1611 24 27 33 3530 23 26 32 3429

1 2 3 7 10 13 19 20 21 25 28 31

4 18 22 36

6 9 15 1712 5 8 14 1611 24 27 33 3530 23 26 32 3429

1 2 3 7 10 13 19 20 21

4 18 22

6 9 15 1712 5 8 14 1611 23 24 26 2725

84
85

86 72
75

78 62
63

64 50
53

56 40
41

42

82

83

87

88

66

67

89

90

60

61

91

92

44

45

93

94

95

81 65 59 43

69

7177

80

74

68

7076

79

73

47

4955

58

52

46

4854

57

51

77
78

79 65
68

71 55
56

57 43
46

49

75

76

80

81

59

60

82

83

53

54

84

85

37

38

86

87

74 58 52

62

6470

73

67

61

6369

72

66

40

4248

51

45

39

4147

50

44

57
58

59 45
4851 353637

55

56

60

61

39

40

62

63

33

34

64

65

54 38

42

4450

53

47

41

4349

52

46

28

2931

32

30

(a)

(b)

(c)
 

Gambar 3.9. (a) PTBA 39-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 

𝐿9(3, 0; 1,5) (a) PTBA 36-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿8(3, 0; 1,5) 

(a) PTBA 27-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿6(3, 0; 1,5). 

 

Pada Gambar 3.9 terlihat bahwa setelah mensubstitusi nilai 𝑝 dan 

menambahkan label busur pada Gambar 3.8, maka akan diperoleh suatu bilangan 

ajaib untuk masing-masing (a), (b), dan (c) yaitu 𝑘 = 1 + 86 + 87 = 174, 𝑘 = 1 +

79 + 80 = 160, dan 𝑘 = 1 + 59 + 60 = 120. 

Pada Teorema 2.1 telah dijelaskan bahwa dual dari pelabelan total busur ajaib 

𝑏 -busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib 
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(𝑣 − 𝑏)-busur berurutan. Berdasarkan teorema tersebut, diperoleh Akibat 3.2 dimana 

nilai b pada Akibat 3.2 adalah banyak simpul 𝑣 dikurangi dengan nilai 𝑏 pada 

Teorema 3.2. 

Akibat 3.2. Setiap graf lobster semi teratur, 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠), memiliki pelabelan total 

busur ajaib 𝑏-busur berurutan dimana 

𝑏 =

 
 
 

 
 2  

𝑛

2
 − 1, 𝑛 ≡ 1 mod 4

2  
𝑛

2
 , 𝑛 ≡ 2 mod 4

2  
𝑛

2
 , 𝑛 ≡ 0 mod 4

 . 

 Contoh pelabelan dual dari Gambar 3.9 (c), yaitu PTBA 𝑏-busur berurutan pada 

graf lobster semi teratur 𝐿6(3, 0; 1,5) ditunjukkan pada Gambar 3.10. 

65 64 63 59 56 53 47 46 45
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9
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62
26

21
18

15

48
32

31
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29

44
12 28

11

6
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27
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3

33

2

1

24

2216

13

19

25

2317

14

20

38

3735

34

36

60 57 51 4954 61 58 52 5055 43 42 40 3941

 

Gambar 3.10. PTBA 6-busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿6(3, 0; 1,5) 

dengan 𝑘 = 78. 

 

  Pada bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa pada pelabelan total busur ajaib 

b-busur berurutan didefinisikan pelabelan dual dan simpul-simpul pada pelabelan 

dual dilabel dengan cara mengurangkan 𝑣 + 𝑒 + 1 dengan label simpul yang terkait. 

Contohnya, pada Gambar 3.10 terlihat bahwa simpul 𝑐1 yang semula diberi label 60 

pada Gambar 3.9 (c) berubah menjadi 𝑣 + 𝑒 + 1 − 𝑓 𝑐1 = 33 + 32 + 1 − 60 =

66 − 60 = 6. Nilai 𝑏 pada pelabelan dual dari graf lobster semi teratur 𝐿6(3, 0; 1, 5) 
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adalah 𝑏 = 6. Dengan demikian pelabelan dual untuk PTBA 27-busur berurutan pada 

graf lobster semi teratur 𝐿6(3,0; 1,5) (Gambar 3.9.c) adalah PTBA 6-busur berurutan 

pada graf lobster semi teratur 𝐿6(3,0; 1,5) dengan 𝑘 = 78. 
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BAB 4 

KESIMPULAN 

 

 

 Pada bab sebelumnya telah diberikan konstruksi pelabelan total busur ajaib b-

busur berurutan pada graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠). 

Berdasarkan Teorema 3.1, setiap graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) memiliki 

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk 𝑛 ≢ 3 mod 4 dan diperoleh tiga 

nilai b yang berbeda untuk 𝑛 ≡ 1 mod 4, 𝑛 ≡ 2 mod 4, dan 𝑛 ≡ 0 mod 4. 

Berdasarkan Teorema 3.2, setiap graf lobster semi teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠) memiliki 

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk 𝑛 ≢ 3 mod 4 dan juga diperoleh 

pula tiga nilai b yang berbeda untuk 𝑛 ≡ 1 mod 4, 𝑛 ≡ 2 mod 4, dan 𝑛 ≡ 0 mod 4.  

Selain itu, telah dijelaskan pula bahwa pada pelabelan total busur ajaib didefinisikan 

pelabelan dual. Pada Teorema 2.1 diberikan bahwa dual dari pelabelan total busur 

ajaib 𝑏 -busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib 

(𝑣 − 𝑏)-busur berurutan. Oleh karena itu, diperoleh Akibat 3.1 dan Akibat 3.2 yang 

merupakan hasil pelabelan dual pada Teorema 3.1 dan Teorema 3.2. Hasil 

selengkapnya diberikan pada Tabel 4.1. 

Tabel 4.1. Pelabelan Total Busur Ajaib b-Busur Berurutan pada Graf Lobster Semi 

Teratur 𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) dan 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) 

Graf Pelabelan Bilangan Ajaib 

Graf lobster semi 

teratur 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑟) 

𝑛 ≡ 1 mod 4 PTBA  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 +

2   
𝑛

4
 − 1 -Busur 

Berurutan 

𝑘 = 4  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 +

2  4  
𝑛

4
 + 2  

𝑛

2
 − 5   

𝑛 ≡ 2 mod 4 PTBA 𝑛𝑟 +
𝑛

2
-Busur 

Berurutan 

𝑘 = 2𝑛 2𝑟 + 1 +
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2  2  
𝑛

2
 − 1   

𝑛 ≡ 0 mod 4 PTBA 2  
𝑛

4
  2𝑟 + 1 -

Busur Berurutan 

𝑘 = 16  
𝑛

4
 𝑟 +

4  2  
𝑛

4
 +  

𝑛

2
    

𝑛 ≡ 1 mod 4 PTBA 2  
𝑛

2
 − 1-Busur 

Berurutan 

𝑘 = 2  4  
𝑛

4
 − 3 𝑟 +

4  
𝑛

4
 + 8  

𝑛

2
 − 8  

𝑛 ≡ 2 mod 4 PTBA 2  
𝑛

2
 -Busur 

Berurutan 

𝑘 = 𝑛 1 + 2𝑟 +

8  
𝑛

2
   

𝑛 ≡ 0 mod 4 PTBA 2  
𝑛

2
 -Busur 

Berurutan 

𝑘 = 8  
𝑛

4
 𝑟 + 4  

𝑛

4
 +

4  
𝑛

2
   

Graf lobster semi 

teratur 

𝐿𝑛 (𝑟, 0; 1, 𝑠) 

𝑛 ≡ 1 mod 4 PTBA  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +

 2  
𝑛

4
 − 2  𝑠 + 1 -Busur 

Berurutan 

𝑘 = 4  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +

4  2  
𝑛

4
 − 1 𝑠 +

2  4  
𝑛

4
 + 2  

𝑛

2
 − 7   

𝑛 ≡ 2 mod 4 PTBA  
𝑛

2
 𝑟 + 𝑠 + 1 -

Busur Berurutan 

𝑘 = 2𝑛 𝑟 + 𝑠 + 1 +

4  
𝑛

2
   

𝑛 ≡ 0 mod 4 PTBA 2  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 + 1 -

Busur Berurutan 

𝑘 = 16  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 +

1 + 4  
𝑛

2
   

𝑛 ≡ 1 mod 4 PTBA 2  
𝑛

2
 − 1-Busur 

Berurutan 

𝑘 = 2  2  
𝑛

4
 − 1 𝑟 +

2  2  
𝑛

4
 − 2 𝑠 +

4  
𝑛

4
 + 8  

𝑛

2
 − 8  

𝑛 ≡ 2 mod 4 PTBA 2  
𝑛

2
 -Busur 

Berurutan 

𝑘 = 𝑛 𝑟 + 𝑠 + 1   

𝑛 ≡ 0 mod 4 PTBA 2  
𝑛

2
 -Busur 

Berurutan 

𝑘 = 4  
𝑛

4
  𝑟 + 𝑠 +

1 + 8  
𝑛

2
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Penelitian lebih lanjut mengenai pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan 

pada graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; , 𝑟) dan 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) yang belum ditemukan 

diberikan pada masalah terbuka berikut. 

Masalah terbuka 1. Apakah graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑟) memiliki 

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk 𝑛 ≡ 3 mod 4? 

Masalah terbuka 2. Apakah graf lobster semi teratur 𝐿𝑛(𝑟, 0; 1, 𝑠) memiliki 

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk 𝑛 ≡ 3 mod 4? 
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