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ABSTRAK

Nama : Sri Wahyuni Wulandari
Program studi : Matematika

Judul : Pelabelan Total Busur Ajaib b-Busur Berurutan pada Graf Lobster
Semi Teratur L, (r,0;1,7) dan L, (r,0; 1, s)

Misalkan suatu graf G = (V, E) dengan v = |V| simpul dan e = |E| busur adalah graf
berhingga, sederhana, dan tidak berarah. Pelabelan total busur ajaib pada G adalah
pemetaan bijektif f dari V U E ke himpunan bilangan bulat {1, 2, 3, ..., v + e}, dimana
terdapat suatu konstanta k sedemikian sehingga bobot busur we (xy) = f(x) +
f(xy) + f(y) = k untuk setiap xy € E. Jika f adalah suatu pelabelan total busur
ajaibdariGdan f(E) ={b+1,b+2,b+3,..,b+e},0 < b < vmaka f adalah
pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan. Pada makalah ini diberikan konstruksi
pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan pada salah satu kelas graf pohon, yaitu
graf lobster semi reguler L, (r,0; 1,7) dan L, (r, 0; 1, s) dengan n, r, dan s adalah
bilangan-bilangan bulat positif.

Kata kunci : Pelabelan total busur ajaib, Pelabelan total busur ajaib b-busur
berurutan, graf lobster, graf semi teratur.

Xii + 75 halaman ; 23 gambar; 1 tabel
Daftar Pustaka : 10 (1986-2012)
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ABSTRACT
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Title : A b-Edge Consecutive Edge Magic Total Labeling on Semi Regular
Lobster Graph L,(r,0;1,r) and L,,(r,0; 1,s)

Let G = (V, E) be a finite, simple, and undirected graph with v = |V| vertices
and e = |E| edges. An edge magic total labeling of G is a bijection f from V U E to the
set of consecutive integers {1, 2, 3, ..., v + e}, where there is a constant k such that
wr(xy) = f(x) + f(xy) + f(y) = kforall xy € E. If f is an edge magic total
labelingof Gand f(E) ={b+1,b+2,b+3,..,b+e},0<b <v,thenfisanb-
edge consecutive edge magic total labeling. In this skripsi will be given constructions
of b-edge consecutive magic total lebeling for a class of tree graph, that is semi
regular lobster graph L, (r,0; 1,7) and L,,(r, 0; 1, s) with n,r, and s are positive
integers.

Keywords : Edge magic total labeling, b-edge consecutive edge magic total
labeling, lobster graph, semi regular graph.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu bagian dari matematika diskrit yang masih
terus berkembang hingga saat ini. Pada dasarnya teori graf digunakan sebagai alat
bantu untuk mengilustrasikan dan menyelesaikan suatu masalah atau persoalan agar
lebih mudah untuk dipahami dan diselesaikan. Suatu graf G adalah pasangan
himpunan (V, E) dimana V adalah himpunan tak kosong dan E adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen-elemen dari V
disebut simpul dari G dan elemen-elemen dari E disebut busur dari G. Banyak
anggota dari V dan E dinyatakan dengan v = |V| dan e = |E| (Hartsfield dan Ringel,
1994).

Beberapa jenis graf diantaranya adalah graf lingkaran, yaitu graf terhubung
yang setiap simpulnya berderajat dua. Graf yang diperoleh dari graf lingkaran dengan
menghapus satu busur disebut graf lintasan. Graf caterpillar adalah graf yang
diperoleh dari graf lintasan dengan menambahkan sejumlah simpul daun pada setiap
simpul graf lintasan (Baca dan Miller, 2008). Graf caterpillar teratur adalah graf
caterpillar dimana banyak simpul daun dari setiap simpul pada graf lintasan adalah
sama. Hutan adalah graf yang tidak mengandung lingkaran. Graf pohon adalah hutan
yang terhubung (Wilson, 1996). Salah satu kelas bagian dari graf pohon adalah graf
lobster. Graf lobster adalah suatu graf pohon yang mengandung lintasan dengan
panjang maksimum dimana setiap simpul lain dari graf tersebut memiliki jarak
maksimum t terhadap lintasan, dimana t adalah suatu bilangan bulat (Khan, Pal, dan
Pal, 2009). Graf lobster teratur adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan
sejumlah yang sama simpul daun pada setiap simpul daun dari graf caterpillar teratur.

Pada skipsi ini akan dibahas salah satu kasus khusus dari graf lobster dengan t = 2,
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yaitu graf lobster semi teratur yang dinotasikan dengan L, (r, 0; 1,7) dan
L,(r,0;1,s). Graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1,r) adalah graf lobster dengan t = 2
dimana n adalah banyaknya simpul pada lintasan, » dan 0 menyatakan banyak simpul
yang berjarak 1 dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan r menyatakan
banyak simpul yang berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Graf lobster
semi teratur L,,(r, 0; 1, s) adalah graf lobster dengan t = 2 dimana n adalah
banyaknya simpul pada lintasan, r dan 0 menyatakan banyak simpul yang berjarak 1
dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan s menyatakan banyak simpul yang

berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan.

Dalam teori graf tidak hanya mempelajari bagaimana cara menyederhanakan
suatu masalah ke dalam bentuk graf tetapi juga mempelajari tentang pelabelan graf.
Pelabelan graf muncul berdasarkan ide dari persegi ajaib. Sejarah persegi ajaib
muncul sekitar 2800 SM di daratan China kuno. Pada waktu itu terjadi banjir besar
yang melanda sungai Lo di China. Masyarakat setempat berusaha untuk
menenangkan kemarahan sang penguasa sungai. Tak lama kemudian seekor kura-
kura muncul ke permukaan sungai Lo dan pada cangkangnya terdapat pola bilangan
aneh. Bilangan-bilangan tersebut tersusun menjadi pola persegi ukuran 3x3 yang
sekarang lebih dikenal dengan sebutan persegi ajaib seperti pada Gambar 1.1.
Penjumlahan bilangan-bilangan pada dari setiap baris, kolom, dan diagonal persegi
ajaib menghasilkan bilangan yang sama yaitu 15. Kemudian persegi ajaib pertama
yang berukuran 4x4 ditemukan terpahat di dinding gua Khajuraho, India
(Jahannathan, 2005).

Gambar 1.1. Kura-kura sungai Lo yang pada cangkangnya terdapat pola persegi
ajaib.
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Persegi ajaib nxn adalah suatu matriks berukuran nxn yang entri-entrinya
adalah susunan himpunan bilangan bulat berurutan {1, 2, ..., n?} dimana semua
elemen dari sembarang baris, kolom, atau diagonalnya dijumlahkan dan
menghasilkan bilangan yang sama (Wallis, 2001). Pola cangkang kura-kura yang
muncul di sungai Lo dapat direpresentasikan sebagai persegi ajaib 3x3 dimana jumlah
entri-entri dari setiap baris, kolom, dan diagonalnya adalah 15 seperti pada Gambar
1.2.

15 15 15
9 |2

15|13 | 5|7 |15
8|16

15 15 15

Gambar 1.2. Persegi ajaib 3x3 yang ada pada cangkang kura-kura.

Pelabelan graf merupakan perluasan dari ide persegi ajaib. Pelabelan dari
suatu graf G merupakan pemetaan elemen-elemen dari graf G ke himpunan bilangan
bulat positif atau nonnegatif (Wallis, 2001). Jika domain dari pelabelan adalah
himpunan simpul, maka pelabelan merupakan pelabelan simpul. Jika domainnya
adalah himpunan busur, maka pelabelan meupakan pelabelan busur. Jika domainnya

adalah himpunan semua simpul dan busur, maka pelabelan merupakan pelabelan total.

Bobot dari suatu simpul pada G atas pelabelan f adalah jumlah dari label
simpul dan label busur-busur yang hadir pada simpul tersebut. Bobot dari suatu busur
pada G atas pelabelan f adalah jumlah dari label busur dan label simpul-simpul ujung
dari busur tersebut (Wallis, 2001). Apabila pelabelan menghasilkan bobot yang sama
atau suatu konstanta untuk setiap busur dan atau simpul, maka pelabelan tersebut
disebut pelabelan ajaib. Konstanta tersebut disebut bilangan ajaib. Namun jika
pelabelan menghasilkan bobot yang berbeda untuk setiap busur dan atau simpul,
maka pelabelan tersebut merupakan pelabelan anti ajaib. Pada skripsi ini akan

dibahas mengenai pelabelan total ajaib.
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Beberapa jenis pelabelan total ajaib adalah pelabelan total simpul ajaib dan
pelabelan total busur ajaib. Suatu pelabelan total simpul ajaib pada graf G adalah
suatu pemetaan bijektif dari gabungan himpunan simpul dan himpunan busur ke
himpunan bilangan bulat positif {1, 2, ..., v + e} dengan sifat bobot setiap simpul
pada G adalah suatu bilangan konstan. Graf dengan pelabelan total simpul ajaib
disebut graf simpul ajaib. Suatu pelabelan total busur ajaib dari graf G adalah suatu
pemetaan bijektif dari gabungan himpunan simpul dan himpunan busur ke himpunan
bilangan bulat positif {1, 2, ..., v + e} dengan sifat bobot dari busur-busur pada graf G
adalah suatu bilangan konstan (Wallis, 2001).

Suatu pemetaan bijektif f:V UE — {1,2,3, ..., v + e} disebut pelabelan total
busur ajaib a-simpul berurutan dari G jika f adalah suatu pelabelan total busur ajaib
dariGdan f(V) ={a+1,a+2,a+3,..,a+v},0 < a <e.Sebaliknya, f:V U
E - {1,2,3,...,v + e} disebut pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan dari G
jika f adalah suatu pelabelan total busur ajaib dari G dan f(E) ={b+ 1,b+ 2,b +
3,..,b+e},0<b<v.Jikaa=0(atau b = 0) maka f disebut pelabelan super
simpul (atau busur) busur ajaib. Suatu graf yang memiliki pelabelan total busur ajaib
a-simpul berurutan (atau b-busur berurutan) disebut graf busur ajaib a-simpul

berurutan (atau b-busur berurutan) (Sugeng dan Miller, 2008).

Apabila suatu graf terhubung G memiliki pelabelan total busur ajaib b-busur
berurutan dengan b € {1, 2,3, ..., v — 1} maka jumlah maksimum busur pada G
adalah v — 1. Dengan demikian kelas graf terhubung yang memenuhi kondisi
tersebut adalah graf pohon (Silaban dan Sugeng, 2010). Pada skripsi ini akan dibahas
mengenai pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk salah satu kelas graf

pohon.

Hasil yang telah diperoleh berdasarkan hasil penelitian pelabelan total busur
ajaib b-busur berurutan adalah setiap graf busur ajaib b -busur berurutan memiliki
pelabelan simpul anti ajaib. Hasil lainnya yaitu dual dari pelabelan total busur ajaib b

-busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib (v — b)-
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busur berurutan. Hasil untuk kelas graf pohon antara lain, setiap graf caterpillar dan
graf firecracker memiliki pelabelan busur ajaib b -busur berurutan untuk setiap b.
Beberapa penelitian mengenai pelabelan total busur ajaib b-busur beurutan juga telah
dilakukan pada jenis-jenis graf lain seperti graf lingkaran, graf matahari, graf
hairycycle, graf korona, graf dumbbell, graf kecebong, dan lainnya. Pada skripsi ini
akan dibahas mengenai pelabelan total busur ajaib (PTBA) b —busur berurutan untuk
graf lobster. Hal ini dikarenakan penelitian mengenai pelabelan total busur ajaib b-
busur beurutan belum dilakukan pada salah satu jenis graf pohon, yaitu graf lobster
semi teratur L, (r,0;1,7) dan L, (r,0; 1, 5).

1.2 Permasalahan dan Ruang Lingkup

Permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana konstruksi
pelabelan total busur ajaib (PTBA) b-busur berurutan pada salah satu jenis graf
pohon,yaitu kelas graf lobster. Penelitian dilakukan pada graf lobster semi teratur
L,(r,0;1,r)dan L, (r,0;1,s).

1.3 Jenis Penelitian dan Metode yang Digunakan

Jenis penelitian yang digunakan dalam skripsi ini adalah penelitian dasar,
yaitu penelitian yang bertujuan untuk memperoleh suatu pengetahuan baru dan
dilakukan melalui percobaan atau melakukan pekerjaan teoritis. Metode yang
digunakan adalah mengkonstruksi pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan pada
graf lobster semi teratur L, (r,0;1,7) dan L, (r,0; 1, s) dengan cara mencari pola
untuk mendapatkan pelabelan graf lobster, mendefinisikan rumus fungsi pelabelan,

dan membuktikan bahwa pelabelan yang dirumuskan berlaku secara umum.
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1.4  Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk mengkontruksi pelabelan total busur
ajaib (PTBA) b- busur berurutan pada graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1,7) dan
L,(r,0;1,s).
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dijelaskan tentang definisi-definisi serta istilah-istilah
dalam graf, jenis-jenis graf, pelabelan pada graf, pelabelan total busur ajaib b-busur
berurutan, dan hasil-hasil yang telah diketahui dari pelabelan total busur ajaib b-busur

berurutan berdasarkan hasil penelitian yang telah dipublikasikan.

2.1  Definisi dan Istilah dalam Graf

Definisi-definisi yang digunakan pada bab ini pada umumnya mengacu pada
sumber yang ditulis oleh Hartsfield dan Ringel (1994). Suatu graf G adalah pasangan
dari himpunan (V,E) dimana V adalah himpunan tak kosong dan E adalah himpunan
(mungkin kosong) pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen-elemen dari V
disebut sebagai simpul dari G dan elemen-elemen dari E disebut sebagai busur dari G.
Kedua himpunan V dan E ini juga sering dinotasikan sebagai V(G) dan E(G) dari graf
G. Elemen-elemen dari V dan E dinyatakan dengan huruf kecil atau bilangan bulat,
contohnya V = {vy, v,, v3, v, vs5} Yang terdiri dari lima simpul dan E =
{e1, e,, e3,e4,€5, €6, €7, eg} yang terdiri dari delapan busur. Suatu graf bisa berhingga

atau tak berhingga tergantung kepada himpunan V.

Kardinalitas atau banyak anggota dari himpunan simpul pada suatu graf G
disebut order dari G dan dinotasikan v = |V|, sedangkan kardinalitas dari himpunan
busur disebut ukuran dari G dan dinotasikan dengan e = |E|. Sehingga graf (v, e)

dikatakan memiliki order v dan ukuran e (Chartrand and Lesniak, 1986).

Ada beberapa istilah-istilah dasar dalam teori graf. Misalkan x dan y adalah
dua simpul sembarang pada graf G. Dua simpul x dan y dikatakan bertetangga
(adjacent) jika terdapat busur yang menghubungkan kedua simpul tersebut. Busur

tersebut dinotasikan dengan xy. Simpul x dan y disebut sebagai titik ujung
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(endpoint) dari busur xy tersebut. Dua busur e; dan e, dikatakan bertetangga jika e;
dan e, adalah dua busur yang berbeda pada G dan terhubung dengan simpul yang
sama pada salah satu ujungnya. Simpul x dikatakan terhubung (incident) dengan
busur e jika simpul x adalah titik ujung dari busur e.

Graf umumnya tidak memiliki dua simpul yang dihubungkan oleh lebih dari
satu busur. Jika di dalam graf tersebut terdapat dua simpul yang dihubungkan oleh
lebih dari satu busur atau terdapat busur ganda, maka graf tersebut disebut multigraf
(multigraph). Gelung (loop) adalah busur yang memiliki titik ujung (endpoint) atau
simpul yang sama. Jika pada suatu graf terdapat gelung, maka graf tersebut disebut
pseudograf. Graf yang tidak mengandung gelung dan busur ganda disebut graf
sederhana (simple graph). Contoh dari multigraf, pseudograf, dan graf sederhana

ditunjukkan pada Gambar 2.1.

(L]

(a) (b)

N

(c)

Gambar 2.1. (a) Multigraf (b) Pseudograf (c) Graf sederhana.

Derajat (degree) dari simpul x pada G, d(x), adalah banyak busur yang hadir
pada simpul tersebut. Simpul yang mempunyai derajat nol atau d(x) = 0 disebut
simpul terisolasi (isolated vertex), sedangkan simpul yang mempunyai derajat satu
atau d(x) = 1 disebut simpul ujung (end vertex). Graf dimana setiap simpulnya
memiliki derajat yang sama disebut graf teratur (regular graph). Jika pada suatu

graf setiap simpul berderajat r, maka graf tersebut disebut graf teratur berderajat r
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atau r-teratur (Wilson, 1986). Contoh graf G yang memiliki 5 simpul yaitu,

{vy, vy, v3, 14, U5} dan 5 busur yaitu, {e;, e,, ez, e4, es} ditunjukkan pada Gambar 2.2.

\Z1 V2 V3
ey es

ez €4

]

Vg Vs

Gambar 2.2. Graf yang memiliki 5 simpul dan 5 busur.

Berdasarkan definisi yang telah dijelaskan, maka terlihat bahwa simpul v,
bertetangga dengan simpul v, dan v,. Simpul v, bertetangga dengan simpul v, vs,
dan vs, dan seterusnya. Simpul v; terhubung dengan busur e; dan e,. Simpul v,
terhubung dengan busur ey, e4, dan es, dan seterusnya. Derajat dari simpul v;, vy,
dan vs adalah d(v;) = d(v,) = d(vs) = 2. Derajat dari simpul v,adalah d(v,) = 3
dan derajat dari simpul v3 adalah d(v3) = 1 sehingga simpul v; merupakan simpul

ujung.

Jalan (walk) pada graf G dinyatakan dengan barisan dari simpul
ai,a,,as, ..., a, dan busur ey, e;, es, ..., e, 1, yaitu a;e1ae,as ...a, _1€,_1a,
dengan sifat bahwa setiap busur e; terhubung dengan a; dan a,., dan a; # a;,, jika
e; bukan gelung. Jika a; # a,, maka jalan tersebut merupakan jalan terbuka (open
walk). Jika a; = a,,, maka jalan tersebut merupakan jalan tertutup (close walk). Jalur
(trail) pada graf G adalah jalan pada G dimana tidak ada busur yang berulang.
Lintasan (path) pada graf G adalah jalan pada G dimana tidak ada simpul yang
berulang. Panjang (length) dari lintasan adalah banyak busur pada lintasan. Suatu
jalur tertutup (closed trail) adalah jalur yang titik ujungnya merupakan simpul yang

sama. Jalur tertutup disebut sirkuit (circuit). Lintasan tertutup (closed path) adalah
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suatu lintasan yang titik ujungnya merupakan simpul yang sama. Lintasan tertutup
disebut lingkaran (cycle). Suatu graf G dikatakan terhubung (connected) jika
terdapat lintasan yang menghubungkan setiap dua simpul sembarang pada G.

Selanjutnya akan dibahas mengenai jenis-jenis graf.

2.2  Jenis-jenis Graf

Pada skripsi ini akan dibahas mengenai graf terhubung, berhingga, dan tak
berarah. Graf lengkap (complete graph) adalah graf sederhana dimana setiap pasang
dari simpul-simpul yang berbeda bertetangga. Jika himpunan simpul dari suatu graf G
dapat dipisahkan menjadi dua himpunan A dan B yang saling lepas sedemikian
sehingga setiap busur pada G menghubungkan simpul pada himpunan A dan simpul
pada himpunan B, maka G adalah graf bipartit (bipartite graph). Graf bipartit
lengkap (complete bipartite graph) adalah graf bipartit dimana setiap simpul pada
himpunan A dihubungkan dengan setiap simpul pada himpunan B oleh tepat satu
busur (Wilson, 1996).

Beberapa jenis graf yang akan dibahas selanjutnya adalah graf lingkaran, graf
lintasan, dan graf pohon. Graf lingkaran (cycle graph) adalah graf terhubung yang
setiap simpulnya berderajat dua. Graf lingkaran dengan n simpul dinotasikan dengan
Cn. Graf lintasan (path graph) adalah graf yang diperoleh dari graf lingkaran dengan
menghapus satu busur (Wilson, 1996). Jadi, graf lintasan terdiri dari n simpul dan
n — 1 busur. Simpul-simpul pada graf lintasan memiliki derajat 2, kecuali pada
simpul awal dan simpul akhir yang memiliki derajat 1. Graf lintasan dengan n simpul
dinotasikan dengan P,. Contoh dari graf lintasan dan graf lingkaran dengan banyak
simpul 6 yaitu, C¢ dan Pg, ditunjukkan pada Gambar 2.3.

(a) (b)

Gambar 2.3. (a) Graf lingkaran dengan 6 simpul (b) Graf lintasan dengan 6 simpul.
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Hutan (forest) adalah graf yang tidak mengandung lingkaran. Graf pohon
(tree) adalah hutan yang terhubung (Wilson, 1996). Salah satu sifat dari graf pohon
adalah terhubung dan memiliki n — 1 busur. Dengan demikian, salah satu contoh dari
graf pohon adalah graf lintasan. Jenis-jenis lain dari graf pohon adalah graf bintang,

graf caterpillar, graf firecracker, dan graf lobster.

Graf bipartit lengkap dengan himpunan partisi A dan B dimana |A| = 1 dan
|B| = n disebut graf bintang (Chartrand & Lesniak, 1986). Graf bintang sering
dinotasikan dengan S,, dengan n adalah banyaknya simpul daun pada graf bintang.
Graf caterpillar adalah graf yang diperoleh dari graf lintasan dengan cara
menambahkan sejumlah simpul daun pada setiap simpul graf lintasan (Baca dan
Miller, 2008). Jika banyak simpul daun yang ditambahkan pada setiap simpul graf
lintasan sama, maka graf tersebut disebut Graf caterpillar teratur. Graf caterpillar
dapat dipandang sebagai barisan dari graf bintang S,,, US,, U S,, U ...U S, , dimana
setiap S,,, adalah graf bintang dengan pusat ¢; dan n; simpul daun, i = 1,23, ...,r
(Sugeng dan Miller, 2008). Graf firecracker adalah graf yang diperoleh dari
rangkaian graf bintang dengan cara menghubungkan salah satu dari simpul-simpul
daun pada setiap graf bintang (Galian, 2008). Contoh dari graf bintang, graf

caterpillar, dan graf firecracker ditunjukkan pada Gambar 2.4.

NN

(@) (b)

YYy

(c)

Gambar 2.4. (a) Graf bintang S5 (b) Graf caterpillar (c) Graf firecracker.
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Graf lobster adalah suatu graf pohon yang mengandung lintasan (dengan
panjang maksimum) dimana setiap simpul lain dari graf tersebut memiliki jarak
maksimum t terhadap lintasan, dimana t adalah suatu bilangan bulat (Khan, Pal, dan
Pal, 2009). Jarak suatu simpul graf lobster ke lintasan (pada graf lobster) adalah jarak
simpul tersebut ke simpul lintasan yang terdekat dari simpul tersebut. Graf lobster
yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah graf lobster dengan t = 2. Graf lobster
dengan t = 2 dapat dipandang sebagai graf yang diperoleh dari graf caterpillar
dengan menambahkan sejumlah simpul daun pada setiap simpul daun graf caterpillar.
Graf lobster teratur adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan sejumlah
yang sama simpul daun pada setiap simpul daun dari graf caterpillar teratur. Contoh

dari graf lobster dengan t = 4 dan graf lobster teratur dengan ¢t = 2 ditunjukkan pada

Gambar 2.5.
lf U Ui Uir Uz Uss >_<
” 3 >—<
Vg V7 Vg Vo
V3 V2

(a) i (b)

Gambar 2.5. (a) Graf lobster dengan t = 4 (b) Graf lobster teratur dengan t = 2.

Pada Gambar 2.5 (a) terlihat bahwa simpul v; memiliki jarak maksimum
terhadap simpul ¢, yaitu t = 4, sehingga Gambar 2.5 (a) adalah contoh graf lobster
dengan t = 4. Pada Gambar 2.5 (b) terlihat bahwa banyak simpul daun pada setiap
simpul lintasan adalah sama (dua), banyak simpul daun yang ditambahkan pada

setiap simpul daun dari graf caterpillar adalah sama (empat), dan jarak maksimum
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dari setiap simpul lainnya terhadap simpul pada lintasan adalah dua. Oleh karena itu,

Gambar 2.5 (b) adalah contoh graf lobster teratur dengan t = 2.

Pada skipsi ini akan dibahas salah satu kasus khusus dari graf lobster dengan
t = 2, yaitu graf lobster semi teratur yang dinotasikan dengan L, (r, 0; 1, ) dan
L,(r,0;1,s). Graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1,r) adalah graf lobster dengan t = 2
dimana n adalah banyaknya simpul pada lintasan, » dan 0 menyatakan banyak simpul
yang berjarak 1 dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan r menyatakan
banyak simpul yang berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Graf lobster
semi teratur L, (r, 0; 1, s) adalah graf lobster dengan t = 2 dimana n adalah
banyaknya simpul pada lintasan, r dan 0 menyatakan banyak simpul yang berjarak 1
dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan s menyatakan banyak simpul yang
berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Contoh dari graf lobster semi teratur
L4(4,0; 1,4) dan L,(3,0; 1,5) ditunjukkan pada Gambar 2.6.

AN NV

(a) (b)

Gambar 2.6. (a) Graf lobster semi teratur L, (4,0; 1,4). (b) Graf lobster semi teratur
L4(3,0; 1,5).

Pada Gambar 2.6 (a) terlihat bahwa pada graf lobster L,(4,0; 1,4) banyak
simpul pada lintasan adalah 4, banyak simpul yang berjarak 1 dari simpul ganjil pada
lintasan dan berjarak 2 dari simpul genap pada lintasan adalah sama (empat). Pada
Gambar 2.6 (b) terlihat bahwa pada graf lobster L,(3,0; 1,5) banyak simpul pada

lintasan adalah 4, banyak simpul yang berjarak 1 dari simpul ganjil pada lintasan
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adalah 3, dan banyak simpul yang berjarak 2 dari simpul genap pada lintasan adalah 5.
Pada subbab selanjutnya akan dibahas mengenai pelabelan graf.

2.3 Pelabelan Graf

Pelabelan f dari suatu graf G merupakan pemetaan elemen-elemen dari graf
G ke himpunan bilangan bulat positif atau nonnegatif (Wallis, 2001). Bilangan hasil
pemetaan f disebut label. Jika domain dari pelabelan adalah himpunan simpul, maka
pelabelan merupakan pelabelan simpul. Jika domainnya adalah himpunan busur,
maka pelabelan meupakan pelabelan busur. Jika domainnya adalah gabungan
himpunan simpul dan busur, maka pelabelan merupakan pelabelan total. Contoh
pelabelan simpul, pelabelan busur, dan pelabelan total pada graf Cs ditunjukkan pada
Gambar 2.7 .

(@) 1 (b)

(c)

Gambar 2.7. (a) Pelabelan simpul (b) Pelabelan busur (c) Pelabelan total pada Cs.

Pada skripsi ini akan dijelaskan mengenai pelabelan total ajaib. Beberapa jenis
dari pelabelan total ajaib adalah pelabelan total simpul ajaib dan pelabelan total busur

ajaib. Suatu pelabelan total simpul ajaib dari graf G adalah suatu pemetaan bijektif
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f dari himpunan simpul V dan himpunan busur E ke himpunan bilangan bulat positif
{1,2,...,v + e} dengan sifat untuk setiap simpul x pada G, bobot dari simpul-
simpul pada graf G adalah suatu bilangan konstan k atau f(x) + Xyenq) f(xy) = k
dimana N (x) adalah semua simpul y yang bertetangga dengan simpul x. Bilangan
konstan k disebut bilangan ajaib untuk f. Graf dengan pelabelan total simpul ajaib
akan disebut graf simpul ajaib. Suatu pelabelan total busur ajaib dari graf G adalah
suatu pemetaan bijektif £ dari himpunan simpul V dan himpunan busur E ke
himpunan bilangan bulat positif { 1, 2, ..., v + e} dengan sifat jika diberikan
sembarang busur xy pada G maka bobot dari busur-busur pada graf G adalah suatu
bilangan konstan k atau f(x) + f(xy) + f(v) = k. Graf dengan pelabelan total
busur ajaib akan disebut graf busur ajaib. Suatu pelabelan total busur ajaib dikatakan
sebagai pelabelan total super busur ajaib apabila terdapat sifat tambahan yaitu simpul-
simpulnya dilabel dengan bilangan terkecil (Wallis, 2001). Contoh pelabelan total
simpul ajaib dan pelabelan total busur ajaib untuk graf Cs dan Cg ditunjukkan pada
Gambar 2.8.

(@) (b)

Gambar 2.8. (a) Pelabelan total simpul ajaib pada graf Cs dengan k = 14 (b)
Pelabelan total busur ajaib pada graf Cg dengan k = 22.

Pada Gambar 2.8 (a) terlihat bahwa bobot simpul untuk setiap simpul pada Cs

akan menghasilkan suatu bilangan konstan, yaitu k = 14. Contohnya, bobot simpul
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dari simpul x dengan label 10 adalah w = f(x) + Xyen) f(xy) =10+ 1+ 3 =
14. Pada Gambar 2.8 (b) terlihat bahwa bobot busur untuk setiap busur pada Cg akan
menghasilkan suatu bilangan konstan, yaitu k = 22. Contohnya, bobot busur dari
busur xy dengan label 10 adalahw = f(x) + f(xy) + f(y) =7+ 10+ 5 = 22.

Pada pelabelan total busur ajaib didefinisikan pelabelan dual. Diberikan suatu
pelabelan f:VUE — {1,2,3,...,v + e} yang merupakan pelabelan total busur ajaib
dari G. Pelabelan dual, yaitu f" didefinisikan sebagai berikut.

fx)=w+e+1)—f(x),Vx €V
fxy)=@w+e+1)— f(xy),Vxy EE

Pelabelan dual dari suatu pelabelan total busur ajaib juga merupakan

pelabelan total busur ajaib (Sugeng dan Miller, 2008). Contoh pelabelan dual pada
graf Cg ditunjukkan pada Gambar 2.9.

10 9

7 12

11 8

4 2
15 14

Gambar 2.9. (a) PTBA pada graf Cg dengan k = 22 (b) Pelabelan dual dari PTBA
pada graf Cg dengan k = 29.

Pada Gambar 2.9 diketahui bahwa untuk graf C5, v = 8 dan e = 8 sehingga
v+ e+ 1 = 17. Label-label simpul dan busur pada pelabelan dual dari PTBA untuk
graf Cg diperoleh dengan cara mengurangkan v + e + 1 dengan label-label dari
simpul atau busur. Contohnya, untuk simpul x dengan label 5 pada Gambar 2.9 (a)
akan diperoleh f' (x) = (v + e + 1) — f(x) = 17 — 5 = 12 dan untuk busur xy

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA Ul, 2012



17

dengan label 16 pada Gambar 2.9 (a) akan diperoleh f (xy) = (v +e + 1) —
fxy) =17-16=1.

Salah satu pengembangan dari pelabelan total busur ajaib adalah pelabelan
total busur ajaib (PTBA) b-busur berurutan. Pada subbab selanjutnya akan dibahas
mengenai PTBA b-busur berurutan.

2.4 Pelabelan Total Busur Ajaib (PTBA) b-Busur Berurutan

Suatu pemetaan bijektif f: VUE - {1,2,3,...,v + e} disebut pelabelan
total busur ajaib b-busur berurutan dari G jika f adalah suatu pelabelan total
busurajaibdariGdan f(E) ={b+1,b+2,b+3,..,b+e},0<b<v.Jikab=0
maka f disebut pelabelan total super busur ajaib. Suatu graf yang memiliki pelabelan
total busur ajaib b-busur berurutan disebut graf busur ajaib b-busur berurutan
(Sugeng dan Miller, 2008). Contoh pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan pada
graf lobster Lg(4,0; 1,4) ditunjukkan pada Gambar 2.10.

Gambar 2.10. Pelabelan total busur ajaib (PTBA) 36 —busur berurutan pada graf
lobster Lg(4,0;1,4) dengan k = 160.

Padas Gambar 2.10 terlihat bahwa bobot busur untuk setiap busur pada graf
lobster Lg(4, 0; 1,4) adalah k = 160. Oleh karena itu, pelabelan graf lobster
Lg(4,0; 1,4) merupakan pelabelan total busur ajaib. Label-label dari busur

membentuk himpunan bilangan positif berurutan dengan b = 36, yaitu f(E) =
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{b+1,b+2,b+3,..,b+e}={37,38,...,79}. Berdasarkan definisi PTBA b-
busur berurutan, maka Gambar 2.10 merupakan contoh dari pelabelan total busur
ajaib (PTBA) 36 —busur berurutan pada graf lobster Lg(4, 0; 1,4) dengan k = 160.
Ada beberapa teorema yang telah diketahui mengenai pelabelan total busur
ajaib (PTBA) b-busur berurutan. Berdasarkan sifat dari pelabelan dual, jika suatu graf

G memiliki pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan akan berlaku Teorema 2.1.

Teorema 2.1 (Sugeng dan Miller, 2008). Dual dari pelabelan total busur ajaib
b -busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib

(v — b)-busur berurutan.

Contoh pelabelan dual dari graf lobster Lg(4, 0; 1, 4) ditunjukkan pada
Gambar 2.11.

87 86 85 84 80 77 74 71 69 68 67 66 62 59 56 53

Gambar 2.11. Pelabelan dual dari Gambar 2.10 yaitu, PTBA 8 —busur berurutan
pada graf lobster Lg(4,0; 1,4) dengan k = 104.

Pada Gambar 2.11 diketahui bahwa untuk graf lobster Lg(4,0;1,4), v = 44
dan e = 43 sehingga v + e + 1 = 88. Label-label simpul dan busur pada pelabelan
dual dari PTBA b-busur berurutan untuk graf lobster Lg(4, 0; 1,4) diperoleh dengan

cara mengurangkan v + e + 1 dengan label-label dari simpul atau busur. Contohnya,
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untuk simpul x dengan label 5 pada Gambar 2.10 akan diperoleh £ (x) =
(v+e+1)— f(x) =88 —5 = 83 dan untuk busur xy dengan label 37 pada
Gambar 2.10 akan diperoleh ' (xy) = (v 4+ e + 1) — f(xy) = 88 — 37 = 51.
Berdasarkan Teorema 2.1 dan sifat pelabelan dual, maka graf lobster Lg(4,0; 1, 4)
memiliki pelabelan dual, yaitu PTBA (v — b) = 44 — 36 = 8 —busur berurutan
dengan k = 104 dengan label-label busurnya membentuk himupunan bilangan bulat
positif berurutan, yaitu f(E) ={b+1,b+2,b +3,...,b + e} ={9,10, ...,51}.

Teorema lain yang telah diketahui mengenai pelabelan total busur ajaib
(PTBA) b-busur berurutan diberikan pada Teorema 2.2.

Teorema 2.2 (Sugeng dan Miller, 2008). jika G adalah suatu graf terhubung
dan memiliki pelabelan total busur ajaib (PTBA) b-busur berurutan dimana b €

{1,2,..,v— 1}, maka G adalah graf pohon.

Hasil yang telah diperoleh berdasarkan penelitian pelabelan total busur ajaib
b-busur berurutan untuk kelas graf pohon antara lain, setiap graf caterpillar memiliki

pelabelan total busur ajaib b -busur berurutan, dimana

[r+1
2

] + Zi even i — 2 jika i ganjil
= +1 . .
rT] + Zi even,i<r i — . (Tlr B 1) ]Ika l genap

(Sugeng dan Miller, 2008).

Setiap firecracker teratur dan setiap caterpillar like-tree teratur memiliki
pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan, dimana b = EJ s+ E] dengan r

menyatakan banyaknya simpul daun pada graf bintang dan s menyatakan jumlah graf
bintang yang memiliki simpul daun sebanyak r (Silaban dan Sugeng, 2008). Graf

bintang ganda S,,. ,, memiliki pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk

1.12
suatu b € {1,2,...,n} dimana jika b = 1, maka S,,, ,, adalah graf bintang atau jika
b > 1, maka b = n, + 1 (Sugeng dan Miller, 2008). Pada bab selanjutnya akan

dibahas mengenai konstruksi pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk
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salah satu kelas graf pohon, yaitu graf lobster semi teratur L, (7, 0; 1,7) dan
L,(r,0;1,s).

o
-
= UL

2
4
s

1-1;—-'
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BAB 3
PELABELAN TOTAL BUSUR AJAIB b-BUSUR BERURUTAN PADA GRAF
LOBSTER SEMI TERATUR L, (r,0;1,7) DAN L,(r,0; 1, s)

Pada bab ini akan dibahas mengenai konstruksi pelabelan total busur ajaib
(PTBA) b-busur berurutan pada graf lobster semi teratur L, (7, 0; 1,7) dan
L,(r,0;1,s). Pada bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa suatu pemetaan bijektif
f:VUE - {1,2, 3,..,v+ e} disebut pelabelan total busur ajaib b-busur
berurutan dari G jika f adalah suatu pelabelan total busur ajaib dari G dan f(E) =
{b+1,b+2,b+3,..,b+e},0<b<wv.Jikab =0 maka f disebut pelabelan total
super busur ajaib. Suatu graf yang memiliki pelabelan total busur ajaib b-busur
berurutan disebut graf busur ajaib b-busur berurutan (Sugeng dan Miller, 2008). Pada
skripsi ini akan dibahas pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk 0 < b <

V.

Untuk membuktikan konstruksi pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan

dari suatu graf G dapat digunakan Lemma 3.1.

Lemma 3.1 (Silaban dan Sugeng, 2010). Suatu graf G dengan v simpul dan e busur
adalah suatu graf busur ajaib b-busur-berurutan jika dan hanya jika terdapat suatu
fungsi bijektif f:V UE = {1, 2,3, ...,v + e} sedemikian sehingga f (V) =
{1,2,3,..,v+e}-{b+1,b+2,b+3,..,b+¢e},0 < b <wvdan himpunan

W ={f(x) + f(y)|xy € E} terdiri dari e bilangan bulat positif berurutan. Dalam
kasus ini, f dapat ditingkatkan menjadi suatu PTBA b-busur berurutan pada G dengan
konstanta ajaib k = b + e + w dengan w = min(W)dan W = { f(x) + f(y)|xy €
E}={k—-(b+1,k—(b+2),...k—(b+e)}.
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Lemma 3.1 menjelaskan bahwa pada suatu graf G terdapat suatu fungsi
bijektif dari gabungan himpunan simpul dan himpunan busur ke {1, 2, ...,v + e}
sedemikian sehingga himpunan label-label simpul adalah f(V) = {1,2,3,...,v+
e}-{b+1,b+2,b+3,..,b+ e} dan himpunan dari penjumlahan label-label
simpul ujung pada setiap busur, yaitu W = {f(x) + f(y)|xy € E} adalah himpunan
e bilangan bulat positif berurutan. Terlihat bahwa jika 0 < b < v, maka himpunan
label-label simpul membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh
e dimana himpunan pertama adalah {1, 2, ..., b} dan himpunan kedua adalah {b + e +
1,b+e+2,..,v+e}l Karenaf(VUE) = f(V) + f(E), maka f (V) =
f(WUE)=f(E)={1,23,..,v+e}-{b+1,b+2,b+3,..,b+ e} Sehingga,
himpunan label-label busur pada G adalah f(E) = {b+ 1,b+2,b+ 3,...,b + ¢}
yang merupakan himpunan bilangan berurutan. Himpunan bobot busur pada G adalah
himpunan dari penjumlahan label busur dan label-label simpul ujungnya atau dapat
ditulis Wy = {f (xy)| xy € E} + W dengan f(E) = {f(xy)| xy € E}. Karena W
merupakan himpunan e bilangan bulat positif berurutan dan f (E) adalah himpunan
bilangan yang berurutan pula, maka akan diperoleh nilai- nilai anggota dari W yang
konstan dengan cara menjumlahkan nilai-nilai anggota dari W mulai dari yang
terkecil dengan nilai-nilai anggota dari f (E) mulai dari yang terbesar. Karena
diperoleh f(E) adalah himpunan bilangan yang berurutan dan himpunan bobot busur
konstan, maka graf G adalah graf busur ajaib b-busur berurutan dan bilangan
konstannya adalah k = b + e + w dengan w = min(#). Hal yang sama juga akan

diperoleh dari penjelasan sebaliknya.

Berdasarkan penjelasan tersebut, secara garis besar langkah-langkah untuk
membuktikan bahwa suatu graf G memiliki pelabelan total busur ajaib b-busur

berurutan adalah sebagai berikut:

o Definisikan fungsi pelabelan untuk simpul.
e Tunjukkan bahwa label-label dari simpul membentuk dua himpunan bilangan

berurutan yang terpisah sejauh e.
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e Tunjukkan bahwa himpunan W = {f(x) + f(y)|xy € E} merupakan

himpunan yang terdiri dari e bilangan bulat positif berurutan.

Pada subbab selanjutnya akan diberikan konstruksi pelabelan total busur ajaib b-

busur berurutan pada graf lobster semi teratur L, (r,0; 1, 7).

3.1 PTBA b-Busur Berurutan pada Graf Lobster Semi Teratur L, (r,0;1,7)

Graf lobster semi teratur L,, (r, 0; 1,7) adalah graf lobster dengan t = 2
dimana n adalah banyaknya simpul pada lintasan, » dan 0 menyatakan banyak simpul
yang berjarak 1 dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan » menyatakan
banyak simpul yang berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Pelabelan total
busur ajaib (PTBA) b-busur berurutan pada graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1,7)

diberikan pada Teorema 3.1.

Teorema 3.1. Setiap graf lobster semi teratur L, (r,0; 1,7) untukn # 3 mod 4

memiliki PTBA b —busur berurutan dimana

(4[5]=3)r+2([3] =1), n=1mod4

b= nr+%, n = 2 mod 4.

|2 Ej 2r + 1), n =0 mod 4
Bukti.

Nyatakan I = {1, 2, ..n} dan J = {1, 2, ...,r}. Kemudian beri penamaan untuk
setiap simpul-simpul dari graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1, r) yaitu, c; adalah
simpul ke-i pada lintasan dimana i € I, u{ adalah simpul daun ke-j pada simpul
daun ke-i dari simpul pada lintasan untuk i ganjil,i € I dan j € J, v; adalah simpul
daun ke-i dari simpul pada lintasan untuk i genap, i € I, dan v{ adalah simpul daun
ke-j pada simpul daun ke-i dari simpul pada lintasan untuk i genap,i € I danj € J.
Penamaan simpul-simpul dari graf lobster semi teratur, L, (1, 0; 1, ) ditunjukkan

pada Gambar 3.1.
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Gambar 3.1. Penamaan simpul dari graf lobster semi teratur L,,(r,0; 1,7).

Nyatakan,
(2(4[2]—3)r+2(2[§]+[21—3), n = 1mod 4
p=4n(2r+1)+2[§J—1, n =2 mod 4 (3.1).

ef2]r+2 G J2] + [2]) =1 2= 0 mod 4

Kemudian label simpul-simpul dari graf lobster semi teratur L, (r,0; 1,7)

dengan cara seperti berikut.

i
(i—1Dr+=, i =2mod4,i €l

2
=21
fle) 5@r+1), i =0mod4icl 3.2
p+i, i =1,3mod4,i €l
i—1
. (i-Dr+j+=, i=1mod4,i€cl
fl)=1 gl . (33)
(l—2)r+3j+7, i =3mod4,i€l
fw)= p+i, i =02mod4,i€l (3.4)
((-Dr+3/+=2, i =2mod4iel;je)
f(v{)=!(i—3)r+3j+%, i =0mod4,i€l;j€] (3.5)

(i—1)r+j+;¥, i =ndimanan =2mod4;j €]
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label-label simpul dari graf lobster semi
teratur L, (r, 0; 1,) membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah

sejauh e. Nyatakan,

L ={f(c)|li =2mod4,i€l}

={(2—1)r+§,(6—1)r+§,(10—1)r+12—°,...,(4["7-1]_2_1)r+4[’%2—z}

={r+150+3,9r+5,.., (4[] -3)r+2 [ -1}

L, ={f(c;))]i =0mod4,i € I}

4 8 12 al5]
= {E @2r+1),-@r+1),5-@r+1),..,—=@r + 1)}

= {2(2r +1),42r +1),6(2r + 1), ..., 2 [%] 2r + 1)}.
Ly ={f(c;)|i =1,3mod4,i € I}
={p+1,p+3,p+5,...,p+2['zi]—1}.
Ly={f(x)|i =1mod4,i€l;je]}
:{(1—1)r+1+12;1,(1—1)r+2+12;1,...,(1—1)r+r+12;1,(5—1)r+1+
52;1,...,(5—1)r+r+52;1,...,(4[;—l]—3—1)r+1+4[%]2j,...,(4[%]—
3—1)r+r+4mzi}
={123,...nar+3,..5r+2.. (afz| - ) r+ 123 - D, (4[5 - 4)r +
r+2([%]—1)}.

Ls = {f(«))|i =3mod4,i€1l;j €]}
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={(3—2)r+3+32;1,(3—2)r+6+32;1,(3—2)r+9+%,...,(3—2)r+3r+
3—-1 7—-1 7—1 n
T,(7—2)r+3+7,...,(7—2)r+3r+7,...,(4[ﬂ—1—2)r+3+

—4EI;1_1, (45| -1-2)r+3r+ —4BJ;1_1}

n

={r+4r+7,r+10,..4r+1,57+6,..,8r+3,.., (4|3 - 3)r +3+2[3] -
o3 3)r a2t 1)
Le = (f(w)]i =02mod4,i€ N}
={p+2p+ap+6p+8..p+2[}
Ly ={f(v])|i =2mod4,i€l;je]}
={(2—1)r+3+22;2,(2—1)r+6+22;2,(2—1)r+9+¥,...,(2—1)r+3r+
Z6-r+3+22,.,6-Dr+3r+22, (4 "T*]—2—1)r+3+

T2 (=2 - 1)+ 34

n—1

:{r+3,r+6,r+9,4r,5r+5,...,8r+2,...,(4 T]—3)r+3+2(["4;1 -
1),...,(4[”4;1]—3)r+3r+2(”T‘1 —1)}.

Lg = {f(v])|i =0mod4,ielL;j ey}

s, 4 =3)r+3r+

={(4—3)r+3+@,(4—3)r+6+42;‘"’,(4—3)r+9+42;6

42;6,(8—3)r+3+82;6,...,(8—3)r+3r+82;6,...,(4[%]—3)r+3+
] =)rrsr
={r+1,r+5,r+8,...,4r—2,5r+4,...,8r+1,...,(4[%]—3)r+3+2EJ—

3,...,(4[5] = 3)r +3r +2[3] - 3}
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Ly={f(v])|i=n=2mod4,i€l;je]}
={(n—1)r+1+%,(n—1)r+2+%,...,(n—1)r+r+%}
={(n—l)r+1+%,(n—1)r+2+%,...,nr+%}.

Berdasarkan pendefinisian fungsi dari label simpul, maka pembuktian
selanjutnya akan dibagi menjadi tiga kasus, yaitu untuk n = 1 mod 4, n = 2 mod 4,
dann = 0 mod 4 . Himpunan label-label simpul dari graf lobster semi teratur,
L,(r,0;1,7), diperoleh dari gabungan himpunan L4, L,, ..., Lg Sesuai dengan kasus-

kasus yang telah disebutkan, yaitu:
Kasus 1: n = 1 mod 4
FOV)=LiULy ULy ULyULsULgULyUlLg
={r+1,5r+3,9r+5,. ([ ] 3)r+2[—]—1} {2(2r+1)4(2r+
1),6(2r+1),...,2l%J(2r+1)} {p+4p+3p+5,. +2H—1}
{1,2,3,...,r,4r+3,...,5r+2,...,(4[zl—4)r+1+2([ﬂ—1),...,( 3] -
4)r +r+2(3| - D}y
(r+ar+7,r+10,.. 4r+ 1,57 +6,..,8r +3,... (43| = 3)r + 3 +2[}] -
Lo (45| =3)r+3r+ 2t -1ufp+2p+ap+ep+s ..p+2[5}u
{r+3r+6r+9,4n5r+5,. 8r+2,.,(4[—|=3)r+3+2(]]-

1), (4[] -3)r+sr+2([==|-1)}u{r+1r+5r+8. 4r—

2,57+ 4,87 +1,.., (4[] = 3)r+3+2[5| -3, (4[] —3)r+3r+
2[5 -3}
={12..(af5]-3)r+23|-D}u{p+1r+2.,p+2[}] -1}
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Kasus 2: n = 2 mod 4

f(V):L1UL2UL3UL4UL5UL6UL7UL8UL9

={r+1,5r+3,9r+5,...,(4[n4;1 —3)r+2[nT_1]—1}U...U{(n—l)r+1+

n n n
E,(n—1)r+2+5,...,(n—1)r+r+5}

n n
—{1,2;---,nT+E}U{p+1,p+2,...,p+2[EJ}.
Kasus 3: n = 0 mod 4
f(V)=L1UL2 UL3UL4UL5UL6UL7UL8

={r+1,5r+3,9r+5,...,(4[nT_1 —3)r+2["4;1 —1}u...u{r+1,r+5,r+

8. 4r— 2,57 +4,...8r+ 1., (4[] - 3)r+ 3+ 2|2 -3, (4 ]3] -

3)r+3r+2[5] -3}

={12, .2} er+ Dju{p+1p+2..p+2[3]}

Terlihat bahwa himpunan label-label simpul dari graf lobster semi teratur,

L, (r,0;1,7), membentuk dua himpunan bilangan berurutan, yaitu:
I{ 1., (45| -3)r+25|=D}u{p+1..p+2[3] -1}, n=1mod4

f =3{1,..m +§} U {p +1,.,p+2 [g]} n=2mod4  (3.6).
L{ .y Ej r + 1)} uf{p+1,.p+2 Ej} , n = 0mod 4

Dari ketiga himpunan label-label simpul tersebut diperoleh tiga nilai b yang berbeda,

yaitu:
((4[%]—3)r+2([%]—1), n =1mod4
b= nr+%, n=2mod4.
|2 [;—IJ 2r+1), n = 0mod 4
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Pada graf lobster semi teratur L,, (1, 0; 1, ) diketahui bahwa

((4[%]—3)r+2([%]+[%]—2), n =1 mod 4
e=!nr+%+2l§]—l, n = 2 mod 4 (3.7).

lfrr2( <) -1 n=omoas

Apabila persamaan (3.1) disubtitusikan ke persamaan (3.6), maka akan diperoleh
bahwa jarak antara kedua himpunan label-label simpul adalah sebesar (p + 1) —

(b + 1) = p — b yang hasilnya sama dengan persamaan (3.7), yaitu:

. UntuknE1mod4,p—b=[2(4[51—3)r+2(2[%]+[%]—3)]—

(45| =3)r+2 (5] = 1)) = (3| -3)r +2 (3 + [5[ - 2) = ¢

o Untukn=2mod4,p—b=[n@r+1)+2[3|=1]-[nr+3=nr++
ob-1=c

e Untukn=0mod4,p—b=[8|%|r+2(2]5] +|5]) - 1| - [2[3] &r +

o] =sffr+2 (] <) 2=

Dengan demikian, himpunan label-label simpul pada graf lobster semi teratur

L, (r,0; 1,7) membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh e.

Selanjutnya akan ditunjukkan pula bahwa himpunan W = {f(x) +
f(y)| xy € E} dari graf lobster semi teratur, L, (r, 0; 1,7), membentuk himpunan e
bilangan bulat positif berurutan. Pembuktian akan dibagi menjadi empat kasus sesuai

dengan pendefinisian fungsi dari label simpul pada graf, yaitu:

Kasus 1: ciu{ untuk 1 <i <2 [%] —1,i € I dimana n # 3 mod 4 danj €.
Kasus 2: cic;pquntuk 1 <i<n-—-1,i €l.

Kasus 3: ¢;v; untuk 1 < i < 2 Ejz el.

Kasus 4: viv{ untuk 1 <i <2 BJL e€ldanj €.
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Pembagian kasus-kasus menjadi empat kasus yang sesuai dengan
pendefinisian fungsi dari label simpul pada graf ditunjukkan pada Gambar 3.2.

u u; U U Uie st e U
¢ o0 °
- b;»c\i\ ..:o o. C|
o ---- | DIEEERE o - °
C: ”',-,/ C\fl
Vv 2“‘. V. (]
0 o0 s oo .
I T 1 2
Vi Ve V, V. ViV Vi
()
ui Uf. o 4 °yi U.1,1 ui:- > M ‘L!\r—l
o o o0& o
y C. . Ci C. Ci
| IR | IRRERER ®----- ° o - [ IXEERRRE ®----- 'Y
C. . Cis . C. Cis
V. _’ ’ Vi@ Vz. V.’
o e ° oo . /oee/ @ @o@ °
1 2, . il 1 2 [ f i KY.Z"'....' r 1 20 L e T
V. V, V, Vi Vi Vi \VZVZ V2 Vi Vi Vi
0 )

Gambar 3.2. (a) Kasus 1, (b) Kasus 2, (c) Kasus 3, (d) Kasus 4.

Kasusl:ciu{ untuklsisz[g]—l,ieldanje].

Pada kasus 1 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus, yaitu untuk

i =1mod4dani = 3 mod 4.

Untuk i =1 mod4 danj €],
wy = f(c) + fu)
i—1
=(p+i)+(i—1)r+j+T
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3i—1

=p+(I-Dr+j+=

Substitusikan i = 1 mod 4 dan j € J maka akan diperoleh himpunan

wy = {{f(c) + f)}|i = 1mod 4 danj e/}

:{p+(1_1)r+1+3z;1'p+(1_1)T+2+32;1...-.p+(1—1)r+r+32;1,p+
G-Dr+1+22, p+G-Dr+r+—, . p+(4[5]-3-1)r+1+

3(4[%]2—_3)_1,...,p+(4[%]—3 —1)r+r+3(4[%]2—_3)_1}

={p+2,p+3,...,p+r+1,p+4r+8,...,p+5r+7,...,p+(4[;—l]—4)r+1+
o=+ (o] =5)r »ofi -5}

Untuk i =3 mod4 danj €/,
wy = f(c) + f(ul)
i—1
=(p+i)+(i—2)r+3j+T

=p+(@E—-2)r+3j+

3i—1
e
Substitusikan i = 3 mod 4 dan j € J maka akan diperoleh himpunan

w, = {{f(c) +f(u{)}|i = 3mod 4 danj €/ |

:{p+(3_2)T+3+92;1'p+(3—2)r+6+92;1,---.p+(3—2)r+3r+§,p+

(7—2)r+3+212—_1,...,p+(7—2)r+3r+212—_1,...,p+(4[%]—1—2)r+3+

—3(41%J2_1)_1, ot (4 -1-2)r+3r+ —3(4EJ2_1)_1}
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= {p+r+7,p+r+ 10,...,p+4r+4,p+5r+13,...,p+8r+10,..,p+

(45| -3)r+3+6[3| -2 ..o +4[5|r+6[5]-2}.

Kasus2:ciciyquntuk1 <i<n-1,i €l.

Pada kasus 2 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus yaitu, untuk
i =13mod4dani = 0,2 mod 4.

Untuk i = 1,3 mod 4 dan (i + 1) = 2 mod 4,
ws = f(c;) + f(ci41)
i+1

3i+1

=ptir+t—.

Substitusikan i = 1 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

W3 e {f(Ci)+f(Cl‘+1)|i = 1 mod 4‘,l € I}

- 3(4[2-3)+1
:{p+r+32i,p+5r+152—+1,...,p+(4["4—1]_3)r+M}

={p+r+2,p+5r+8,...,p+(4[714;1 —3)r+6[n4;1]—4}.
Untuk i = 1,3mod 4 dan (i + 1) = 0 mod 4,
wy = f(c) + f(cit1)

=p+i+#(2r+1)

3i+1

=p+({+Dr+ -
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Substitusikan i = 3 mod 4 maka akan diperoleh himpunan
W, ={f(c)+ flcipzDli=3mod 4,i €l }

_ 9+1 2141 n
—{p+(3+1)r+7,p+(7+1)T+T,...,p+(4lﬂ—1+1)r+ ;

3(4[%]—1)“}
={p+ar+5p+8r+11,..p+4lf|r+6[3 -1}

Untuk i = 0,2 mod 4 dan (i + 1) = 3 mod 4,

ws = f(c;) + f(€it1)

i
= (1 S SRR

=p+(-Dr+=.

Substitusikan i = 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan
Ws ={f(c;) + f(cis)li =2mod 4,i €1}

3 {P+ @-Dr+p+@6-Dr+==,.p+ (43 -2 - 1)r+3(4lﬂ;2 )+2}

= {p+r+4,p+5r+10,...,p(4lﬂ —3)r+6[%J —2}.
Untuk i =0,2mod 4 dan (i + 1) = 1 mod 4,
we = f(c;) + f(civ1)

=%(2r+1)+p+i+1

=p+ir+ 312—+2
Substitusikan i = 0 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

W6 = {f(Ci) +f(Ci+1)|i = 0 mod 4,l € I}
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3(4[2]-4)+2
:{p+4—7‘+122—+2,p+87'+242—+2,.,,,p+(4[%]_4)r+ ([4]2 ) }

={p+4r+7,p+8r+13,..p+ (4]} -4)r+6[5| - 5}.

Kasus 3:c;v; untuk 1 <i < 2[%],1’ €l

Pada kasus 3 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus, yaitu untuk

i =2mod4dani = 0 mod 4.

Untuk i = 2 mod 4,

wy = f(¢;) + f(v)
=(i—1)r+%+a+i
=p+(i-Dr+>.

Substitusikan i = 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

Wy ={f(c;))+ f(v)|i =2mod4,i €I}
={p+(2—1)r+§,p+(6—1)r+12—8,p+(10—1)r+3’2—°,...,p+(4 =l-2-

1)r+@}

={p+r+3.p+5r+9.p+9r+15,...,p+(4[”7_1 —3)r+6[nT_1]—3}.
Untuk i = 0 mod 4,
wg = f(c) + f(v)

i
=E(2r+1)+a+i
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. 3i
=ptur+-.
Substitusikan i = 0 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

W8 = {f(Cl) +f(vl)|l =0 mOd 4,l € I}

:{p+4r+12_2,p+8r+22_4,...,p+@EDH (]

= {p+4r+6,p+8r+ 12,...,p+(4[%J)r+6[%J}.

Kasus 4 : v;v/ untuleiSZ[%J,ieIdanje]

Pada kasus 4 pembuktian akan dibagi menjadi tiga subkasus, yaitu untuk

=2mod4, i =0mod4, dani = ndimanan = 2 mod 4.

Untuk i =2 mod4 danj €],
wo = f(w) +f(v])

=2
= (@ +D+ (I~ Dr+3j+——

=p+(
Substitusikan i = 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan
Wo = {f(v) + f(v))]|i=2mod 4,i €}
={p+(2—1)r+3+62;2,...,p+(2—1)r+3r+62;2,...,p+(6—1)r+3+
18 18-2

EEpH(6-Dr+3r+2, ( [——2—1)r+3+

” 1) ,.,p+(4[n4;1]_2_1)r+3r+—3<4i"7‘;—2>—2}
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n—1 n

:{p+r+5,...,p+4r+2,...,p+(4 T]—3)r+3+6[%1]—4,...,p+
4[5+ o[ - 4)
Untuki = 0mod4 danj €],

wig = f) + f(v])

i—6
=(p+i)+(i—3)r+3j+T

=p+(i—3)r+3j+—

Substitusikan i = 0 mod 4 dan j € / maka akan diperoleh himpunan
Wi = {f(w) + f(v))|i=0mod 4,i € I}

={p+(4—3)r+3+122—_6,...,p+(4—3)r+3r+$,...,p+(4t}—‘]—3)r+3+

—3(4[%21)_6, D+ (4 EJ — 3) - 3r 4+ —3(41?)_6}

n

={ptr+6.atar+3,. . p+(4f3]-3)r+3+6[|-3.p+4af;]r+
6[3]=3}
Untuk i = n dimanan = 2 mod 4 danj € J,
wir = f(v) +f(77{)
=p+i+(i—1)r+j+%
=p+(-Dr+j+3.
Substitusikan i = n dimanan = 2 mod 4 dan j € /] maka akan diperoleh himpunan

Wi = {f(vi) +f(v{)|i =ndimanan = 2 mod 4 }
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3n 3n 3n
{p+(n—1)r+1+7,p+(n—1)r+2+7,...,p+(n—1)r+r+7}

{p+(n—l)r+1+37n,p+(n—1)r+2+37n,...,p+nr+37n}.

Berdasarkan pendefinisian fungsi dari label simpul, maka pembuktian
selanjutnya akan dibagi menjadi tiga kasus, yaitu untuk n = 1 mod 4, n = 2 mod 4,
dann = 0 mod 4 . Himpunan W = {f(x) + f(y)| xyeE} dari graf lobster semi
teratur L, (r, 0; 1, ) diperoleh dari gabungan himpunan Wy, W,, ..., W;4 sesuai

dengan kasus-kasus yang telah disebutkan, yaitu:
Kasus 1: n = 1 mod 4
W =W, UW,UW;UW, UWsUWsUW,UWg U Wy U W,
={p+2 p+3,...ptr+1,p+4r+8,.. p+5r+7,...,p+(4[%]—4)r+1+

6[1] =5 o+ (4[]~ 3)r + 8[| <5} U fp 7+ 7 hr £ 10,0 p + 4+

¢p+w+1&wp+&wnamm+([ﬂ—@r+3+ﬁﬂ—zmm+
afz|r+olz|-2Ju{p+r+zp+sr+8,.p+ (4[| -3)r+ 6] -

4}U{p+4r+5,p+8r+11,...,p+4l%]r+6l%]—1}u

{p+r+&p+5r+1Qmm+(4Ey—ﬂr+6Ey—ﬂuﬁrwh+1p+8r+

p+( [3]—4)r+6[3]—5}u{p+r+3.p+5r+9.p+9r+15,...,p+
(4[“—1] 3)r+ol]-3fu
{p+4r+6p+8r+12 p+(af5)r+elzfulp+r+s .p+ar+

s+ (4] - 3)r+ 346 -4 p+ 4 [+ 6 [ - 4} U

{p+r+&mm+4r+&mm+( 5| -3)r+3+6[3|-3..0+4[5]r+
65| -3}

={p+2p+3,...p+(4[}|-3)r+6[3] -5}
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Kasus 2: n = 2 mod 4
W =W, UW, UW;5 UW, UWsUWsUW,UWgUW,UW,,UWy;
={p+2,p+3,...,p+r+1,p+4r+8,...,p+5r+7,...,p+(4m—4)r+1+
6[%]—5,...,p+(4[%]—3)r+6[%]—5}u...U{p+(n—1)r+1+37n,p+
(n—l)r+2+37n,...,p+nr+37n}

3n
:{p+2,p+3,...,p+nr+7}.

Kasus 3: n = 0 mod 4
W:W1UW2UW3UW4UW5UWGUW7UW8UW9UW10

={p+2p+3,..p+r+Lp+ar+8.p+5r+7,.p+ (43| -4)r+1+

6[3] -5 ..o+ (4[5|-3)r+6[5|-sju..u{p+r+6. . ptart3 .  p+

(1] )s5 + o=, o] )
={p+2,p+3,...,p+(4[%J)r+6EJ}.

Terlihat bahwa himpunan W dari graf lobster semi teratur L, (r,0; 1,7)
membentuk himpunan yang terdiri dari e bilangan bulat positif berurutan, yaitu:
n n A
(fp+2p+3,..p+(4[3]-3)r+6[5| -5}, n=1mod4
W= {p+2,p+3,...,p+nr+37n}, n = 2 mod 4.

p+2p+3..0+(4f5])r+6[5]} n = 0mod 4

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, karena himpunan label-label simpul
dari graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1,7) membentuk dua himpunan bilangan
berurutan yang terpisah sejauh e dan himpunan W = {f(x) + f(y)| xy€eE}

merupakan himpunan yang terdiri dari e bilangan bulat positif berurutan, maka
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terbukti bahwa graf lobster semi teratur, L, (1, 0; 1,7), memiliki PTBA b - busur

berurutan dengan

((4[%]—3)r+2([%]—1), n =1mod 4
b:!nr+%, n=2mod4. m

lz [2—‘] 2r + 1), n = 0mod 4

Berdasarkan Lemma 3.1, bilangan ajaib dari pelabelan total busur ajaib b-
busur berurutan adalah k = b 4+ e + w dengan w = min(W) = p + 2. Kemudian
akan dicari nilai dari bilangan ajaib tersebut. Substitusikan persamaan (3.7) dan nilai-
nilai b, maka akan diperoleh:

n

(+2(afx|-3)r+2(2[5|+[5| -2), n=1mod4
k:!p+n(2r+1)+2[§]—1, n = 2 mod 4 (3.8).
p+8E]r+2(2EJ+er—lD+1, n = 0 mod 4

Dengan mensubstitusi persamaan (3.1) ke persamaan (3.8), maka diperoleh:

4(4[3]-3)r +2(4[3] +2[5]-5), n=1mod4

k= 2n(2r+1)+2(2[§]—1), n=2mod4 .

16[z]r+ 425+ 5). n =0 mod 4

Contoh pelabelan simpul dengan menggunakan persamaan (3.2)-(3.5)
ditunjukkan pada Gambar 3.3. Pada Gambar 3.3, terlihat bahwa label-label simpul
membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang tepisah sejauh e. Pada Gambar
3.3 (a) terbentuk himpunan {1,2, ...,40} dan {p + 1,p + 2, ..., p + 9}, Gambar 3.3 (b)
terbentuk himpunan {1,2, ...,36} dan {p + 1,p + 2, ..., p + 8} sedangkan Gambar 3.3
(c) terbentuk himpunan {1,2, ...,27}dan {p + 1,p + 2, ..., p + 6}. Dengan demikian
diperoleh nilai b yang berbeda untuk (a), (b), dan (c) yaitu b = 40, b = 36, dan
b = 27. Terlihat pula bahwa pada Gambar 3.3 akan diperoleh himpunan W yang
berbeda untuk (a), (b), dan (c) yaitu{p +2,p +3,...,p+ 49}, {p+2,p+3,...,p +
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443}, dan {p + 2,p + 3, ..., p + 33} yang masing-masing merupakan himpunan e

bilangan bulat positif berurutan. Kemudian jika disubstitusikan nilai p untuk (a), (b),

dan (c) yaitu p = 88, p = 79, dan p = 59 serta label-label busurnya, maka akan

diperoleh pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan seperti pada Gambar 3.4.

1 2

8 11 14 17 19 20

AV

21 22 26 29 32 35 37 38 39 40

A\

<

1

3 4
5 18 23
pr1 p+3 p+5 P
pr2 p+a p+6
7

2
pr1

p+9

36
7
p+8

>

10 13 16 6 9 12 15 25 28 31 34 24 27 30 33

(a

8 11 17 19 20 21 22 26 29 32 35

<

>_

Sh. 4 14
. 8 st 36
p+3 p+5 p7
p+2 pra p6 p+8

1
7 10 13 16 6 9 12 15 25 28 31 34

(b)

24 27 30 33
1 2 3 4 8 11 14 17 19 20
pr1

p+3 p+5
pr2 pré4 pré6
9

7 10 13 16 6 12 15 24 25 26 27

(c)

21 22

Gambar 3.3. (a) Pelabelan simpul dari graf lobster Ly(4, 0; 1,4), (b) Pelabelan

simpul dari graf lobster Lg(4, 0; 1,4), (c) Pelabelan simpul dari graf lobster

Lg(4,0;1,4).
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Gambar 3.4. (a) PTBA 40-busur berurutan pada graf lobster semi teratur
Ly(4,0; 1,4) (b) PTBA 36-busur berurutan pada graf lobster semi teratur
Lg(4,0;1,4) (c) PTBA 27-busur berurutan pada graf lobster semi teratur

L¢(4,0; 1,4).

Pada Gambar 3.4 terlihat bahwa setelah mensubstitusi nilai p dan
menambahkan label busur pada Gambar 3.3, maka akan diperoleh suatu bilangan
ajaib untuk masing-masing (a), (b), dan (c) yaituk =1+88+89 =178,k =1+
79+ 80 =160,dank =1+ 59 + 60 = 120.

Pada Teorema 2.1 telah dijelaskan bahwa dual dari pelabelan total busur ajaib

b -busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib
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(v — b)-busur berurutan. Berdasarkan teorema tersebut, diperoleh Akibat 3.1 dimana
nilai b pada Akibat 3.1 adalah banyak simpul v dikurangi dengan nilai b pada

Teorema 3.1.

Akibat 3.1. Setiap graf lobster semi teratur, L, (r, 0; 1,7), memiliki pelabelan total
busur ajaib b-busur berurutan dimana
(2|31 -1 n=1mod4
2
b=42|3, n=2mod4

P

LZB n = 0mod 4

Contoh pelabelan dual dari Gambar 3.4 (c), yaitu PTBA b-busur berurutan
pada graf lobster semi teratur, Lg(4, 0; 1,4), ditunjukkan pada Gambar 3.5.

65 64 63 62 58 55 52 49 47 46 45 44
8 9 19 22 30 31
7 10 16 25 29 32
1 8 3 6 4 g 33 43
6 4 2
12 27 34
5 3 1
14 23 15 24 35 38
17| 2 1 21 3 3
59 5 53 50 60 57 54 51 42 41 40 39

Gambar 3.5. PTBA 6-busur berurutan pada graf lobster semi teratur L (4, 0; 1,4)
dengan k = 78.

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa pada pelabelan total busur ajaib
b-busur berurutan didefinisikan pelabelan dual dan simpul-simpul pada pelabelan
dual dilabel dengan cara mengurangkan v + e + 1 dengan label simpul yang terkait.
Contohnya, pada Gambar 3.5 terlihat bahwa simpul ¢; yang semula diberi label 60
pada Gambar 3.4 (c) berubah menjadiv+e +1—f(c;) =33+32+1—-60 =
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66 — 60 = 6. Nilai b pada pelabelan dual dari graf lobster semi teratur Ls(4, 0; 1,4)
adalah b = 6. Dengan demikian pelabelan dual untuk PTBA 27-busur berurutan pada
graf lobster semi teratur Lg (4, 0; 1,4) (Gambar 3.4.c) adalah PTBA 6-busur berurutan
pada graf lobster semi teratur Lg (4, 0; 1,4) dengan k = 78. Pada subbab selanjutnya
akan diberikan konstruksi pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan pada graf

lobster semi teratur L, (,0; 1, s).

3.2  PTBA b-Busur Berurutan pada Graf Lobster Semi Teratur L, (r,0; 1, s)

Graf lobster semi teratur L,, (r, 0; 1, s) adalah graf lobster dengan t = 2
dimana n adalah banyaknya simpul pada lintasan, » dan 0 menyatakan banyak simpul
yang berjarak 1 dan 2 dari simpul ganjil pada lintasan, dan 1 dan s menyatakan
banyak simpul yang berjarak 1 dan 2 dari simpul genap pada lintasan. Pelabelan total
busur ajaib (PTBA) b-busur berurutan pada graf lobster semi teratur, L, (7,0; 1, s),

diberikan pada Teorema 3.2.

Teorema 3.2. Setiap graf lobster semi teratur, L, (7, 0; 1, s), untuk n # 3 mod 4

memiliki PTBA b —busur berurutan dimana

{(2[%]—1)r+(2[;—l]—2)(s+1), n =1mod 4
bzlrz—l(r+s+1), n = 2 mod 4.
LZ[%J(r+s+1), n = 0 mod 4

Bukti.

Nyatakan I = {1,2,..n}, ] ={1,2,..,r},dan S = {1, 2,.., s}. Kemudian
beri penamaan untuk setiap simpul-simpul dari graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1, s)

yaitu, ¢; adalah simpul ke-i pada lintasan dimana i € I, u{ adalah simpul daun ke-j

pada simpul ke-i dari simpul pada lintasan untuk i ganjil,i € I dan j € J, v; adalah
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simpul daun ke-i dari simpul pada lintasan untuk i genap, i € I, dan v{ adalah simpul
daun ke-j pada simpul daun ke-i dari simpul pada lintasan untuk i genap, i € I dan
j € S. Penamaan simpul-simpul dari graf lobster semi teratur, L,,(r, 0; 1, s)

ditunjukkan pada Gambar 3.6.

Gambar 3.6. Penamaan simpul dari graf lobster semi teratur L, (r,0; 1, s) .

Nyatakan,
2(2[3]=1)r+2(2[z| -2)s+2(2[5] + [3|=3), n=1mod4

p= n(r+s+1)+2l%]—1, n = 2 mod 4 (3.9).
4[%J(r+s+1)+2lgl—1, n = 0 mod 4

Kemudian label simpul-simpul dari graf lobster semi teratur, L, (1, 0; 1, s),

dengan cara seperti berikut.

(! L e :
|0+ 1D+ s, i=2mod4,i€l
) =41 3.10
fe) E(T+S+1), i=0mod4,i€l (3.10)
p+i i =1,3mod4,i €1
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() =

(%(r+s+1)+j, i=1mod4,i€l;je]

Iﬂ(r+1)+ﬂs+:«;j, i=3mod4i€l;jE);r<s

iE1 133 (3.11)
T(r+1)+75+3j, i=3mod4,i€l;j=12,..,5s;r>s
k%(r+1)+?s+3j—2, i=3mod4,i€l;j=s+1,..,r;r>s
fw)=p+i , i =0,2mod4,i €1 (3.12)
fw)) =

Sr+ 2 (s + 1)+ 3, i=2mod4,ic;jE€S;r>s

%r+%(s+1)+3j, i=2mod4,ic€lj=12 .., r+1;r<s
%r+%(s+1)+3j—1, i=2mod4, i€l j=r+2.,5;7r<s
{Z2r+=(s+1)+3j—1, i=0mod4i€jEST>s (3.13)

2
%r+%(s+1)+3j—l, i=0mod4,i€l; j=12,....,r+1;r<s
Zr+2(s+D+3-2 i=0mod4 i€l j=r+2,.,57<s

%r+%(s+1)+j+1, i =ndimanan=2mod4,i€; jES

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa label-label simpul dari graf lobster semi
teratur L, (r, 0; 1, s) membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah

sejauh e. Nyatakan,

Li ={f(c)li =2mod4,i €}

- = 4[*2]-2 i~
={%(r+1)+¥s,g(r+1)+62—25,...,%(r+1)+——[41 s}

={(r+1)+,3(r+1)+25,...,(2["T‘1 —1)(r+1)+(2 "—‘1]—2)5}.

4
L, ={f(c;))|li =0mod 4,i € I}
= {%(r+s+ D0 +s+1),...2 EJ (r+s+ 1)}

= {Z(r +s+1),4(r+s+1),..,2 EJ (r+s+ 1)}'

L; ={f(c;)]i =1,3mod4,i € I}

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA Ul, 2012



45

={p+1p+3p+5..p+2[z|-1}

Ly = {f(u)|i=1mod4,i € I;j € J}

={—(r+s+1)+1 S s+ D42, s+ D+ s+ 1) +
Lo, +s+1)+7.. H (r+s+1)+1 M(r+s+1)+r}
1Ty r 2

= {1,2,...,r,2(r+s+ D+1,.20r+s+1)+7, (2 [’ﬂ —2) (r+s+1)+

1,...,(2 [;—l]—z) (r+s+1)+r}.

={f())|i =3 mod 4,i € I;j €}
:{%H1)+3’2;35+3,32;1(r+1)+§s+6,...,32;1<r+1>+32;35+

_ _ = _ 4|5 -1-1
3r,771(r+ 1) +7—35+3, ...,u(r+ 1) +Es+3r,...,#(r+ 1) +

—4[%1;1_35 $3, ...,—4l4J r+1)+-2— L*J %5+ 3r}

={(r+1)+3,(r+1)+6,...,(r+1)+3r,3(r+1)+25+3,...,3(r+1)+25+
3r,...,(2 [;—‘J —1) (r+1)+(2 [;—lj—z)s+3,...,(2 E] - 1) r+1)+
(23] -2)s+ 3r}.
Lg = {f(u/)|i=3mod4,i€l;j =123, ..,5}
= {32;1(r+ D+25 43,20+ D +"5+6,., @+ D+ s+
7-1 7-3 I4J
3(5),T(r+1)+75+3,. ( +1)+ S+3(s) (r+1)+

—4EJ;1_35 +3, ...,—4EJ;1_ (r+1)+-2— L*J S5+ 3(5)}
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={(r+1)+3,(r+1)+6,...,(r+1)+3s,3(r+1)+25+3,...,3(r+1)+25+
3s, (2 3] —1) (r+1)+(2 5] —2)s+3,...,(2 3] - 1)(r+ 1+
(2]3]-2)s +3s}.
L; = {f(u{)|l =3mod4,i€l;j=s+ 1,...,r}

={32;1(r+1)+32;35+3(s+1)—2,32;1(r+1)+32;35+3(5+2)_2""'32;1(r+

D+2s+3r—2, G+ D+ s +36+ D) = 2,0, -+ D+ 205 +

3r—z,...,@(r+1)+4mzjs+3(s+ 1)-12, ...,@(r%— 1)+

e S|

={(r+1)+3(s+1)—2,(r+1)+3(s+2)—2,...,(r+1)+3r—2,3(r+1)+

ZS+3(S+1)—2,...,3(r+1)+25+3r—2,...,(2 [%J—1) r+1)+

(2[%] —2)s+3(s+1)—2,...,(2[%]—1)(r+1)+(2l%]—2)s+3r—2}.
Lg ={f(v;)]i =0,2mod 4,i € I}
= {p+2,p+4,p+6, ...,p+2[’2—lJ}.

Lg z{f(v{)|i =2mod4,i EI;jES}

={§r+22;2(s+1)+3,%r+22;2(s+1)+6,...,§r+%(s+1)+35,§r+

62;2(s+1)+3,...,§r+62;2(s+1)+35,...,4[%]_27‘+4n4;1l_2_2(s+1)+

3., % oy 4[714;12_2_2 (s+1)+ 35}
={r+3,r+6,.,7+353r +2(s + 1) +3,.. 3r + 2(s + 1) +3s,..., (2| | -

1)r+(2 %]—2)(s+1)+3,...,(2[’%1 —1)r+(2[’14;1 —2)(s+1)+3s}.
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L ={f(v])|i=2mod4,i € ;j =123,..,r +1}

{Er+%(s+ D +3,5r +2(s+ D)+ 6,57 + 2 (s+ D) + 30+ 1), 57+

— - [~ -2 —2-2
62—2(5“)+3'---'9r+62—2(s+1)+3(r+1),...,I‘*Z] e ] (s +

3. 2

-2
s+ +3(0r+ 1)}

= {r+3,r+6, o +3r+D3r+2(s+1)+3,..3r+2(s+1)+3(r +

(25 - )+ 2[5 -2) s+ D +3 (2[5 - 1)+

4
( [— —2)(s+1)+3(r+1)}

Lyy ={f(17{)|i =2mod4i€l;j=r+2,..,5}

={Er+22;2(s+1)+3(r+2)—1,§r+22;2(s+1)+3(r+3)—1,...,3r+

;Z(s+1)+3s—1,§r+62;2(s+1)+3(r+2)—1 ,ET+E(5+1)+35—

LA e EEES

i (s+1)+3(r+2)

[——2 2

(s+
1)+3s—1}

={r+3(r+2)—1,r+3(r+3)—1,...,r+3s—1,3r+2(s+1)+3(r+2)—

1, i T S mt—— ( [— —1)r+( [— —2)(s+1)+
30r+2) =1, .., ( [— —1) (2[’% —2)(s+1)+3s—1].
Ly, = {f(v)|i=0mod 4,i € I;j € S}

4-2

={—r+—(s+1)+3—1 r+—(s+1)+6—1 r+—(s+1)+

35— 1,22 r+—(s+1)+3—1 82, (s+1)+3s L*J_
“[Zzﬁ(s_i_1)+3_1’."}4[sz7,+4[22£(5+1)+35_1}
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= {r+2,r+5, T +35=13r+2(5+1)+2,...3r +2(s + 1) + 35 —

1,(2[%J—1)r+(2EJ—2)(5+1)+3—1,...,(2FJ—1)r+(2l%J—2)(s+

4
1) +3s — 1}.

Liz={f(v])|i=0mod4,i€;j =12,..,r+1}

4-2

:{TH‘*Z:*(H1>+3_1,42;2r+42;4<5+1)+6_1,...,42;2r+$(5+1>+

3(r+1)—1,82;2r+82;4(s+1)+3—1,...,82;2r+82;4(s+1)+3(r+1)—

1, ...,$r+4l%zﬁ(s+l)+2, ...,All%zjr+¢(s+l) +3(r+1)— 1}

E {r+ 2,7 +5,.,r+30r+ 1) —13r+2(s+1)+2,...3r +2(s + 1) +

3(r+1)—1,...,(2 [%J—l)r+(2 EJ—Z)(5+1)+2,...,(2 EJ—l)r+

(2[ﬂ—2)(s+1)+3(r+1)—1}.
Ly ={f(w)|[i=0mod4,i€l;j=r+2..,s}

={42;2r+$(s+1)+3(r+2)—2,42;2r+42;4(s+1)+3(r+3)—2,...,4‘

2
5 r+
42;4(s+1)+3s—2,82;2r+82;4(s+1)+3(r+2)—2,...,82;2r+82;4(s+1)+
4l= |2 4|=|-4 L ) 4|>|-4
35—2,...,%r+%(s+1)+3(r+2)—2,...,%r+%(5+1)+

35—2}

={r+3(r+2)—2,r+3(r+3)—2,...,r+3s—2,3r+2(s+1)+3(r+2)—

2,...,3r+2(s+1)+35—2,...,(2EJ—1)r+(2[%]—2)(s+1)+3(r+2)—

2,...,(2 EJ—1)r+(2EJ—2)(s+1)+3s—2}.
Lis ={f(v{)| i =ndimanan = 2mod 4,1 EI;jES}

_fr, 2 nL oy n2
—{2r+ > (s+1)+1+1,...,2r+ > (s+1)+s+1}.
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Berdasarkan pendefinisian fungsi dari label simpul, maka selanjutnya
pembuktian akan dibagi menjadi tiga kasus, yaitu untuk n = 1 mod 4, n = 2 mod 4,
dan n = 0 mod 4 . Himpunan label-label simpul dari graf lobster semi teratur,
L,(r,0;1,s), diperoleh dari gabungan himpunan L, L,, ..., L15 sesuai dengan kasus-

kasus yang telah disebutkan, yaitu:
Kasus 1: n = 1 mod 4

={r+D+30+D+2s..,2[|-1) e+ D+ (2[5]-2)s} v
{2(r+5+1),4(r+5+1), w2 EJ (r+s+ 1)}U{p+1,p+3,p+5,...,p+
2[3] - 1}u{1,2, 20 +s+ D) +1, .. 200 +s+1) +1, (2 3] —2) (r+s+

1)+1,...,(2E]—2)(T+s+1)+r}U

{(r+1)+3,(r+1)+6,...,(r+1)+3r,3(r+1)+25+3,...,3(r+1)+25+
31',...,(2[%]—1)(r+1)+(2EJ—2)5+3,...,(2EJ—1)(r+1)+
(ZEJ—2)s+3r}u{(r+1)+3,(r+1)+6,...,(r+1)+35,3(r+1)+25+
3,...,3(r+1)+25+35,...,(2E]—1)(r+1)+(2EJ—2)5+3,...,(2EJ—
1)(r+1)+(2EJ—2)s+3s}u{(r+1)+3(s+1)—2,(r+1)+3(s+2)—
2., r+1)+3r—23(r+1)+2s+3(s+1)—2,..,3(r+ 1)+ 2s + 3r —
(2H—1)(r+1)+(“ 2)s+36+1D-2...(2[5-1)c+D+

(2[%]— 2)s+3r—2fu{p+2p+4p+6,.p+ 2[5} U

{r+3r+6 ,r+35,3r+2(s+1)+3,...3r+2(s+ 1)+ 3s, .. ( nT_l]—

1)r+([ ] 2)(s+1)+3 ([——1)r+([ ] 2)(s+1)+3s}

{r+3 r4+6,..,r+30r+1),3r+2(s+1)+3,..3r+2(s+1) + 30 +

B I 1= e IR E T =
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(2["4;1 —2)(s+1)+3(r+1)}u{r+3(r+2)—1,r+3(r+3)—1,...,r+
35—1,3r+2(s+1)+3(r+2)—1,...,3r+2(s+1)+3s—1,...,(2[n4;1 -
1)r+(2[n4;1]—2)(s+1)+3(r+2)—1,...,(2[n4;1 —1)r+(2["4;1]—2)(s+
D+3s—1fu{r+27r+5.,7+3s—13r+2(s+ 1) +2,..3r + 2(s + 1) +
33—1,(2[%]—1)r+(2l%]—2)(5+1)+3—1,...,(2EJ—1)7’+(ZEJ—

2)(s+1)+3s—1}u

{r+2,r+5,...,r+3(r+ 1)-13r+2(s+1)+2,....3r+2(s+1)+3(r+1)—

1,...,(2[%]—1)r+(2EJ—2)(s+1)+2,...,(2EJ—1)r+(2l%]—2)(s+
1)+3(r+1)—1}u{r+3(r+2)—2,r+3(r+3)—2,...,r+3s—2,3r+

2(s+1)+3(r+2)—2,...,3r+2(s+1)+3s—2,...,(2 El—l)r+

(ZEJ—2)(s+1)+3(r+2)—2,...,(2[%]—1)r+(2[1—1J—2)(s+1)+35—2}

={12,...(2[5]-1)r + (2 E]—2)(s+1)}u{p+1,p+2,...,p+2[§]—1}.
Kasus 2: n = 2 mod 4

n—1

={(r+1)+,3(r+1)+25,...,(2 T]—l)(r+1)+(2[”4;1]—2)s}u...u
{;—lr+nz;2(s+1)+1+1,...,%r+nz;2(s+1)+s+1}
2{1,2, ...,%(r+s+1)}u{p+1,p+2,...,p+2EJ}.
Kasus 3: n = 0 mod 4
F(V)=L UL, UL UL ULsULgUL,ULgULgULygULy; ULy ULyz ULy,

={(r+1)+,3(r+1)+25,...,(2["T‘1 —1)(r+1)+(2[n4;1]—2)s}u...u

{r+3(r+2)—2,r+3(r+3)—2,...,r+3s—2,3r+2(s+1)+3(r+2)—
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2,...,3r+2(s+1)+35—2,...,(2 [ﬁ —1)r+(2 H—z)(s+1)+

4—J
3(r+2)—2,...,(2[%]—1)r+(2EJ—2)(s+1)+35—2}

={1z2..2f|c+s+Djufp+ip+2.p+2[5]}

Terlihat bahwa himpunan label-label simpul dari graf lobster semi teratur,
L,(r,0;1,s), membentuk dua himpunan bilangan berurutan, yaitu:

(1. 2[5 -1)r+ (2[5]=2) s+ D}u{p+ 1.+ 25| -1}, n=1mod4
fn =i +s+nfu{p+ 1.0+ 2[5} n =2 mod 4 (3.14).
k{l,...,z EJ (r+s+1)}U{p+ 1,...,p+2[§]} ) n = 0 mod 4

Dari ketiga himpunan label-label simpul tersebut diperoleh tiga nilai b yang berbeda,

yaitu

{(2[%]—1)r+(2[%]—2)(S+1), n =1mod 4
= %(r+s+1), n =2 mod 4.
2[%](r+s+1), n = 0 mod 4

Pada graf lobster semi teratur L,, (r, 0; 1, s) diketahui bahwa

_I(Zm—1)r+(2[%]—2)s+2([%]+E]_2)’ = 1mod

Srt+s+ 1) +2[5 -1, n =2 mod 4 (3.15) .

ZEJ(r+s+1)+2BJ—1, n = 0 mod 4

Apabila persamaan (3.9) disubtitusikan ke persamaan (3.14), maka akan diperoleh
bahwa jarak antara kedua himpunan label-label simpul adalah sebesar (p + 1) —

(b + 1) = p — b yang hasilnya sama dengan persamaan (3.15), yaitu:

e Untukn=1mod4,p—-b=[2(2[5|-1)r+2(2[}]-2)s+2(2[3]+

-9 [CE - )+ P -2) 6+ 0] = @I 1) + (o[-
2)s+ 2]+ [ -2) =
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e Unkn=2mod4,p—b=[nGr+s+D+2[5|-1|-[Fr+s+1|=
;—l(r+s+1)+2l%J—1=e

e Untukn=0mod4,p—b=[4[}|+s+n+25|-1]- 25| ¢ +s+
1)]=2EJ(1’+5+1)+ZEJ—1=6.

Dengan demikian, himpunan label-label simpul pada graf lobster semi teratur

L, (r,0;1,7) membentuk dua himpunan bilangan berurutan yang terpisah sejauh e.

Selanjutnya akan ditunjukkan pula bahwa himpunan W = {f(x) +
f(y)| xyeE} dari graf lobster semi teratur L,, (r, 0; 1, s) membentuk himpunan yang
terdiri dari e bilangan bulat positif berurutan. Pembuktian akan dibagi menjadi empat

kasus sesuai dengan pendefinisian fungsi dari label simpul pada graf, yaitu:

Kasus 1: ciu{ untuk 1 <i <2 [g] —1,i € I dimana n # 3 mod 4 danj € J.
Kasus 2: ¢ic; 1 untuk 1 <i<n-—-1,i €.

Kasus 3: ¢c;v; untuk 1 < i < 2 [%Jz el

Kasus 4: viv{ untuk 1 <i <2 BJL € ldanj € S.

Pembagian kasus-kasus menjadi empat kasus yang sesuai dengan

pendefinisian fungsi dari label simpul pada graf ditunjukkan pada Gambar 3.7.
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Gambar 3.7. (a) Kasus 1 (b) Kasus 2 (c)Kasus 3 (d) Kasus 4.
Kasus 1: ciu{ untuk 1 < i < 2[%] —1,i €/ dimana n # 3mod 4danj €.

Pada kasus 1 pembuktian akan dibagi menjadi empat subkasus, yaitu untuk

i =1mod 4 dan i = 3 mod 4.
Untuk i = 1 mod 4 danj € J,

wy = f(c)+ ful)

i—1
2

=p+i+ () -y

=p+=(r+s)+—+].

Substitusikan i = 1 mod 4 dan j € ] maka akan diperoleh himpunan

wy = {{f(c) +f(u{)}|i =1mod4,i€l danj€] }
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={p+%(r+s)+32;1+1,...,p+12;1(r+s)+32;1+r'l’+¥(r+5)+15z_1+

_ _ 4|%-3-1 3(4|%-3)-1
1,...,p+52—1(r+s)+%+r,...,p+%(r+s)+%+ 1.0+

4[1];3—1 ris)t 3(4[1]2—3)—1 N r}

:{p+2,...,p+r,p+2(r+s)+8,...,p+2(r+s)+7+r,...,p+(ZEI—Z)(?‘+
s)+(6[;—l]—5)+1,...,p+(2[%]—2)(r+s)+(6[£]—5)+r}.

4

Untukr < s,i =3 mod4danj €/,

wy = f(c) + fu)

i—1 i—
> r+1+

3
=p+i+ s+3j

i—1 i—3 3i—1 -
=p+—r+—s+—+3j.

Substitusikan i = 3 mod 4 dan j € J maka akan diperoleh himpunan

W, = {{f(Ci) +f(u{)}|i =3mod4,i€] danj €] }

3—-1 — 7 3—-1 3-3 9—-1 7-1 7-3
{p+TT+TS+T+ 3,...,p+TT+TS+T+3T‘,p+TT‘+TS+

21-1 s, 7 =3P ) afzl-1-1_afz]-1-3
— Rl S T T

S+

3(4[1—‘]2—1 )-1 - 4[%51 r P 4[1—1J;1 =y i 3(4[%]2—1 -1 N 3r}

={p+r+7,...,p+r+4+3r,p+3r+25+13,...,p+3r+25+10+3r,...,p+

(2[%]—1)”(2 l;—lJ—2)S+(6EJ—2)+3,...,p+(2EJ—1)r+
(2[5]-2)s +(6[3] -2) +3r}

Untukr >s, i=3mod4danj=1,2,3,..,s,

ws = f(c) + f(ul)
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i i
=p+i+ r+1)+ s+ 3j

i—1 i—3 3i— .
=p+17r+175+171+ 3j.

Substitusikani = 3 mod 4 danj = 1,2, 3, ...,s maka akan diperoleh himpunan

ws ={{f(c)+ f@h)|i=1mod4,i€ldanj=123,.,s}

={p+32;1r+%s+%+ p DT+ Es 3 p b o+ s

21-1 7o Ngts iy 4|z[-1-1 4f7[-1-3
= +3.pt5Trt—st—+35.,p+ L‘Jz r+ L‘Jz s+

2
3(4[%]—1)—1 g N 41%1_1_11‘ N 4[%]—1—3 » 3(4[%]—1)—1 y 35}

2 o 2 2 2

={p+7+7, . p+T+4+35,p+3r +25+13,..,p+3r +25+ 10 +35,..,p +
Ll =1)r+ [ -2)s+ (6] =2) +3. o+ (2[3] - 1)+
(2l -2)s+ (o [5] -2) +35}

Untukr>s, i=3mod4 danj=s+1,..,7

wy = fle) + f(ul)

2

—p+l+ (r+1)+ s+3j—2

i—1 =S S35 »
=p+17r+175+l7+ JF

Substitusikan i = 3 mod 4 danj = s + 1, ..., maka akan diperoleh himpunan

W4:{{f(Ci)+f(u{)}|iE3m0d4-,i€1danj=s+1,...,r }

={p+32;1r+32;35+92;5+3(s+1), ..,p+—r+— +—+3 ,p+—r+

- 4|rf-1-1
s+ 24306+ 1), p+ r+ s +212—5+3r,...,p+Lr+
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4[%];1—3 - 3(4[%]2—1)—5

.

={p+r+2+3(s+1),...,p+r+2+3r,p+3r+2$+8+3(s+1),...,p+3r+
25+8+3r,...,p+(2EJ—1)r+(ZEJ—2)S+(6[%]—4)+3(s+1),...,p+

(2[5 =1)r + (2[i] - 2)s(6[gf=2) + 37}

4[%]—1—1r N 4[%]—1—3 ot 3(4[%]—1)—5 N

+3(s+1),...,.p+ > > 5

Kasus2:c¢ici.quntuk 1<i<n—1,i €l.

Pada kasus 2 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus, yaitu untuk
i =1,3mod4dan i = 0,2 mod 4.

Untuki =1,3mod 4 dan (i + 1) = 2 mod 4,

ws = f(c) + f(ciy1)

1 s 12
r+D+——F—s

il

=p+r+ s+

Substitusikan i = 1 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

Wws = {{f () +f(ci+1)}|i = 1mod4,i € I}

n—1
1+1 1-1 3+1 eI 5-1 15+1 4[—]-3 +1
{p+—+ rHs+ I pt ks = ,...,p+—[4 —r+

A= ]3 -1 +3(4[ ]3)+1}

2

={p+r+2,p+3r+25+8 ,p+(2 T]—l) (2 nT_l]—Z)s+

(s[5 =)
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Untuki = 1,3mod 4 dan (i + 1) = 0 mod 4,
we = f(c;) + f(ci+1)

i+1

=p+i+

(r+s+1)

i+1 i+1 3i+1
Sptg st

Substitusikan i = 3 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

W6 = {{f(cl) +f(Ci+1)}|i = 3mod 4,l € I}

n n
3+1 3+1 9+1 7+1 7+1 21+1 4|71 +1 47|—-1+1
Z{p+TT+TS+T,p+TT+—S+— l4J l4J

5 Ry 5 r+ 5 s+
3(4[%]—1 )+1}
2

={p+2r+2s+5p+ar+as+11,..p+ (2[3])r+ (2[5])s + (65| - 1)}

Untuki = 0,2mod 4 dan (i + 1) = 3 mod 4,
wy = f(¢;) + f(cit1)

i—2
2

i
ZE(T+1)+ S + pag——

i i—2 3i+2
—p+2r+ 7 S + S

Substitusikan i = 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan
Wr = {{f () + f(ciy)}|i =2 mod 4,i €1 }

={p+§r+22;zs+ﬂ p+irs i B2 G s

> 5 5 4 5 r+ 5 s+
3(4[3]-2 )+2}
2

={p+r+ap+3r+as+10,..p+ (2[5 -1)r+ (2[5 -2)s+ (63| - 2)}
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Untuk i = 0,2 mod 4 dan (i + 1) = 1 mod 4,
wg = f(c;) + f(€it1)
=%(r+s+1)+p+i+1
i 3i42

i
—p+57"+55+ >

Substitusikan i = 0 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

Wy = {{£(c)) + f(ci+1)}|i = Omod 4,i €1 }

_ [ B - 8 8 2442 afil-4  al-e s@[i-er+2
—{p+5r+Es+T,p+Er+Es+T,...,p+ 42 r+ 42 s+ 42

={p+2r+25+7,p+4r+4s+13,..p +(2[3]-2)r + (2[3] = 2)s +

(o[1-) 4

Kasus 3 : ¢;v; untuklsl'SZBJ,ieI.

Pada kasus 3 pembuktian akan dibagi menjadi dua subkasus, yaitu untuk
i =2 mod 4 dan i = 0 mod 4.

Untuk i = 2 mod 4,

wo = f(c;) + f(v;)

i—2

i
=§(r+1)+ stp+i

Substitusikan i = 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

Wo = {{f(c) + f(w)}|i =2mod 4,i €1 }
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> s+

2 2-2 6 6 6—2
—{p+ET+TS+E,p+ET+TS+

o)
2

={p+7‘+3,p+3r+25+9,...,p+(Z[HT_1 —1)r+(2[n4;1 —2)s+
(6[2]-9)

Untuki = 0 mod 4,
wyg = f(¢;) + f(¥)

:%(r+s+1)+p+i

=p+ ;;r == ;;s i %
Substitusikan i = 0 mod 4 maka akan diperoleh himpunan
Wio = {{f(c) +fw)}|i=0mod 4,i €1 }

2

e 4 4 12 8 8 24 4[%] 4[%]
—{p +ET+ES+7,P +ET'+ES+7,...,p+TT+TS+

:{p+2r+25+6,p+4r+4s+12,...,p+2[%]r+2[%Js+6l%J}.

Kasus 4 :v;v] untuk1 < i < 2|5],i €l

Pada kasus 4 pembuktian akan dibagi menjadi tujuh subkasus, yaitu untuk

i =2mod4dani = 0 mod 4.

Untukr >s, i=2mod4danj €S,

wiy = f(v) + f(w))
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i i—
=p+i+§r+ (s+1)+3j
=p+%r+¥s+3i2—_2+3j.

Substitusikan i = 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

Wi ={{f(v) + f@w)}[i=2mod 4,i € I danj e s}

{p+ r+ s+ 243 pir+ s+ 226, ptar s+ 0 4

1)
35,p+or+ 2+ 4 3, por + s+ 2 4 35, ,p+—4[ 2] St
A =H2-2 3@fi-2)-2 a[=]-2 A =22 s@fH-2)-2

— =3 L s+ :

b,

={p+r+5,p+r+8,...,p+r+2+33,p+3r+25+11,...,p+3r+25+8+

sk (2[57] - Dt (2[5 2)s + (6 [T =) + 3
-1 o 8 oaf 9+ )
Untukr <s,i=2mod4danj=1,2,..,r +1,

wiy = f(v) + f(w))

2
(S + L=+ 34

. i—
—p+l+2r+ >

i i—2 3i—-2
=p +ET +TS +

+ 3j.
Substitusikan i = 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

Wi, ={f@) + f))[i=2mod 4,i €1 danj=12,..,7+1]
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{p+ Sr+ls+ 243 p+ir+ s+ 2246, ,p+§r+22;zs+62;2+

3+ D, p+or+ s+ 243, p+or+ s+ 224300+ 1),

Pl ke, ) ,___,p+[zlzr+4[ L“s+

e ) ]_ )2 +3(r+1)}

:{p+r+5,p+r+8,...,p+r+2+3(r+1),p+3r+25+11,...,p+3r+
25 +8+3@ +1),p + (2[=| = 1)+ (2[| - 2)s + (6] -4) +

s @)= ) (2[5 2)s (0[5 4) 436+ )

Untuk r<s,i=2mod4danj=r+2,..,5,

wiz = f(v) + f(v])

i i—2
=p+i+§r+ > et 1) 98/ S

i i—2 3i—4
—p+5r+75+ 5

+ 3j.
Substitusikan i = 2 mod 4 maka akan diperoleh himpunan

Wi = {{f@) + f@D}i=2mod4,i €[ danj =r+2,r +3,...,5}

{p+§r+22;2s+62;2+3(r+2),p+§r+%s+62;2+3(r+3),...,p+§r+

s+ 435, p S+ s A S 43+ 2), . paT st

[12

) [ ) [ 7
4 4
T
2 + 2

4|2==|-2 2

|
G

([ ]_ )2 +3(r+2),..,p+
) )

={p+r+2+3(r+2),p+r+2+3(r+3),...,p+r+2+3s,p+3r+25+8+

3s,..,p+

3(r+2),.,p +3r+ 25 +8+3s,.,p+ (2| - 1) r + (2| - 2) s +

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA Ul, 2012



62

(651 0) 36 -2 (] 1) 2] 2)
(o[- 4) -4}

Untukr >s, i =0mod4 danj € S,

wig = f(W) + f))

—4 :
> > o - —

i—2 i—4 3i—6
=P+ T A T

+ 3j.
Substitusikan i = 0 mod 4 danj € S maka akan diperoleh himpunan

Wi ={{f ) + F@))}|i = 0mod 4,i € I danj € 5}

4-2  4-4 .
={p+7r+75+122—6+3, P+ s+ 35 p + 2+ s

242—_6 o Qr e 242__6 i 4[%2J_2r + 41%21_45 + 3(4@)_6 +
S + 4[12J—2 T 4@_4 s+ 3(4%])_6 4 35}

={p+7+6..p+7+3+35,p+3r+25+12,..,p+3r +25+9+35,..,p+
2] -1+ @[] -2)s+(6[5]-3) + 3. p+ (2[3] - 1)+
(2[5 =1)s + (s[5 -3)+ 3}
Untukr <s, i =0mod4danj =12,..,7 +1,

wis = f(v) + f(v])

-4
1 i — 1
5 5 (s+1)+3j

Substitusikan i = 0 mod 4 danj = 1, 2, ...,r + 1 maka akan diperoleh himpunan

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA Ul, 2012



63

Wis = {{f(vi) +f(v{)}| i=0mod4,i€] danj=1,2,..,r+ 1}

4-2 4—-4 12—-6 4-2 4—-4 12—-6
—{p +TT+TS+T+3.---,P+TT'+TS+

T+3(r+1),p+82;27‘+

8—4  24-6 8-2  8-4  24-6 42| -2
S Ss+——+3..ptr+—s+——+30+1),..,p +—l4i r+

4%—4 34% -6 4%—2 4%—4 34% -6
li S+([2J) +3,...,p+li T+li S+(l2J) +3(7”+1)}

:{p+r+6,...,p+r+3+3(r+1),p+3r+25+12,...,p+3r+25+9+
3+ D, p + (2[5 = 1) 7+ (2]3] = 2) s+ (65| -3) +3,..p+
(22 - 1)+ (23] -2)s + (65| - 3) +3¢- + D}.

Untukr <s, i=0mod4danj=r+2,..,s5,

wig = f(v) + f(v])

i—2

P+ —

i—4
T+T(j+1)+3j—2

i—2 i—4 3i—8
— —-—Tr+—S
B 2 + 2 + 2

+ 3j.
Substitusikan i = 0 mod 4 danj =r + 2,...,s maka akan diperoleh himpunan
Wi = {{f(vi) +f(v{)}|i =0mod4,i€l danj=r+2, ...,S}

12-8 82

—+3s,p+—71+
2 2

8-4  24-8 2 ol o afz] -2

84, 248 By, & 248 il v
> s+ > +3(r+2),...p+ > r+ 5 s+ > +3s,..,p+ 5 r+

_ {p P2 g a6 ) L p e e sy

n

il o, 30 )0 LA A U ba:
st 5 +3(r+2),..,p+ St —s+ . +3s}

={p+r+2+3(r+2),...,p+r+2+3s,p+3r+25+8+3(r+2),...,p+

3r+25+8+3s,..p+ (2|3 - 1)r+ (2[5 —2)s+ (63| - 4) + 30+
2),..,p + (2 EJ—l)r+(2 EJ—Z)5+(6EJ—4)+3S}.
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Untukr <s, i =ndimanan =2 mod4danj € S,

wyy = f() + fw))

i i—2
=p+i+§r+ > +D+j+1

=p+%r+¥s+%+3j.
Substitusikan i = n dimanan = 2 mod 4 dan j € S maka akan diperoleh himpunan

Wi, = {{f(vi) +f(v{)}| i=ndanj €S dimanan = 2 mod 4}

_2 = =
(i (. "R R R [ s+ " + 5

n n=2 3n n N2 3n n 3n
{p+57‘+75+7+ 1,p+5r+Ts+7+2,...,p+5(r+s)+7}.

Berdasarkan pendefinisian fungsi dari label simpul, maka pembuktian
selanjutnya akan dibagi menjadi tiga kasus, yaitu untuk n = 1 mod 4, n = 2 mod 4,
dann = 0 mod 4 . Himpunan W = {f(x) + f(y)| xyeE} dari graf lobster semi
teratur L, (r, 0; 1, s) diperoleh dari gabungan himpunan W;, W,, ..., Wi, sesuai

dengan kasus-kasus yang telah disebutkan, yaitu:
Kasus 1: n = 1 mod 4

Wis UWis UWie

={p+2,...,p+r,p+2(r+s)+8,...,p+2(r+s)+7+r,...,p+(2 E]—Z)(r+

s)+(6[%]—5)+1,...,p+(2[%]—2)(r+s)+(6[%]—5)+r}u{p+r+
7, p+r+4+3r,p+3r+2s+13,...,p+3r+25s+10+3r,...,p +
L)+ L] -2)s+ 6le] -2) 5.0 (2] - )+

(ZEJ—2)5+(6EJ—2)+3r}U{p+r+7,...,p+r+4+35,p+3r+25+

13,..,p+3r +25 + 10+ 3s,..,p + (2|3 - 1) r + (2|3 - 2) s + (63| - 2) +

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA Ul, 2012



65

3,...,p+(2l%J—1)r+(2[%]—2)5+(6EJ—2)+35}U{p+r+2+

3(s+1),..,p+r+2+3rp+3r+2s+8+3(s+1),..,p+3r+2s+8+
3r, o+ (2[5 = 1) 7+ (25| - 2) s+ (6]5] - 4) + 3G+ 1), p +
(ZEJ—l)r+( H—Z)s+( H—4)+3r}u{p+r+2,p+3r+25+
s (2= 1)r+ (2[5 2) s (6]~
{p+2r+25+5,p+4r+4s+11 P+ (2 H)r+( H)s+(6H 1)}u
p+r+ap+3r+2s+10,..,p+ (2|3 -1)r+ (2[5 -2)s+(6[3] -2)}u
{p+2r+25+7,p+4r+4s+13,...,p+( H—z)r+(2H—2)s+
(6[5]-5)ulp+r+3p+3r+as+9,. p+ (2[]-1)r+ (2[5 -
2)s+(6[=|-3)julp+2r+2s+6p+4r+4s+12,.p+2[3r+
2[g]s +6[3]}v

{p+r+5p+r+8 p+T7+2+3s,p+3r+25s+11,..,p+3r+2s+8+

et (2[5 =)+ (2[5 = 2) s + (5] - )+,
([ |- 1) 7+ (2[==| = 2)s + (6] -4) + 35} u {p+r+5,p+r+

8.,p+r+2+3(r+1),p+3r+2s+11,..,p+3r+2s+8+3(r+

D, ep + (22~ D)+ (222 - 2) s+ (]2 <4) + 3....
=)+ @[] -2)s+ (6] 5] -4) + 30+ D}v {p+r+2+

3r+2),p+r+2+3(r+3),..p+r+2+35,p+3r+2s+8+ 30+

2),...p+3r+25 +8+3s,..,p+ (2[5 - 1)r+ (2[5 - 2) s +

(6] -4) +30 +2), ..o+ (2[5 - 1)r+ (2[5 - 2) s + (6 [57] -

4)+3s}u

{p+r+6,...,p+r+3+3s,p+3r+25+12,...,p+3r+25+9+3s,...,p+

(@i =17+ (2[i]=2)s + (6[i] =2) +3 -+ (2 - 1)r+
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(ZEJ—1)S+(6EJ—3)+35}U{p+r+6,...,p+r+3+3(r+1),p+3r+

25+12,..,p +3r + 25+ 9+ 30 +1,..,p + (2[5 - 1) r + (2[5 - 2) s +

(65]-3)+3 o+ (25| -1)r+ (23] -2)s + (]3] - 3) + 3¢ + D} u
{p+r+2+3(r+2),...,p+r+2+3$,p+3r+2$+8+3(r+2),...,p+3r+

25+8+33,...,p+(2l%]—1)r+(2l%]—2)5+(6EJ—4)+3(r+2),...,p+

(2[z] = 1)r+ (2[5 -2)s+ (6 [5] - 4) + 35}
={p+2p+3,..0+(2[5| -1)r+(2[z| - 2)s + (6[3] - 5)}.

Kasus 2: n = 2 mod 4

Wig U Wis U Wi U Wy

={p+2,...,p+r,p+2(r+s)+8,...,p+2(r+s)+7+r,...,p+(2[%]—2)(r+
s)+(6E]—5)+1,...,p+(2[%]—2)(r+s)+(6[%]—5)+r}u...u
p+3r+ s+ T+ Lp+or + 254 T+ 2 p +5(r +9) + 3
={p+2p+3.p+s0+5) +).
Kasus 3: 7 = 0 mod 4

W =W, UW, UW; UW, UWs UWsUW, U Wy UWyU Wy UWyy UWy, UWs U
Wig UWis U Wie

={p+2,...,p+r,p+2(r+s)+8,...,p+2(r+s)+7+r,...,p+(2[%]—2)(r+
s)+(6E]—5)+1,...,p+(ZE]—2)(r+s)+(6E]—5)+r}U...U

{p+r+2+3(r+2),...,p+r+2+35,p+3r+25+8+3(r+2),...,p+3r+
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25+8+3s,..,p+ (23| - 1)r+ (23] - 2)s + (65| - 4) + 3¢ +2), .0 +

(2[3] =)+ (2[3] - 2)s+ (s [5] - 4) + 35}
={p+2p+3..p+2[f|c+s+67}

Terlihat bahwa himpunan W dari graf lobster semi teratur L, (r,0; 1,7)
membentuk himpunan yang terdiri dari e bilangan bulat positif berurutan, yaitu:
(fp+2p+3..p+ (2[5 -1)r+(2[3]-2)s+(6[5|-5)}, n=1mod4
W= {p+2,p+3,...,p+%(r+s)+37n}, n=2mod4.
|
k{p+2,p+3,...,p+2[%](r+s)+6l%j}, n = 0 mod 4

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh, karena himpunan label-label simpul
dari graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1, s) membentuk dua himpunan bilangan
berurutan yang terpisah sejauh e dan himpunan W = {f(x) + f(y)| xyeE}
merupakan himpunan yang terdiri dari e bilangan bulat positif berurutan, maka
terbukti bahwa graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1,7) memiliki PTBA b - busur
berurutan dengan

((2[3]-1)r+ (25| -2) s+ 1), n=1mod4
b= %(r+s+1), n=2mod4. m
kZEJ(r+s+1), n = 0 mod 4

Berdasarkan Lemma 3.1, bilangan ajaib dari pelabelan total busur ajaib b-
busur berurutan adalah k = b + e + w dengan w = min(W) = p + 2. Kemudian
akan dicari nilai dari bilangan ajaib k. Substitusikan persamaan (3.15) dan nilai-nilai

b, maka akan diperoleh:

(p+2(2[;—l]—1)r+2(2E]—2)s+2(2E]+[%]—4), n=1mod 4
k=!p+n(r+s+1)+2[%]+1, n=2mod4 (3.16).
p+8EJ(r+s+1)+2lrz—lJ+1, n = 0 mod 4
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Dengan mensubstitusi persamaan (3.9) ke persamaan (3.16), maka diperoleh:

{4(2[2—11—1)r+4(2[%]—1)5+2(4E]+2E]—7), n=1mod 4
k= 2n(r+s+1)+4l§J, n = 2 mod 4.
(16[2—1](r+s+1)+4[§j, n = 0mod 4

Contoh pelabelan simpul dengan menggunakan persamaan (3.10)-(3.13) pada
graf lobster semi teratur L, (7, 0; 1, s) ditunjukkan pada Gambar 3.8. Pada Gambar
3.8, terlihat bahwa label-label simpul membentuk dua himpunan bilangan berurutan.
Pada Gambar 3.8 (a) terbentuk himpunan {1,2, ...,39}dan{p + 1,p + 2, ...,p + 9},
Gambar 3.8 (b) terbentuk himpunan {1, 2, ...,36}dan{p + 1,p + 2, ...,p + 8}
sedangkan Gambar 3.8 (c) terbentuk himpunan {1, 2, ..., 27} dan{p + 1,p +
2, ..., p + 6}. Dengan demikian diperoleh nilai b yang berbeda untuk (&), (b), dan (c)
yaitu b = 39, b = 36, dan b = 27. Terlihat pula bahwa pada Gambar 3.8 akan
diperoleh himpunan W yang berbeda untuk (a), (b), dan (c) yaitu {p + 2,p +
3,.,p+48},{p+2,p+3,..,p+ 44}, dan {p + 2,p + 3, ..., p + 33} yang masing-
masing merupakan himpunan e bilangan bulat positif berurutan. Kemudian jika
disubstitusikan nilai p untuk (a), (b), dan (c) yaitu p = 86, p = 79, dan p = 59 serta
label-label busurnya, maka akan diperoleh pelabelan total busur ajaib b-busur

berurutan seperti pada Gambar 3.9.

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA Ul, 2012



69

1 2 3 7 10 13 19 20 21 25 28 31 37 38 39
22 36 \‘|:’
pOI p+5 p7 p+9
P2 p+6 p+8
9 12 15 17 14 16 24 27 30 33 35 23 26 29 32 34
(a)
1 2 3 7 10 13 19 20 21 25 28 31

VL

\:|:’ 22 \|’ 36
p+l p+3 p+5 p7
pr2 pra p+6 P8

6 9 12 15 17 5 8 11 14 16 24 27 30 33 35 23 26 29 32 34

(b)
1 2 3 7 10 13 19 20 21
6 9 12 15 17 8 11 14 16 23 24 25 26 27
(C)

Gambar 3.8. (a) Pelabelan simpul dari graf lobster Lq(3, 0; 1,5) (b) Pelabelan simpul
dari graf lobster Lg(3,0; 1,5) (c) Pelabelan simpul dari graf lobster Ly (3, 0; 1,5).
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12 3 7 10 13 19 20 2 25 28 31 37 38 39
12 15 17 11 14 16 24 27 30 33 35 23 2 29 32 34
12 3 7 10 21 25 28 31
4
5= 43
22
54 52 8 %
84 86
53 37
85 87
62 5 4o 5 9
67\ 4 45\4 47 ] 44\4
15 17 8 11 14 16 24 27 30 33 35 23 2 29 32 34
(b)
1 19 20 2t
5\ 36 s
34 22
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65
32 28
15 17 11 14 16 23 24 25 26 27

Gambar 3.9. (a) PTBA 39-busur berurutan pada graf lobster semi teratur
Lg(3,0; 1,5) (a) PTBA 36-busur berurutan pada graf lobster semi teratur Lg(3, 0; 1,5)
(@) PTBA 27-busur berurutan pada graf lobster semi teratur L (3, 0; 1,5).

Pada Gambar 3.9 terlihat bahwa setelah mensubstitusi nilai p dan
menambahkan label busur pada Gambar 3.8, maka akan diperoleh suatu bilangan
ajaib untuk masing-masing (a), (b), dan (c) yaituk =1+86+87 =174,k =1+
79+ 80 =160,dan k =1+ 59 + 60 = 120.

Pada Teorema 2.1 telah dijelaskan bahwa dual dari pelabelan total busur ajaib

b -busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib
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(v — b)-busur berurutan. Berdasarkan teorema tersebut, diperoleh Akibat 3.2 dimana
nilai b pada Akibat 3.2 adalah banyak simpul v dikurangi dengan nilai b pada

Teorema 3.2.

Akibat 3.2. Setiap graf lobster semi teratur, L, (r, 0; 1, s), memiliki pelabelan total
busur ajaib b-busur berurutan dimana

(2|3l -1 n=1mod4
b:{lzlgj, n =2 mod 4.
LZEJ n = 0 mod 4
Contoh pelabelan dual dari Gambar 3.9 (c), yaitu PTBA b-busur berurutan pada
graf lobster semi teratur Lg (3, 0; 1,5) ditunjukkan pada Gambar 3.10.

62 %, M

11 27 33

13 24 14 25 3 38
1 19\2 17/ |20\2 35, 36\37

60 57 54 51 49 61 58 55 52 50 43 42 41 40 39

Gambar 3.10. PTBA 6-busur berurutan pada graf lobster semi teratur Lg (3, 0; 1,5)
dengan k = 78.

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan bahwa pada pelabelan total busur ajaib
b-busur berurutan didefinisikan pelabelan dual dan simpul-simpul pada pelabelan
dual dilabel dengan cara mengurangkan v + e + 1 dengan label simpul yang terkait.
Contohnya, pada Gambar 3.10 terlihat bahwa simpul ¢; yang semula diberi label 60
pada Gambar 3.9 (c) berubah menjadiv+e+1—f(c;) =33+32+1—-60 =
66 — 60 = 6. Nilai b pada pelabelan dual dari graf lobster semi teratur Lg(3,0;1,5)

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Sri Wahyuni Wulandari, FMIPA Ul, 2012



72

adalah b = 6. Dengan demikian pelabelan dual untuk PTBA 27-busur berurutan pada
graf lobster semi teratur Ly (3,0; 1,5) (Gambar 3.9.c) adalah PTBA 6-busur berurutan
pada graf lobster semi teratur Lg(3,0; 1,5) dengan k = 78.
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BAB 4
KESIMPULAN

Pada bab sebelumnya telah diberikan konstruksi pelabelan total busur ajaib b-
busur berurutan pada graf lobster semi teratur L, (r,0; 1,7) dan L, (r,0; 1, s).
Berdasarkan Teorema 3.1, setiap graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1,7) memiliki
pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk n # 3 mod 4 dan diperoleh tiga
nilai b yang berbeda untuk n = 1 mod 4, n = 2 mod 4, dan n = 0 mod 4.
Berdasarkan Teorema 3.2, setiap graf lobster semi teratur L, (r, 0; 1, s) memiliki
pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk n # 3 mod 4 dan juga diperoleh
pula tiga nilai b yang berbeda untuk n = 1 mod 4, n = 2 mod 4, dan n = 0 mod 4.
Selain itu, telah dijelaskan pula bahwa pada pelabelan total busur ajaib didefinisikan
pelabelan dual. Pada Teorema 2.1 diberikan bahwa dual dari pelabelan total busur
ajaib b -busur berurutan untuk suatu graf G adalah suatu pelabelan total busur ajaib
(v — b)-busur berurutan. Oleh karena itu, diperoleh Akibat 3.1 dan Akibat 3.2 yang
merupakan hasil pelabelan dual pada Teorema 3.1 dan Teorema 3.2. Hasil

selengkapnya diberikan pada Tabel 4.1.

Tabel 4.1. Pelabelan Total Busur Ajaib b-Busur Berurutan pada Graf Lobster Semi
Teratur L, (r,0; 1,7r) dan L, (r, 0; 1, 5)

Graf Pelabelan Bilangan Ajaib
n=1mod4 | pTBA (4[5 -3)r+ k=4(af3|-3)r+
i n n n

Graf lobster semi 2 (H _ 1)-Busur 2 (4 H +2 H _ 5)

teratur Berurutan
Ly 0;L71) [ =2mod4 | PTBA nr + ~-Busur k=2n2r+1)+
Berurutan
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2(25]-1)
n = 0 mod 4 PTBAZEJ(Z?’+1)— k=167|r+
sour st |4(afs + )
n=1mod4 | PTBA 27| - 1-Busur k:2(4 % —3)r+
A ol o
n=2mod4 | pTBA 2 EJ'BUSUV k=n(l+2r)+
Berunutar s[5
n=0mod4 | PTBA 2 |2|Busur k=8%|r+4 Ej +
i
n=1mod4 | pTBA (2[3| - 1)r + k=4(2[z]-1)r+
(2 E] —2) (s + 1)-Busur | 4 (2 [3]-1)s+
(12
n=2mod4 | PTBA Z(r +s+ 1)- k=2n(r+s+1)+
Busur Berurutan 4[]
n=0mod4 | PTBA2|2|r+s+1)- |k=16[3(+s+
Graf lobster semi Busur Berurutan 1)+4 [%J
teratur n=1mod4 | pPTBA 2 E] i z (2 El ~ 1) -
L,(r,0;1,s) o 2 (2 3] ) 2) .
:
4[5 +83| -
n=2mod4 | pTBA 2 BJ'BUSUV k=n(r+s+1)
Berurutan
n=0mod4 | PTBA 2 |7|-Busur k=43 +s+
ol
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Penelitian lebih lanjut mengenai pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan
pada graf lobster semi teratur L, (r,0;,7) dan L,(r,0; 1, s) yang belum ditemukan

diberikan pada masalah terbuka berikut.

Masalah terbuka 1. Apakah graf lobster semi teratur L,, (r, 0; 1, ) memiliki

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk n = 3 mod 4?

Masalah terbuka 2. Apakah graf lobster semi teratur L, (7, 0; 1, s) memiliki

pelabelan total busur ajaib b-busur berurutan untuk n = 3 mod 4?
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