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ABSTRAK 

 

Nama  :  Paramita Ayu Pawestri 
Program Studi :  Matematika S1 Reguler 
Judul :  Penaksiran Parameter Univariate Partial Least Squares   
                           Regression Menggunakan Algoritma NIPALS (Nonlinier    
                          Iterative Partial Least Squares)   
 

        Partial Least Squares Regression adalah salah satu teknik regresi yang 
memerhatikan pola hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor.  
Teknik tersebut dapat digunakan saat terdapat korelasi tinggi antara variabel 
prediktor, banyaknya variabel prediktor yang melebihi jumlah observasi dan efek 
random pada variabel prediktor.  PLSR dengan menggunakan algoritma NIPALS, 
membentuk komponen yang merupakan kombinasi linier berbobot dari variabel 
prediktor yang digunakan untuk memprediksi variabel respon dengan metode 
Ordinary Least Squares, dimana  komponen yang terbentuk ortogonal atau tidak 
saling berkorelasi dan banyaknya komponen yang terbentuk akan lebih sedikit 
dari banyaknya variabel prediktor. 
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Komponen, Ordinary Least Squares, Partial Least Squares Regression, 
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BAB 1 
PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar  Belakang 

Analisis regresi adalah salah satu cabang dari statistika yang menganalisis 

hubungan antara  satu atau lebih variabel respon dengan satu atau lebih variabel 

prediktor. Tujuan dari dilakukannya analisis regresi adalah untuk memperoleh 

model regresi  terbaik yang menggambarkan pola hubungan antara variabel 

respon dengan variabel prediktor.  Model regresi linier yang melibatkan lebih dari 

satu variabel prediktor dan satu variabel respon disebut dengan model regresi 

linier berganda univariat.  

       Dalam suatu model regresi, seringkali diasumsikan variabel-variabel 

prediktor yang mempengaruhi variabel respon merupakan efek fixed, dimana level 

dari variabel-variabel prediktornya ditentukan dengan tujuan tertentu oleh 

peneliti. Akan tetapi, sering terjadi dalam berbagai situasi, variabel prediktor 

merupakan efek random dimana level dari variabel-variabel prediktornya dipilih 

secara random dari populasi level yang ada.  Dengan demikian, nilai variabel-

variabel prediktor yang diperoleh, tidak dapat dikontrol oleh peneliti.   

        Untuk mengetahui bagaimana pola hubungan antara variabel respon 

dengan variabel-variabel prediktor, baik dalam kasus variabel prediktor 

merupakan efek fixed ataupun random, perlu dilakukan penaksiran terhadap 

parameter model regresi. Salah satu cara untuk menaksir  parameter regresi adalah 

dengan menggunakan metode Ordinary Least Squares (OLS), tetapi dalam 

mendapatkan solusi least squares harus dipenuhi  syarat-syarat yaitu, matriks 

variabel prediktor merupakan matriks full rank, antar variabel prediktor tidak 

berkorelasi atau tidak terjadi multikolinieritas dan jumlah observasi lebih besar 

dibandingkan dengan jumlah variabel prediktor. 

         Namun, seringkali syarat tersebut tidak terpenuhi yaitu jika jumlah 

variabel prediktor jauh lebih banyak dari jumlah observasi, solusi least square 

yang diperoleh tidak unik atau tidak tunggal sehingga persamaan regresi yang 

didapatkan tidak dapat menjelaskan dengan baik bagaimana pola yang terbentuk 

antara variabel respon dan variabel-variabel prediktor.   
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Selain itu, jika terjadi variabel prediktor yang berkorelasi tinggi dengan 

variabel prediktor lain, dengan kata lain terjadi multikolinearitas, maka taksiran 

yang diperoleh menjadi kurang baik atau tidak stabil.  Ketidakstabilan ini dapat 

diamati berdasarkan nilai standar error dari taksiran parameter.  Jika nilai standar 

errornya semakin besar, maka akan menyebabkan pengujian parsial untuk 

parameter regresi menjadi tidak signifikan. Salah satu cara untuk mengatasi 

masalah multikolinearitas adalah dengan melakukan eliminasi variabel.  Eliminasi 

variabel adalah menghilangkan salah satu variabel prediktor yang berkorelasi 

tinggi dengan variabel prediktor lainnya, tetapi cara ini mempunyai kelemahan 

karena ada kemungkinan variabel prediktor yang dieliminasi signifikan dalam 

menjelaskan variabel respon, sehingga tidak ada jaminan bahwa tanpa 

menggunakan variabel prediktor yang telah dieliminasi akan lebih baik dari model 

yang menggunakan keseluruhan variabel prediktor (Montgomery et al., 2001). 

 Karena terdapat kelemahan pada teknik eliminasi variabel, sering 

digunakan suatu teknik regresi regresi lain yang disebut PCR (Principal 

Component Regression).  PCR dapat mengatasi masalah multikolinieritas tanpa 

menghilangkan satupun variabel prediktor, dan masalah dimana jumlah variabel 

prediktor lebih banyak dari jumlah observasi.  PCR mengasumsikan variabel-

variabel prediktor merupakan efek random.  Selain itu, PCR membentuk variabel 

baru yang disebut variabel laten atau komponen dimana komponen tersebut 

digunakan sebagai prediktor baru untuk memprediksi variabel respon.  Akan 

tetapi, komponen PCR yang terbentuk hanya menjelaskan variasi dari variabel-

variabel prediktor sehingga tidak ada jaminan bahwa komponen tersebut baik dan 

relevan dalam memprediksi variabel respon.  Untuk  itu dibutuhkan metode lain, 

salah satunya adalah Partial Least Squares Regression (PLSR) yang mana selain 

dapat mengatasi masalah multikolinieritas, jumlah variabel prediktor yang jauh 

lebih banyak dibandingkan jumlah observasi atau efek random pada variabel 

prediktor,  tetapi juga baik dan relevan dalam memprediksi variabel respon. 

        Partial Least Squares Regression adalah suatu model regresi yang 

dikembangkan oleh Herman Wold pada tahun 1960 dan saat ini PLSR sering 

digunakan dalam bidang chemometrics yaitu salah satu bidang terapan statistika 
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yang menganalisis data yang berhubungan dengan ilmu kimia, bidang marketing 

dan bidang lainnya. 

       Ide dasar dari PLSR adalah mendekomposisikan matriks variabel prediktor 

menjadi matriks komponen yang ortogonal dan matriks loading. Matriks 

komponen dipilih sedemikian rupa sehingga komponen yang terbentuk dapat 

menjelaskan variasi pada variabel prediktor dan variabel respon melalui fungsi 

kovariansi sampel antara setiap variabel prediktor dengan variabel respon.  Hal 

tersebut dibutuhkan agar komponen yang terbentuk tidak hanya baik dalam 

menerangkan variasi dari variabel-variabel prediktor, tetapi juga baik dan relevan 

dalam memprediksi variabel respon.  Dalam Partial Least Squares Regression, 

komponen- komponen tersebut akan berperan sama seperti variabel prediktor.   

        Untuk mendapatkan komponen dalam PLSR, terdapat dua algoritma yang 

dapat digunakan, yaitu algoritma NIPALS (Nonlinear Iterative Partial Least 

Squares) dan SIMPLS (Simple Partial Least Squares).  Dalam skripsi ini akan 

dibahas penaksiran parameter PLSR univariat menggunakan algoritma NIPALS. 

1.2 Perumusan Masalah 

1. Bagaimana cara pembentukan komponen pada PLSR serta penentuan   

     banyaknya komponen yang digunakan dalam PLSR? 

2. Bagaimana mencari taksiran parameter pada univariate partial least 

squares regression ? 

1.3 Tujuan Penulisan 

1. Menjelaskan cara pembentukan komponen  penentuan  banyaknya   

    komponen yang digunakan dalam PLSR. 

2. Mencari taksiran parameter pada univariate partial least squares   

    regression. 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



 

                                                   4                                      Universitas Indonesia 

BAB 2 
LANDASAN TEORI 

 

       Dalam bab ini akan dijelaskan mengenai matriks, variabel random 

univariat, variabel random bivariat, mean vektor, matriks variansi kovariansi 

beserta model regresi linier berganda univariat dan multivariat serta taksiran 

parameter regresi.  

 

2.1 Matriks 

 

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai definisi dasar dan notasi 

dari matriks, transpos dan trace matriks, rank matriks, invers matriks, norm dalam 

ruang Euclidean berdimensi-n serta keortogonalan. Untuk menjelaskan isi dari 

subbab ini, digunakan beberapa definisi dan teorema dari Anton.H, 2000  dan 

Rencher, 1998.  

 

2.1.1 Definisi Dasar dan Notasi 

 

Definisi 2.1.1  

        Matriks adalah angka-angka atau variabel-variabel yang disusun persegi 

atau rectangular yang dinyatakan dalam huruf  besar bercetak tebal yang dapat 

ditulis  seperti berikut : 

                                     

11 1

1

( )
p

ij

n np

a a

a

a a

 
 = = 
 
 

A

L

M L M

L

                                                   (2.1.1) 

Subscript pertama menyatakan baris dan subscript kedua menyatakan 

kolom.  Jika sebuah matriks seperti yang tertera pada persamaan (2.1.1), maka 

dapat dikatakan A adalah matriks yang berukuran n x p, dimana terdapat n baris 

dan p kolom. Apabila n = p, maka matriks A disebut matriks bujur sangkar. 

Jika a adalah matriks berukuran n x 1, maka a disebut vektor kolom, 
1

n

a

a

 
 =  
  

a M  

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



5 
 

   Universitas Indonesia 

Jika a adalah matriks berukuran 1 x p, maka a disebut vektor baris, 

1 pa a =  a L
 

 

Misalkan A adalah matriks yang didefinisikan sebagai bentuk kuadrat 

yaitu 

            [ ]
11 1 1

1
, 1

1

n n
T

n ij i j
i j

n nn n

a a x

x x a x x

a a x
=

   
   = =   
      

∑x Ax

L

L M O M M

L

 

Jika diberikan bentuk kuadrat tersebut dan ij jia a=  sehingga A menjadi matriks 

simetris, maka A disebut matriks definit positif. Matriks simetris A disebut 

matriks definit positif jika memenuhi Tx Ax  > 0 untuk semua x ≠ 0.  Salah satu 

sifat dari matriks definit positif yaitu jika A adalah matriks definit positif, maka 

elemen diagonal iia  bernilai positif.  

 

Bukti: 

Misal ix  = (0,…,0,1,0,…,0) dimana 1 berada pada posisi ke-i, maka berdasarkan 

definisi dari definit positif diperoleh  

[ ]

11 1( 1) 1 1( 1) 1

( 1)1 ( 1)( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)

1 ( 1) ( 1)

( 1)1 ( 1)( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)

1 ( 1) ( 1)

0 0 1 0 0

i i i n

i i i i i i i i n

T
i i i ii i i in

i i i i i i i i n

n n i ni n i nn

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

− +

− − − − − + −

− +

+ + − + + + +

− +





= 





x Ax

L L

M L M M M L M

L L

L LL L

L L

M M M M M M M

L L

0

0

1

0

0

0iia

  
  
  
  
  
  
  
  

   
   

 

= >

M

M

 

untuk semua i. 

Terbukti 

 

Jika A adalah matriks yang entri-entrinya berisi nol, maka A disebut 

dengan matriks nol dan jika a adalah vektor yang berisi angka nol, maka a disebut 

vektor nol. 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



6 
 

   Universitas Indonesia 

2.1.2   Transpos dan Trace Matriks     

 

 Pada matriks yang berukuran n x p, salah satu karakteristik atau sifat dari 

matriks adalah pertukaran antara baris dan kolom. Selain itu, jika matriks 

berukuran n x n atau bujur sangkar, karakteristik yang dimiliki dari matriks bujur 

sangkar selain pertukaran baris dan kolom adalah  trace.  Untuk lebih memahami 

karakteristik dari matriks tersebut, diberikan beberapa definisi dan lemma dari 

Anton.H, 2000 sebagai berikut :  

 

Definisi 2.1.2.a 

        Jika A adalah sebarang matriks m x n, maka transpos A, dinyatakan 

dengan TA , didefinisikan sebagai matriks n x m yang didapatkan dengan 

mempertukarkan baris dan kolom dari A yaitu kolom pertama dari TA merupakan 

baris pertama dari A, kolom kedua dari TA adalah baris kedua dari A, dan 

seterusnya. 

 

Definisi 2.1.2.b  

    Jika A adalah matriks bujur sangkar berukuran n x n, maka trace A, 

dinyatakan dengan tr(A), didefinisikan sebagai jumlah anggota-anggota pada 

diagonal utama A.  Trace A tidak terdefinisi jika A bukan matriks bujur sangkar. 

Beberapa sifat dari trace diantaranya adalah sebagai berikut : 

1. tr(A + B) = tr(A) + tr(B) 

2. tr(kA) = k tr(A) 

3. Jika A =
1
T

T
n

 
 
 
 
 

a

a

M , maka tr( TAA ) = 
1

n
T
i i

i=
∑a a                               

4. tr( TA ) = tr(A) 

5. tr( nI ) = n 

 

dimana k adalah sembarang skalar, nI  adalah matriks identitas berukuran n x n, 

sedangkan A dan B adalah matriks berukuran n x n. 
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Misalkan A={ }ija  adalah matriks berukuran m x n dan B= { }ijb adalah matriks 

berukuran n x m, maka tr(AB)= 
1 1

m n

ij ji
i j

a b
= =
∑∑ dimana AB=

1

n

ij ji
j

a b
=
∑ .  Berdasarkan 

sifat dari trace, tr(AB) dapat ditulis sebagai : 

tr(AB) = tr( T TB A )      

Lemma 2.1.2 

        Untuk sembarang matriks A berukuran m x n dan matriks B berukuran      

n x m, maka tr(AB) = tr(BA) 

 

   Bukti : 

                             

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
m n n m n m

ij ji ij ji ji ij
i j j i j i

tr a b a b b a tr
= = = = = =

= = = =∑∑ ∑∑ ∑∑AB BA  

   Terbukti 

 

Misalkan B berukuran n x q dan C berukuran q x n, maka berdasarkan 

lemma tersebut,   

                                 tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) 

 

2.1.3   Rank Matriks 

 

Sebelum membahas mengenai rank matriks, akan didefinisikan terlebih 

dahulu mengenai ruang vektor. Berikut ini akan dilampirkan beberapa definisi 

dari Anton.H, 2000 yang berkaitan dengan ruang vektor dan subruang. 

 

Definisi 2.1.3.a  

Anggap V adalah sebarang himpunan tak kosong dari objek dimana dua 

operasi didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan skalar.    

Penjumlahan adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap pasangan objek u 

dan v dalam V dengan suatu objek u + v, sedangkan perkalian dengan skalar 

adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap skalar k dengan setiap objek u 

dalam V dengan objek ku.  Jika aksioma berikut terpenuhi oleh semua objek u,v, 
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w dalam V dan semua skalar k dan l, maka V disebut ruang vektor, objek dalam 

V disebut vektor. 

1. Jika u dan v objek-objek dalam V, maka u + v berada dalam V. 

2. u + v = v + u 

3. u + (v + w) = (u + v) + w 

4. Ada suatu vektor nol 0 dalam V sedemikian sehingga u + 0 = 0 + u untuk 

semua u dalam V  

5. Untuk setiap u dalam V, ada suatu vektor -u dalam V yang disebut negatif 

dari u, sedemikian sehingga u + (-u) = (-u) + u = 0 

6. Jika k dan l adalah sebarang skalar dan u adalah sebarang vektor dalam V, 

maka ku ada dalam V. 

7. k(u + v) = k(v + u) 

8. (k + l)u = ku + lu 

9. k(lu) = (kl)u 

Misalkan terdapat sebarang himpunan tak kosong lainnya, misal W  

dimana W tersebut merupakan subset dari V, maka W disebut subruang dari V.  

Untuk lebih jelasnya, dapat dilihat pada definisi berikut : 

Definisi 2.1.3.b 

     Himpunan bagian W dari ruang vektor V disebut subruang vektor dari V 

jika W merupakan ruang vektor terhadap penjumlahan dan perkalian skalar yang 

didefinisikan pada V. 

 

     Selain kemungkinan terdapatnya subruang dari suatu ruang vektor, antara 

vektor satu dengan vektor-vektor lainnya kemungkinan terdapat hubungan yang 

disebut kombinasi linier.  Berikut ini akan diberikan definisi mengenai kombinasi 

linier vektor-vektor. 

Definisi 2.1.3.c 
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      Suatu vektor w disebut kombinasi linier dari vektor-vektor 1,..., rv v  jika 

dapat dinyatakan ke dalam bentuk 1 1 ... r rk k= + +w v v  dengan 1,..., rk k  adalah 

skalar. 

 

Definisi 2.1.3.d 

      Jika S = { 1,..., rv v }adalah suatu himpunan vektor dalam suatu ruang 

vektor V, maka subruang W dari V yang mengandung semua kombinasi linier 

dari vektor-vektor dalam S disebut ruang terentang oleh 1,..., rv v  dan vektor-

vektor 1,..., rv v  adalah rentang W atau dapat ditulis sebagai 

                                W = span(S) atau W = span{ 1,..., rv v } 

 

Misalkan terdapat vektor w dalam W, maka subruang W dari V yang 

mengandung semua kombinasi linier dari vektor-vektor dalam S disebut ruang 

terentang oleh 1,..., rv v  dan dapat ditulis sebagai 

                                            1 1 ... r rk k= + +w v v  

 

      Berdasarkan definisi 2.1.3.c dan d secara umum, mungkin ada lebih dari 

satu cara untuk menyatakan suatu vektor dalam V sebagai suatu kombinasi linier 

dari vektor-vektor dalam suatu himpunan rentang. Definisi berikut ini akan 

dijelaskan mengenai syarat-syarat, dimana suatu vektor dalam V dapat dinyatakan 

suatu kombinasi linier dari vektor-vektor rentang dalam tepat satu cara.   

 

Definisi 2.1.3.e  

     Jika S = { 1,..., rv v } adalah himpunan vektor-vektor tak kosong, maka 

persamaan vektor  

                                            1 1 ... 0r rk k+ + =v v  

memiliki paling tidak satu penyelesaian, yaitu : 

                                              1 0,..., 0rk k= =  

Jika ini adalah satu-satunya penyelesaian, maka S disebut himpunan yang bebas 

linier. 
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      Kemudian, berdasarkan definisi 2.1.3.d dan e, terdapat suatu definisi yang 

menjelaskan hubungan antara bebas linier dan merentang dimana dapat ditulis 

sebagai definisi berikut :  

 

Definisi 2.1.3.f  

        Jika ruang vektor V dan S = { 1,..., rv v } adalah himpunan vektor-vektor 

dalam V, maka S disebut basis untuk V jika dua syarat berikut dipenuhi : 

1. S bebas linier 

2. S merentang V 

 

      Selanjutnya, akan didefinisikan mengenai dimensi dan hubungannya 

terhadap basis. 

 

 Definisi 2.1.3.g  

      Suatu ruang vektor tak nol V disebut berdimensi hingga jika berisi suatu  

himpunan vektor berhingga {1,..., rv v }yang membentuk suatu basis.  Jika tidak 

ada himpunan yang seperti itu, maka V disebut berdimensi tak hingga. 

 

Definisi 2.1.3.h 

      Dimensi suatu vektor berdimensi hingga V, yang dinyatakan dengan 

dim(V), didefinisikan sebagai jumlah vektor dalam suatu basis untuk V. 

 

      Berdasarkan definisi-definisi yang telah disebutkan di atas dari definisi 

2.1.3.a-g mengenai ruang vektor dan kemungkinan-kemungkinan yang dimiliki, 

maka pada bagian ini akan dijelaskan mengenai ruang-ruang vektor yang 

berkaitan dengan matriks yaitu rank dan full rank. 

 

Definisi 2.1.3.i 

     Misalkan untuk matriks yang berukuran m x n, 
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11 1

1

n

m mn

a a
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 =  
  

A

L
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Vektor-vektor 

                                                    

[ ]

[ ]

1 11 1

1

n

m m mn

a a

a a

=

=

r

r

L

M

L

  

dalam Rn yang dibentuk dari baris-baris A disebut vektor-vektor baris dari A dan 

vektor-vektor 

                                                 

11 1

1

1

,...,
n

n

m mn

a a

a a

   
   = =   
      

c cM M  

dalam Rm yang dibentuk dari kolom-kolom A disebut vektor-vektor kolom dari A. 

 

Definisi 2.1.3.j  

 Jika matriks A berukuran m x n, maka subruang dari R
n yang direntang 

oleh vektor-vektor baris dari A disebut ruang baris dari A, dan subruang dari R
m 

yang direntang oleh vektor-kolom disebut ruang kolom dari A. 

 

Apabila ruang baris dan ruang kolom dihubungkan dengan definisi 

dimensi, maka diperoleh suatu teorema berikut :  

 

Teorema 2.1.3.a 

Jika A adalah sebarang matriks, maka ruang baris dan ruang kolom 

mempunyai dimensi yang sama. 

 

Definisi 2.1.3.k 

        Dimensi dari ruang baris dan ruang kolom dari suatu matriks A disebut 

rank dari A. 

 

 Jika A adalah suatu matriks m x n, maka vektor-vektor baris terletak pada  
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R
n dan vektor-vektor kolom terletak pada Rm.  Hal ini mengimplikasikan bahwa 

ruang baris dari A paling tinggi berdimensi n dan ruang kolom dari A paling 

tinggi berdimensi m.  Berdasarkan teorema 2.1.3.a, dimana ruang baris dan ruang 

kolom A mempunyai dimensi yang sama, maka jika m ≠ n, rank paling tinggi 

adalah nilai yang lebih kecil dari m dan n.  Hal ini dapat dinyatakan dengan 

                                       r(A) ≤ min(m, n) 

dimana min(m, n) menyatakan angka yang lebih kecil antara m dan n. 

 

 Dengan demikian, rank A memiliki nilai tertinggi yang dapat dinyatakan 

dalam definisi berikut : 

   

Definisi 2.1.3.l  

        Matriks A berukuran m x n dikatakan full rank jika r(A) = min(m, n). 

 

2.1.4   Invers Matriks 

 

Definisi 2.1.4.a 

         Jika A adalah suatu matriks bujur sangkar dan jika sebuah matriks B yang 

berukuran sama bisa didapatkan sedemikian sehingga AB = BA = I , maka A 

disebut bisa dibalik dan B disebut invers dari A. 

 

Apabila invers matriks dihubungkan dengan rank matriks, maka definisi invers 

matriks berdasarkan Rencher, 1998 dapat ditulis sebagai : 

 

Definisi 2.1.4.b 

         Misalkan A adalah matriks bujur sangkar yang  full rank, A dikatakan 

nonsingular apabila A memiliki 1−A  yang unik atau tunggal sedemikian sehingga 

1 1− −= =AA A A I . 

        Jika TA = 1−A sedemikian sehingga berlaku TAA = TA A = I , maka A 

disebut matriks ortogonal. 

        Jika A adalah matriks bujur sangkar tetapi tidak full rank, maka A tidak 

memiliki invers dan A dikatakan singular. 
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Matriks A dikatakan singular adalah jika semua elemen pada salah satu 

baris atau kolom adalah nol atau jika semua kofaktor dari elemen suatu baris atau 

kolom adalah nol. 

 

Sifat-sifat dari invers matriks : 

1. Jika  A dan B nonsingular, maka 1 1 1( )− − −=AB B A  

2. Jika A nonsingular, AB = AC maka B = C 

 

2.1.5     Norm dalam Ruang Berdimensi-n Euclidean 

         Misalkan terdapat suatu ruang vektor yang berdimensi n misalkan Rn dan 

terdapat suatu vektor u = ( 1,..., nu u ), v = ( 1,..., nv v  ) dan w = ( 1,..., nw w  ) yang 

merupakan vektor-vektor dalam R
n dimana ruang vektor tersebut memenuhi  10 

aksioma yaitu : 

1. Jika u dan v berada dalam Rn, maka u + v berada dalam Rn 

2. u + v = v + u 

3. u + (v + w) = (u + v) + w 

4. Ada suatu vektor nol 0 dalam Rn sedemikian sehingga u + 0 = 0 + u untuk 

semua u dalam Rn 

5. Untuk setiap u dalam Rn, ada suatu vektor –u dalam Rn yang disebut 

negatif dari u, sedemikian sehingga u + (–u) = (–u) + u = 0 

6. Jika k dan l adalah sebarang skalar dan u adalah sebarang vektor dalam R
n, 

maka ku ada dalam Rn 

7. k(u + v) = k(v + u) 

8. (k + l)u = ku + lu 

9. k(lu) = (kl)u 

10. 1u = u 
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maka hasil kali dalam Euclidean u.v didefinisikan sebagai 

 1 1, ... n nu v u v< > = + +u v . 

Hasil kali dalam Euclidan tersebut memiliki 4 sifat aritmetika  yang terangkum 

dalam teorema yang bersumber dari Anton.H, 2000 sebagai berikut : 

 

Teorema 2.1.5  

Jika u,v, dan w adalah vektor-vektor dalam R
n dan k adalah sebarang 

skalar, maka  

a) <u,v> = <v,u>              (aksioma kesimetrisan) 

b) <u + v,w> = <u,w> + <v,w>    (aksioma penjumlahan) 

c) <ku,v> = k <u,v>      (aksioma kehomogenan) 

d) <v,v> ≥ 0       (aksioma kepositifan) 

<v,v> = 0, jika dan hanya jika v = 0. 

Karena Rn adalah suatu ruang vektor yang memenuhi 10 aksioma dan definisi 

hasil kali dalam, maka Rn disebut ruang berdimensi-n Euclidean.         

Misalkan terdapat suatu vektor u = ( 1,..., nu u  ) dalam Rn, norm Euclidean dapat 

didefinisikan sebagai  

                                          

1
2 22
1|| || , ... nu u=< > = + +u u u                                       (2.1.2) 

 

2.1.6 Keortogonalan 

Definisi 2.1.6.a  

         Dua vektor u dan v dalam suatu ruang hasil kali dalam disebut ortogonal 

jika < u,v > = 0. 

Himpunan vektor { 1,..., nv v } dalam Rn disebut himpunan ortogonal jika 

semua pasangan dalam himpunan vektor tersebut adalah ortogonal yaitu jika  

,i j< >v v = 0  ketika i ≠ j untuk i, j = 1, 2,…, n  

Dalam definisi tersebut menghasilkan suatu teorema berikut : 
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Teorema 2.1.6  

          Jika S = { 1,..., nv v } adalah suatu himpunan vektor-vektor tak nol yang 

ortogonal dalam suatu ruang hasil kali dalam, maka S bebas secara linier. 

 

Bukti : 

Misalkan 1 2, ..., nc c c  adalah skalar , anggap 1 1 2 2 ... n nc c c+ + + =v v v 0  

Untuk menunjukkan S bebas linier, berdasarkan definisi 2.1.3.e akan dibuktikan  

1 2 ... 0nc c c= = = . 

Kemudian untuk setiap iv  dalam S akan didapatkan 

 1 1 2 2 ... , , 0n n i ic c c< + + + > =< > =v v v v 0 v  

atau secara ekuivalen, 

1 1 2 2, , ... , 0i i n n ic c c< > + < > + + < > =v v v v v v  

Karena { 1,..., nv v } adalah himpunan ortogonal, maka , 0i j< > =v v   jika j ≠ i, 

sehingga persamaan dapat diringkas menjadi  , 0i i ic < > =v v   

Dengan hipotesa iv ≠ 0, maka berdasarkan aksioma kepositifan  akan diperoleh    

, 0i i< > ≠v v .  Oleh karena itu yang harus memiliki nilai 0 adalah ic . Hal ini juga 

berlaku untuk semua  i = 1,…,n sehingga disimpulkan bahwa {1,..., nv v } adalah 

bebas linier. 

Terbukti 

 

2.1.7 Diferensiasi pada Vektor dan Matriks 

 

Misalkan terdapat vektor y berukuran n x 1, dimana y = Ax dengan A 

matriks bujur sangkar berukuran n x n dan vektor x berukuran n x 1.  

                                
1 11 1 1

1

n

n n nn n

y a a x

y a a x

=

     
     =     
          

y Ax

L

M M L M M

L

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



16 
 

   Universitas Indonesia 

                                             

1 11 1 1

1 1

...

...

n n

n n nn n

y a x a x

y a x a x

+ +   
   =   
   + +   

M M , 

maka diferensiasi pada matriks dapat ditulis sebagai  

                              

1 1

1 11 1

1

1

n n

n n n nn

n

y y

x x a a

y y a a

x x

∂ ∂ 
 ∂ ∂   ∂  = = =   ∂    ∂ ∂   
 ∂ ∂ 

y
A

x

L
L

M L M M L M

L
L

                        (2.1.3)  

dan misalkan Ty = x Ax , dimana A adalah matriks simetris, maka       

                                    
1

2

T

T

T

n

x

x

 ∂
 ∂ ∂ ∂
 = = =

∂ ∂  
∂ 
 ∂ 

x Ax

y x Ax
Ax

x x
x Ax

M                                   (2.1.4) 

Contoh : 

Misalkan A adalah matriks ukuran 3 x 3 

                                                

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

,

a a a x

a a a x

a a a x

   
   = =   
      

A x ,  

maka Tx Ax = 
2 2 2
1 11 1 2 12 1 3 13 2 22 2 3 23 3 332 2 2x a x x a x x a x a x x a x a+ + + + +  

                                

1
1 11 2 12 3 13

1 12 2 22 3 23
2

1 13 2 23 3 33

3

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

T

T T

T

x
x a x a x a

x a x a x a
x

x a x a x a

x

 ∂
 ∂  + + 
 ∂ ∂  = = + + =   ∂ ∂   + +  ∂
 

∂  

x Ax

x Ax x Ax
Ax

x

x Ax

       

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai variabel acak univariat, 

bivariat dan multivariat beserta matriks variansi kovariansi serta matriks korelasi. 

 

2.2. Variabel Random Univariat 

 

Misalkan X adalah suatu variabel random dari suatu distribusi tertentu  
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dengan mean xµ
 
dan variansi 2

xσ . Pada umumnya, nilai dari parameter xµ dan 

2
xσ tidak diketahui sehingga untuk mengatasi masalah tersebut, dapat dilakukan 

suatu percobaan random yang dilakukan sebanyak n kali dan di bawah kondisi 

yang sama.  Misalkan variabel random iX menjadi fungsi dari hasil ke-i, i =1,…,n 

dan dapat dinyatakan sebagai 1 2, ,..., nX X X , maka 1 2, ,..., nX X X  merupakan 

observasi-observasi dari sampel random dari suatu distribusi yang ditetapkan.  

Misalkan didefinisikan suatu statistik yaitu 

1

n

i
i

X
X

n
==
∑

                                                                (2.2.1) 

yang disebut dengan mean dari sampel random  atau mean sampel dan  statistik 

                                          

2

2 1

( )

1

n

i
i

X X
S

n
=

−
=

−

∑
                                                 (2.2.2) 

yang disebut variansi dari sampel random atau variansi sampel. Jika hasil 

percobaannya adalah1 1,..., n nX x X x= = , maka 1

n

i
i

x
x

n
==
∑

dan 

2

2 1

( )

1

n

i
i

x x
s

n
=

−
=

−

∑
 

 adalah suatu nilai dari statistik X dan 
2S yang diketahui, dengan harapan nilai 

tersebut dapat memberikan informasi mengenai parameter xµ dan 2
xσ  yang tidak 

diketahui.  

 

 2.3 Variabel Random Bivariat

 

 

Misalkan X  adalah suatu  variabel random dengan mean xµ dan variansi 

2
xσ , sedangkan Y  adalah suatu variabel random dengan mean yµ dan variansi 2

Yσ , 

maka 

                           cov( , ) ( )XY X YX Y E XYσ µ µ= = −                                                         

dikatakan kovariansi antara X  dan Y  dimana kovariansi tersebut mengukur 

hubungan antara kedua variabel random X  dan Y .   

         Misalkan X  dan Y  merupakan variabel random yang saling bebas, maka 
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                                         E(XY ) = E(X )E(Y )  

Berdasarkan sifat saling bebas dari dua variabel random X  dan Y , dapat 

dibuktikan 0XYσ =  

 

Bukti : 

Dengan menggunakan sifat saling bebas, maka  

                                        

cov( , ) ( )

( ) ( )

0

XY X Y

X Y

X Y X Y

X Y E XY

E X E Y

σ µ µ
µ µ

µ µ µ µ

= = −
= −
= −
=

 

Terbukti 

 

Kemudian, misalkan dilakukan percobaan random yang dilakukan 

berulang kali sebanyak n untuk variabel random X  dan Y , dan misalkan variabel 

random iX  dan iY  menjadi fungsi dari hasil ke-i, i = 1,…,n dan dapat dinyatakan 

dengan 1 2, ,..., nX X X dan 1 2, ,..., nY Y Y , maka 1 2, ,..., nX X X dan 1 2, ,..., nY Y Y merupakan  

observasi-observasi dari suatu sampel random. Jika nilai percobaannya i iX x=  

dan i iY y= , maka kovariansi antara variabel iX  dengan iY  dimana i = 1,…,n  

didefinisikan sebagai  

                     
1 1

( )( )

1 1

n n

i i i i
i i

xy

x x y y x y nx y
s

n n
= =

− − −
= =

− −

∑ ∑
                                       (2.3.1) 

 

2.4  Vektor Mean dan Matriks Variansi Kovariansi  

 

Pada subbab sebelumnya, telah dijelaskan mengenai variabel random 

bivariat dan kovariansinya. Berikut ini akan dijelaskan mengenai kovariansi 

dimana variabel random yang dimiliki lebih dari dua (multivariat).   

Misalkan terdapat k variabel random yaitu 1 2, ,..., kX X X  dan dilakukan 

percobaan random yang dilakukan berulang kali sebanyak n. Misalkan variabel-

variabel random 1 2, ,...,i i ikX X X , merupakan fungsi dari hasil ke-i, i = 1,…,n dan 
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misalkan nilai-nilai untuk 1 1 2 2, ,...,i i i i ik ikX x X x X x= = = , maka dalam bentuk 

matriks dapat ditulis sebagai berikut :  

                                                

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

n n nk

x x x

x x x

x x x

 
 
 =
 
 
 

X

L

L

M M L M

L

 

dimana X adalah matriks yang entri-entrinya berisi nilai-nilai dari variabel-

variabel random 1 2, ,...,i i ikX X X , i = 1,…,n.  Jika ditulis dalam bentuk kolom dapat 

ditulis sebagai  

                                                  
[ ]1 2 k=X x x xL

 

dan dalam bentuk baris dapat ditulis sebagai  

                                                   

1

2

T

T

T
n

 
 
 =
 
 
  

x

x
X

x

M
           

Misalkan 

1

1

1

 
 
 =
 
 
 

j
M

 adalah vektor 1 berukuran n x 1, maka  

                                            

1 1 1

1 1 1

1 1 1

T

 
 
 = =
 
 
 

jj J

L

L

M M O M

L
 

berukuran n x n.  Vektor mean sampel dapat dituliskan sebagai 
1

k

x

x

 
 =  
  

x M , dimana 

 

                                                  
1

1 1n
T

il
i

x
n n=

= =∑x X j                                               (2.4.1) 

Selain didefinisikan vektor mean sampel, matriks variansi kovariansi dapat 

dituliskan sebagai  
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11 12 1

21 22 2

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

                                             (2.4.2) 

dimana                          

2

2 1

( )

1

n

il l
i

ll l

x x
s s

n
=

−
= =

−

∑
                                                   (2.4.3) 

adalah elemen atau entri dari diagonal matriks variansi kovariansi yang 

menyatakan variansi sampel dari variabel random ke-l, l = 1,…,k dan     

                                      1

( )( )

1

n

il l iq q
i

lq

x x x x
s

n
=

− −
=

−

∑
                                              (2.4.4) 

menyatakan kovariansi antara variabel random ke-l dan variabel random ke-q 

dimana l, q = 1,…,k dan l ≠ q. 

       Matriks variansi kovariansi pada persamaan (2.4.2) dapat juga dinyatakan 

sebagai (lihat lampiran 2). 

                                             

1

1

1

n
T T

i i
i

S n
n =

 = − −  
∑x x x x                                           (2.4.5) 

Selain dari bentuk S pada persamaan (2.4.5), S dapat juga ditulis sebagai : 

                                                        

1

T

S
n

=
−

X X% %
                                                              (2.4.6) 

dimana  

                           
11 1 1

1 1

k k

T

n nk k

x x x x

x x x x

− − 
 = =  
 − − 

X X - jx

L

% M L M

L

 

dan X% disebut matriks mean centered dari X.  

 

Bukti :                                                                                                                           

Berdasarkan persamaan (2.4.5) dan salah satu bagian sisi kanan dari S yaitu 

1

n
T

i i
i=
∑x x

 
yang dapat ditulis sebagai 1 1

1

...
n

T T T T
i i n n

i=
= + + =∑x x x x x x X X , maka 

persamaan (2.4.5) dapat dituliskan sebagai : 
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1 1

1

1 1
( )

1

1 1

1

T T T

T T

T

S
n n

S
n n

S
n n

 = − −  

 = − −  

 = − −  

X X X jj X

X X X J X

X I J X

 

Bagian dari S yaitu
1

n
 − 
 
I J dapat ditulis menjadi 

                                                 

1 1 1
T

n n n
     − − = −     
     
I J I J I J  

(bukti dapat dilihat pada lampiran 3)  

Dengan demikian S dapat dinotasikan sebagai  

                                     
1 1 1

1

T
TS

n n n
   = − −   −    

X I J I J X  

Berdasarkan sifat perkalian matriks, bagian dari S yaitu 
1

n
 − 
 
I J X

 

dapat 

diuraikan menjadi 

                                        

1 1

1 T T

n n

n

 − = − 
 

= − = −

=

I J X X JX

X jj X X jx

X%

 

Berdasarkan sifat transpos dan perkalian matriks, juga diperoleh 

                                         

1 1
TT

T T

n n

    − = − =    
    

X I J I J X X%                                 

Jadi, dari persamaan (2.4.5), dapat ditunjukkan bahwa bentuk lain dari matriks S 

adalah  

                                                   
1

T

S
n

=
−

X X% %
                                                            (2.4.7) 

 

2.5  Matriks Korelasi  

 

Pada subbab sebelumnya telah dijelaskan mengenai kovariansi antaraX danY   
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 yaitu XYσ .  Dengan melakukan pembagian XYσ  dengan Xσ dan Yσ , maka akan 

diperoleh korelasi populasi yang dapat ditulis sebagai  

                              
2 2

( )( )

( ) ( )
XY X Y

XY
X Y X Y

E X Y

E X E Y

σ µ µρ
σ σ µ µ

− −= =
− −

                             (2.5.1) 

dan korelasi sampel dapat ditulis sebagai  

                               
1

2 2

1 1

( )( )

( ) ( )

n

i i
xy i

xy n n
x y

i i
i i

x x y y
s

r
s s

x x y y

=

= =

− −
= =

− −

∑

∑ ∑
                                 (2.5.2) 

Misalkan X adalah matriks yang entri-entrinya berisi nilai-nilai dari variabel-

variabel random 1 2, ,...,i i ikX X X , dimana 1 2, ,...,i i ikX X X  merupakan fungsi dari 

hasil ke-i, i = 1,…,n dan dapat ditulis sebagai 

                                               

11 12 1

21 22 2

1 2

k

k

n n nk

x x x

x x x

x x x

 
 
 =
 
 
 

X

L

L

M M L M

L

,

 

maka korelasi sampel antara variabel random ke-l dan variabel random ke-q 

dimana l, q = 1,…,k diberikan sebagai  

                                     
lq

lq
l q

s
r

s s
= =

1

2 2

1 1

( )( )

( ) ( )

n

il l iq q
i

n n

il l iq q
i i

x x x x

x x x x

=

= =

− −

− −

∑

∑ ∑
 

Matriks korelasi didefinisikan sebagai  

                                           

12 1

21 2

1 2

1

1
( )

1

k

k
lq

k k

r r

r r
r

r r

 
 
 = =
 
 
 

R

L

L

M M O M

L

                                          (2.5.3) 

Karena R simetris, maka lq qlr r= . 

 

2.6  Pengukuran Keseluruhan Variabilitas  

 

        Berdasarkan penjelasan sebelumnya, matriks variansi kovariansi terdiri  
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dari variansi k variabel  dan kovariansi antara semua pasangan variabel, dengan 

demikian dapat menjelaskan keseluruhan variasi pada data.  Namun, terkadang 

diperlukan suatu teknik penghitungan yang lebih sederhana untuk mengukur 

keseluruhan variasi tersebut.  Berdasarkan Rencher, 1998, salah satu pengukuran 

yang dapat mengukur keseluruhan variabilitas dapat dinyatakan sebagai tr(S) yang 

dikenal sebagai variansi sampel total dan dapat ditulis sebagai  

                                                     11 ... ( )kks s tr S+ + =                                                     (2.6.1) 

        Salah satu alasan untuk mengukur keseluruhan variabilitas hanya 

menggunakan trace S adalah karena variabel yang digunakan dalam membentuk 

suatu matriks variansi kovariansi adalah variabel random dimana sifat dari 

variabel random adalah saling bebas terhadap variabel satu dengan variabel yang 

lain.  Telah dijelaskan sebelumnya pada subbab 2.3 mengenai variabel random 

bivariat, konsekuensi dari variabel-variabel yang saling bebas adalah kovariansi 

antara dua variabel bernilai nol, sehingga keseluruhan variabilitas dari suatu 

variabel melalui matriks variansi kovariansi dapat ditentukan cukup dengan 

menggunakan trace S. 

Pada subbab sebelumnya telah dijelaskan mengenai variabel random 

univariat, bivariat dan multivariat serta hubungan antara variabel satu dengan 

variabel lain melalui matriks variansi kovariansi dan korelasi.  Selain melalui 

matriks variansi kovariansi dan korelasi, salah satu teknik yang digunakan untuk 

menganalisis hubungan antara variabel satu dengan variabel lainnya adalah 

melalui analisa regresi baik regresi linier berganda univariat maupun multivariat.  

Berikut ini akan dijelaskan mengenai regresi linier berganda univariat. 

 

2.7    Regresi Linier Berganda Univariat 

          

          Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai model dan taksiran 

parameter regresi beserta koefisien determinasi. 

 

2.7.1  Model Regresi Linier Berganda Univariat 

 

Misalkan terdapat variabel respon Y  dan variabel prediktor 1 2, ,..., kX X X    
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dengan n observasi, maka model regresi untuk observasi ke-i, i = 1,…,n dapat 

ditulis sebagai    

                        0 1 1 2 2 ...i i i k ik iy x x xβ β β β ε= + + + + +                          (2.7.1) 

                               0
1

k

l il i
l

xβ β ε
=

= + +∑  

dimana i = 1,…,n dan 2(0, )i NIIDε σ�  

Dengan asumsi : 

1. E( iε ) = 0, untuk semua i = 1,…,n 

2. Var( iε ) = 2σ , untuk semua i = 1,…,n  

3. Cov( iε , jε ) = 0, untuk semua i ≠ j. 

Dalam notasi matriks dinyatakan dengan : 

1. E( )ε  = 0 

2. E 
2( )T σ=εε I , I  adalah matriks identitas 

3. ε berdistribusi normal dengan mean 0 dan variansi 2σ I  

Dalam notasi matriks, persamaan (2.7.1) dapat ditulis sebagai : 

                                                  = +y Xβ ε                                                    (2.7.2) 

atau               

1 11 12 1 0 1

2 21 22 2 1 2

1 2

1

1

1

k

k

n n n nk k n

y x x x

y x x x

y x x x

β ε
β ε

β ε

       
       
       = +
       
       
       

L

L

M M M M L M M M

L

                        (2.7.3) 

dimana , 

y adalah vektor observasi dari variabel respon yang  berukuran n x 1,  

X adalah matriks observasi dari k variabel prediktor berukuran n x (k + 1), 

β adalah vektor parameter regresi berukuran (k + 1) x 1, 

ε adalah vektor error berukuran n x 1. 

 

        Berikut ini akan dijelaskan tentang taksiran parameter pada model regresi 

linier berganda univariat dengan metode Least Squares. 
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2.7.2 Taksiran Parameter Regresi dengan Metode Least Squares                 

 

Metode Ordinary Least Squares adalah salah satu metode yang digunakan  

untuk mengestimasi parameter dalam model regresi seperti pada persamaan 

(2.7.2). Untuk menaksir parameter0 1, ,..., kβ β β , OLS meminimumkan jumlah 

kuadrat error (SSE) yaitu :   

            

2
0 1

0

2
0 1 1 2 2

0

( , ,..., )

( ( ... ))

n

k i
i

n

i i i k ik
i

S S

y x x x

β β β ε

β β β β

=

=

= =

= − + + + +

∑

∑
              (2.7.4)     

dimana persamaan (2.7.4) disebut fungsi least squares.                                 

       Untuk mencari ̂β yaitu penaksir parameter regresi β yang meminimumkan 

persamaan (2.7.4), maka persamaan (2.7.4) dapat diturunkan secara parsial, 

dengan kata lain penaksir Ordinary Least Squares harus memenuhi kondisi yaitu : 

                         

2

0
ˆ ˆ

( )
| | 0

n

i
iS

ε
=

∂
∂ = =
∂ ∂

∑
β ββ β

                                                        (2.7.5) 

sedemikian rupa sehingga fungsi least squares pada persamaan (2.7.4) yang 

memenuhi persamaan (2.7.5) dapat diuraikan menjadi,                                                

                            

0 1

0 1

ˆ ˆ ˆ 0, ,...,
0 10

ˆ ˆ ˆ 0, ,...,
0 1

ˆ ˆ| 2 ( ( )) 0

ˆ ˆ| 2 ( ( )) 0

k

k

n n

i l il
i i

n n

i l il il
i il

S
y x

S
y x x

β β β

β β β

β β
β

β β
β

= =

= =

∂ = − − + =
∂
∂ = − − + =
∂

∑ ∑

∑ ∑
                             (2.7.6) 

Dengan menguraikan persamaan (2.7.6) akan didapat persamaan berikut ini :                                                

                   

0 1 1 2 2
1 1 1 1

2
0 1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 1 1

2
0 1 1 2 2

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ...

ˆ ˆ ˆ ˆ...

ˆ ˆ ˆ ˆ...

n n n n

i i k ik i
i i i i

n n n n n

i i i i k i ik i i
i i i i i

n n n n n

ik ik i ik i k ik ik i
i i i i i

n x x x y

x x x x x x x y

x x x x x x x y

β β β β

β β β β

β β β β

= = = =

= = = = =

= = = = =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

M

           (2.7.7) 

Dari penguraian persamaan (2.7.7), terlihat bahwa terdapat sistem persamaan  
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normal yang mengandung parameter regresi yang tidak diketahui. Solusi untuk 

sistem persamaan normal tersebut dinamakan penaksir least squares 0 1
ˆ ˆ ˆ, ,..., kβ β β . 

Selain dari persamaan (2.7.4), penaksir least squares β̂ , dapat ditulis sebagai 

vektor yaitu : 

                                         
2

0

( )

( )

n

i
i

T

S

S

ε
=

=

=

∑β

β ε ε

                                                    

                                               ( ) ( )TS =β y - Xβ) (y - Xβ                                    (2.7.8) 

Dengan menggunakan sifat matriks, maka persamaan (2.7.8) dapat dinyatakan 

sebagai : 

                                         ( ) T T T T T TS =β y y -β X y - y Xβ +β X Xβ                                 (2.7.9) 

Karena T Tβ X y  adalah matriks berukuran 1 x 1(skalar) dan transpos ( )TT Tβ X y = 

Ty Xβ  juga berukuran 1 x 1 (skalar), maka persamaan (2.7.9) dapat ditulis sebagai  

                                             ( ) 2T T T T TS =β y y - β X y + β X Xβ                                    (2.7.10) 

Kemudian dengan menurunkan persamaan (2.7.10) terhadap β , maka penaksir 

Least Squares memenuhi kondisi sedemikian rupa sehingga (bukti dapat dilihat 

pada lampiran 1)  

                                              ˆ
ˆ ˆ| 2 2 0T T TS∂ = − + =

∂ β
β X y X Xβ

β
                                    (2.7.11) 

Jadi, penaksir least squares untuk β adalah 

                                        1ˆ ( )T T−=β X X X y                                                       (2.7.12) 

Solusi ini dapat dipenuhi jika : 

1. X nya full rank,  

2. tidak ada lX  yang merupakan kombinasi linier dari X lainnya atau 

uncorrelated, 

3. jumlah observasi harus melebihi jumlah variabel prediktor. 

 

Sifat-sifat dari penaksir least squares. 

1. Unbiased 

Jika E(β̂ ) = β, maka β̂ adalah penaksir yang unbiased untuk β. 
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Bukti : 

                         

1 1

1 1

1 1

1

ˆ( ) [( ) ] [( ) ( )]

[( ) ( ) ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T T T

T T T T

T T T T

T T

E E E

E

E E

E

− −

− −

− −

−

= =
= +
= +
= +
=

β X X X y X X X X β+ ε

X X X X β X X X ε

X X X X β X X X ε

Iβ X X X ε

β

 

Karena E(ε) = 0 dan 1( )T T− =X X X X I , maka terbukti β̂ adalah penaksir 

yang unbiased untuk β. 

2. Variansi minimum 

Anggap E( iε ) = 0 dan Var( iε ) = 2σ , untuk semua i = 1,...,n dengan 

demikian, maka matriks variansi kovariansi untuk β̂ yang berukuran        

(k + 1) x (k + 1) dinyatakan oleh   

( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )

0 0 0
0

0

2

0 0 0 0

2

0 0 0 0

0 0

ˆ ˆ ˆ ˆvar , cov ,ˆ

var

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcov , var ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

k

k k k k

k k

k k

k k

E E E E E

E E E E E

E

E

E

β β β ββ

β β β β β

β β β β β β

β β β β β β

β β

β β

     
 = 
  
    

    − − −       
=  
 

   − − −       

 −


=

−


L

M M O M

L

L

M O M

L

M ( ) ( )

( ) ( ){ }
( )

0 0

12

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

k k

T

T

E E

E E E

β β β β

σ
−

 
 
    − −    
   

   = − −
   

=

β β β β

X X

L
 

 

Bukti  : 

Karena telah terbukti β̂ adalah penaksir yang unbiased untuk β, maka 

                         

{ }
{ }

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆvar ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ

T

T

E E E

E

   = − −   

   = − −   

β β β β β

β β β β
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Dari persamaan (2.7.12), dengan mensubtitusikan = +y Xβ εdiperoleh 

                                     ( )

1

1

1

ˆ ( )

( )

( )

T T

T T

T T

−

−

−

=
=

= +

β X X X y

X X X Xβ + ε

β X X X ε

 

                               
1ˆ ( )T T−− =β β X X X ε  

sehingga diperoleh      

               

( ) ( )

( ) ( ){ }
( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1

1 1

1 12

ˆvar( )

( )

T
T T T T

T T T T

T T T T

T T T

E

E

E

σ

− −

− −

− −

− −

    =         

 =   

=

=

β X X X ε X X X ε

X X X εε X X X

X X X εε X X X

X X X I X X X

          

               

( ) ( )
( ) ( )
( )

( )

1 12

1 12

12

12

T T T

T T T

T

T

σ

σ

σ

σ

− −

− −

−

−

=

=

=

=

X X X X X X

X X X X X X

I X X

X X

 

 Jika C =( ) 1T −
X X , maka variansi dari ̂ lβ  adalah 2

llC σ dan kovariansi antara 

ˆ ˆ,l qβ β adalah 2
lqC σ . 

Terbukti  

 

        Berdasarkan teorema Gauss-Markov, jika model regresi pada persamaan 

(2.7.2) memenuhi asumsi-asumsi yaitu : 

1. E( iε ) = 0, untuk semua i = 1,…,n 

2. Var( iε ) = 2σ , untuk semua i =1,...,n 

3. Cov( iε , jε ) = 0, untuk semua i ≠ j. 

maka taksiran yang didapat dengan menggunakan metode least squares yaitu 

1ˆ ( )−=β X'X X'y
 

merupakan taksiran yang BLUE (Best Linear Unbiased 
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Estimator) dengan variansi yang minimum diantara semua penaksir unbiased 

linier. 

 

Bukti : 

Misal *β̂  merupakan penaksir lain dari β yang unbiased.  Karena *β̂ penaksir  

linier, maka dapat dimisalkan bentuknya sebagai : 

                                                    ( ) 1*ˆ T T− = +  
β X X X U y  

untuk suatu matriks U yang merupakan fungsi dari X dan berukuran sama seperti 

( ) 1T T−
X X X  yaitu (k + 1) x n, sehingga nilai estimasi untuk *β̂ dapat ditulis 

sebagai                                                        

                     

( ){ }
( ) [ ]{ }

( ) ( )

( )

1*

1

1 1

ˆ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

T T

T T

T T T T

E E

E

E E E E

−

−

− −

 = +  

 = + +  

= + + +

= + + +
= +

β X X X U y

X X X U X β ε

X X X X β X X X ε UX β U ε

Iβ UXβ

I UX β

 

Agar *β̂  merupakan penaksir lain dari β yang unbiased, maka UX = 0 sehingga 

matriks variansi kovariansi untuk *β̂ dapat ditulis sebagai                                             

                                        

{ }
{ }

* * * * *

* *

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆvar( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

T

T

E E E

E

  = − −  

  = − −  

β β β β β

β β β β

 

dari ( ) 1*ˆ T T− = +  
β X X X U y  dan dengan mensubtitusikan= +y Xβ ε , maka                                           

                                     

( )
( ) [ ]

( )

1*

1

1

ˆ T T

T T

T T

−

−

−

 = +  

 = +  

= + + +

β X X X U y

X X X U Xβ+ ε

β X X X ε UXβ Uε

 

                               ( ) 1*ˆ ˆ T T−
− = + +β β X X X ε UXβ Uε  

karena UX = 0, maka  
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                          ( ) 1*ˆ T T−
− = +β β X X X ε Uε  

sehingga diperoleh            

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1*

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 12 2

ˆvar( )

( ) ( ) ( ) ( )

T
T T T T

T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T T

T T T T T T

E

E

E E E

σ σ σ

− −

− − − −

− − − −

− − −

    = + +        

 = + + +  

= + + +

= + +

β X X X ε Uε X X X ε Uε

X X X εε X X X X X X εε U Uεε X X X U εε U

X X X εε X X X X X X X εε U U εε X X X U εε U

X X X I X X X X X X IU U ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

12 2

1 1 1 12

1 1 12

T T

T T T T T T T T

T T T T T T T

σ

σ

σ

−

− − − −

− − −

+

 = + + +  

 = + + +  

IX X X U IU

X X X X X X X X X U UX X X UU

X X X X X U UX X X X UU

karena UX = T(UX) = 0, maka 

                                   ( ) 1* 2ˆvar ( ) T Tσ
− = +  

β X X UU  

Matriks TUU  merupakan matriks definit positif, karena semua unsur diagonalnya 

berbentuk kuadrat.  Jadi, terbukti bahwa variansi dari setiap unsur dari *β̂ selalu 

lebih besar atau sama dengan variansi dari β̂  atau dengan kata lain 

( ) 1ˆ T T−
=β X X X y merupakan taksiran yang BLUE (Best Linear Unbiased 

Estimator) dengan variansi yang minimum diantara semua penaksir unbiased 

linier. 

Terbukti. 

 

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai model regresi dalam 

bentuk mean centered. 

 

2.7.3 Model Regresi Dalam Bentuk Mean Centered 

  

Selain dalam bentuk model pada persamaan (2.7.2), model regresi dapat 

ditulis dalam bentuk mean centered dari X yaitu  

           1 1 1 2 2 2( ) ( ) ... ( )i i i k ik k iy x x x x x xα β β β ε= + − + − + + − +              (2.7.13) 

i = 1,…,n dimana 

                             0 1 1 2 2 ... k kx x xα β β β β= + + + +  
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dan 
1

n
il

l
i

x
x

n=
=∑ , l = 1,…,k.  Dalam bentuk matriks, dapat ditulis sebagai 

                                        ( )
1

,
α 

+ 
 

y = j X ε
β

%                                       (2.7.14) 

dimana j adalah vektor 1 berukuran n x 1 dan 

            

11 1 1

1 1

k k

T

n nk k

x x x x

x x x x

− − 
 = =  
 − − 

X X - jx

L

% M L M

L

,  
1

1

k

β

β

 
 =  
 
 

β M  

Similar dengan persamaan (2.7.12), penaksir least squares untuk 
1

α 
 
 β

adalah 

                                          ( ) ( ) ( )
1

1

, , ,
T Tα −   =     

j X j X j X y
β

% % %  

( ) ( ), ,
T

j X j X% %  menjadi 

                              

( ) ( ) ( ), , ,
T T T

T

T T T

T

T

n

  
= =   
   

 
=  
 

j j j j X
j X j X j X

X X j X X

0

0 X X

%
% % %

% % % %

% %

 

( ),
T

j X y%  menjadi 

                                                    

T

TT

ny   
=   
  

j
y

X yX %%
 

Penaksir least squares menjadi 
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T
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−

−

   =     

   
=    

  

 
  

=   
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sehingga persamaan (2.7.13) menjadi 

                 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ... ( )i i i k ik k iy y x x x x x xβ β β ε= + − + − + + − +  

dan dalam bentuk matriks mean centered dapat ditulis dalam bentuk  

                                                    1= +y Xβ ε%%                                                            (2.7.15) 

                           

1 11 1 1 1 1

1 1

k k

n n nk k k n

y y x x x x

y y x x x x

β ε

β ε

− − −       
       = +       
       − − −       

L

M M L M M M

L

 

dimana, 

y%  adalah vektor random mean centered dari observasi variabel respon Y yang    

berukuran n x 1, 

X% adalah matriks mean centered dari k variabel prediktor  yang berukuran n x k, 

1β  adalah vektor parameter regresi yang berukuran k x 1, 

 ε adalah vektor error yang berukuran n x 1. 

 

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai koefisien determinasi dan  

analisis variansi. 

 

2.7.4 Koefisien Determinasi          

 

Dalam regresi linier, pendekatan analisis variansi digunakan untuk 

pengujian signifikansi dan koefisien determinasi.  Analisis variansi digunakan 

berdasarkan pada partisi  dari total variabilitas variabel respon(Montgomery et al., 

2001).  Partisi tersebut dapat ditulis sebagai  

                                                ˆ ˆ( ) ( )i i i iy y y y y y− = − + −                                             (2.7.16) 

Kemudian dengan mengkuadratkan kedua sisi pada persamaan (2.7.16) dan 

menjumlahkan keseluruhan dari n observasi akan menghasilkan persamaan 

sebagai berikut : 

          
2 2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) 2 ( )( )
n n n n

i i i i i i i
i i i i

y y y y y y y y y y
= = = =

− = − + − + − −∑ ∑ ∑ ∑
         

(2.7.17) 

Pada suku ketiga sisi kanan dapat dijabarkan sebagai  

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



33 
 

   Universitas Indonesia 

                            

1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( )( ) 2 ( ) 2 ( )

ˆ ˆ2 ( ) 2 ( )

0

n n n

i i i i i i i i
i i i

i i i i

y y y y y y y y y y

ny y y ny y y
= = =

− − = − − −

= − − −
=

∑ ∑ ∑

 

Sehingga persamaan (2.7.17) dapat ditulis sebagai  

                                   
2 2 2

1 1 1

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
n n n

i i i i
i i i

y y y y y y
= = =

− = − + −∑ ∑ ∑                               (2.7.18) 

Sisi kiri pada persamaan (2.7.18) adalah  jumlah kudrat total terkoreksi atau biasa 

disebut TSS  yang mengukur total variabilitas di dalam observasi. Suku pertama 

pada sisi kanan adalah jumlah kuadrat regresi atau model yang biasa disebut RSS  

dan suku kedua adalah jumlah kudrat error atau yang biasa disebut ResSS , dengan 

kata lain persamaan (2.7.18) dapat ditulis sebagai  

                                         ReT R sSS SS SS= +                                                                     (2.7.19) 

Koefisien determinasi atau 2R  adalah proporsi variasi y yang dijelaskan oleh 

prediktor X.  Dengan kata lain 2R  mengukur kontribusi prediktor X untuk 

prediksi nilai dari respon y.  Ukuran tersebut dapat ditulis sebagai  

                                               

2 1 ResR

T T

SSSS
R

SS SS
= = −                                                         (2.7.20) 

dimana 0 ≤ 2R  
≤ 1. 

TSS  merupakan suatu ukuran variabilitas pada variabel respon y tanpa 

memperhatikan efek dari variabel prediktor X sedangkan ResSS  merupakan suatu 

ukuran variabiliitas pada variabel respon y dengan memperhatikan prediktor X 

dengan                              

                                                     

                           
( ) ( )

2
1 1

1

( ) ( )( ) ... ( )( )
n

T i n n
i

T

SS y y y y y y y y y y
=

= − = − − + + − −

=

∑

y - y y - y

    

 

dan 

                         

( ) ( )

2
1 1 1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )( ) ... ( )( )

ˆ ˆ

n

res i i n n n n
i

T

SS y y y y y y y y y y
=

= − = − − + + − −

=

∑

y - y y - y
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      Berikut ini akan dijelaskan mengenai model regresi linier multivariat dan 

taksiran parameter. 

 

2.8  Regresi Linier Berganda Multivariat 

  

Pada subbab ini akan dijelaskan mengenai model regresi linier berganda 

multivariat dan penaksiran parameter regresi dengan metode Least Squares. 

 

2.8.1 Model Regresi Linier Berganda Multivariat 

 

                           Misalkan terdapat variabel respon1,..., pY Y  dan variabel prediktor1,..., kX X  

dengan n observasi, maka model regresi dapat ditulis sebagai berikut : 

                                   Y=XB+Ξ                                                   (2.8.1) 

11 12 1 01 02 0 11 12 111 1

21 22 2 11 12 1 21 22 221 2

1 2 1 2 1 21

1

1

1

p p pk

p p pk

n n np k k kp n n npn nk

y y y x x

y y y x x

y y y x x

β β β ε ε ε
β β β ε ε ε

β β β ε ε ε

      
      
      = +
      
      
           

L L LL

L L LL

M M M M M M M M M M M MM M M M

L L LL

 

  [ ]1 2 1 2 1 2 1 2p k p p     = +     y y y x x x β β β ε ε εL L L L      

Y adalah matriks dari p variabel respon berukuran n x p, 

X adalah matriks dari k variabel prediktor berukuran n x (k + 1), 

B adalah matriks parameter regresi berukuran (k + 1) x p, 

Ξ adalah matriks error berukuran n x p. 

 

Dengan asumsi : 

1. E(Ξ) = 0 atau E(Y) = XB untuk semua i = 1,…,n, 

2. Cov ( iy ) = ∑  atau cov( iε ) = ∑ untuk  semua i =1,…,n  dimana iy  adalah 

baris ke-i dari Y 

3. Cov ( iy , jy ) = 0 atau cov( iε , jε ) = 0 untuk semua i≠j. 

 

Pada subbab berikut ini, akan dijelaskan mengenai taksiran parameter 

untuk regresi multivariat. 
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2.8.2 Taksiran Parameter Untuk Multivariat dengan metode Least Squares 

 

Pada metode OLS untuk regresi linier berganda univariat pada subbab  

2.7.2, least squres meminimumkan SSE yaitu 2

0

( )
n

T
i

i

S ε
=

= =∑β ε ε .  Similar dengan 

regresi linier berganda univariat, maka untuk menaksir B pada regresi linier 

berganda multivariat, least squares meminimumkan SSE yaitu ,  

                                              2

1 1 1

p pn
T

ij j j
i j j

ε
= = =

=∑∑ ∑ε ε    

Berdasarkan sifat trace matriks, 
1

( )
p

T T
j j

j

tr
=

=∑ε ε Ξ Ξ , maka penaksir least squares 

untuk  B yaitu : 

                                            
2

1 1

( )

( ) ( )

pn

ij
i j

T

S

S tr

ε
= =

=

=

∑∑B

B Ξ Ξ

                                            

                                                    ( ) ( )TS tr=B Y - XB) (Y - XB                                        (2.8.2) 

Dengan menggunakan sifat perkalian matriks, maka persamaan (2.8.2) dapat 

dinyatakan sebagai : 

                                 ( ) ( )T T T T T TS tr=B Y Y - B X Y - Y XB + B X XB                           (2.8.3) 

Karena T TB X Y  adalah matriks berukuran p x p dan transpos ( )TT T T=B X Y Y XB  

juga berukuran p x p, maka persamaan (2.8.3) dapat ditulis sebagai :                  

                                     ( ) ( 2 )T T T T TS tr=B Y Y - B X Y + B X XB                                    (2.8.4) 

Kemudian dengan menurunkan persamaan (2.8.4) terhadap B (dapat dilihat pada 

lampiran 1), maka penaksir Least Squares memenuhi kondisi sebagai berikut : 

                                           ˆ
ˆ ˆ| 2 2 0T T TS∂ = − + =

∂ B
B X y X XB

B
                                          (2.8.5) 

Jadi, penaksir least squares untuk B adalah 

                                        ( ) 1ˆ T T−
=B X X X Y                                                           (2.8.6)     
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Sifat-sifat penaksir least squares pada multivariat 

1. Jika E(Y) = XB, makaB̂ adalah penaksir yang unbiased untuk B 

           Bukti: 

                                    

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1 1

ˆ( )

( )

T T

T T

T T T T

E E

E

E E

−

−

− −

 =   

 = +  

= +

B X X X Y

X X X XB Ξ

X X X B X X X Ξ

 

                                    

=
=

IB

B
 

Karena E(Ξ ) = 0 dan ( ) 1T T−
=X X X X I , maka terbukti B̂ adalah penaksir 

yang unbiased untuk B. 

Terbukti 

 

2. Dengan asumsi Cov (iy ) = ∑ dan Cov ( iy , jy ) = 0, maka matriks variansi 

kovariansi untuk ̂B dinyatakan oleh  

                                cov(ˆ
jβ ) = ( ) 1T

jjσ
−

X X                                               (2.8.7) 

                                cov( ˆ ˆ,j kβ β ) = ( ) 1T
jkσ

−
X X                                       (2.8.8) 

dimana j, k = 1,…,p , jjσ dan jkσ merupakan elemen dari ∑ . 

 

Bukti : 

Persamaan (2.8.7) mengikuti persamaan (2.8.8).  Untuk membuktikan persamaan 

(2.8.8), dapat dinyatakan cov( , )j k jkσ=y y I  atau cov( , )j k jkσ=ε ε I dimana hal 

tersebut secara langsung berasal dari dua asumsi yaitu Cov ( iy ) = Ξ dan Cov 

( iy , jy ) = 0 . 

misalkan i=1, j=2, maka 

                            

11 12

1 2

1 2

cov( , ) cov ,

n n

y y

y y

    
    =     
        

y y M M  
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11 12 11 2

1 12 1 2
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Bukti  : 

Karena telah terbukti ̂B adalah penaksir yang unbiased untuk B, maka 
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Dari persamaan (2.8.6), dengan mensubtitusikan Y=XB +Ξ  diperoleh 
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sehingga diperoleh     
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Terbukti 

 

        Berdasarkan teorema Gauss-Markov,  jika model regresi pada persamaan 

(2.8.2) memenuhi asumsi-asumsi untuk model regresi linier berganda multivariate 

yang telah dijelaskan sebelumnya, maka taksiran yang didapat dengan 

menggunakan metode least squares merupakan taksiran yang BLUE (Best Linear 

Unbiased Estimator) dengan variansi yang minimum. 
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BAB 3 

UNIVARIATE PARTIAL LEAST SQUARES REGRESSION    

 

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai bentuk model regresi 

univariat PLSR, metode pembentukan dan seleksi komponen menggunakan 

algoritma NIPALS, pembuktian keortogonalan pada komponen dan bobot serta 

taksiran parameter univariat PLSR. 

 

3.1 Bentuk Model Regresi Univariat PLSR 

          Misalkan terdapat variabel respon Y dan variabel prediktor 1 2, ,..., kX X X   

dengan n observasi dan diasumsikan terdapat variabel prediktor yang saling 

berkorelasi atau terjadi multikolinieritas. Misalkan didefinisikan 1, ,..., ky x x  

dimana 1, ,..., ky x x adalah mean sampel.  Sebagai langkah awal untuk menjalankan 

algoritma NIPALS, selanjutnya digunakan model regresi bentuk mean centered 

seperti yang tertulis pada persamaan (2.7.15) yaitu : 

                                         1= +y Xβ ε%%                                                   (3.1.1) 

dimana, 

y%  adalah vektor random mean centered dari observasi variabel respon Y  yang    

berukuran n x 1, 

X% adalah matriks mean centered dari k variabel prediktor  yang berukuran n x k, 

1β  adalah vektor parameter regresi yang berukuran k x 1, 

 ε adalah vektor error yang berukuran n x 1. 

          Karena terjadi multikolinieritas, maka metode OLS tidak dapat digunakan 

untuk menaksir parameter 1β . Dalam PLSR, sebelum melakukan penaksiran 

parameter 1β  pada persamaan (3.1.1), terlebih dahulu dibentuk komponen yang 

digunakan sebagai prediktor baru untuk menaksir parameter yang kemudian 

digunakan untuk memprediksi Y  melalui algoritma NIPALS.                         

 Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai pembentukan komponen 

dengan algoritma NIPALS. 
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3.2  Pembentukan Komponen dengan Algoritma NIPALS 

 

        Dalam PLSR, salah satu metode yang dapat digunakan dalam pembentukan 

komponen adalah algoritma NIPALS (Nonlinier Iterative Partial Least Squares).  

Ide dasar dari algoritma NIPALS adalah mendekomposisikan matriksX% menjadi 

matriks ortogonal T dan matriks loading P.  Dekomposisi X% menjadi matriks 

ortogonal T dan loading P dalam notasi matriks dapat ditulis sebagai berikut :                         

                                    T=X TP + E%       dimana TT T = I                            (3.2.1)                             

11 1 12 2 1 11 12 1 11 21 1 11 12 1
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M

 

Berdasarkan uraian tersebut, dekomposisiX% menjadi matriks ortogonal T dan 

loading P dalam notasi matriks dapat juga ditulis sebagai:         

1

m
T

j j
j=

= +∑X t p E%  

dimana,  

I  adalah matriks identitas berukuran m x m, 

P adalah matriks loading berukuran k x m, 

T adalah matriks komponen berukuran n x m,       

E adalah matriks error berukuran n x k.   

Matriks error E menyatakan seberapa besar X%  yang tidak terdekomposisi 

menjadi matriks komponen T dan loading P.                       

Komponen-komponen yang terbentuk digunakan sebagai prediktor baru 

untuk menaksir parameter yang kemudian digunakan untuk memprediksi variabel 
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respon Y . Dengan menggunakan bentuk mean centered, maka model regresi 

dapat dinyatakan sebagai : 

[ ]

1 11 12 1 1 1

2 21 22 2 2 2

1 2

1 1

2 2
1 2
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Berdasarkan uraian tersebut, y%  dapat juga dinyatakan sebagai : 

                                        

1

m

j j
j

c
=

= +∑y t F%                                                               (3.2.2) 

dimana, 

cadalah vektor parameter regresi berukuran m x 1,   

F adalah vektor error berukuran n x 1. 

Vektor  error F menyatakan seberapa besar y%  yang tidak dijelaskan oleh matriks 

komponen T.   

 Dalam PLSR, vektor komponen yang dibentuk merupakan kombinasi 

linier berbobot dari variabel-variabel prediktor, sehingga dalam notasi matriks 

dapat dinyatakan sebagai : 

                                T=X% W  dengan TW W = I                                       (3.2.3) 

 dimana W adalah matriks berukuran k x m, yaitu :                                   
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        Bobot yang dipilih pada pembentukan komponen PLSR pada persamaan 

(3.2.3) adalah bobot yang dapat menjelaskan variasi pada X% sekaligus variasi pada 
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y%  yaitu melalui fungsi kovariansi antara setiap variabel prediktor dengan variabel 

respon.  Hal tersebut dibutuhkan agar komponen yang terbentuk tidak hanya baik 

dalam menerangkan variasi dari X%  tetapi juga relevan dan baik dalam 

memprediksiy% .  

         Untuk dapat menerangkan variasi dari X%  dan memprediksi y% dengan baik, 

dibutuhkan pembentukan matriks komponen dengan algoritma NIPALS.  Karena 

algoritma ini bersifat iteratif, maka akan dibentuk terlebih dahulu vektor 

komponen pertama yang dapat menunjukan seberapa baik vektor komponen 

pertama tersebut dalam menerangkan variasi dari X%  dan memprediksi y% .  

Kemudian jika diperlukan, maka algoritma ini akan beriterasi untuk membentuk 

vektor komponen berikutnya.  Untuk lebih jelasnya, pada subbab berikut ini akan 

dijelaskan tentang cara pembentukan vektor komponen pertama 1t  dan vektor 

loading pertama 1p .        

 

3.2.1 Pembentukan Vektor Komponen dan Loading Pertama 

 

Sebagai langkah awal dalam menggunakan algoritma NIPALS, notasi 1X  

untuk matriks mean centered X% dan 1y  untuk vektor mean centered y% atau dapat 

ditulis sebagai 1X  =X%  dan 1y  =y% . 

a) Menentukan vektor komponen pertama 1t  

      Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, vektor komponen yang dibentuk 

merupakan kombinasi linier dengan setiap variabel prediktor dan berdasarkan 

persamaan (3.2.3), untuk vektor komponen pertama, 1t  dapat ditulis sebagai                       

                                            1 1 1=t X w                                                      (3.2.4)  

dimana 1w  adalah bobot yang merupakan penjumlahan fungsi kovariansi antara 

setiap variabel prediktor (1,..., kx x% % ) dalam matriks 1X  dan vektor respon 1y .  

Dengan demikian, 1w  dapat ditulis sebagai                    
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, l = 1,…,k                               (3.2.5) 

Sebelum menjabarkan persamaan (3.2.5), terlebih dahulu akan didefinisikan 

bentuk cov( lx% ,y% ).  Berdasarkan penjabaran persamaan (3.2.1), maka lx% dany%  

dapat ditulis sebagai : 
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Dengan menggunakan penjelasan mengenai matriks variansi kovariansi yang ada 
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maka cov( lx% ,y% ) dinyatakan sebagai  
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sehingga 1w  dapat dijabarkan menjadi : 
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sehingga 1w  dapat ditulis sebagai : 

                                               
1 1

1 2

1 1

( )

( )

k n

il i l
l i

k n

il i l
l i

x y nx y

x y nx y

= =

= =

−
=

−

∑ ∑

∑ ∑

w  

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



   45 
 

Universitas Indonesia 

                                           

1 1
1 2

1 1

1 1
1 1

1 2 2

1 1
1 1

1
1 2 2

1

1

1 1
1

( )

( )

( ) ... ( )

( ) ... ( )

...

( ) ... ( )

|

k n

il i l
l i

k n

il i l
l i

n n

i i ik i k
i i

n n

i i ik i k
i i

T T
k

T T
k

T

T

T

x y nx y

x y nx y

x y nx y x y nx y

x y nx y x y nx y

= =

= =

= =

= =

−
=

−

− + + −
=

− + + −

+ +=
+ +

=

=

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

w

w

x y x y
w

x y x y

X y
w

|| X y ||

X y
w

% % % %

% % % %

% %

% %

1 1| ||TX y

 

Jadi dengan penjelasan di atas, 1w  pada persamaan (3.2.5) dapat ditulis sebagai 

                                               

1 1
1

1 1|| ||

T

T
= X y

w
X y                                                    

(3.2.6) 

sehingga dengan menggunakan persamaan (3.2.6), vektor komponen pertama1t  

dapat ditulis sebagai  

                                     1 1 1
1

1 1|| ||

T

T
= X X y

t
X y

                                                              (3.2.7) 

b) Menentukan vektor loading pertama 1p   

      Setelah mendapatkan vektor komponen pertama 1t  dan berdasarkan 

persamaan (3.2.1), dilakukan regresi antara variabel-variabel pada matriks 1X  

yang berperan sebagai variabel-variabel respon dan vektor komponen 1t  yang 

berperan sebagai variabel prediktor.  Bentuk model regresi antara 1X  dengan 1t  

dapat ditulis sebagai 

1 1 1 1
T= +X t p e                                                       (3.2.8) 

dimana, 

1X  adalah matriks mean centered X% yang berperan sebagai k variabel respon 

berukuran n x k, 
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1t   adalah vektor komponen pertama yang berperan sebagai prediktor berukuran    

n x 1, 

1p  adalah vektor loading pertama yang berperan sebagai parameter regresi 

berukuran k x 1, 

1e  adalah matriks error yang berukuran n x k. 

       Bentuk regresi dalam persamaan (3.2.8) merupakan regresi multivariat.  

Menurut Rencher, 2000, salah satu metode untuk menaksir parameter regresi 

adalah metode Least squares.  Untuk mencari dan menaksir parameter 1p , least 

squares meminimumkan SSE, dalam hal ini adalah yang meminimumkan 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1

TT T Ttr tr=e e X - t p X - t p , sehingga dengan menggunakan metode least 

squares untuk regresi multivariat seperti pada subbab 2.8, dapat diperoleh (bukti 

diberikan pada lampiran 4.1) 

                                           
( ) 1

1 1 1 1 1
T T−

=p t t X t
                                                

(3.2.9) 

yang kemudian didapatkan  

                                                                   1 1 1
T=X t p%%                                                           (3.2.10) 
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c) Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.2.2) dan menggunakan vektor 

komponen pertama 1t  yang telah diperoleh, dilakukan regresi antara 1y  sebagai 

variabel respon dan 1t  sebagai variabel prediktor sehingga bentuk regresi antara 

1y  dengan 1t  merupakan regresi linier sederhana dan dapat ditulis sebagai  

                                            1 1 1 1c= +y t f                                                       (3.2.11) 

dimana, 

1y  adalah vektor mean centered dari observasi variabel respon Y  yang berukuran  

n x 1, 

1t  adalah vektor komponen pertama yang berperan sebagai prediktor berukuran   

n x 1 
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1c  adalah parameter regresi berukuran 1 x 1, 

1f  adalah vektor error berukuran n x 1. 

Dengan menggunakan OLS, dapat ditunjukkan taksiran untuk 1c  (bukti diberikan 

pada lampiran 5.1) adalah sebagai berikut : 

                                                 
( ) 1

1 1 1 1 1ˆ T Tc
−

= t t t y
                                        

(3.2.12) 

sehingga taksiran untuk 1y  yaitu 1ŷ dapat ditulis sebagai 
 

                                                               1 1 1ˆ ĉ=y t                                                       (3.2.13)      

          Kemudian, untuk mengetahui besarnya hubungan antara tiap variabel 

prediktor pada matriks 1X  yang telah diubah atau didekomposisikan menjadi 

vektor komponen pertama  1t , dapat diketahui melalui matriks variansi kovariansi 

sampel 1X .  Pada kondisi dimana 1X dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan 

vektor komponen pertama 1t , dalam notasi matriks 1X  dapat ditulis sebagai  

                                               1X = 1 1 1
T=X t p%%
                                          (3.2.14) 

 dengan uraian sebagai berikut  
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, 

maka berdasarkan subbab (2.4) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, 

variansi sampel untuk setiap prediktor pada matriks 1X  adalah   
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(3.2.15) 

dan kovariansi antara prediktor ke-l dan ke-q pada 1X  adalah 

         

1 1

( )( ) ( )( )

1 1

n n

il l iq q il iq
i i

lq

x x x x x x
s

n n
= =

− −
= =

− −

∑ ∑ % %% %

, l , q = 1,…,k,  l ≠ q               (3.2.16) 
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Dengan menggunakan persamaan (3.2.15) dan (3.2.16), maka bentuk matriks 

variansi kovariansi 1X , dinotasikan *
1S  adalah sebagai berikut : 

                       
* 1 1 1 1 1 1
1 1 1

T T T

S
n n

= =
− −

X X p t t p% %% %
                                                   (3.2.17) 

dimana *
1S  tersebut menjelaskan seberapa besar variasi atau informasi dari 1X  

yang dijelaskan oleh vektor komponen 1t  atau dengan kata lain untuk mengukur 

variabilitas dari 1X  yang dijelaskan oleh vektor komponen 1t .   

        Berdasarkan subbab 2.6 mengenai pengukuran keseluruhan variabilitas, 

untuk mengetahui seberapa besar variasi dari 1X  yang dijelaskan oleh vektor 

komponen 1t dapat ditentukan melalui trace dari *
1S  yang kemudian dibandingkan 

dengan trace dari S atau trace dari matriks variansi kovariansi sampel X yang 

disebut proporsi variansi total 1X  yang dijelaskan oleh komponen pertama.   

Jika nilai proporsi variansi kecil berarti vektor komponen pertama 1t  tidak 

cukup dalam menjelaskan variasi 1X , maka dibutuhkan vektor komponen 

berikutnya, akan tetapi jika nilainya besar misalkan sekitar 80% (Jorgensen & 

Goegebeur, 2007) berarti hanya dengan vektor komponen pertama, maka 1t  sudah 

cukup dalam menjelaskan variasi 1X .  Namun, selain perbandingan antara trace 

*
1S  dengan trace S, kriteria paling utama berikut ini juga menentukan keputusan 

apakah dibutuhkan vektor komponen selanjutnya yaitu vektor komponen kedua 

atau sebaliknya.  

        Kemudian, setelah  diperoleh vektor komponen pertama 1t  dan kondisi 

X% = 1X  pada iterasi pertama dalam pembentukan vektor komponen pertama 1t , 

persamaan (3.2.1) dapat ditulis sebagai   

                                           1
1

1 1 1 2 2 1 1...

T

m
T

j j
j

T T T T
m m m m

=

− −

= +

= + + + + +

∑

X = TP + E

X t p E

X t p t p t p t p E

%

 

Berdasarkan persamaan (3.2.10) yaitu 1 1 1
T=X t p%%  , maka                                   
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1 1 1 2 2 1 1

1 1 2

...T T T T
m m m m− −= = + + + + +

= = +

X X t p t p t p t p E

X X X X

%

%% %
           

Berdasarkan uraian tersebut, maka matriks 2X  merupakan matriks residual dan 

dinyatakan sebagai : 

                                      2 1 1

2 1 1 1
T

= −

= −

X X X

X X t p

%%
                                                  (3.2.18) 

Matriks residual tersebut menerangkan seberapa besar 1X yang tidak dijelaskan di 

dalam vektor komponen 1t .  Jika 2X  yang terbentuk bukan matriks nol, maka 

untuk menjelaskan X%  dibutuhkan komponen kedua. 

         Selain itu, berdasarkan kondisi 1=y y% pada pembentukan vektor komponen 

pertama 1t , maka persamaan (3.2.2) dapat ditulis sebagai  

                                                    1
1

1 1 1 2 2 1 1...

m

j j
j

m m m m

c

c c c c

=

− −

=

= + + + +

∑

y = Tc + F

y t + F

y t t t t + F

%

                   

Berdasarkan persamaan (3.2.13) yaitu 1 1 1ˆ ĉ=y t , maka  

                                                       1 1 2ˆ= +y y y  

Vektor 2y merupakan vektor residual dan dinyatakan sebagai : 

                                             2 1 1

2 1 1 1

ˆ

ˆ

= −
= −

y y y

y y t c
                                                     (3.2.19) 

Jika vektor residual 2y  yang terbentuk bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor 

komponen kedua untuk menjelaskan X% .   

 

         Selanjutnya, 2X  dan 2y  yang telah didapatkan, digunakan sebagai 

langkah awal dalam pembentukan vektor komponen dan loading kedua.  

 

       Berikut ini akan dijelaskan mengenai cara pembentukan vektor komponen 

kedua t2 dan vektor loading kedua p2. 
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3.2.2  Pembentukan Vektor Komponen dan Loading Kedua 

 

Berdasarkan subbab 3.1.2, jika matriks residual 2X bukan matriks nol dan  

vektor 2y bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor komponen kedua, dimana 

2X  dan 2y  digunakan sebagai langkah awal dalam pembentukan vektor 

komponen dan loading kedua.  

Selanjutnya, persamaan (3.2.18) yaitu 2 1 1= −X X X%%  dapat diuraikan sebagai   

berikut :  

                                       

2 1 1

11 1 1 11 1

1 1 1

k k k

n nk k n nk

x x x x x x

x x x x x x

= −

 − − 
  = −   
  − −   

X X X%%

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L

 

                                                 

11 1 11 1

1 1

k k

n nk n nk

x x x x

x x x x

  
  = −   
     

% %% % % %L L

M L M M L M

% %% % % %L L

 

                                        

11(2) 1 (2)

1(2) (2)

k

n nk

x x

x x

 
 =  
 
 

L

M L M

L

                                                     (3.2.20) 

dan persamaan (3.2.19) yaitu 2 1 1ˆ= −y y y dapat diuraikan sebagai berikut : 

2 1 1

1 11 1 1(2)

1 1 (2)

ˆ

ˆ

ˆn n n

y t c y

y t c y

= −

 − 
  = =   
  −   

y y y

%

M M

%

                                              (3.2.21)                                 

        Similar dengan subbab sebelumnya, cara pembentukan vektor komponen 

kedua 2t  dan vektor loading kedua p2 dapat diuraikan dalam langkah-langkah 

berikut : 

a) Menentukan vektor komponen kedua 2t        

Similar dengan pembentukan 1t , berdasarkan persamaan (3.2.3), maka untuk 

membentuk vektor komponen kedua, 2t  dapat ditulis sebagai  
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                                     2 2 2=t X w                                                                                          (3.2.22) 

dimana 2w  adalah bobot yang merupakan penjumlahan fungsi kovariansi antara 

setiap variabel prediktor 2X  dan respon 2y , sehingga 2w  dapat ditulis sebagai                    

                              
(2) (2)

1
2

2
(2) (2)

1

cov( , )

cov( , )

k

l
l

k

l
l

=

=

=
∑

∑

x y
w

x y

,  l =1,…,k                             (3.2.23) 

 Berdasarkan subbab 2.4. mengenai matriks variansi kovariansi sampel dan cara 

yang similar dengan pembentukan 1w untuk 1t , maka persamaan (3.2.23) dapat 

ditulis sebagai (penjabaran diberikan pada lampiran 6.1)                                                                                        

                                                  2 2
2

2 2|| ||

T

T
= X y

w
X y

                                                                 (3.2.24)  

dan dengan menggunakan persamaan (3.2.24), vektor komponen kedua 2t  dapat 

ditulis sebagai  

  2 2 2=t X w 2 2 2

2 2|| ||

T

T
= X X y

X y
                                                      (3.2.25) 

b) Menentukan vektor loading kedua 2p                                                                 

Kemudian, setelah didapatkannya vektor komponen kedua 2t , berdasarkan 

persamaan (3.1.2), dilakukan regresi antara variabel-variabel matriks 2X  yang 

berperan sebagai variabel-variabel respon dan 2t  yang berperan sebagai variabel 

prediktor dan merupakan regresi multivariat, sehingga bentuk regresi antara 2X  

dengan 2t dapat ditulis sebagai 

                                        2 2 2 2
T= +X t p e                                                  (3.2.26) 

dimana  

2X  adalah matriks residual yang berperan sebagai k variabel respon berukuran      

n x k, 

2t   adalah vektor komponen kedua yang berperan sebagai prediktor berukuran      

n x 1, 

2p  adalah vektor loading kedua yang berperan sebagai parameter regresi yang 
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berukuran k x 1, 

2e  adalah matriks error yang berukuran n x k. 

Dengan menggunakan metode least squares untuk regresi multivariat pada 

persamaan (3.2.26), dapat diperoleh (bukti diberikan pada lampiran 4.2)                                                         

                                                     ( ) 1

2 2 2 2 2
T T−

=p t t X t                                           (3.2.27) 

sehingga didapatkan  

2 2 2
T=X t p%%                                                              (3.2.28)                                    

                                

11(2) 1 (2) 12 12 12 2

1(2) (2) 2 12 2 2

k k

n nk n n k

x x t p t p

x x t p t p

   
   =   
     

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L

 

c) Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.2.2) dan menggunakan vektor 

komponen kedua 2t  yang telah diperoleh , dibentuk regresi linier sederhana antara 

2y  sebagai variabel respon dan 2t  sebagai variabel prediktor yaitu  

                                                 2 2 2 2c= +y t f                                                       (3.2.29) 

dimana 

2y  adalah vektor residual dari 1y  yang berperan sebagai vaiabel respon berukuran   

n x 1, 

2t  adalah vektor komponen kedua yang berperan sebagai prediktor berukuran       

n x 1, 

2c  adalah parameter regresi berukuran 1 x 1, 

2f  adalah vektor error berukuran n x 1. 

Dengan menggunakan OLS, dapat ditunjukkan taksiran untuk 2c  (bukti diberikan 

pada lampiran 5.2) adalah  

                                                        ( ) 1

2 2 2 2 2ˆ T Tc
−

= t t t y                                           (3.2.30) 

sehingga taksiran untuk 2y  yaitu 2ŷ adalah 

                                                        2 2 2ˆ ĉ=y t                                                              (3.2.31) 

  Untuk mengetahui besarnya hubungan antara tiap variabel prediktor pada 

matriks 2X  yang telah diubah atau didekomposisikan menjadi vektor komponen  
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kedua 2t , dapat diketahui melalui matriks variansi kovariansi sampel 2X .  Pada 

kondisi dimana 2X dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan vektor komponen 

kedua 2t , maka 2X  dapat ditulis sebagai  

                                                    2X = 2 2 2
T=X t p%%                                                   (3.2.32)                                

                           
11(2) 1 (2) 11(2) 1 (2)

1(2) (2) 1(2) (2)

k k

n nk n nk

x x x x

x x x x

  
   =   
  

   

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L

                              

                                                                     

12 12 12 2

2 12 2 2

k

n n k

t p t p

t p t p

 
 =  
  

L

M L M

L

 

Berdasarkan persamaan (3.2.20) yaitu 2 1 1= −X X X%% dengan uraian 

                   

11(2) 1 (2) 11 1 1 11 1

1(2) (2) 1 1 1

k k k k

n nk n nk k n nk

x x x x x x x x

x x x x x x x x

   − − 
    = −     
    − −    

% %% %L L L

M L M M L M M L M

% %% %L L L

 

dan persamaan (3.2.10) yaitu 2 1 1
T=X t p%% dengan uraian 

                                           

11 1 11 11 11 1

1 1 11 1 1

k k

n nk n n k

x x t p t p

x x t p t p

   
   =   
     

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L

,  

maka persamaan (3.2.32) dapat ditulis sebagai 

                                        

                  

12 12 12 2 11 1 1 11 11 11 1

2 12 2 2 1 1 1 11 1 1

12 12 12 2 11 1 11

2 12 2 2 1

k k k k

n n k n nk k n n k

k k

n n k n nk

t p t p x x x x t p t p

t p t p x x x x t p t p

t p t p x x x x

t p t p x x

− −     
     = −     
     − −     

   
   = −   
      

L L L

M L M M L M M L M

L L L

% %% % % %L L L

M L M M L M

% %L L

1

1

k

n nkx x

 
 
 
 
 

M L M

% %% %L

 

Berdasarkan subbab (2.4) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, variansi 

sampel untuk setiap prediktor pada matriks 2X  adalah  
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2
1 1

2 1

( )

1

n

il l i l
i

ll l

x x t p
s s

n
=

− −
= =

−

∑
 = 

2

1

( )

1

n

il il
i

x x

n
=

−

−

∑ %% %

                (3.2.33) 

dan kovariansi antara prediktor ke-l dan ke-q pada 2X  adalah      

          
1 1 1 1

1 1

( )( ) ( )( )

1 1

n n

il l i l iq q i q il il iq iq
i i

lq

x x t p x x t p x x x x
s

n n
= =

− − − − − −
= =

− −

∑ ∑ % %% % % %

       
(3.2.34) 

l, q = 1,…,k,  l ≠ q. 

Dengan menggunakan persamaan (3.2.33) dan (3.2.34), matriks variansi 

kovariansi sampel 2X  dapat ditulis sebagai                                  

                        
* 2 2 2 2 2 2
2 1 1

T T T

S
n n

= =
− −

X X p t t p% %% %
                                              (3.2.35)

 

Pembuktian persamaan (3.2.35) dapat dilihat pada lampiran 2.2. 

         *
2S  yang telah didapatkan menjelaskan seberapa besar variasi atau 

informasi dari 2X  yang dijelaskan oleh vektor komponen 2t  atau dengan kata lain 

untuk mengukur variabilitas dari 2X  yang dijelaskan oleh vektor komponen 2t .   

        Berdasarkan subbab 2.6 mengenai pengukuran keseluruhan variabilitas, 

untuk mengetahui seberapa besar variasi dari 2X  yang dijelaskan oleh vektor 

komponen 2t dapat ditentukan melalui trace dari *
2S  yang kemudian dibandingkan 

dengan trace dari S atau trace dari matriks variansi kovariansi sampel X.  Jika 

nilai perbandingan antara  trace dari *
2S  dengan trace dari S (proporsi variansi 

total 1X  yang dijelaskan komponen kedua) yang kemudian hasilnya dijumlah 

dengan nilai perbandingan antara trace dari *
1S  dengan trace dari S pada 

pembentukan vektor komponen pertama kecil berarti vektor komponen kedua 2t  

tidak cukup dalam menjelaskan variasi 2X , maka dibutuhkan vektor komponen 

berikutnya. 

       Akan tetapi jika nilai perbandingannya besar berarti hanya dengan vektor 

komponen kedua, maka 2t  sudah cukup dalam menjelaskan variasi 2X .    

.     Kemudian, setelah diperoleh vektor komponen kedua 2t , persamaan 

(3.2.1) dapat diuraikan menjadi   
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1
1

T

m
T

j j
j=

= +∑

X = TP + E

X t p E

%

 

                                     1 1 1 2 2 1 1...T T T T
m m m m− −= + + + + +X t p t p t p t p E                      (3.2.36) 

Berdasarkan persamaan (3.2.10) yaitu 1 1 1
T=X t p%%   dan (3.2.26) yaitu 2 2 2

T=X t p%%  ,  

maka persamaan (3.2.36) dapat ditulis sebagai          

                                1 1 1 2 2 1 1...T T T T
m m m m− −= = + + + + +X X t p t p t p t p E%   

                                       1 1 2 3= = + +X X X X X% %% % %                                                              (3.2.37) 

dan berdasarkan persamaan (3.2.18) yaitu 2 1 1= −X X X%% , maka persamaan (3.2.37) 

dapat ditulis sebagai  

                                            1 1 2 3− = +X X X X% %% %  

                                                     2 2 3= +X X X%%                                                                 (3.2.38) 

Berdasarkan persamaan (3.2.38), maka matriks 3X  merupakan matriks residual 

dan dinyatakan sebagai : 

                                              3 2 2= −X X X%%                                                   

                                              3 2 2 2
T= −X X t p                                                   (3.2.39) 

Matriks residual tersebut menerangkan seberapa besar 2X  yang tidak dijelaskan 

di dalam komponen 2t .  Jika 3X  yang terbentuk bukan matriks nol, maka untuk 

menjelaskan X% dibutuhkan komponen ketiga. 

       Selain itu, berdasarkan kondisi 1=y y% pada pembentukan vektor komponen 

pertama 1t , maka persamaan (3.2.2) dapat ditulis sebagai  

                                                   1
1

1 1 1 2 2 1 1...

m

j j
j

m m m m

c

c c c c

=

− −

=

= + + + +

∑

y = Tc + F

y t + F

y t t t t + F

%

                   

Berdasarkan persamaan (3.2.13) yaitu 1 1 1ˆ ĉ=y t dan  (3.2.31) yaitu 2 2 2ˆ ĉ=y t , maka 

                                                   1 1 2 3ˆ ˆ= + +y y y y                                                              (3.2.40) 
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dan berdasarkan persamaan (3.2.19) yaitu 2 1 1ˆ= −y y y , maka persamaan (3.2.40) 

dapat ditulis sebagai         

                                          

1 1 2 3

1 1 2 3

2 2 3

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

= + +
− = +

= +

y y y y

y y y y

y y y

 

Vektor y3 merupakan merupakan vektor residual dan dinyatakan sebagai                                            

                                                  
3 2 2

3 2 2 2

ˆ

ĉ

= −
= −

y y y

y y t
                                                        (3.2.41) 

Jika vektor  residual 3y  yang terbentuk bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor 

komponen ketiga untuk menjelaskan X% .            

       Selanjutnya, 3X  dan 3y  yang telah didapatkan, digunakan sebagai langkah 

awal dalam pembentukan komponen ketiga dan iterasi akan terus berjalan hingga 

matriks dan vektor residual yang terbentuk merupakan matriks nol, sehingga 

banyaknya vektor komponen yang terbentuk dapat menjelaskan X% . 

        Misalkan iterasi telah berjalan hingga mendapat m-1 vektor komponen 

yaitu 1m−t dan m-1 matriks variansi kovariansi sampel yaitu *
1mS −  yang menjelaskan 

seberapa besar variansi dari X%  yang telah diubah atau didekomposisikan menjadi 

m-1 vektor komponen.  Kemudian, misalkan untuk menjelaskan X% , dibutuhkan m 

komponen, maka persamaan (3.2.1) diuraikan menjadi 

                                           

1
1

T

m
T

j j
j=

=∑

X = TP + E

X t p + E

%

 

                                           1 1 1 2 2 1 1...T T T T
m m m m− −= + + + + +X t p t p t p t p E                (3.2.42) 

Karena iterasi telah berjalan hingga m-1 komponen berarti telah didapatkan vektor 

komponen ke-(m-1) 1m−t  dan vektor loading  ke-(m-1), maka telah didapatkan 

pula persamaan 1 1 1
T

m m m− − −=X t p%%  dan berdasarkan persamaan (3.2.10) yaitu 

1 1 1
T=X t p%%  dan (3.2.26)  yaitu 2 2 2

T=X t p%%  , maka  persamaan (3.2.42) dapat ditulis 

sebagai                                                     

                                                1 1 2 1... m m−= + + + +X X X X X% % %% % %                                      (3.2.43) 
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Berdasarkan persamaan (3.2.18) yaitu 2 1 1= −X X X%% dan (3.2.36) yaitu 

3 2 2= −X X X%% , maka persamaan (3.2.43) menjadi                    

                                                    1 1 2 1... m m−− − − − =X X X X X% % %% % %                              

                                                2X  

                                                     3X  

                                                           …. 

                                                                   1m−X  

                                                     1 1 2 1... m m−− − − − =X X X X X% % %% % %                                   (3.2.44) 

                                                                            1 1m m m− −− =X X X%%                                  (3.2.45) 

maka berdasarkan persamaan (3.2.45), terdapat mX  yang merupakan matriks 

residual dinyatakan sebagai : 

                              1 1

1 1 1

m m m

m m m m

− −

− − −

= −
= −

X X X

X X t p '

%%
                                         (3.2.46) 

Matriks residual tersebut menerangkan seberapa besar 1m−X yang tidak dijelaskan 

di dalam komponen 1m−t .  Jika mX  yang terbentuk bukan matriks nol, maka untuk 

menjelaskan X% dibutuhkan komponen ke-m. 

         Selain itu, berdasarkan persamaan (3.2.2) yang diuraikan menjadi  

                                                      1
1

1 1 1 2 2 1 1...

m

j j
j

m m m m

c

c c c c

=

− −

=

= + + + +

∑

y = Tc + F

y t + F

y t t t t + F

%

 

dan karena iterasi telah berjalan hingga m-1 komponen berarti telah didapatkan 

vektor komponen ke-(m-1) 1m−t  dan taksiran 1mc −  yaitu 1ˆmc − , maka didapatkan 

persamaan  1 1 1ˆ ˆm m mc− − −=y t dan berdasarkan persamaan (3.2.13) yaitu 1 1 1ˆ ĉ=y t dan  

(3.2.31) yaitu 2 2 2ˆ ĉ=y t , maka    

                                                1 1 2 1ˆ ˆ ˆ... m m−= + + + +y y y y y                                            (3.2.47) 
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Berdasarkan persamaan (3.2.19) yaitu 2 1 1ˆ= −y y y dan (3.2.37) yaitu 3 2 2ˆ= −y y y , 

maka persamaan (3.2.47) menjadi   

                                                1 1 2 1ˆ ˆ ˆ... m m−− − − − =y y y y y                   

                                            2y  

                                                 3y  

                                                     … 

                                                            1m−y  

                                                  
1 1 2 1

1 1

ˆ ˆ ˆ...

ˆ
m m

m m m

−

− −

− − − − =
− =

y y y y y

y y y
 

my  merupakan vektor residual dan ditulis sebagai :                                                

                                    1 1

1 1 1

ˆ

ˆ
m m m

m m m m

− −

− − −

= −
= −

y y y

y y t c
                                        (3.2.48)  

Jika vektor residual my yang terbentuk bukan vektor nol, maka dibutuhkan 

komponen ke-m untuk menjelaskanX% .  

       Selanjutnya, mX  dan my  yang telah didapatkan, digunakan sebagai 

langkah awal dalam pembentukan komponen ke-m. 

 

3.2.3   Pembentukan Komponen dan Loading ke-m  

     

     Berdasarkan subbab 3.2.2, jika matriks mX  bukan matriks nol dan vektor 

my  bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor komponen ke-m, dimana mX  dan 

my digunakan sebagai langkah awal dalam pembentukan vektor komponen dan 

loading ke-m.  

Selanjutnya, persamaan (3.2.46) yaitu dapat diuraikan sebagai berikut :  

                         

1 1

11( 1) 1 ( 1) 11( 1) 1 ( 1)

1( 1) ( 1) 1( 1) ( 1)

m m m

m k m m k m

n m nk m n m nk m

x x x x

x x x x

− −

− − − −

− − − −

= −

  
  = −   
  

   

X X X%%

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L
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11( ) 1 ( )

1( ) ( )

m k m

m

n m nk m

x x

x x

 
 =  
 
 

X

L

M L M

L

                                     (3.2.49)                                                                                        

dan persamaan (3.2.48) yaitu 1 1ˆm m m− −= −y y y dapat diuraikan sebagai berikut :                                                                                         

                            1 1ˆm m m− −= −y y y    

 

1( 1) 1( 1) 1( )

( 1) ( 1) ( )

ˆ

ˆ

m m m m

n m n m m n m

y t c y

y t c y

− −

− −

   −
   = =   
   −   

M M                                      (3.2.50)                                 

 Cara pembentukan vektor komponen ke-m  mt  dan vektor loading ke-m mp  dapat 

diuraikan dalam langkah-langkah berikut : 

a) Menentukan vektor komponen ke-m mt  

      Similar dengan pembentukan vektor komponen berikutnya, berdasarkan 

persamaan (3.2.3), maka untuk membentuk vektor komponen ke-m, mt  dapat 

ditulis sebagai  

                                         m m m=t X w                                                                                 (3.2.51) 

dimana mw  adalah bobot yang merupakan penjumlahan fungsi kovariansi antara 

setiap variabel prediktor dalam matriks mX  dan vektor respon my , sehingga mw  

dapat ditulis sebagai                    

                                
( ) ( )

1

2
( ) ( )

1

cov( , )

cov( , )

k

l m m
l

m k

l m m
l

x y

x y

=

=

=
∑

∑
w , l = 1,…,k                          (3.2.52) 

 Berdasarkan subbab 2.4, dan cara yang yang similar dengan pembentukan vektor 

bobot untuk vektor komponen sebelumnya, maka persamaan (3.2.52) dapat ditulis 

sebagai (penjabaran diberikan pada lampiran 6.2) 

                                                       
|| ||

T
m m

m T
m m

= X y
w

X y
                                                           (3.2.53) 

dan dengan menggunakan persamaan (3.2.53), vektor komponen ke-m, mt  dapat 

ditulis sebagai 
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                                       m m m=t X w
|| ||

T
m m m

T
m m

= X X y
X y

                                                 (3.2.54) 

b) Menentukan vektor loading ke-m mp  

      Kemudian, setelah didapatkannya vektor komponen k-m mt , berdasarkan 

persamaan (3.2.1), dilakukan regresi antara variabel-variabel pada matriksmX  

yang berperan sebagai variabel-variabel respon dan mt  yang berperan sebagai 

variabel prediktor dan merupakan regresi multivariat, sehingga bentuk regresi 

antara mX  dengan mt  dapat ditulis sebagai 

                                
T

m m m m= +X t p e                                               (3.2.55)  

dimana  

mX  adalah matriks residual dari 1m−X  yang berperan sebagai k variabel respon 

berukuran n x k, 

mt  adalah vektor komponen kedua yang berperan sebagai prediktor berukuran       

n x 1, 

mp  adalah vektor loading kedua yang berperan sebagai parameter regresi 

berukuran k x 1, 

me  adalah matriks error yang berukuran n x k. 

Dengan menggunakan metode least squares untuk regresi multivariat tersebut, 

dapat diperoleh  (bukti diberikan pada lampiran 4.3) 

                                              ( ) 1T T
m m m m m

−
=p t t X t                                                   (3.2.56) 

yang kemudian didapatkan                                                               

                11( ) 1 ( ) 1 1 1

1( ) ( ) 1

T
m m m

m k m m m m km

n m nk m nm m nm km

x x t p t p

x x t p t p

=

   
   =   
     

X t p%%

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L

                                (3.2.57) 

c) Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.2.2) dan menggunakan vektor 

komponen ke-m mt  yang telah diperoleh , dilakukan regresi antara my  sebagai 

variabel respon dan mt  sebagai prediktor sehingga bentuk regresi antara my   

dengan mt  yang merupakan regresi linier sedehana dapat dinyatakan sebagai  
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                                      m m m mc= +y t f                                                               (3.2.58) 

dimana 

my  adalah vektor residual dari 1m−y  yang berperan sebagai variabel respon 

berukuran n x 1, 

mt  adalah vektor komponen kedua yang berperan sebagai prediktor berukuran       

n x 1, 

mc  adalah parameter regresi berukuran 1 x 1, 

mf  adalah vektor error berukuran n x 1. 

Dengan menggunakan OLS, dapat ditunjukkan taksiran untuk mc  (bukti diberikan 

pada lampiran 5.3) adalah 

                                                    ( ) 1
ˆ T T

m m m m mc
−

= t t t y                                            (3.2.59) 

sehingga taksiran dari my  yaitu ˆ my dapat ditulis sebagai   

ˆ ˆm m mc=y t                                                                (3.2.60) 

Kemudian, similar dengan iterasi-iterasi sebelumnya dalam menentukan vektor -

vektor komponen, langkah berikutnya setelah mendapatkan vektor komponen ke-

m adalah menentukan matriks variansi kovariansi sampel mX . 

       Pada kondisi dimana mX  dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan 

vektor komponen ke-m mt , mX  dapat ditulis sebagai  

                                            mX = 
T

m m m=X t p%%                                                           (3.2.61)    

                      

11( ) 1 ( ) 11( ) 1 ( )

1( ) ( ) 1( ) ( )

1 1 1

1

m k m m k m

n m nk m n m nk m

m m m km

nm m nm km

x x x x

x x x x

t p t p

t p t p

  
   =   
  

   

 
 =  
  

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L

L

M L M

L

                         

Berdasarkan persamaan (3.2.44) yaitu 1 1...m m−= − −X X X%% dengan uraian                                    

              

11( ) 1 ( ) 11 1 1 11( 1) 1 ( 1)

1( ) ( ) 1 1 1( 1) ( 1)

...
m k m k k m k m

n m nk m n nk k n m nk m

x x x x x x x x

x x x x x x x x

− −

− −

   − − 
    = − −     
    − −    

% %% %L L L

M L M M L M M L M

% %% %L L L
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dan persamaan (3.2.57) yaitu T
m m m=X t p%% dengan uraian 

                                           

11( ) 1 ( ) 1 1 1

1( ) ( ) 1

m k m m m m km

n m nk m nm m nm km

x x t p t p

x x t p t p

   
   =   
     

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L

,  

maka persamaan (3.2.61) dapat ditulis sebagai 

                                       

       

 

1 1

1 1 1 11 1 1 1( 1) 1( 1) 1( 1) ( 1)

12 1 1 ( 1) 1( 1) ( 1) ( 1)

1 1 1

12

...

...

m m

m m m km k k m m m k m

nm nm km n nk k n m m n m k m

m m m km

nm nm km

t p t p x x x x t p t p

t p t p x x x x t p t p

t p t p

t p t p

−

− − − −

− − − −

= − −

 − −   
    = − −     
    − −     

X X X%%

L L L

M L M M L M M L M

L L L

L

M L M

L

11 1 11( 1) 1 ( 1)

1 1( 1) ( 1)

...
k m k m

n nk n m nk m

x x x x

x x x x

− −

− −

    
    = − −     
         

% %% % % %L L

M L M M L M

% %% % % %L L

 

Berdasarkan subbab (2.4) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, variansi 

sampel untuk tiap variabel prediktor pada mX  adalah   

                                 

2
( 1) ( 1)

2 1

( ... )

1

n

il l i m l m
i

ll l

x x t p
s s

n

− −
=

− − −
= =

−

∑

 

                                             

2
( 1)

1

( ... )

1

n

il il m
i

x x

n

−
=

− −
=

−

∑ %% %

                                     (3.2.62) 

dan kovariansi antara variabel prediktor ke-l dan ke-q pada mX adalah  

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1

( 1) ( 1)
1

( ... )( ... )

1

( ... )( ... )

1

n

il l i m l m iq q i m q m
i

lq

n

il il m iq iq m
i

x x t p x x t p
s

n

x x x x

n

− − − −
=

− −
=

− − − − − −
=

−

− − − −
=

−

∑

∑ % %% % % %
          

(3.2.63)          

l, q = 1,…,k.  Dengan menggunakan persamaan (3.2.62) dan (3.2.63), matriks 

variansi kovariansi sampel mX  dapat ditulis sebagai                         

                       
*

1 1

T T T
m m m m m m

mS
n n

= =
− −

X X p t t p% %% %
                                               (3.2.64) 

Pembuktian persamaan (3.2.64) dapat dilihat pada lampiran 2.3. 
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*
mS  yang telah didapatkan menjelaskan seberapa besar variasi atau informasi dari 

mX  yang dijelaskan oleh vektor komponen mt  atau dengan kata lain untuk 

mengukur variabilitas dari mX  yang dijelaskan oleh vektor komponen mt .   

        Berdasarkan subbab 2.6 mengenai pengukuran keseluruhan variabilitas, 

untuk mengetahui seberapa besar variasi dari mX  yang dijelaskan oleh vektor 

komponen mt  dapat ditentukan melalui trace dari *
mS  yang kemudian 

dibandingkan dengan trace dari S atau trace dari matriks variansi kovariansi 

sampel X (proporsi variansi total 1X  yang dijelaskan komponen ke-m).   

        Karena iterasi berjalan hingga mendapatkan m vektor komponen, nilai 

perbandingan antara  kumulatif trace dari *
jS  ,  j = 1,…,m dengan trace dari S 

akan bernilai satu, maka m vektor komponen yang telah diperoleh dapat 

menjelaskan variasi X% . 

       Dengan demikian, secara umum untuk mendapatkan matriks komponen 

dan loading dapat menggunakan algoritma NIPALS yang dapat dijelaskan dalam 

langkah-langkah berikut ini : 

1. Algoritma ini dimulai dengan inisialisasi j = 1 dimana j = 1,…,m. 

2.  Menentukan bobot jw  yaitu 
|| ||

T
j j

j T
j j

=
X y

w
X y

. 

3. Menentukan komponen jt  yaitu j j j=t X w . 

4. Menentukan loading jp  yaitu 
T
j j

j T
j j

=
X t

p
t t

. 

5. Menentukan c.  Berdasarkan persamaan (3.1.3), dengan meregresikan jy  

dengan jt  dengan menggunakan OLS diperoleh  ˆ
T
j j

j T
j j

c =
t y

t t
. 

6. Menentukan residual untuk X dan y yaitu 1
T

j j j j+ = −X X t p
 

dan  

1 ˆj j j jc+ = −y y t
.
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Proses ini akan berlanjut hingga E adalah matriks nol, lalu bentuk matriks W, T 

dan P dengan kolom-kolom jw , jt  dan jp . 

Untuk mengetahui seberapa besar variasi dari X% yang dijelaskan oleh komponen-

komponen ke-j, j = 1,…,m  dapat dinyatakan melalui matriks variansi kovariansi 

jX  yaitu  

*

1 1

T T T
j j j j j j

jS
n n

= =
− −

X X p t t p% %% %

                                         (3.2.65) 

        Dari prosedur NIPALS tersebut, algoritma menghasilkan vektor-vektor 

komponen yang ortogonal. Selain komponen yang ortogonal, NIPALS juga 

menjamin bobot yang dihasikan ortogonal.  

 

        Dalam subbab berikut akan dibuktikan bahwa matriks komponen dan 

bobot yang terbentuk adalah ortogonal. 

 

3.2.4  Pembuktian Keortogonalan Matriks Komponen 

        

         Pada algoritma NIPALS, untuk mendapatkan vektor komponen berikutnya 

diperlukan suatu matriks residual. Penjabaran matriks residual dapat ditulis 

sebagai berikut : 

Sebelum  pembentukan vektor komponen kedua diperoleh matriks residual yaitu : 

                                                          2 1 1= −X X X%%  

                                                          2 1 1 1
T= −X X t p  

                                                         

1 1 1
1

1 1

1 1 1
1

1 1
1

T

T

T

T

c

c

= −

= −

 
= − 
 

t t X
X

t t

t t X
X

t t
I X

          

T
j jt t berukuran 1 x 1(skalar) sehingga dapat ditulisT

j jt t = c. 

Sebelum pembentukan vektor komponen ketiga diperoleh matriks residual yaitu : 

                                                        3 2 2= −X X X%%   
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3 2 2 2

2 2 2
2

2 2

2 2 2
2

2 2
2

2 2 1 2
1

T

T

T

T

T

T T

c

c

c c

= −

= −

= −

 
= − 
 

  
= − −  
  

X X t p

t t X
X

t t

t t X
X

t t
I X

t t t t
I I X

 

M   

Sebelum  pembentukan vektor komponen ke-m diperoleh matriks residual yaitu : 

                                                       1 1m m m− −= −X X X%%  

                                                       

1 1 1

1 1 1
1

1 1

T
m m m m

T
m m m

m T
m m

− − −

− − −
−

− −

= −

= −

X X t p

t t X
X

t t

 

                                                       

1 1 1
1

1 1
1

1 1 1 1
1....

T
m m m

m

T
m m

m

T T
m m

c

c

c c

− − −
−

− −
−

− −

= −

 
= − 
 

   
= − −   

  

t t X
X

t t
I X

t t t t
I I X

  

Dari penjabaran matriks residual diatas dan untuk i ≠ j, i,  j = 1,…,m, maka jX  

dapat dinyatakan sebagai : 

   

1 1 1 1
1.... ....

T T T
j j i i

j c c c
− −     

= − − −          

t t t t t t
X I I I X                    (3.2.66) 

Berdasarkan subbab 2.1.6 mengenai keortogonalan, maka untuk i dan j sembarang  

dimana i ≠ j akan dibuktikan tiap pasang vektor jt
 
ortogonal, dengan kata lain  

akan dibuktikan 0T
i j =t t  ! 

 

Bukti :  

dengan menggunakan persamaan (3.2.66), maka 

                                 T T
i j i j j=t t t X w  
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1 1 1 1
1

1 1 1 1
1

... ....

... ...

T T T
j jT i i

i j

T T T
j j T i

i j

c c c

c

c c c

− −

− −

     
= − − −          

     
= − − −          

t t t t t t
t I I I X w

t t t t t
I t I X w

 

                                                    = 0                                       0 

∴  terbukti T ortogonal  

Selain membuktikan T ortogonal, akan dibuktikan pula W ortogonal. 

Dengan menggunakan persamaan (3.2.66) dan untuk  i ≠ j, i, j = 1,…,m , i dan j 

sembarang, akan dibuktikan 0T
i j =w w ! 

                                   
1 1

1 1

...

...

T T T
i j i j j

T T
j jT T i i

i i j

T T
j jT i i

i j

c c

c c

− −

− −

=

   
= − −       

   
= − −       

w w w X y

t t t t
w X I I y

t t t t
t I I y

 

                                     
1 1 ...

T T
j j T i

i j

c

c c
− −   

= − −       

t t t
I t y  

                                           = 0                               0 

Terbukti W ortogonal. 

        Dari bukti diatas, dapat disimpulkan pembentukan matriks komponen T 

dan matriks bobot W yang diperoleh dengan algoritma NIPALS adalah ortogonal. 

 

        Berikut ini akan dijelaskan mengenai penentuan banyak komponen pada 

univariat PLSR. 

 

3.3  Penentuan Banyak Komponen Pada Univariat PLSR 

        

        Pada subbab sebelumnya telah dijelaskan tentang cara memperoleh 

komponen pada univariat PLSR, selanjutnya akan dibahas mengenai banyak 

komponen yang masuk ke dalam model PLSR.        

        Berdasarkan persamaan (3.2.64), maka matriks variansi  kovariansi 

X% yang dijelaskan oleh komponen j, j = 1,…,m yaitu : 
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                                          *
1 1

T T T
j j j j j j

jS
n n

= =
− −

X X p t t p% %% %

  

dan penjelasan sebelumnya pada subbab (2.6) mengenai pengukuran keseluruhan 

variabilitas yang dinyatakan dengan trace, maka untuk mengetahui variansi 

sampel total atau variabilitasX% yang dijelaskan oleh komponen j, j = 1,…,m dapat 

dinyatakan sebagai 

                                   *( )
1 1

T T T
j j j j j j

jtr S tr tr
n n

   
 = =    − −  

X X p t t p% %% %

 

( )
1

1
2

1 1 2

T T
j j j j

j

j
j

j nj j j kj

nj
kj

tr

p
t

p
tr t t p p p

t
p

  
   
       =       
         

p t t p

L M L
M  

( )

1 1 1
1 1 1 2 1

2 1 2

1 2
1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1... ... ...

j j j nj

j j j j j kj
j j j nj

nj j nj j nj kj
kj j kj nj

j j j nj j j j j j nj nj j j j j kj j

p t p t
t p t p t p

p t p t
tr

t p t p t p
p t p t

p t p t p t t p p t t p p t t p p t

tr

  
   
   =    
         

+ + + + + +

=

L
L

L
M M L M

M L M
L

L

L

( )

( )

2

2 2 2 2
2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 2 2 1

... ... ...

... ... ...

nj nj j

j j j j j nj nj j j j j nj j j j kj j nj nj j

kj j j j kj nj nj j kj j j j nj j kj nj kj j kj nj

t p

p t t p p t t p p t p t p t t p p t t p

p t t p p t t p p t t p t p p t p t p t

 
 
 + + + + + +
 
 
 

+ + + + + +  

L

M M O M

L

 

( )T T
j j j jtr p t t p  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 1... ... ... ...j j j nj j j j nj kj j kj nj

T T
j j j j

p t p t p t p t p t p t= + + + + + + + + +

= t t p p
 

Jadi, dapat dikatakan variansiX% yang dijelaskan oleh komponen j dapat dihitung 

dengan, 

                                      
1

T T
j j j j

n −
t t p p

                                                       (3.3.1) 

dimana j = 1,…,m. 

Untuk mengetahui proporsi variansi total X% yang dijelaskan oleh komponen j 

dapat dihitung dengan membandingkan *
jS  dengan S yaitu :                                                       
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*( )

( )
jtr S

tr S
 = ( )

T T
j j j j

Ttr

t t p p

X X% %
                                              (3.3.2) 

dan kumulatif proporsi variansi total X% yang dijelaskan oleh komponen j dapat 

dihitung dengan  

( )
1

m
T T
j j j j

j

Ttr
=
∑ t t p p

X X% %
                                                   (3.3.3)       

Selain menentukan variansi pada X%  yang dijelaskan oleh komponen j, 

variansi pada y%  yang dijelaskan oleh komponen j juga berpengaruh dalam 

menentukan banyaknya komponen yang digunakan. 

        Misalkan y adalah vektor random dari observasi variabel respon yang 

berukuran n x 1dan y%  adalah vektor mean centered dari observasi variabel respon 

y yang berukuran n x 1. Berdasarkan subbab 2.7.3 telah disebutkan bahwa 2R  

adalah proporsi variasi y yang dijelaskan oleh prediktor X dimana 

                                              

2 1 ResR

T T

SSSS
R

SS SS
= = −   

dengan 2

1

( )
n

T i
i

SS y y
=

= −∑ dan 2

1

ˆ( )
n

Res i i
i

SS y y
=

= −∑ .  

Dengan menggunakan notasi y% , maka TSS  dan ResSS  dapat ditulis sebagai  

                                        2

1

( )
n

T
T i

i

SS y
=

= =∑ y y% % %      

                   

                                       

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

n
T

Res i i
i

T

Res

T

Res

SS y y

SS

SS

=

= − =

= − − − −      

= − −

∑ y - y y - y

y - y y y y - y y y

y y y y% % % %

 

sehingga variansi data untuk y% dapat ditulis sebagai  

                           

( ) ( )ˆ ˆ
1

T

T

− −
−

y y y y

y y

% % % %

% %
                                            (3.3.4)               

Pada saat y%  dapat dijelaskan oleh vektor komponen pertama yaitu 1t  dan 
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menghasilkan 1 1 1ˆˆ =y t c , maka untuk menentukan proposi variansi y%  yang 

dijelaskan oleh vektor komponen pertama dapat dihitung dengan           

                                
( ) ( )1 12

1

ˆ ˆ
1

T

T
R

− −
= −

y y y y

y y

% %

% %                                            
(3.3.5)                                                 

Kemudian pada saat y dapat dijelaskan oleh komponen kedua yaitu 2t  dan 

menghasilkan 2 2 2ˆˆ =y t c , maka untuk menentukan proposi variansi y yang 

dijelaskan oleh komponen kedua dapat dihitung dengan              

                                 
( ) ( )2 22

2

ˆ ˆ
1

T

T
R

− −
= −

y y y y

y y

% %

% %
,                                         (3.3.6)                       

begitu seterusnya hingga komponen ke-m yaitu  

                                   
( ) ( )2 ˆ ˆ

1
T

m m
m T

R
− −

= −
y y y y

y y

% %

% %                                        
(3.3.7) 

Jadi, untuk menentukan proporsi variansi data y%  yang dijelaskan oleh komponen  

j, j = 1,…,m dapat dihitung dengan  

                                    
( ) ( )2

ˆ ˆ
1

T

j j

j T
R

− −
= −

y y y y

y y

% %

% %
                                         (3.3.8)                                          

dan kumulatif proporsi variansi data total y%  yang dijelaskan oleh komponen j 

dapat dihitung dengan  

                                    
( ) ( )2

1

ˆ ˆ
1

T
m

j j

j T
j

R
=

 − −
 = −
 
 

∑
y y y y

y y

% %

% %
                                 (3.3.9) 

Penentuan banyak komponen yang masuk ke dalam model dapat ditentukan 

sendiri oleh user (Qiang Zeng et al., 2007) atau berdasarkan penjelasan 

sebelumnya dapat dipilih sedemikian sehingga besarnya variansi X% dan y% yang 

dijelaskan oleh komponen  j besar misalkan 80%-90%. 

 

        Setelah mendapatkan vektor komponen yang akan masuk ke dalam model, 

langkah berikutnya adalah estimasi parameter regresi.  Berikut ini akan dijelaskan 

mengenai taksiran parameter pada univariat PLSR. 
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3.4 Taksiran Parameter Pada Univariat PLSR 

 

       Misalkan telah didapatkan m vektor komponen berdasarkan algoritma 

NIPALS pada pembahasan subbab sebelumnya, maka X%  didekomposisikan 

menjadi  

                                               
T=X TP + E%   

dengan menggunakan metode least squares ( dapat dilihat pada lampiran 4.4) 

didapat ( ) 1T T−
=P Τ Τ X Τ% dan dengan menggunakan sifat-sifat pada matriks, maka 

                             ( ) 1T T−
=P Τ Τ X Τ%                                                   

                              P T= IX Τ%                      (sifat keortogonalan matriks T, TT T = I ) 

                                    P T= X Τ%                             (sifat matriks identitas)                (3.4.1) 

Berdasarkan persamaan (3.2.3) dimana =Τ XW% , persamaan (3.4.1) menjadi 

                                      
T=P X XW% %                                                                 (3.4.2) 

Kemudian, dilakukan regresi antara y% dan T dengan bentuk model regresi sebagai  

                                                          
y = Tc + F%

 

dan taksiran dari y%
 
dapat ditulis sebagai 

 

                                                    ˆ ˆ=y Tc%                                                          (3.4.3) 

dengan menggunakan metode least squares (dapat dilihat pada lampiran 5) 

didapat ( ) 1
ˆ T T−

=c Τ Τ Τ y%  dan dengan menggunakan sifat-sifat matriks, maka 

                                   ( ) 1
ˆ T T−

=c Τ Τ Τ y%  

                                   ˆ T=c IΤ y%              (sifat keortogonalan matriks T, TT T = I ) 

                                   ˆ T=c Τ y%                (sifat matriks identitas)              
 

                                   ˆ T T=c W X y% %         (sifat tranpos matriks, ( )TT =Τ XW%         (3.4.4) 

dimana  

X% adalah matriks mean centered dari k variabel prediktor  yang berukuran n x k, 

P adalah matriks loading berukuran k x m, 

T adalah matriks komponen berukuran n x m,       

E adalah matriks error berukuran n x k,             
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y%  adalah vektor random mean centered dari observasi variabel respon Y  yang 

berukuran n x 1, 

c  adalah matriks parameter regresi berukuran m x 1,   

F adalah matriks error berukuran n x 1, dan 

W adalah matriks bobot berukuran k x m. 

Untuk mendapatkan taksiran parameter univariat PLSR yang berpadanan 

dengan persamaan (3.1.1) yaitu   

                                                           1= +y Xβ ε%%  

dimana, 

y%  adalah vektor random mean centered dari observasi variabel respon Y  yang    

berukuran n x 1, 

X% adalah matriks mean centered dari k variabel prediktor  yang berukuran n x k, 

1β  adalah vektor parameter regresi yang berukuran k x 1, 

ε adalah vektor error yang berukuran n x 1, 

substitusi ( ) 1
ˆ T T−

=c Τ Τ Τ y%  ke dalam persamaan (3.4.3) menjadi 

                                                  

( ) 1

ˆ ˆ

T T−
=

y = Tc

T Τ Τ Τ y

%

%
                                             (3.4.5) 

Kemudian substitusikan =Τ XW% ke dalam persamaan (3.4.5) menjadi 

                                              ( ) 1ˆ T T T T−
=y XW W X XW W X y% % % %% %                                       (3.4.6) 

sehingga berdasarkan sifat tranpos pada persamaan (3.4.2) dan persamaan (3.4.4), 

persamaan (3.4.6) dapat ditulis sebagai : 

                   ( ) 1ˆ T T T T−
=y XW W X XW W X y% % % %% %  

                   ( ) 1ˆ ˆT −
=y XW P W c%%    (sifat tranpos matriks, ( )TT T=P X XW% % )          (3.4.7) 

Bentuk model regresi umum antara variabel respon y dengan variabel-variabel 

prediktor X adalah = +y Xβ ε , dengan model penduga ˆˆ =y Xβ , maka dari 

persamaan (3.4.7) diperoleh taksiran dari ˆ
plsβ  yaitu : 

                                         1β̂  = ( ) 1ˆ ˆT
pls

−
=β W P W c .                                        (3.4.8) 
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BAB 4 
CONTOH PENERAPAN 

 

Dalam bab ini akan dibahas mengenai contoh penerapan pada univariat 

partial least squares regression yang meliputi pembentukan matriks komponen T 

dan matriks loading P, pemilihan banyaknya komponen yang masuk ke dalam 

model serta taksiran parameter. Data yang digunakan dalam contoh penerapan ini 

adalah data yang bersumber dari Abdi.H, 2010. Partial least Squares Regression 

and projection on Latent Structure Regression. 

 

4.1 Data 

 Data yang digunakan dalam contoh penerapan pada PLSR adalah data 

yang membahas mengenai wine (minuman anggur), bahan dasar pembuatan wine 

dan hal-hal yang mempengaruhi seseorang dalam penilaian terhadap wine 

(likeability). 

Wine adalah minuman beralkohol yang dibuat dari sari anggur jenis Vitis 

vinifera yang biasanya hanya tumbuh di area 30 hingga 50 derajat lintang utara 

dan selatan. Wine juga merupakan minuman yang populer di banyak negara 

seperti Perancis, Italia, Amerika Serikat, Jerman, Spanyol, Argentina, Britania 

Raya, Republik Rakyat Cina, Rusia dan Rumania.  Wine dibuat dengan fermentasi 

buah anggur yang nantinya akan menghasilkan alcohol. Berdasarkan harian 

kompas.com edisi Selasa, 1 Juni 2010, kandungan alkohol tersebut berkisar 14-20 

%  namun, beberapa jenis wine kandungan alkoholnya dapat kurang dari kisaran 

tersebut.   

Selain anggur, bahan lain yang digunakan dalam pembuatan wine adalah 

gula.  Pemberian gula bertujuan memberikan sensasi manis yang berbeda dengan 

gula buah yang ada pada anggur itu sendiri, dengan  kadar yang diukur dalam  %. 

Selain gula, senyawa asam yang diukur dengan satuan ph dan bahan-bahan 

lainnya juga digunakan dalam pembuatan wine.                                  
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Kemudian, selain dari bahan-bahan dasar pembuat wine yang telah 

disebutkan sebelumnya, informasi mengenai wine juga dapat dijelaskan 

berdasarkan jenis atau likeability pada wine.  Likeability pada wine dapat 

didefinisikan sebagai jenis wine yang dibedakan berdasarkan jenis hidangan yang 

disajikan misalnya, wine yang dapat dinikmati bersama makanan disebut table 

wine seperti red wine, rose wine dan white wine.  Menurut tradisinya, red wine 

disajikan dengan hidangan dari daging merah, seperti daging sapi, daging 

kambing dan sebagainya.  White wine disajikan dengan hidangan dari daging 

putih seperti daging ayam, kepiting, kerang, kakap, udang galah, dan lain-lain, 

sedangkan rose wine disajikan dengan hidangan dari daging merah jambu 

misalnya daging babi.  Disamping daging babi, rose wine juga cocok dosajikan 

dengan segala macam makanan karena sifatnya yang netral .  Selain itu, ada juga 

wine yang disajikan bersama dengan hidangan penutup (dessert wine) seperti 

champagne dan terdapat pula likeability lainnya tergantung dari penikmat wine itu 

sendiri. 

Hal-hal yang mempengaruhi seseorang dalam memberikan penilaian 

terhadap  likeability wine itu sendiri berhubungan dengan komposisi bahan-bahan 

dasar pembuat wine selain itu,  besarnya hargapun dianggap berkontribusi dalam 

mempengaruhi seseorang dalam memberikan penilaian terhadap likeability wine. 

Dugaan awalnya adalah semakin tinggi kadar dari bahan-bahan dasar pembuat 

wine dan tingginya harga akan memberikan rate yang tinggi pada likeability wine, 

untuk itu dibutuhkan analisa lebih lanjut untuk mengetahui hubungan penilaian 

likeability dari wine tersebut dengan bahan-bahan dasar pembuat wine.  Dalam 

skripsi ini, likeability wine yang digunakan adalah table wine.  

Berikut ini akan dibahas mengenai hubungan antara bahan-bahan dasar 

pembuat wine serta harga terhadap penilaian atau rate likeability pada table wine. 

4.2 Analisis Data 

 Berdasarkan data yang ada, akan dilihat pola hubungan antara likeability 

pada table wine yang berperan sebagai variabel respon terhadap harga (dolar), 
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kandungan gula (%) dan alkohol (%) serta tingkat keasaman (ph) yang berperan 

sebagai variabel prediktor dengan PLSR dengan software matlab 5.3.1.  

Data dapat dilihat pada tabel berikut : 

Wine 

Rate likeability 

table wine Price sugar  Alcohol Acidity 

     Y X1 X2 X3 X4 

1 7 7 7 13 7 

2 7 4 3 14 7 

3 5 10 5 12 5 

4 4 16 7 11 3 

5 2 13 3 10 3 

 

5y =  1 10x =  2 5x =  3 12x =  4 5x =  

 

Korelasi antara variabel prediktor dan respon dengan matriks korelasi dapat 

dilihat pada  tabel 1 berikut : 

Tabel 1 
Entri matriks korelasi 

 

Variables Price Sugar Alcohol Acidity 

Rate 

likeability 

table wine 

Price 1.000 0.316 -0.900 -0.949 -0.820 

Sugar 0.316 1.000 0.000 0.000 0.236 

Alcohol -0.900 0.000 1.000 0.949 0.969 

Acidity -0.949 0.000 0.949 1.000 0.943 

Rate 

likeability 

table wine -0.820 0.236 0.969 0.943 1.000 

 

Dari tabel 1 di atas, dapat disimpulkan bahwa terdapat multikolinieritas 

antara variabel-variabel prediktor dimana korelasi antara harga dengan alkohol, 

sebesar  -0.9, korelasi antara harga dengan tingkat keasaman sebesar -0.94 dan 

korelasi antara alkohol dengan tingkat keasaman sebesar 0.94.  Berdasarkan 

penjelasan mengenai efek dari multikolinieritas yang tertera pada lampiran 8.1, 

bahwa jika tetap menggunakan OLS untuk penaksiran parameter regresi, taksiran 

yang diperoleh menjadi kurang baik dan tidak stabil serta pengujian parsial 

parameternya menjadi tidak signifikan sehingga untuk mengatasi kasus ini, 

univariat PLSR dapat digunakan. 
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Didefinisikan model regresi PLS dapat ditulis sebagai berikut : 

                      1= +y Xβ ε%%                                                   (4.2.1) 

y%  adalah vektor random mean centered penilaian likeability pada table wine yang 

berukuran 5 x 1, 

X%  adalah matriks mean centered dari variabel prediktor harga, kandungan 

gula,alkohol dan tingkat keasaman yang berupa matriks 5 x 4, 

1β adalah vektor parameter regresi berukuran 4 x 1, 

ε adalah vektor error berukuran 5 x 1. 

Dalam bentuk matriks mean centered, data dapat ditulis sebagai 

     y%  1x%        2x%  3x%  4x%  

1 2 -3 2 1 2 

2 2 -6 -2 2 2 

3 0 0 0 0 0 

4 -1 6 2 -1 -2 

5 -3 3 -2 -2 -2 

 

 Langkah berikutnya adalah pembentukan matriks komponen T dan 

loading P yang disertai dengan matriks bobot W. Secara otomatis atau software 

memilih banyaknya komponen sedemikian sehingga matriks jX  menjadi matriks 

nol dengan toleransi 1010−  dan variansi kumulatif  X dan variansi kumulatif y 

besar dan sempurna, terdapat 3 komponen yang terbentuk yaitu T = { 1 2 3, ,t t t }, 

loading P = { 1 2 3, ,p p p } dan bobot W = { 1 2 3, ,w w w }.  Secara rinci, hasil 

pembentukan T, P dan W dapat dilihat pada tabel berikut (output lengkap dapat 

dilihat pada lampiran 8) : 

Tabel 2 
Entri pada matriks bobot W, komponen T dan loading P 

 

 

 

 

 

 

Variable w1 w2 w3 

Price -0.8437 0.2905 0.2299 

Sugar 0.1023 0.9087 -0.2807 

Alcohol 0.3324 0.244 0.911 

Acidity 0.409 0.1738 -0.1958 
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dimana, 

W adalah matriks bobot berukuran 4 x 3, 

T adalah matriks komponen berukuran 5 x 3, 

P adalah matriks loading berukuran 4 x 3. 

Komponen yang terbentuk sudah tidak saling berkorelasi dengan kata lain 

ortogonal, hal tersebut dapat dilihat pada hasil berikut (ouput lengkap dapat dilihat 

pada lampiran 8) : 

                                                   

4
1 2

1 3

2 3

1,5876.10 0

0.0054 0

0.0014 0

T

T

T

−= =

= − ≈

= ≈

t t

t t

t t

 

atau dapat terlihat dari matriks TT T = I  (matriks dapat dilihat lampiran 8) 

Selain komponen yang ortogonal, bobot W yang didapatkan ortonormal  

                    

5
1 2

5
1 3

5
2 3

5,496.10 0

5,196.10 0

3,218.10 0

T

T

T

−

−

−

= ≈

= ≈

= − ≈

w w

w w

w w

                     

1 1

2 2

1 3

1.0001 1

0.999 1

0.999 1

T

T

T

= ≈

= ≈

= ≈

w w

w w

w w

 

atau dapat terlihat dari matriks TW W = I  (matriks dapat dilihat pada lampiran 8) 

Kemudian, langkah berikutnya adalah meregresikan y%  dengan komponen 

T didapatkan taksiran parameter regresi c yaitu ĉyang dapat dilihat pada tabel 3 

berikut : 

 

 

Observation t1 t2 t3 

1 3.886 2.3072 -0.5225 

2 6.3402 -1.4693 0.479 

3 0.000 0.000 0.000 

4 -6.0079 1.792 0.4601 

5 -4.2183 -2.617 -0.4167 

Variable p1 p2 p3 

Price -0.9012 0.2697 0.2299 

Sugar -0.077 0.9342 -0.2807 

Alcohol 0.284 0.1614 0.911 

Acidity 0.3746 0.1915 -0.1958 
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                                                Tabel 3 
                          Nilai dari taksiran parameter regresi c 
 

Variable 1̂c  2ĉ  3ĉ  

Rate 

likeability 

table wine 0.3582 0.4428 0.7919 

 

Dari tabel-tabel diatas, diketahui bahwa algoritma ini berhenti sedemikian 

sehingga terdapat 3 komponen yang terbentuk. Langkah selanjutnya adalah 

menentukan berapa banyak komponen yang masuk ke dalam model. Untuk 

menentukan berapa komponen yang masuk ke dalam model dapat dilihat 

berdasarkan nilai kumulatif terhadap variabel respon dan variabel prediktor, 

sehingga cukup dua komponen yang masuk ke dalam model regresi, secara rinci 

dapat dilihat pada tabel 4 dan gambar 1 berikut : 

 

Tabel 4 
Nilai variansi untuk tiga komponen  

 

Index Comp1 Comp2 Comp3 
2
jR  (variansi y 

yang dijelaskan 

komponen j) 0.7785 0.1906 0.039 

(variansi total X 

yang dijelaskan 

komponen j) 0.8596 0.1336 0.0067 

                      

                                             

Gambar 1 
Nilai kumulatif variansi untuk tiga komponen 
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Variansi total dari variabel prediktor yang dijelaskan oleh dua komponen 

pertama sebesar 99.32% dan variansi dari variabel respon yang dijelaskan oleh 

dua komponen pertama sebesar 96,91%.  Variansi yang dijelaskan oleh dua 

komponen pertama cukup besar dengan kata lain informasi pada variabel 

prediktor dan respon yang dijelaskan oleh dua komponen pertama cukup besar, 

sehingga dengan hanya dua komponen pertama, model prediksi dapat terbentuk 

dengan baik. 

Setelah mendapatkan banyaknya komponen yang masuk ke dalam model, 

maka langkah selanjutnya adalah menaksir parameter regresi denan menggunakan 

rumus yang ada pada persamaan (3.4.5) yaitu  

                                        

1
1

ˆ ˆ ˆ( )T
pls

−= =β β W P W c  

Karena banyaknya vektor komponen yang digunakan adalah dua, maka matriks W 

dan P yang digunakan adalah matriks yang terdiri dari dua vektor pertama yaitu 

( 1 2,w w ) dan ( 1 2,p p ), serta ̂cyang digunakan adalah 1̂c dan 2ĉ .  Secara rinci, nilai 

parameter regresi pada PLSR dengan dua vektor komponen dan menggunakan 

rumus yang ada pada persamaan (3.4.5) pada subbab 3.4 dapat dilihat pada tabel 5 

berikut : 

                                                   Tabel 5 
       Nilai taksiran parameter regresi pada univariat PLSR 
 

 

 

 

 

Jadi, persamaan regresi univariat PLSR dapat ditulis sebagai berikut : 

                             ˆ 0.2475 0.448 0.2563 0.2593= − + + +1 2 3 4y x x x x% % % % %                   (4.2.2) 

Jika dikembalikan ke bentuk original dimana variabel respon dan prediktornya 

bukan bentuk mean centered, maka persamaan regresi dapat ditulis sebagai : 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 3 4

ˆ 0.2475( ) 0.448( ) 0.2563( ) 0.2593( )

ˆ 5 0.2475( 10) 0.448( 5) 0.2563( 12) 0.2593( 5)

y y x x x x x x x x

y x x x x

= − − + − + − + −
= − − + − + − + −

 

sehingga dapat ditulis sebagai : 
               1 2 3 4ˆ 0.8629 0.2475 0.448 0.2563 0.2593y x x x x= − + + +              (4.2.3) 

Variable 

Rate likeability 

table wine 

Price -0.2475 

Sugar 0.448 

Alcohol 0.2563 

Acidity 0.2593 
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BAB 5 
KESIMPULAN DAN SARAN    

 

5.1.  Kesimpulan 

 

1. Ide dasar dari PLSR mendekomposisikan matriks prediktor menjadi matriks 

komponen yang ortogonal dan matriks loading,  dimana komponen merupakan 

kombinasi linier berbobot dari variabel-variabel prediktor  

2.  Untuk mendapatkan komponen pada PLSR, digunakan algoritma  NIPALS 

3. Komponen pada PLSR digunakan sebagai prediktor baru untuk memprediksi 

variabel respon  

4.  Pemilihan banyaknya komponen yang optimal dapat ditentukan dengan   

     menghitung variansi sampel total variabel prediktor dan  variabel respon yang 

dijelaskan oleh komponen j 

5. Dengan menggunakan banyaknya komponen yang optimal, taksiran parameter 

univariat PLSR yang diperoleh berpadanan dengan taksiran parameter regresi 

linier univariat 

 

                    

5.2.  Saran 

 

1. Dengan algoritma yang sama yaitu NIPALS, dapat dilanjutkan pembahasan   

     mengenai multivariat PLSR 

2.  Dapat dilanjutkan pembahasan dengan algortima SIMPLS 

3. Pemilihan banyaknya komponen yang optimal dapat dilanjutkan dengan  

menggunakan cross validation 
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LAMPIRAN 1 

 

Bukti ( ) 1ˆ T T−
β = X X X y dan ( ) 1ˆ T T−

=B X X X Y  

Mengenai Metode Least Squares pada Regresi Linier Berganda Univariat dan Multivariat 

 

 

 

 

Berikut ini akan dibuktikan persamaan  (2.7.9) yaitu  

( ) 2T T T T TS =β y y - β X y + β X Xβmenjadi ˆ
ˆ| 2 2 0T TS∂ = − + =

∂ β
X y X Xβ

β
sedemikian  

sehingga ( ) 1ˆ T T−
β = X X X y dan persamaan (2.8.4) yaitu  

( ) ( 2 )T T T T TS tr=B Y Y - B X Y + B X XB menjadi ˆ
ˆ ˆ| 2 2 0T T TS∂ = − + =

∂ B
B X y X XB

B
 

sedemikian sehingga ( ) 1ˆ T T−
=B X X X Y . 

 Untuk membuktikan persamaan (2.3.9), akan dibuktikan  

( )2
2

T T

T
∂ −

= −
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β X y
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X y X Xβ
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β X X X y

 

Jadi, jika ( ) 2T T T T TS =β y y - β X y + β X Xβ diturunkan terhadap β maka menjadi 

ˆ
ˆ| 2 2 0T TS∂ = − + =

∂ β
X y X Xβ

β
 sedemkian sehingga ( ) 1ˆ T T−

β = X X X y  

Terbukti  

 

Kemudian, akan dibuktikan persamaan (2.4.4) yaitu  

( )( ) 2T T T T TS tr=B Y Y - B X Y + B X XB menjadi ˆ
ˆ ˆ| 2 2 0T T TS∂ = − + =

∂ B
B X y X XB

B
 

sedemikian sehingga ( ) 1ˆ T T−
=B X X X Y  

Untuk membuktikan persamaan (2.3.9), akan dibuktikan  
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                                                LA MPIRAN 2 

Pembuktian * 1 1 1 1 1 1
1 1 1

T T T

S
n n

= =
− −

X X p t t p% %% %
(3.2.17), * 2 2 2 2 2 2

2 1 1

T T T
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= =
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X X p t t p% %% %
(3.2.34) dan 

*

1 1

T T T
mm m m m m m

mS
n n

= =
− −

X X p t t p% %% %
(3.2.53) Mengenai Matriks Variansi Kovariansi pada 

Pembentukan Matriks komponen T 

 
 

  

L.2.1 Pembuktian persamaan  (3.2.17) 

 

Pada kondisi dimana 1X  dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan 

vektor komponen pertama 1t , dalam notasi matriks 1X  dapat ditulis sebagai  

                                               1X = 1 1 1
T=X t p%%
                                      

 dengan uraian sebagai berikut  

                                     

11 1 1 11 11 11 1

1 1 1 11 1 1

11 1

1

k k k

n nk k n n k

k

n nk

x x x x t p t p

x x x x t p t p

x x

x x

− −   
   =   
   − −   

 
 =  
 
 

L L

M L M M L M

L L

% %% %L

M L M

% %% %L

, 

maka berdasarkan subbab (2.4) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, 

variansi sampel untuk setiap prediktor pada matriks 1X  adalah   

                             

2 2

2 1 1

( ) ( )

1 1

n n

il l il
i i

ll l

x x x
s s

n n
= =

−
= = =

− −

∑ ∑ %%

                                           
 

dan kovariansi sampel antara prediktor ke-l dan ke-q pada 1X adalah    

                  1 1

( )( ) ( )( )

1 1

n n

il l iq q il iq
i i

lq

x x x x x x
s

n n
= =

− −
= =

− −

∑ ∑ % %% %

, l, q = 1,…,k, l≠q.                 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



88 
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Kemudian, apabila   1 1
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k k nk

x x x

x x x

x x x

 
 
 = =
 
 
 

X x x x

L

L
L

M M L M

L

  dan [ ]1
T

kx x=x L  

sehingga persamaan (L.2.1.1) dapat ditulis sebagai                     

                        

[ ] [ ]
11

22
1 2 1 2

1

T

T

n k

T
kn

n
T T

i i
i

x

x
n x x x

x

n
=

   
   
   = −
   
   
    

= −∑

x

x
x x x

x

x x x x

L L
MM

 

Terbukti 1 1

( )( ) )

1 1

n n

il l iq q il iq l q
i i

lq

x x x x x x nx x
s

n n
= =

− − −
= =

− −

∑ ∑
=

1

1

1

n
T T

i i
i

n
n =

 − −  
∑x x x x  

Jadi, 

11 12 1

21 22 2*
1

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L
 

sama dengan*
1

1

1

1

n
T T

i i
i

S n
n =

 = − −  
∑x x x x  
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Terbukti 

 

L.2.1.2  Pembuktian *
1

1

1

1

n
T T

i i
i

S n
n =

 = − −  
∑x x x x = 1 1

1

T

n −
X X% %% %

 

Kemudian, setelah membuktikan

11 12 1

21 22 2*
1

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

sama dengan 

*
1

1

1

1

n
T T

i i
i

S n
n =

 = − −  
∑x x x x akan dibuktikan *

1
1

1

1

n
T T

i i
i

S n
n =

 = − −  
∑x x x x = 1 1

1

T

n −
X X% %% %

 

 

Bukti: 

salah satu bagian sisi kanan dari *
1S  yaitu 

1

n
T

i i
i=
∑x x yang dapat ditulis sebagai 

1 1
1

...
n

T T T T
i i n n

i=
= + + =∑x x x x x x X X , maka *

1S  dapat dituliskan sebagai : 

                                         

*
1

*
1

*
1

1 1

1

1 1

1

1 1

1

T T T

T T

T

S
n n

S
n n

S
n n

 = − −  

  = −   −   

 = − −  

X X X jj X

X X X J X

X I J X

 

Bagian dari *
1S  yaitu

1

n
 − 
 
I J dapat diuraikan menjadi 

                                        

1 1 1
T

n n n
     − − = −     
     
I J I J I J . 

(bukti diberikan pada lampiran 3)  

Dengan demikian *
1S  dapat dinotasikan sebagai                   

                               *1
1 1 1

1
T TS

n n n
   = − −   −    

X I J I J X              
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Berdasarkan sifat perkalian matriks, bagian dari *
1S  yaitu 

1

n
 − 
 
I J X dapat 

diuraikan menjadi 

                                                   

1 1

1 T

n n

n

 − = − 
 

= −

I J X X JX

X jj X

 

                                                          

1

T= −

=
=

X jx

X

X

%  

Sehingga berdasarkan sifat transpos dan perkalian matriks, juga diperoleh 

                                 1

1 1
TT

T T T

n n

    − = − = =    
    

X I J I J X X X%                                 

Jadi, bentuk *
1S  adalah  

                      *
1

1

1

1

n
T T

i i
i

S n
n =

 = − −  
∑x x x x  

1

1
T

n
=

−
X X% % = 1 1

1

1
T

n −
X X . 

Pada kondisi dimana 1X  dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan vektor 

komponen pertama 1t , maka 1X  dapat ditulis sebagai  

                                                   1X = 1 1 1
T=X t p%%
                                      

sehingga dapat disimpulkan  

                                            * 1 1 1 1 1 1
1 1 1

T T T

S
n n

= =
− −

X X p t t p% %% %
 

Terbukti 

 

 

L.2.2  Pembuktian persamaan (3.2.34) 

 

Pada kondisi dimana 2X  dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan 

vektor komponen kedua2t , maka 2X  dapat ditulis sebagai  

                                           2X = 2 2 2
T=X t p%%                                                                                      
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Kemudian, berdasarkan iterasi sebelumnya akan diperoleh suatu persamaan 

2 1 1= −X X X%% .  Penjabaran notasi matriks tersebut dapat diuraikan sebagai berikut: 

                  

2 2

2 1 1

12 12 12 2 11 1 1 11 11 11 1

2 12 2 2 1 1 1 1 11 1 1

k k k k

n n k n nk n n k

t p t p x x x x t p t p

t p t p x x x x t p t p

=

= −
− −     

     = −     
     − −     

X X

X X X

%%

% %% %

L L L

M L M M L M M L M

L L L

 

dengan berdasarkan penjabaran 
11 11 11 1 11 1

1 11 1 1 1

k k

n n k n nk

t p t p x x

t p t p x x

  
   =   
     

% %% %L L

M L M M L M

% %% %L L

, 

maka penjabaran matriks 2X dapat ditulis sebagai 

                                 

12 12 12 2 11 1 11 1

2 12 2 2 1 1

12 12 12 2 1 1

2 12 2 2

k k k

n n k n nk n nk

T T
k

T T
n n k n n

t p t p x x x x

t p t p x x x x

t p t p

t p t p

    
    = −     
         

   
    = −    
        

x x

x x

% %% % % %L L L

M L M M L M M L M

% %% % % %L L L

%% %L

M L M M M

%% %L

 

Berdasarkan subbab (2.6) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, variansi 

sampel untuk setiap prediktor pada matriks2X  adalah  

                             

2
1 1

2 1

( )

1

n

il l i l
i

ll l

x x t p
s s

n
=

− −
= =

−

∑
 = 

2

1

( )

1

n

il il
i

x x

n
=

−

−

∑ %% %

                 

dan kovariansi sampel antara prediktor ke-l dan ke-q pada 2X adalah      

                  
1 1 1 1

1 1

( )( ) ( )( )

1 1

n n

il l i l iq q i q il il iq iq
i i

lq

x x t p x x t p x x x x
s

n n
= =

− − − − − −
= =

− −

∑ ∑ % %% % % %

       
 

l, q = 1,…,k, l ≠ q. 

 

Berikut ini akan dibuktikan 

11 12 1

21 22 2*
2

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

dimana 
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Berikut ini akan dibuktikan 

11 12 1

21 22 2*
2

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

dimana 

2
1 1

2 1

( )

1

n

il l i l
i

ll l

x x t p
s s

n
=

− −
= =

−

∑
=

2

1

( )

1

n

il il
i

x x

n
=

−

−

∑ %% %

dan   

1 1 1 1
1 1

( )( ) ( )( )

1 1

n n

il l i l iq q i q il il iq iq
i i

lq

x x t p x x t p x x x x
s

n n
= =

− − − − − −
= =

− −

∑ ∑ % %% % % %

 sama dengan 

* 22 2
2 1

T

S
n

=
−

X X% %% %
. 

Sebelumnya, terlebih dahulu akan dibuktikan 

11 12 1

21 22 2*
2

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

sama 

dengan ( )( ) ( )*
2

1 1

1 1

1 1

n n
T T T T T

i i i i i ii i ii i ii i i
i i

S
n n= =

= − − = − − +
− −∑ ∑x x x x x x x x x x x x% % % % % %% % % % % % % % % % % %  

 

L.2.2.1 Pembuktian 

11 12 1

21 22 2*
2

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

sama dengan  

            ( )( ) ( )*
2

1 1

1 1

1 1

n n
T T T T T

i i i i i ii i ii i ii i i
i i

S
n n= =

= − − = − − +
− −∑ ∑x x x x x x x x x x x x% % % % % %% % % % % % % % % % % %  

Misalkan 
1 1 1 1

1 1

( )( ) ( )( )

1 1

n n

il l i l iq q i q il il iq iq
i i

lq

x x t p x x t p x x x x
s

n n
= =

− − − − − −
= =

− −

∑ ∑ % %% % % %

 

bagian pembilangnya dijabarkan, dimana l = 1,…,k, q = 1,…,k , maka dapat 

ditulis sebagai   

11 11 1 1 11 11 1 1 11 11 1 1 11 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ...n n n n n n n n k n nk k n nk k n nk k nx x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x+ + − + + − + + + + + + + − + + − + + + + +% % % % % % % % % % % % % % %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %L 1

1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

)

( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... ) (

nk

k nk n k nk n k nk n k nk n k k nk nk k k nk nk k k nk nk k k

x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x+ + − + + − + + + + + + + − + + − + + +

%%

M M

% % % % % % % % % % % % % %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %L ... )nk nkx x+ +% %% %

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



94 
 

 
 

Jika ditulis dalam bentuk matriks, uraian tersebut dapat ditulis sebagai  

11 1 11 1 11 1 11 1 11 1 11 1

1 1 1 1 1 1

n k n k n n

k nk n nk k nk n nk k nk n nk

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

          
          = − − +          
                    

% % % % %% % % % % % % % % % % % %L L L L L L

M L M M L M M L M M L M M L M M L M

% % % %% % % % % % % % % % % %L L L L L L

[ ] [ ]

11 1 11 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

'

'

n k

k nk n nk

T T T

n n n n

T T T
n n n n

T
i i

x x x x

x x x x

   
   
   
   
   

     
         = − − +        
           

=

x x x x

x x x x x x x x

x x x x

x x

% % %% % %L L

M L M M L M

% % % %% % % %L L

% %% % % %

% % % %% % % % % % % %L M L M L M L M

% %% % % %

% %( )

( )( )
1

1

n
T T T

i i i i i i
i

n
T

i i i i
i

=

=

− − +

= − −

∑

∑

x x x x x x

x x x x

% % % %% % % % % %

% %% % % %

 

Terbukti         

                   
1 1 1 1

1 1

( )( ) ( )( )

1 1

n n

il l i l iq q i q il il iq iq
i i

lq

x x t p x x t p x x x x
s

n n
= =

− − − − − −
= =

− −

∑ ∑ % %% % % %

 

                            ( )( )
1

1

1

n
T

i i i i
in =

= − −
− ∑ x x x x% %% % % %  

Jadi, 

                                 

11 12 1

21 22 2*
2

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

 

dimana

2
1 1

2 1

( )

1

n

il l i l
i

ll l

x x t p
s s

n
=

− −
= =

−

∑
=

2

1

( )

1

n

il il
i

x x

n
=

−

−

∑ %% %

dan 

1 1 1 1
1 1

( )( ) ( )( )

1 1

n n

il l i l iq q i q il il iq iq
i i

lq

x x t p x x t p x x x x
s

n n
= =

− − − − − −
= =

− −

∑ ∑ % %% % % %

 

sama dengan ( )( ) ( )*
2

1 1

1 1

1 1

n n
T T T T T

i i i i i ii i ii i ii i ii
i i

S
n n= =

= − − = − − +
− −∑ ∑x x x x x x x x x x x x% % % % % %% % % % % % % % % % % %  

Terbukti 

 

L.2.2.2 Pembuktian   

            ( )( ) ( )*
2

1 1

1 1

1 1

n n
T T T T T

i i i i i ii i ii i ii i i
i i

S
n n= =

= − − = − − +
− −∑ ∑x x x x x x x x x x x x% % % % % %% % % % % % % % % % % % = 22 2

1

T

n −
X X% %% %
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Kemudian, setelah membuktikan 

11 12 1

21 22 2*
2

1 2

k

k
lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

sama dengan 

( )( ) ( )*
2

1 1

1 1

1 1

n n
T T T T T

i i i i i ii i ii i ii i i
i i

S
n n= =

= − − = − − +
− −∑ ∑x x x x x x x x x x x x% % % % % %% % % % % % % % % % % % , 

akan dibuktikan  

( )( ) ( )*
2

1 1

1 1

1 1

n nT
T T T T

i i i i i ii i ii i ii i i
i i

S
n n= =

= − − = − − +
− −∑ ∑x x x x x x x x x x x x% % % % % %% % % % % % % % % % % % = 22 2

1

T

n −
X X% %% %

 

 

Bukti: 

Didefinisikan vektor mean untuk 1X%% yaitu  

1

1

k

x

x

 
 

=  
 
  

x

%%

%% M

%%

 dimana 1 1
1

1 1 n
T

il
i

x
n n =

= = ∑x X j%% %% % .  Dengan menggunakan persamaan    

   ( )( )*
2

1

1

1

n
T

i i i i
i

S
n =

= − −
− ∑ x x x x% %% % % % ( )( )

1

1

1

n
T

i i i i
in =

= − − − −
− ∑ x x x x x x% %% %         (L.2.2.1)                            

maka persamaan (L.2.2.1) dapat diuraikan menjadi  

          

( ) ( )

( )

*
2

1

*
2

1

*
2 11 1

1 1 1 1

*
2

1

1

1

1

1

1

1

n
T

i i i i
i

n
T T T T T T T T

i i i i ii i ii i i i i ii
i

n n n n
T T T T T T

i i i ii i i i ii
i i i i

S
n

S
n

S n n n
n

S
n

=

=

= = = =

= − − − −
−

= − − − + + − + +
−

 = − − + − + + −  

=

∑

∑

∑ ∑ ∑ ∑

x x x x x x

x x x x x x xx x x xx x x x x x x

x x x x x x xx x x x x x x

% %% %

% % % % % %% % % % % %

% % % % % %% % % % % %

1 1
1 1 1 11

n n n n
T T T T T T

i i i ii i i i ii
i i i i

n n n
= = = =

    − − − − − +    −     
∑ ∑ ∑ ∑x x x x x x xx x x x x x x% % % % % %% % % % % %

   

                                                 a                         b                             c                      d 

a) Berdasarkan bukti L.2.1.2 sebelumnnya, telah dibuktikan 
1

n
T T

i i
i

n
=

−∑x x x x  

sama dengan 1 1
TX X . 
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b) 
1

n
T

i ii
i=
∑x x%% dapat ditulis sebagai sebagai 1

TX X%% dengan penjelasan sebagai berikut  

                                       1 1
1

...
n

T T T
i i n nn

i=
= + +∑x x x x x x% % %% % %  

                                      
[ ]

11

1

1

T

n
T
nn

T

 
 =  
 
 

=

x

x x

x

X X

%%

L M

%%

%%

 

dan karena
1

1

k

x

x

 
 

=  
 
  

x

%%

%% M

%%

 dimana 1 1
1

1 1 n
T

il
i

j x
n n =

= = ∑x X%% %% % serta 
1

k

x

x

 
 =  
  

x M dimana 

1

1 1 n
T

il
i

x
n n =

= = ∑x X j , maka bagian b untuk *2S  menjadi  

                        
1

1

n
T T

i ii
i

n
=

 − 
 
∑x x xx% %% % = 1 1

1 1T T Tn
n n

 − 
 
X X X jj X% %% %  

Karena Tjj = J, persamaan ini menjadi 

                        
1

1

n
T T

i ii
i

n
=

 − 
 
∑x x xx% %% % = 1 1

1T T

n

  −   
  

X X X J X% %% %  

c) berdasarkan sifat transpos matriks  dan hasil b),
 1

n
T

i ii
i=
∑x x%% dapat ditulis sebagai 

11
TX X%% sehingga  

                        1
1

n
T

i i
i

n
=

 − 
 
∑x x x x% %% % = 11 11

1T T

n

  −   
  

X X X j X% %% %   

d) Bentuk
1

n
T

i ii
i=
∑x x% %% % dapat dituliskan sebagai 11 1

TX X% %% %  dengan penjelasan sebagai 

berikut : 
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                                     1 11
1

...
n

T T T
i ii n nn

i=
= + +∑x x x x x x% % % % % %% % % % % %  

                                   

11

1

1

T

n
T
nn

T

 
 

 =   
 
 

=

x

x x

x

X X

%%

% %% %L M

%%

% %% %

 

11 11

1T T

n

  −   
  

X X X j X% %% % berukuran k x k dan berdasarkan sifat transpos pada matriks, 

bentuk 1 1 11 11

1 1
( )

T
T T T T

n n

    − = −    
    
X X X j X X X X j X% % % %% % % % juga berukuran k x k sehingga 

*
2S  dapat dinyatakan sebagai 

                                      

*
2 1 1 1 1 11 1

*
2 1 1 1 11 1

1 1
2

1

1 1
2 1

1

T T T T

T T T

S
n n

S
n n

   = − − +   −    

   = − − +   −    

X X X X X j X X X

X X X J X X X

% % % %% % % %

% % %% % %

 

                     e 

e) Telah dibuktikan pada lampiran L.2.1.2, 
1

1T

n
 − 
 

X J = 1
TX  sehingga 

      1 1 1

1
(1 )T T

n
 − = 
 
X J X X X% %% % , maka *

2S  dapat ditulis sebagai  

                                             

{ }
( ) ( )

*
2 1 1 1 1 11 1

*
2 1 1 1 1

*
2 2 2

1
2

1
1

1
1

1

T T T

T

T

S
n

S
n

S
n

= − +
−

= − −
−

=
−

X X X X X X

X X X X

X X

% % %% % %

% %% %  

Karena pada kondisi dimana 2X  dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan 

vektor komponen kedua2t , 2X  dapat ditulis sebagai 2X = 2 2 2
T=X t p%% , maka *

2S  

dapat ditulis sebagai      
* 22 2
2 1

T

S
n

=
−

X X% %% %
=

2 2 2 2

1

T T

n −
p t t p
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Terbukti 

 

L.2.3 Pembuktian persamaan (3.2.63) 

 

     Pada kondisi dimana mX dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan vektor 

komponen ke-m mt , dalam notasi matriks, mX  dapat ditulis sebagai  

                                            mX = 
T

m m m=X t p%%                                                                                            

Kemudian, berdasarkan iterasi sebelumnya akan diperoleh suatu persamaan 

1 1m m m− −= −X X X%% .  Dengan menggunakan persamaan-persamaan yang telah 

diperoleh pada iterasi-iterasi sebelumnya, penjabaran notasi matriks tersebut dapat 

diuraikan sebagai berikut : 

1 1

1 1 1 11 1 1 1( 1) 1( 1) 1( 1) ( 1)

12 1 1 ( 1) 1( 1) ( 1) ( 1)

1 1 1

12

...

...

m m

m m m km k k m m m k m

nm nm km n nk k n m m n m k m

m m m km

nm nm km

t p t p x x x x t p t p

t p t p x x x x t p t p

t p t p

t p t p

−

− − − −

− − − −

= − −

 − −   
    = − −     
    − −     

X X X%%

L L L

M L M M L M M L M

L L L

L

M L M

L

11 1 11( 1) 1 ( 1)

1 1( 1) ( 1)

...
k m k m

n nk n m nk m

x x x x

x x x x

− −

− −

    
    = − −     
         

% %% % % %L L

M L M M L M

% %% % % %L L

 

1 1 1 11 1( 1)

12 ( 1)

...

T T
m m m km m

T T
nm nm km n n m

t p t p

t p t p

−

−

   
    = − −    
        

x x

x x

%% %L

M L M M M

%% %L

 

Berdasarkan subbab (2.6) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, variansi 

untuk tiap variabel prediktor pada mX  adalah 

                                  

2
( 1) ( 1)

2 1

( ... )

1

n

il l i m l m
i

ll l

x x t p
s s

n

− −
=

− − −
= =

−

∑
  

                                                         

2
( 1)

1

( ... )

1

n

il il m
i

x x

n

−
=

− −
=

−

∑ %% %

                                             

dan kovariansi antara variabel prediktor ke-l dan ke-q pada mX  adalah  
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( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1

( 1) ( 1)
1

( ... )( ... )

1

( ... )( ... )

1

n

il l i m l m iq q i m q m
i

lq

n

il il m iq iq m
i

x x t p x x t p
s

n

x x x x

n

− − − −
=

− −
=

− − − − − −
=

−

− − − −
=

−

∑

∑ % %% % % %

 

l, q = 1,…,k.  

Berikut ini akan dibuktikan 

11 12 1

21 22 2*

1 2

k

k
m lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

 

Sama dengan *
1

T
mm m

mS
n

=
−

X X% %% %
.  Sebelumnya, terlebih dahulu akan dibuktikan 

11 12 1

21 22 2*

1 2

k

k
m lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

sama dengan 

( )( )*
( 1) ( 1)

1

1
... ...

1

n T

m i i m i i m
i

S
n − −

=
= − − − − − −

− ∑ x x x x x x% %% %  

 

L.2.3.1 Pembuktian 

11 12 1

21 22 2*

1 2

k

k
m lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

 sama dengan  

             ( ) ( )*
( 1) ( 1)

1

1
... ...

1

n
T

m i i m i i m
i

S
n − −

=
= − − − − − −

− ∑ x x x x x x% %% %  

 

Dengan menjabarkan pembilang pada   

                 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1

( 1) ( 1)
1

( ... )( ... )

1

( ... )( ... )

1

n

il l i m l m iq q i m q m
i

lq

n

il il m iq iq m
i

x x t p x x t p
s

n

x x x x

n

− − − −
=

− −
=

− − − − − −
=

−

− − − −
=

−

∑

∑ % %% % % %

  

dimana l, q = 1,…,k, diperoleh uraian dalam matriks seperti berikut :    
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11 1 11 1 11 1 11( 1) 1 ( 1) 11( 1) 1( 1)

1 1 1 1( 1) ( 1) 1 ( 1) (

... ...
n k n m k m m n m

k nk n nk k nk n m nk m k m nk

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

− − − −

− − −

      
      = − − − −      
             

% % % %% % % % % % % % % %L L L L L

M L M M L M M L M M L M M L M

% % % %% % % % % % % % % %L L L L L

[ ]

11 1 11( 1) 1( 1) 11( 1) 1 ( 1)

1) 1 1 ( 1) ( 1) 1( 1) ( 1)

11

1 1

...

...

k m n m m k m

m n nk k m nk m n m nk m

T

n
T
nn

x x x x x x

x x x x x x

− − − −

− − − − −

      
       − −      
            

 
 = − − 
 
 

x

x x x x

x

% % % %% % % % % %L L L

M L M M L M M L M

% % % %% % % % % %L L L

%

% % % %L M L

%

[ ]

( )

( )

11 11 11

1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1

( 1)

... ...

... ... ...

...

T T T

n n n
T T T
nn nn nn

n
T T T T

i ii i ii m i m ii i m ii m
i

i i m
i

− − − −
=

−

    
       − − − +       
    

    

= − − − − − +

= − −

∑

x x x

x x x x

x x x

x x x x x x x x

x x

% %% % %

% % % %% % % %M L M L M

% %% % %

% % % %% % % % % % % %

%% % ( )

( )( )

( 1)
1

( 1) ( 1)
1

...

... ...

n
T

i i m

n
T

i i m i i m
i

−
=

− −
=

− −

= − − − − − −

∑

∑

x x

x x x x x x

%% %

% %% %

 

Jadi, 

11 12 1

21 22 2*

1 2

k

k
m lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L

  

dengan

2
( 1) ( 1)

2 1

( ... )

1

n

il l i m l m
i

ll l

x x t p
s s

n

− −
=

− − −
= =

−

∑ 2
( 1)

1

( ... )

1

n

il il m
i

x x

n

−
=

− −
=

−

∑ %% %

                                            

dan 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1

( 1) ( 1)
1

( ... )( ... )

1

( ... )( ... )

1

n

il l i m l m iq q i m q m
i

lq

n

il il m iq iq m
i

x x t p x x t p
s

n

x x x x

n

− − − −
=

− −
=

− − − − − −
=

−

− − − −
=

−

∑

∑ % %% % % %
          

         

l, q = 1,…,k.     

sama dengan ( ) ( )*
( 1) ( 1)

1

1
... ...

1

n
T

m i i m i i m
i

S
n − −

=
= − − − − − −

− ∑ x x x x x x% %% %     

Terbukti 

 

L.2.3.2  Pembuktian   

( ) ( )*
( 1) ( 1)

1

1
... ...

1

n
T

m i i m i i m
i

S
n − −

=
= − − − − − −

− ∑ x x x x x x% %% %
1

T
mm m

n
=

−
X X% %% %

=
1

T T
m m m m

n −
p t t p

  

Setelah membuktikan 

11 12 1

21 22 2*

1 2

k

k
m lq

k k kk

s s s

s s s
S s

s s s

 
 
 = =
 
 
 

L

L

M M O M

L
 

sama dengan  
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( ) ( )*
( 1) ( 1)

1

1
... ...

1

n
T

m i i m i i m
i

S
n − −

=
= − − − − − −

− ∑ x x x x x x% %% % , akan dibuktikan 

( ) ( )*
( 1) ( 1)

1

1
... ...

1

n
T

m i i m i i m
i

S
n − −

=
= − − − − − −

− ∑ x x x x x x% %% %
1

T
mm m

n
=

−
X X% %% %

. 

 

Bukti :                    

Didefinisikan vektor mean untuk 1m−X%% yaitu 
1( 1)

1

( 1)

m

m

k m

x

x

−

−

−

 
 

=  
 
  

x

%%

%% M

%%

dimana 

1 1 ( 1)
1

1 1 n
T

m mm il m
in n− − −
=

= = ∑x X j x%% %%% % .  Dengan menggunakan persamaan 

( ) ( )*
( 1) ( 1)

1

1
... ...

1

n
T

m i i m i i m
i

S
n − −

=
= − − − − − −

− ∑ x x x x x x% %% %

              
 

maka dapat diuraikan menjadi : 

( )( )

( )

*
( 1) ( 1)

1

*
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

*

1

1
... ...

1

1
... ... ... ...

1

1
...

1

n
T

m i i m i i m
i

n
T T T T T T T T

m i i i i ii m i ii m i m i i m i m ii m
i

n
T T

m i i i
i

S
n

S
n

S n
n

− −
=

− − − − − −
=

=

= − − − − − −
−

= − − − − + + + − − + + +
−

= − − −
−

∑

∑

∑

x x x x x x

x x x x x x xx xx xx x x x x x x

x x xx x

% %% %

% % % % % %% % % % % %

( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) ( 1)
1 1 1

*
( 1) 1 ( 1) 1

1 1 1

... ...

1
... ... ...

1

n n n
T T T T
ii m mm i m i m i m ii m

i i i

n n n
T T T T T

m i i i ii m mm i m i m
i i i

n n

S n n n
n

− − − − − −
= = =

− − − −
= = =

 + − − + + + 
 

   = − − − − − − − + +   −    

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

x xx x x x x x x

x x xx x x xx x x x x

% % % % % %% % % % % %

% % % %% % % % % ( 1) ( 1)
1

n
T

i m ii m
i

− −
=

 
 
 

∑x x% %%

  

                        f                             g                                   h                          i 

f) Similar dengan hasil a), berdasarkan bukti L.2.1.2 sebelumnya, telah 

dibuktikan 
1

n
T T

i i
i

n
=

−∑x x x x  sama dengan 1 1
TX X . 

g)  ( 1)
1

n
T

i ii m
i

−
=
∑x x%% dapat ditulis sebagai 1

T
m−X X%%  dengan penjelasan sebagai berikut:  

                             ( 1) 1 11( 1) ( 1)
1

...
n

T T T
i ii m m n nn m

i
− − −

=

= + +∑x x x x x x% % %% % %  
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[ ]

11( 1)

1

( 1)

1

T
m

n
T
nn m

T
m

−

−

−

 
 =  
 
 

=

x

x x

x

X X

%%

L M

%%

%%

 

dan karena 
1( 1)

1

( 1)

m

m

k m

x

x

−

−

−

 
 

=  
 
  

x

%%

%% M

%%

 dimana 1 1 ( 1)
1

1 1 n
T

m mm il m
i

x
n n− − −

=
= = ∑x X j%% %%% % serta 

1

k

x

x

 
 =  
  

x M dimana 
1

1 1 n
T

il
i

x
n n =

= = ∑x X j , maka bagian g) pada*mS dapat ditulis 

sebagai  

                  
( 1) 1

1

n
T T

i ii m mm
i

n− −
=

 − 
 
∑x x xx% %% % = 1 1

1 1T T T
m mn

n n− −
 − 
 
X X X jj X% %% %  

Karena Tjj = J, persamaan ini menjadi 

                  
( 1) 1

1

n
T T

i ii m mm
i

n− −
=

 − 
 
∑x x xx% %% % = 1 1

1T T
m mn− −

  −   
  

X X X J X% %% %  

h) berdasarkan sifat transpos matriks  dan hasil g),
 

( 1)
1

n
T

i m i
i

−
=
∑x x%% dapat ditulis 

sebagai 1
T
mm−X X%% sehingga  

                  ( 1) 1
1

n
T

i m i m
i

n− −
=

 − 
 
∑x x x x% %% % = 1 1

1T T
mm mm n− −

  −   
  

X X X j X% %% %   

i) Bentuk ( 1) ( 1)
1

n
T

i m ii m
i

− −
=
∑x x% %% % dapat dituliskan sebagai 1 1

T
mm m− −X X% %% %  dengan penjelasan 

sebagai berikut  

              ( 1) ( 1) 1( 1) 11( 1) ( 1) ( 1)
1

...
n

T T T
i m ii m m m n m nn m

i
− − − − − −

=

= + +∑x x x x x x% % % % % %% % % % % %  
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11( 1)

1( 1) ( 1)

( 1)

( 1) 1

T
m

m n m
T
nn m

T
m m

−

− −

−

− −

 
 

 =   
 
 

=

x

x x

x

X X

%%

% %% %L M

%%

% %% %

 

Dengan 1 1

1T T
m mn− −

  −   
  

X X X J X% %% % berukuran k x k dan berdasarkan sifat transpos 

pada matriks, maka bentuk  

1 1 1 1

T

T T T T
m m mm mmn n− − − −

      − = −      
      

1 1
X X X j X X X X j X% % % %% % % % juga berukuran k x k 

sehingga *
mS  dapat dinyatakan sebagai       

*
1 1 1 1 1 1 1 1

*
1 1 1 1 1 1

*
1 1

1 1 1
... ...

1

1 1
... 2 ...

1

1
..

1

T T T T T T
m m m mm mm mm m

T T T T
m m mm m

T
m

S
n n n

S
n n

S
n

− − − − − −

− − −

       = − − − − − + +       −        

   = − − − + +   −    

= −
−

X X X X X j X X X X j X X X

X X X X X j X X X

X X

% % % % % %% % % % % %

% % % %% % % %

1 1 1

1
. 2 1 ...T T

m mm mn − − −

   − − + +   
   

X J X X X% % %% % %

                                                               j 

j) Telah dibuktikan pada lampiran L.2.1.2, 
1

1T

n
 − 
 

X J = 1
TX sehingga 

     1 1 1

1
1T T

m mn − −
  − =  

  
X J X X X% %% % , maka *

mS dapat ditulis sebagai  

                                  { }*
1 1 1 1 1 1

1
... 2( ) ...

1
T T T

m m mm mS
n − − −= − − + +

−
X X X X X X% % %% % %  

                                   

( ) ( )*
1 1 1 1

*

1
... ...

1
1

1

T

m m m

T
m m m

S
n

S
n

− −= − − − −
−

=
−

X X X X

X X

% %% %

 

Karena pada kondisi dimanamX  dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan 

vektor komponen ke-m mt , dalam notasi matriks, mX  dapat ditulis sebagai  

mX = 
T

m m m=X t p%% , maka *
mS dapat ditulis sebagai  

                                                   
*

1

T
mm m

mS
n

=
−

X X% %% %
=

1

T T
m m m m

n −
p t t p

                                      Terbukti 
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LAMPIRAN 3 

Bukti 
1 1 1

T

n n n
     − − = −     
     
I J I J I J  

 

 

Berikut ini akan dibuktikan 
1 1 1

T

n n n
     − − = −     
     
I J I J I J , 

dimana T=J jj  dengan

1

1

1

 
 
 =
 
 
 

j
M

 adalah vektor 1 berukuran n x 1. 

Bukti : 

Misalkan I  adalah matriks identitas berukuran n x n, maka  TI J =J dan TJ I =J, 

sehingga  

1 1 1 1 1 1
T

T T T T

n n n n n n
   − − = − − +   
   
I J I J I I I J J I J J  

                                    =
2

1 1
2 T

n n
− +I J J J    

Sedangkan bentuk dari TJ J  = nJ  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

T

n n n

n n n
n n

n n n

       
       
       = = = =
       
       
       

J J J

L L L L

L L L L

M M O M M M O M M M O M M M O M

L L L L

 

2

1 1

1 1 1 1

1 1
2

1 1
2

1

T

T T T T

T

n n

n n n n

n n

n n

n

   − −   
   

= − − +

= − +

= − +

= −

I J I J

I I I J J I J J

I J J J

I J J

I J
 

Terbukti 
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LAMPIRAN 4 

Pembuktian ( ) 1

1 1 1 1 1
T T−

p = t t X t , ( ) 1

2 2 2 2 2
T T−

p = t t X t dan ( ) 1T T
m m m m m

−
p = t t X t dengan 

menggunakan metode Least Square 

 

 

 

L.4.1 Pembuktian 1 1
1

1 1

T

T

X t
p =

t t
dengan menggunakan metode Least Square 

      Berdasarkan persamaan (3.2.1) yaitu TX = TP + E%  = T
j +∑

m

j
j=1

t p E  dan 

algoritma NIPALS, dengan menggunakan metode Least Square akan dibuktikan 

1 1
1

1 1

T

T

X t
p =

t t
.  Pada metode least squares, penaksir 1p  adalah penaksir yang 

meminimumkan fungsi least squares, dalam hal ini adalah yang meminimumkan 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1

TT T Ttr tr=e e X - t p X - t p dengan 1X  sebagai variabel-variabel  respon 

dan 1t sebagai variabel prediktor. 

Fungsi Least Squares dapat ditulis sebagai : 

                             

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
11 1 1 1 1

1

11 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1 1 1

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

,....,

,....,

,....,

,....,

k
T

k i
i

T

k

TT T
k

T T T T T T
k

S p p tr e tr

S p p tr

S p p tr

S p p tr

=

 = = 
 

=

= − −

= − − +

∑ e e

X - X X - X

X t p X t p

X X X t p p t X p t t p

% %% %
 

Karena 1 1 1
Tp t X berukuran k x k dan ( )1 1 1 1 1 1

TT T T=X t p p t X juga berukuran k x k, maka 

fungsi least squares dapat ditulis sebagai : 

                             
( ) ( )11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1,...., 2T T T T T

kS p p tr= − +X X X t p p t t p  

Kemudian turunkan S terhadap 1p  sehingga menjadi 

                       
( )1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1

2
2 2 0

T T T T T

T T
tr∂ − +

= − + =
∂

X X X t p p t t p
X t p t t

p
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Berikut ini akan dibuktikan         

( )1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1

2
2 2 0

T T T T T

T T
tr∂ − +

= − + =
∂

X X X t p p t t p
X t p t t

p
dengan  

membuktikan 
( )

11 1

1 1 1

,..., 1 1
1

2
| 2

k

T T

T
p p

tr∂ −
= −

X t p
X t

p
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( )
11 1

1 1 1 1

,..., 1 1 1
1

| 2
k

T T

T
p p

tr∂
=

∂

p t t p
p t t

p
 

 

L.4.1.1  Pembuktian untuk 
( )

11 1

1 1 1

,..., 1 1
1

2
| 2

k

T T

T
p p

tr∂ −
= −

X t p
X t

p
 

                       

[ ]
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1 1
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k

k nk n

n n n n k
T T

k nk n k nk n k

x x t

p p

x x t

x t x t p x t x t p

x t x t p x t x t p

   
   =    
      

+ + + + 
 =  
 + + + + 

X t p

X t p

% %L

M O M M L

% %L

% % % %L

M O M

% % % %L
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( )

11 11 1 1 11 11 11 1 1 1

1 1 1

1 11 1 11 1 11 1 1

1 1 1 11 11 1 1 11 1 11 1 1

( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... )

( ... ) ... ( ... )

n n n n k
T T
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Kemudian turunkan tr( 1 1 1
T TX t p ) terhadap 1p  , sehingga  
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∂
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L.4.1.2  Pembuktian untuk 
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Kemudian turunkan ( )1 1 1 1
T Ttr p t t p terhadap 1p ,  sehingga                                  
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Jadi, dengan terbuktinya        
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1

2
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∂
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p
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T
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p
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T
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p
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T
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Berikut ini akan dibuktikan 
 

2 2
2

2 2

T

T
= X t

p
t t

 

L.4.2 Pembuktian 2 2
2

2 2

T

T

X t
p =

t t
dengan menggunakan metode Least Squares 

        Berdasarkan persamaan (3.2.1) yaitu TX = TP + E% =
1

m
T

j j
j=

+∑ t p E dan 

algoritma NIPALS, akan dibuktikan 2 2
2

2 2

T

T

X t
p =

t t
dengan menggunakan metode 

Least Squares.  Pada metode least squares, penaksir 2p adalah penaksir yang 

meminimumkan fungsi least squares, dalam hal ini adalah yang meminimumkan 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2

TT T Ttr tr=e e X - t p X - t p dengan 2X sebagai variabel-variabel  respon 

dan 2t sebagai variabel prediktor. Fungsi Least Squares dapat ditulis sebagai : 
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2
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,....,
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=
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=
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X - X X - X

X t p X t p

X X X t p p t X p t t p

% %% %
 

Karena 2 2 2
Tp t X berukuran k x k dan ( )2 2 2 2 2 2

TT T T=X t p p t X  juga berukuran k x k,  

maka fungsi least squares dapat ditulis sebagai : 

                                
( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2,...., 2T T T T T

kS p p tr= − +X X X t p p t t p  

Kemudian turunkan S terhadap 2p  sehingga menjadi 

                       2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

2

( 2 )
2 2 0
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∂
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Berikut ini akan dibuktikan      
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2
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∂
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p
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2
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T
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p
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T
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∂
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L.4.2.1  Pembuktian untuk 
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Kemudian dengan menurunkan ( )2 2 2
T Ttr X t p terhadap p2, maka                      
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∂
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L.4.2.2  Pembuktian untuk 
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Jadi, dengan terbuktinya  
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L.4.3 Pembuktian 
T
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m T
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p =
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dengan menggunakan metode Least Squares     
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NIPALS, akan dibuktikan 
T
m m

m T
m m

X t
p =

t t
dengan menggunakan metode Least 

Squares.  Pada metode least squares, penaksir  mp  adalah penaksir yang 

meminimumkan fungsi least squares, dalam hal ini adalah yang meminimumkan 

( ) ( ) ( )TT T T
m m m m m m m mtr tr=e e X - t p X - t p dengan mX  sebagai variabel-variabel  

respon dan mt  sebagai variabel prediktor. 

Fungsi Least Squares dapat ditulis sebagai : 
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Karena T
m m mp t X berukuran k  x  k dan ( )TT T T

m m m m m m=X t p p t X  juga berukuran k x k, 

maka dapat ditulis sebagai : 

                             
( ) ( )1 ,...., 2T T T T T
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Kemudian turunkan S terhadap mp   sehingga menjadi 
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Berikut ini akan dibuktikan         
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∂
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L.4.3.1  Pembuktian untuk 
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Kemudian dengan menurunkan ( )T T
m m mtr X t p terhadap mp , maka  
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Kemudian dengan menurunkan ( )T T
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Dengan terbuktinya 
T
j j

j T
j j

=
X t

p
t t

dan berdasarkan persamaan (3.2.1) yaitu 

TX = TP + E%  maka akan terbukti ( ) 1T T−
P = T T X T%
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LAMPIRAN 5 
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Persamaan ini diminimumkan terhadap 2c  untuk mendapat taksiran dari parameter 
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Persamaan ini diminimumkan terhadap mc  untuk mendapat taksiran dari 
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Dalam notasi matriks dapat ditulis sebagai berikut :                
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Sehingga estimator least squares ini harus memenuhi 
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LAMPIRAN 6 

Bukti 
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, j = 1,…,m Mengenai Bobot PLSR 

 

 

 

L.6.1 Pembuktian 2 2
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kedua.  

Selanjutnya, 2X dan 2y  dapat ditulis sebagai 
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2X dan 2y merupakan residual yang terbentuk dari hasil pembentukan 1t  yang 

digunakan untuk membentuk 2t . 

2t  dibentuk dengan memperhatikan kovariansi setiap prediktor pada 2X dengan 

respon 2y  
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Jadi dengan terbuktinya 1 1
1

1 1|| ||

T

T
= X y

w
X y

(ada pada bab 3.2), 2 2
2

2 2|| ||

T

T
= X y

w
X y

 

dan
|| ||

T
m m

m T
m m

= X y
w

X y
 , maka dapat disimpulkan dan terbukti  

                                           
|| ||

T
j j

j T
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=
X y

w
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LAMPIRAN 7 

Diagram Alir Algoritma NIPALS 

 

 

 

                                               

       Secara garis besar algoritma NIPALS pada setiap iterasi atau transformasinya 

akan menghasilkan diagram alir  sebagai berikut : 

 

Pada awalnya prediktor yang dimiki adalah X% (X mean centered) 

X% nya bermasalah sehingga ditransformasi menjadi suatu kombinasi linier dari 

komponen X=TPT%   

                                                  

PLS (NIPALS) 

 

Transformasi 1 :X% diubah menjadi 1 1 1
T=X t p%% yang berarti X% diperankan atau 

dijelaskan oleh vektor komponen pertama 1t  

 

Transformasi 2 :X% diubah menjadi 2 2 2
T=X t p%% yang berarti X% diperankan atau 

dijelaskan oleh vektor komponen pertama 1t  dan vektor komponen kedua 2t  

                                                                                    

                                                                    M  

 

Transformasi m : X% diubah menjadi T
m m m=X t p%% yang berarti X% diperankan atau 

dijelaskan oleh vektor komponen pertama 1t  hinggaa vektor komponen ke-m mt  

 

Begitu pula dengan y , pada awalnya variabel respon yang dimiliki adalah y%
        

(y mean centered). 
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Hasil dari transformasi 1 : y%
 
ditaksir dengan 1 1 1ˆˆ =y t c yang berarti y%  juga 

diperankan oleh vektor komponen pertama 1t  

 

Hasil dari transformasi 2 : y%
 
ditaksir dengan 2 2 2ˆˆ =y t c yang berarti y%  juga 

diperankan oleh vektor komponen pertama 1t  dan vektor komponen kedua 2t  

                                                                       

                                                             M  

 

Hasil dari transformasi m : y%
 
ditaksir dengan ˆˆ m m m=y t c yang berarti y%  juga 

diperankan oleh vektor komponen pertama 1t hingga vektor komponen ke-m mt  
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LAMPIRAN 8 

Efek Multikolinieritas dan Jumlah Variabel Prediktor yang melebihi Jumlah Observasi 

 

 

  

 

L.8.1 Efek multikolinieritas 

 

          Misalkan terdapat dua variabel prediktor X1 dan X2 dengan model    

                                            1 1 2 2β β= + +y x x ε    

apabila X dijadikan bentuk unit length scale misal Z, dimana  

                                    

( )2

1

il l
il n

il l
i

x x
z

x x
=

−=
−∑

, l = 1, 2 

maka TZ Z akan membentuk matriks korelasi dimana elemen-elemen yang berada 

selain pada diagonal utama merupakan koefisien korelasi (lqr ) antara variabel 

prediktor ke-l dan ke-q. Kemudian, misalkan C= ( ) 1T −
Z Z , dimana  

                                        
2

1

1ll
lq

C
r

=
−

dan 
21

lq
lq

lq

r
C

r

−
=

−
, q = 1,2 , l = 1,2 

 maka berdasarkan subbab 2.7.2 mengenai sifat-sifat penaksir least squares, 

variansi dari l̂β  adalah 2
llC σ dan kovariansi antara ̂ ˆ,l qβ β adalah 2

lqC σ . Apabila 

| | 1lqr →  (korelasi tinggi), maka var ( l̂β )= 2
llC σ → ∞

 
dan 

 cov( ) 2ˆ ˆ,l q lqCβ β σ= → ±∞ tergantung dari nilai lqr = 1 atau lqr  = -1.   

          Saat terdapat lebih dari dua variabel prediktor, elemen diagonal pada C 

adalah                                

                                            
2

1
, 1,...,

1ll
l

C l k
R

= =
−

.  

dimana 2
lR adalah proporsi variansi pada variabel prediktor ke-l yang berhubungan 

dengan variabel-variabel prediktor lainnya(O’brien, 2007).  Jika terjadi korelasi 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



137 
 

 
 

yang kuat, 2
lR akan mendekati satu. Karena var( )ˆ

lβ = 2
llC σ =

2

21 lR

σ
−

, maka 

korelasi yang kuat menjelaskan bahwa variansi pada penaksir least squares pada 

parameter regresi lβ sangat besar. Begitu pula dengan kovariansi pada ˆ ˆ,l qβ β , 

korelasi yang kuat juga menyebabkan kovariansinya besar. 

           Semakin besar nilai dari variansi l̂β , hasil pengujian parsial untuk 

parameter regresi menjadi tidak signifikan. Pengujian ini dapat dilakukan dengan  

pengujian hipotesis sebagai berikut (Montgomery, et al., 2001)   

                                                             0H  : lβ = 0 

                                                             1H  : lβ ≠0 

dengan statistik uji  

                                                     ( )0 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ
l l

l ll

t
se C

β β
β σ

= =  

Bentuk 2σ  tidak diketahui nilai sebenarnya, sehingga 2σ akan ditaksir melalui 

ResSS  (Sum of Squares Residual)  yaitu  

                                                

( )2

Re
1

2

1

ˆ
n

s i i
i

n

i
i

SS y y

e

=

=

= −

=

=

∑

∑

e'e

  

Substitusi ˆ= −e y Xβ , sehingga  

                                               

( ) ( )
( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ2

T

T
T T T T

T T T T T

= − −

= − − +

= − +

y Xβ y Xβ

y y y Xβ Xβ y β X Xβ

y y β X y β X Xβ

 

Karena ˆT T=X Xβ X y , maka Re
ˆT T T

sSS = −y y β X y  

ResSS  mempunyai n-k derajat kebebasan karena terdapat k parameter yang 

diestimasi di dalam model regresi sehingga  

                                          2
ˆ

ˆ
T T TSSres

n p n p
σ −= =

− −
y y β X y
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Jadi, 2σ̂ merupakan penaksir unbiased untuk 2σ . 

 

     Aturan keputusan pada statistik uji tersebut  yaitu 0H   ditolak jika | 0t  | > 

, , 11 n n k
tα − −

 (tabel t) namun, apabila nilai dari variansi l̂β  besar bahkan hingga 

menuju tak hingga, nilai dari 0t akan cenderung kecil sehingga dapat terjadi 

kondisi  | 0t  | < 
, , 11 n n k

tα − −
 yang berarti  0H  tidak ditolak.  Penolakan 0H  tersebut 

dapat disimpulkan variabel prediktor lX   tidak berkontribusi dalam model.  Akan 

tetapi, misalkan variabel prediktor lX tersebut dalam keadaan yang sebenarnya 

diketahui berperan penting dan berkontribusi dalam menjelaskan model, sehingga 

variabel prediktor tersebut tidak dapat dieliminasi dari model meskipun hasil 

pengujian parsial parameter regresi tidak signifikan karena nilai |0t  | < 
, , 11 n n k

tα − −
, 

maka untuk mengatasi masalah tersebut dibutuhkan metode lain salah satunya 

Partial Least Squares Regression yang dijelaskan pada bab 3.   

         Multikolinieritas juga menyebabkan terjadinya kesalahan tipe II 

(probabilitas tidak menolak 0H  saat 0H salah) akan meningkat.  Hal tersebut dapat 

dilihat dari  nilai 0t  nya, semakin besar korelasi antar variabel prediktor, standar 

error parameter regresi akan semakin besar dan 0t  akan semakin kecil sehingga  

kemungkinan kondisi 0H  tidak ditolak semakin besar dan semakin tidak 

signifikan karena kondisi yang diinginkan adalah menolak hipotesis yang salah.   

         Kemudian, saat | | 1lqr =  (korelasi sempurna), ( ) 1T −
X X (dalam hal ini  

( ) 1T −
Z Z  tidak ada, maka ( )TX X singular atau ( )TX X matriks yang tidak full rank.   

Akan dibuktikan bahwa X juga matriks  full rank. 

 

Bukti : 

X adalah matriks berukuran n x k, 

karena ( )TX X  full rank, maka berdsarkan subbab 2.1.3 mengenai rank matriks, 

rank ( )TX X = min(k,k) = k.         
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Misalkan X bukan matriks full rank, berarti rank (X) ≠ min (n,k). 

Dengan kondisi tersebut, maka ( )TX X  bukan matriks yang full rank.   

Hal tersebut kontradiksi dengan yang diketahui bahwa ( )TX X  adalah matriks 

yang full rank.  Dengan demikian X adalah matriks full rank.  

         Untuk mengetahui lebih jelas bagaimana hubungan antara korelasi sempurna 

dengan X matriks yang tidak full rank (terdapat kombinasi linier ), akan diberikan 

contoh berikut.  Misalkan data menunjukkan bahwa terdapat kombinasi linier 

antara 1X  dengan 2X  yaitu 1 22X X= , dimana 1X  dan 2X  dijadikan bentuk unit 

length scale 1Z  , 2Z  dan *y  yaitu 

( )

( )

2

1 1
1

1
2

1 1
1

n

i
i

i n

i
i

x x
z

x x

=

=

−
=

−

∑

∑
, 

( )

( )

2

1 1
1

2
2

2 1
1

2 2

2 2

n

i
i

i n

i
i

x x
z

x x

=

=

−
=

−

∑

∑
dan 

( )

( )

2

1

2

1

*

n

i
i

n

i
i

y y
y

y y

=

=

−
=

−

∑

∑
 

Telah dijelaskan sebelumnya, TZ Z merupakan matriks korelasi dan dapat ditulis       

     

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( )

( )

2

1 1 1 1 1 1
1 1

2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1

2

1 1 1 1 1 1
1 1

22 2
1 11 1 1 1

11 1

11 12

12 22

2 2

2 2

2 2 2 2

2 22 2

n n

i i i
i i
n n n

i i i
i i iT

n n

i i i
i i

nn n

ii i
ii i

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x xx x x x

r r
R

r r

= =

= = =

= =

== =

 − − − 
 
 − − − 
 =
 

− − − 
 
 −− − 
 

 
= = 
 

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑∑ ∑

Z Z

 

dan akan diperoleh juga  

                         

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

1 1
1

2 2

1 1
1 1 1

2
1 1

1

2 2

1 1
1 1

2 2

2 2

n

i i
i

n n

i i
i i yT

n
y

i i
i

n n

i i
i i

x x y y

x x y y
r

r
x x y y

x x y y

=

= =

=

= =

 − − 
 
 − −    = =     − − 
 
 

− − 
 

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

Z y*  

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA UI, 2012



140 
 

 
 

Seandainya digunakan metode OLS, maka taksiran dari parameter regresinya 

adalah   

                                                   ( ) 1 *ˆ T T−
=b Z Z Z y

 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1
1

2 2

1 1 1 1
1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 11

2

2 2

2 2
1

2 2 2 2
1 1

2 2 2 2
ˆ

ˆ

n

i i
i

n n

i i
i i

n n

i i i i
i i

n n n n

i i i i
i i i i

x x x x

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x
b

b

=

= =

= =

= = = =

 
− − 

 −
 

− −  
 

   
− − − −   

   − −
   

− − − −           = 
  

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

( ) ( )

( ) ( )
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( ) ( )
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1
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i
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i i
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− − − −      
   

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1

2 2

1 1
1 1

1 1
1

2 2

1 1
1 1

2 2

2 2

n

i i
i

n n

i i
i i

n

i i
i

n n

i i
i i

x x y y

x x y y

x x y y

x x y y

=

= =

=

= =








  − − 
 
  − − 
 
 

− −  
  
  

− −  
  

 
 
 
 
 
 



∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

 

sehingga diperoleh 
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Apabila 12r  dijabarkan, maka diperoleh 12r  =1, 

Pembilang 12r  

                                

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1

2
1 1 1 1 1
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2 2
1 1
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2 2 2

2 2
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n n
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n
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= =
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∑ ∑

∑

∑

 

Penyebut 12r  

                                             ( )2 2 2
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∑
 

Jadi            

                 r12= 
( ) ( )
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2 2
1 11 1 1 1

11
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11 1

22 2
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ii i
ii
nn n

ii i
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x nxx x x x

x nxx x x x

==

== =

 −− −  
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∑∑
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terbukti 

dengan kata lain, terjadi korelasi sempurna, dengan demikian penyebut dari 1b̂ dan 

2b̂  akan bernilai nol.  Kondisi tersebut mengakibatkan ( ) 1T −
Z Z tidak  ada karena 

llC  dan lqC  tidak terdefinisi. 

 Selain itu, jika 2yr  dijabarkan, maka diperoleh 2yr = 1yr   
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i i
i i
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x x y y
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r

=

= =

− −
=

− −

=

∑

∑ ∑
 

sehingga 1b̂  dan 2b̂ tidak terdefinisi.  Dengan demikian, nilai 1β  dan 2β  tidak 

dapat ditentukan hasilnya.  

      Jadi, saat terjadi kombinasi linier antara variabel prediktor satu dengan 

yang lain atau X matriks yang tidak full rank, sehingga terdapat korelasi sempurna 

antara variabel-variabel tersebut, maka dengan metode OLS, nilai 1β  dan 2β  tidak 

dapat ditentukan hasilnya.  

Berikut ini akan diperlihatkan efek dari banyaknya variabel prediktor 

melebihi jumlah observasi. 

 

L.8.2  Efek dari banyaknya variabel prediktor melebihi jumlah observasi  

 

      Sebelum membuktikan efek dari banyaknya variabel prediktor yang 

melebihi jumlah observasi pada sistem persamaan linier y = Xβ, dimana dalam 

menaksir parameternya menggunakan metode Ordinary Least Squares dan  

menghasilkan  

                                                     
1ˆ ( )T T−=β X X X y , 

akan diperlihatkan dahulu teorema dari Anton. H, 2000 yang menjamin bahwa 

sistem persamaan linier mempunyai suatu penyelesaian kuadrat yang unik atau 

tunggal. 

  

8.2.1 Keunikan penyelesaian kuadrat terkecil 

 

      Sebelumnya, akan ditetapkan dahulu syarat-syarat dimana sistem  
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persamaan linier mempunyai suatu penyelesaian kuadrat yang unik atau tunggal. 

 

Teorema 8.2.1.a 

Jika X adalah suatu matriks n x k, maka pernyataan berikut ini ekuivalen 

a) X mempunyai vektor-vektor kolom yang bebas secara linier 

b) TX X dapat dibalik 

 

Teorema berikut merupakan konsekuensi langsung dari teorema diatas 

 

Teorema 8.2.1.b (keunikan penyelesaian kuadrat terkecil ).  

Jika X adalah suatu matriks n x k dengan vektor-vektor kolom yang bebas 

secara linier, maka untuk setiap matriks y yang berukuran n x 1, maka sistem 

persamaan linier y=Xβ mempunyai suatu penyelesaian kuadrat terkecil yang unik.  

Penyelesaian ini diberikan oleh  

                                                  ( ) 1ˆ T T−
=β X X X y                                                    (9.2.1) 

 

Telah dijelaskan sebelumnya pada subbab 2.3.2 mengenai taksiran parameter 

regresi dengan metode Least Squares bahwa persaman (9.2.1) akan dipenuhi jika 

1. X nya full rank,  

2. tidak ada lX  yang merupakan kombinasi linier dari X lainnya atau 

uncorrelated , 

3.  jumlah observasi harus melebihi jumlah variabel prediktor. 

 

Berikut ini akan diperlihatkan apabila syarat tersebut tidak terpenuhi yaitu 

banyaknya variabel prediktor melebihi jumlah observasi. 

Teorema 8.2.1.c  

Jika y=Xβ adalah suatu sistem linier yang konsisten dengan n persamaan 

dan k peubah, dan jika X mempunyai rank r, maka penyelesaian dari sistem 

tersebut mengandung n-r parameter. 

 

Berarti berdasarkan teorema ini, sistem persaman linier  y = Xβ memiliki  
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penyelesaian umum minimal dengan satu parameter (hal ini terjadi saat r = n dan 

k-n = 1) sehingga akan ada kemungkinan penyelesaian umumnya lebih dari satu 

parameter atau lebih jauh lagi saat y = Xβ adalah sebarang sistem dimana jumlah 

peubah(dalah hal ini jumlah variabel prediktor) lebih banyak dari jumlah 

persamaan (jumlah observasi), maka vektor-vektor kolom X tidak bebas linier. 

Hal tersebut sesuai dengan teorema-teorema berikut : 

 

Teorema 8.2.1.d  

Anggap S={ }1,..., kx x adalah himpunan vektor-vektor dalam X dengan n 

persamaan. Jika k > n, maka S tidak bebas secara linier”. 

 

Teorema 8.2.1.e  

Jika X adalah suatu matriks n x k, maka pernyataan-pernyataan berikut 

ekuivalen. 

a) Xβ = 0 hanya memiliki penyelesaian yang trivial.  

b) Vektor-vektor kolom dari X bebas secara linier 

c) y = Xβ paling banyak mempunyai satu penyelesaian untuk setiap matriks y 

yang berukuran n x 1 

sedangkan berdasarkan teorema, Teorema 8.2.1.a dan Teorema 8.2.1.b, solusi 

yang diperoleh dari sistem persamaan linier y = Xβ adalah solusi yang tunggal. 

 

Jadi, terbukti jika jumlah variabel prediktor lebih banyak dari jumlah observasi, 

sistem persaman linier  y = Xβ memiliki tak hingga penyelesaian dengan kata lain 

solusinya (dalam hal ini solusi least squares yaitu β) tidak tunggal.  
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LAMPIRAN 9 

Sintaks dan Output algoritma NIPALS pada Aplikasi Data 
 
 
 

 

 

 

 Berikut ini akan ditampilkan sintaks yang digunakan dalam bab 4 dan output 

yang dihasilkan dengan software mathlab 5.2.1. 

 
L.9.1 Sintaks  
 
f unction [w, t, p, c,var_x, var_y]=nipals(x,y,tol) 
fp rintf('Data yang akan digunakan :\n'); 
disp('matriks x :'); 
disp(x); 
disp('matriks y :'); 
disp(y); 
%cari mean center y 
[a b] = size(y); 
ybar = sum(y)/a; 
vybar = y; 
for i = 1:a 
    vybar(i,1)=vybar(i,1)-ybar; 
end 
%cari mean center dari x 
[c d] = size(x); 
xbar = zeros(d,d); 
for i = 1:d 
    xbar(i,i)=sum(x(:,i))/c; 
end 
e = ones(c,d); 
xbar = e*xbar; 
vxbar = x - xbar; 
dx = diag(vxbar'*vxbar,0); 
tr_x = sum(dx); %hitung trace x'x  
%set initial value 
y = vybar; 
x = vxbar; 
n = 1; 
%proses iterasi nipal 
while (max(max(x))>tol) 
    fprintf('iterasi ke-%d',n); 
    w = (x'*y)./norm(x'*y) 
    t = x*w 
    p = (x'*t)./(t'*t) 
    c = (t'*y)./(t'*t) 
    x = x - t*p' 
    y = y - t*c 
    var_x = ((t'*t)*(p'*p))/tr_x 
    var_y = 1 - (((vybar - t*c)'*(vybar - t*c))/(vybar'*vybar)) 
    n = n + 1; 
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    pause; 
end 

 

Berikut ini akan ditampilkan output dari sintaks yang digunakan dengan 

software matlab 5.3.1 

 

L.9.2 Output 

L.9.2.1 Output Sintaks pada L.9.1 
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Karena telah terbentuk matriks nol, maka iterasi berjalan hingga iterasi ketiga. 

 

L.9.2.2 Output matriks komponen T ortogonal 
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1 2 0T =t t
    1 3 0T =t t

    2 3 0T =t t
 

T =T T I  
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L.9.2.3 Output pembuktian W ortonormal 

 

 

1 2 0T =w w
  1 3 0T =w w  dan  2 3 0T =w w  

 

1 1 1T =w w , 2 2 1T =w w dan 3 3 1T =w w  
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T =W W I  

 

Dari output matlab tersebut, terbukti T ortogonal dan W ortonormal 
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L.9.2.4 Output beta_pls 
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