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ABSTRAK

Nama . Paramita Ayu Pawestri
Program Studi : Matematika S1 Reguler
Judul . Penaksiran Paramet#nivariate Partial Least Squares

Regression Menggunakan Algoritma NIPALSNpnlinier
Iterative Partial Least Squares)

Partial Least Squares Regression adalah salah satu teknik regresi yang
memerhatikan pola hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor.
Teknik tersebut dapat digunakan saat terdapat korelasi tinggi antara variabel
prediktor, banyaknya variabel prediktor yang melebihi jumlah observasi dan efek
random pada variabel prediktor. PLSR dengan menggunakan algoritma NIPALS,
membentuk komponen yang merupakan kombinasi linier berbobot dari variabel
prediktor yang digunakan untuk memprediksi variabel respon dengan metode
Ordinary Least Squares, dimana komponen yang terbentuk ortogonal atau tidak
saling berkorelasi dan banyaknya komponen yang terbentuk akan lebih sedikit
dari banyaknya variabel prediktor.

Kata kunci :
Komponen, Ordinary Least SquaresPartial Least Squares Regression,
penaksiran parameter

xii+154 halaman : 1 gambar; 6 tabel
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ABSTRACT

Name . Paramita Ayu Pawestri

Program Study : Mathematics S1 Regular

Title . Parameter Estimation of Univariate Partial Least Squares
Regression Using NIPALS Algorithm (Nonlinier Partial Least
Squares)

Partial Least Squares Regression is one of technique that takes into
account the pattern of relationship between response variable and predictor
variables. The technique can be used when there is high correlation between
predictors variables, the number of predictors variables exceed the number of
observation and random effects on predictor variables. PLS using NIPALS
algorithm, which is component forming a weigthed linear combination of
predictor variables use to predict response variable by the method of Ordinary
Least Squares, in which the component are formed orthogonal or not correlated
each other and the number will be fewer than the number of predictor variables.

Keywords :

Component, Ordinary Least Squares, Partial Least Squares, parameter estimation.
xii+154 pages 1 pictures; 6 tables
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Analisis regresi adalah salah satu cabang dari statistika yang menganalisis
hubungan antara satu atau lebih variabel respon dengan satu atau lebih variabel
prediktor. Tujuan dari dilakukannya analisis regresi adalah untuk memperoleh
model regresi terbaik yang menggambarkan pola hubungan antara variabel
respon dengan variabel prediktor. Model regresi linier yang melibatkan lebih dari
satu variabel prediktor dan satu variabel respon disebut dengan model regresi
linier berganda univariat.

Dalam suatu model regresi, seringkali diasumsikan variabel-variabel
prediktor yang mempengaruhi variabel respon merupakarfigéek dimana level
dari variabel-variabel prediktornya ditentukan dengan tujuan tertentu oleh
peneliti. Akan tetapi, sering terjadi dalam berbagai situasi, variabel prediktor
merupakan efekandom dimana level dari variabel-variabel prediktornya dipilih
secararandom dari populasi level yang ada. Dengan demikian, nilai variabel-
variabel prediktor yang diperoleh, tidak dapat dikontrol oleh peneliti.

Untuk mengetahui bagaimana pola hubungan antara variabel respon
dengan variabel-variabel prediktor, baik dalam kasus variabel prediktor
merupakan efekiixed ataupunrandom, perlu dilakukan penaksiran terhadap
parameter model regresi. Salah satu cara untuk menaksir parameter regresi adalah
dengan menggunakan metod®rdinary Least Squares (OLS), tetapi dalam
mendapatkan soludeast sguares harus dipenuhi syarat-syarat yaitu, matriks
variabel prediktor merupakan matriksll rank, antar variabel prediktor tidak
berkorelasi atau tidak terjadi multikolinieritas dan jumlah observasi lebih besar
dibandingkan dengan jumlah variabel prediktor.

Namun, seringkali syarat tersebut tidak terpenuhi yaitu jika jumlah
variabel prediktor jauh lebih banyak dari jumlah observasi, stdasi square
yang diperoleh tidak unik atau tidak tunggal sehingga persamaan regresi yang
didapatkan tidak dapat menjelaskan dengan baik bagaimana pola yang terbentuk

antara variabel respon dan variabel-variabel prediktor.
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Selain itu, jika terjadi variabel prediktor yang berkorelasi tinggi dengan
variabel prediktor lain, dengan kata lain terjadi multikolinearitas, maka taksiran
yang diperoleh menjadi kurang baik atau tidak stabil. Ketidakstabilan ini dapat
diamati berdasarkan nilai standar error dari taksiran parameter. Jika nilai standar
errornya semakin besar, maka akan menyebabkan pengujian parsial untuk
parameter regresi menjadi tidak signifikan. Salah satu cara untuk mengatasi
masalah multikolinearitas adalah dengan melakukan eliminasi variabel. Eliminasi
variabel adalah menghilangkan salah satu variabel prediktor yang berkorelasi
tinggi dengan variabel prediktor lainnya, tetapi cara ini mempunyai kelemahan
karena ada kemungkinan variabel prediktor yang dieliminasi signifikan dalam
menjelaskan variabel respon, sehingga tidak ada jaminan bahwa tanpa
menggunakan variabel prediktor yang telah dieliminasi akan lebih baik dari model
yang menggunakan keseluruhan variabel prediktor (Montgomery &0411).

Karena terdapat kelemahan pada teknik eliminasi variabel, sering
digunakan suatu teknik regresi regresi lain yang disebut PEfcipal
Component Regression). PCR dapat mengatasi masalah multikolinieritas tanpa
menghilangkan satupun variabel prediktor, dan masalah dimana jumlah variabel
prediktor lebih banyak dari jumlah observasi. PCR mengasumsikan variabel-
variabel prediktor merupakan efeamdom. Selain itu, PCR membentuk variabel
baru yang disebut variabel laten atau komponen dimana komponen tersebut
digunakan sebagai prediktor baru untuk memprediksi variabel respon. Akan
tetapi, komponen PCR yang terbentuk hanya menjelaskan variasi dari variabel-
variabel prediktor sehingga tidak ada jaminan bahwa komponen tersebut baik dan
relevan dalam memprediksi variabel respon. Untuk itu dibutuhkan metode lain,
salah satunya adaldtartial Least Squares Regression (PLSR) yang mana selain
dapat mengatasi masalah multikolinieritas, jumlah variabel prediktor yang jauh
lebih banyak dibandingkan jumlah observasi atau efeklom pada variabel
prediktor, tetapi juga baik dan relevan dalam memprediksi variabel respon.

Partial Least Squares Regression adalah suatu model regresi yang
dikembangkan oleh Herman Wold pada tahun 1880 saat ini PLSR sering

digunakan dalam bidanchemometrics yaitu salah satu bidang terapan statistika
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yang menganalisis data yang berhubungan dengan ilmu kimia, bidakeing
dan bidang lainnya.

Ide dasar dari PLSR adalah mendekomposisikan matriks variabel prediktor
menjadi matriks komponen yang ortogonal dan matiikading. Matriks
komponen dipilih sedemikian rupa sehingga komponen yang terbentuk dapat
menjelaskan variasi pada variabel prediktor dan variabel respon melalui fungsi
kovariansi sampel antara setiap variabel prediktor dengan variabel respon. Hal
tersebut dibutuhkan agar komponen yang terbentuk tidak hanya baik dalam
menerangkan variasi dari variabel-variabel prediktor, tetapi juga baik dan relevan
dalam memprediksi variabel respon. Dal®artial Least Squares Regression,
komponen- komponen tersebut akan berperan sama seperti variabel prediktor.

Untuk mendapatkan komponen dalam PLSR, terdapat dua algoritma yang
dapat digunakan, yaitu algoritma NIPALSIohlinear lterative Partial Least
Sguares) dan SIMPLS @imple Partial Least Squares). Dalam skripsi ini akan
dibahas penaksiran parameter PLSR univariat menggunakan algoritma NIPALS.

1.2 Perumusan Masalah
1. Bagaimana cara pembentukan komponen pada PLSR serta penentuan
banyaknya komponen yang digunakan dalam PLSR?

2. Bagaimana mencari taksiran parameter padevariate partial least

sguares regression ?

1.3 Tujuan Penulisan

1. Menjelaskan cara pembentukan komponen penentuan banyaknya
komponen yang digunakan dalam PLSR.

2. Mencari taksiran parameter pagtavariate partial least squares

regression.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Dalam bab ini akan dijelaskan mengenai matriks, varia@etiom
univariat, variabelrandom bivariat, mean vektor, matriks variansi kovariansi
beserta model regresi linier berganda univariat dan multivariat serta taksiran

parameter regresi.
2.1 Matriks

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai definisi dasar dan notasi
dari matriks, transpos darace matriks,rank matriks, invers matriksjorm dalam
ruang Euclidean berdimensih serta keortogonalan. Untuk menjelaskan isi dari
subbab ini, digunakan beberapa definisi dan teorema dari Anton.H, 2000 dan
Rencher, 1998.

2.1.1 Definisi Dasar dan Notasi

Definisi 2.1.1
Matriks adalah angka-angka atau variabel-variabel yang disusun persegi
ataurectangular yang dinyatakan dalam huruf besar bercetak tebal yang dapat
ditulis seperti berikut :
By
A=l - ]=(q) (2.1.1)
By Ay
Subscript pertama menyatakan baris dawbscript kedua menyatakan
kolom. Jika sebuah matriks seperti yang tertera pada persamaan (2.1.1), maka
dapat dikataka adalah matriks yang berukurarx p, dimana terdapat baris

danp kolom. Apabilan = p, maka matrikA disebut matriks bujur sangkar.

a
Jikaa adalah matriks berukuranx 1, makaa disebut vektor koloma =
a,
4 Universitas Indonesia
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Jikaa adalah matriks berukuran 1 x p, makdisebut vektor baris,

a=[a - a]

Misalkan A adalah matriks yang didefinisikan sebagai bentuk kuadrat

yaitu

a; oAy || X N

XTAX =[x x][ P =) axx
i,j=1

8y oAy (%]
Jika diberikan bentuk kuadrat tersebut dgn=a; sehinggaA menjadi matriks
simetris, makaA disebut matriks definit positif. Matriks simetri& disebut

matriks definit positif jika memenuhk’ Ax > 0 untuk semua # 0. Salah satu
sifat dari matriks definit positif yaitu jiked adalah matriks definit positif, maka

elemen diagonad; bernilai positif.

Bukti:
Misal x; = (0,...,0,1,0,...,0) dimana 1 berada pada posidi keaka berdasarkan
definisi dari definit positif diperoleh

i &, 0 Q) q; ey &y, o]

a(i—l)l o a(i—l)(i—l) a(i—l) a@—l)a+ T a'(i—l)n 0

XTAXZ[O - 010 - q a 8o g ey 0 & |1
Qs 7 Fniey Ay Ry 7 e || 0

| & o 8oy ay sy @ ][0

=g, >0

untuk semua.
Terbukti

Jika Aadalah matriks yang entri-entrinya berisi nol, makaigebut
dengan matriks nol dan jikmadalah vektor yang berisi angka nol, makdisebut

vektor nol.
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2.1.2 Transpos dan Tradéatriks

Pada matriks yang berukurarx p, salah satu karakteristik atau sifat dari
matriks adalah pertukaran antara baris dan kolom. Selain itu, jika matriks
berukuramn x n atau bujur sangkar, karakteristik yang dimiliki dari matriks bujur
sangkar selain pertukaran baris dan kolom adatabe. Untuk lebih memahami
karakteristik dari matriks tersebut, diberikan beberapa definisi dan lemma dari
Anton.H, 2000 sebagai berikut :

Definisi 2.1.2.a

Jika A adalah sebarang matrikm x n, makatranspos A, dinyatakan
dengan A", didefinisikan sebagai matrika x m yang didapatkan dengan
mempertukarkan baris dan kolom dariaitu kolom pertama dai™ merupakan

baris pertama darA, kolom kedua dariA" adalah baris kedua daA, dan

seterusnya.

Definisi 2.1.2.b
Jika A adalah matriks bujur sangkar berukumarnx n, makatrace A,

dinyatakan dengarr(A), didefinisikan sebagai jumlah anggota-anggota pada
diagonal utama@. TraceA tidak terdefinisi jikaA bukan matriks bujur sangkar.
Beberapa sifat dari tracdiantaranya adalah sebagai berikut :

1. tr(A+B)=tr(A) + tr(B)

2. tr(kA) =ktr(A)

3 :

3. JikaA =| i |, makat(AAT)=> a'a

a‘r: i=1

4. tr(A") =tr(A)
5 tr(l,)=n

dimanak adalah sembarang skaldy, adalah matriks identitas berukurarx n,

sedangka danB adalah matriks berukuran n x n.
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Misalkan A={a} adalah matriks berukuram x n danB= {h} adalah matriks

m n

berukurann x m, makatr(AB)= > > ab, dimanaAB=>) ab, . Berdasarkan

i=1 j=1 j=1
sifat dari trace tr(AB) dapat ditulis sebagai :
tr(AB) =tr(B'A")
Lemma 2.1.2
Untuk sembarang matrik& berukuranm x n dan matriksB berukuran
n x m, makatr(AB) = tr(BA)

Bukti :

tr(AB):Zm:Zn:aj i =iiaj i =iibja% =tr(BA)

i=1 j=1 =1 i=1 j=1i=1

Terbukti

MisalkanB berukurann x q danC berukurang x n, maka berdasarkan
lemma tersebut,
tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA)

2.1.3 Rank Matriks

Sebelum membahas mengemank matriks, akan didefinisikan terlebih
dahulu mengenai ruang vektor. Berikut ini akan dilampirkan beberapa definisi

dari Anton.H, 2000 yang berkaitan dengan ruang vektor dan subruang.

Definisi 2.1.3.a

AnggapV adalah sebarang himpunan tak kosong dari objek dimana dua
operasi didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan skalar.
Penjumlahan adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap pasangan objek
dan v dalamV dengan suatu objeld + v, sedangkan perkalian dengan skalar
adalah suatu aturan yang menghubungkan setiap dkalangan setiap objek

dalamV dengan objeku. Jika aksioma berikut terpenuhi oleh semua objek
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w dalamV dan semua skal&rdanl, makaV disebutruang vektor, objek dalam
V disebut vektor.

1. Jika udan v objek-objek dalam,\\naka u + v berada dalam V
2. u+tv=v+u
B.utv+wy=@U+v)+w

4. Ada suatu vektor nd) dalamV sedemikian sehingga+ 0 = 0 + uuntuk

semuau dalamV

5. Untuk setiapu dalamV, ada suatu vektou dalamV yang disebut negatif
dari u, sedemikian sehingga u 4 = (-u) + u=20

6. Jikak dan ladalah sebarang skalar daadalah sebarang vektor dal&m
maka ki ada dalanV.

7. k(u+Vv)=Kkv+u
8. (k+Nu=ku+lu
9. k(lu) = (Khu

Misalkan terdapat sebarang himpunan tak kosong lainnya, rsal
dimanaW tersebut merupakan subset ddrimakaW disebut subruang da¥i.
Untuk lebih jelasnya, dapat dilihat pada definisi berikut :

Definisi 2.1.3.b

Himpunan bagiakV dari ruang vektol disebut subruang vektor dafi
jika W merupakan ruang vektor terhadap penjumlahan dan perkalian skalar yang
didefinisikan pada V

Selain kemungkinan terdapatnya subruang dari suatu ruang vektor, antara
vektor satu dengan vektor-vektor lainnya kemungkinan terdapat hubungan yang
disebut kombinasi linier. Berikut ini akan diberikan definisi mengenai kombinasi
linier vektor-vektor.

Definisi 2.1.3.c
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Suatu vektow disebut kombinasi linier dari vektor-vekta,...,v, jika
dapat dinyatakan ke dalam bentwk=kv,+...+kv, dengank,....k. adalah

skalar.

Definisi 2.1.3.d

Jika S ={v,,...,v, }adalah suatu himpunan vektor dalam suatu ruang
vektor V, maka subruandV dari V yang mengandung semua kombinasi linier
dari vektor-vektor dalan® disebut ruang terentang oleh,...,v, dan vektor-

vektor v,,...,v, adalah rentang Viitau dapat ditulis sebagai

W = spaff atau W = span{v,,...,v, }

Misalkan terdapat vektow dalam W, maka subruandV dari V yang
mengandung semua kombinasi linier dari vektor-vektor defadisebut ruang

terentang oletv,,...,v, dan dapat ditulis sebagai

w=kv,+..+Kk Vv,

Berdasarkan definisi 2.1.3.c dan d secara umum, mungkin ada lebih dari
satu cara untuk menyatakan suatu vektor dafasebagai suatu kombinasi linier
dari vektor-vektor dalam suatu himpunan rentang. Definisi berikut ini akan
dijelaskan mengenai syarat-syarat, dimana suatu vektor dadepat dinyatakan

suatu kombinasi linier dari vektor-vektor rentang dalam tepat satu cara.

Definisi 2.1.3.e
JikaS = {v,,...,v, } adalah himpunan vektor-vektor tak kosong, maka
persamaan vektor
kv,+..+kv, =0
memiliki paling tidak satu penyelesaian, yaitu :
k =0,...k. =0
Jika ini adalah satu-satunya penyelesaian, ngaklssebut himpunan yang bebas

linier.
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Kemudian, berdasarkan definisi 2.1.3.d dan e, terdapat suatu definisi yang
menjelaskan hubungan antara bebas linier dan merentang dimana dapat ditulis

sebagai definisi berikut :

Definisi 2.1.3.f
Jika ruang vektoy danS = {v,,...,v, } adalah himpunan vektor-vektor
dalam V, maka $lisebut basis untuk )jka dua syarat berikut dipenuhi :

1. Shbebas linier
2. Smerentang V

Selanjutnya, akan didefinisikan mengenai dimensi dan hubungannya

terhadap basis.

Definisi 2.1.3.9
Suatu ruang vektor tak ndl disebut berdimensi hingga jika berisi suatu

himpunan vektor berhinggaw,...,v, }yang membentuk suatu basis. Jika tidak

ada himpunan yang seperti itu, makaigebut berdimensi tak hingga.

Definisi 2.1.3.h
Dimensi suatu vektor berdimensi hingga yang dinyatakan dengan

dim(V), didefinisikan sebagai jumlah vektor dalam suatu basis untuk V

Berdasarkan definisi-definisi yang telah disebutkan di atas dari definisi
2.1.3.a-g mengenai ruang vektor dan kemungkinan-kemungkinan yang dimiliki,
maka pada bagian ini akan dijelaskan mengenai ruang-ruang vektor yang
berkaitan dengan matriks yaitu radkn full rank

Definisi 2.1.3.i

Misalkan untuk matriks yang berukuranxm,
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&, - A,
A=l ¢ :
A " &n
Vektor-vektor
r= [a11 aln]
rm = [aml cee %]

dalamR" yang dibentuk dari baris-bams disebut vektor-vektor baris dati dan

vektor-vektor

A A
dalam R" yang dibentuk dari kolom-kolo disebut vektor-vektor kolom da#i.
Definisi 2.1.3.

Jika matriksA berukuranm x n, maka subruang dafl" yang direntang

oleh vektor-vektor baris dai disebut ruang baris dafi, dan subruang daf™

yang direntang oleh vektor-kolom disebut ruang kolom dari A

Apabila ruang baris dan ruang kolom dihubungkan dengan definisi

dimensi, maka diperoleh suatu teorema berikut :

Teorema 2.1.3.a
Jika A adalah sebarang matriks, maka ruang baris dan ruang kolom

mempunyai dimensi yang sama.
Definisi 2.1.3.k

Dimensi dari ruang baris dan ruang kolom dari suatu mafrikgsebut
rank dariA.

JikaA adalah suatu matrika x n, maka vektor-vektor baris terletak pada
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R" dan vektor-vektor kolom terletak padd.RHal ini mengimplikasikan bahwa
ruang baris dariA paling tinggi berdimensn dan ruang kolom darA paling
tinggi berdimensm. Berdasarkan teorema 2.1.3.a, dimana ruang baris dan ruang
kolom A mempunyai dimensi yang sama, maka jikg: n, rank paling tinggi
adalah nilai yang lebih kecil dari dan n. Hal ini dapat dinyatakan dengan

(A) <min(m, n)

dimana min(mn) menyatakan angka yang lebih kecil antardam n.

Dengan demikianrank A memiliki nilai tertinggi yang dapat dinyatakan

dalam definisi berikut :

Definisi 2.1.3.l
Matriks A berukuran m n dikatakan full rankika r(A) = min(m, n).

2.1.4 Invers Matriks

Definisi 2.1.4.a

JikaA adalah suatu matriks bujur sangkar dan jika sebuah mBtryesg
berukuran sama bisa didapatkan sedemikian sehiAgga BA = |, makaA
disebut bisa dibalik dan Bisebut invers dari A

Apabila invers matriks dihubungkan dengamk matriks, maka definisi invers
matriks berdasarkan Rencher, 1998 dapat ditulis sebagai :

Definisi 2.1.4.b

MisalkanA adalah matriks bujur sangkar yanfyll rank, A dikatakan
nonsingular apabilaA memiliki A™ yang unik atau tunggal sedemikian sehingga
AATT=ATA =1 .

Jika AT =A"sedemikian sehingga berlakAAT=ATA = |, maka A
disebut matriks ortogonal

JikaA adalah matriks bujur sangkar tetapi tidak rank, makaA tidak

memiliki invers dan A dikatakan singular
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Matriks A dikatakan singular adalah jika semua elemen pada salah satu
baris atau kolom adalah nol atau jika semua kofaktor dari elemen suatu baris atau

kolom adalah nol.

Sifat-sifat dari invers matriks :
1. Jika A dan Bnonsingular, makgAB)™* =B'A™*
2. Jika Anonsingular, AB = AGnakaB =C

2.1.5 Normdalam Ruang BerdimengiEuclidean

Misalkan terdapat suatu ruang vektor yang berdinmemssalkanR" dan

terdapat suatu vektar = (u,...,u,), v = (v,....v, ) danw = (w,...,w, ) yang

merupakan vektor-vektor dalafl’ dimana ruang vektor tersebut memenuhi 10
aksioma yaitu :

1. Jika udan v berada dalam'Bmaka u + v berada dalami R
2. U+v=v+u
. utv+trw=@U+v)+w

4. Ada suatu vektor nd) dalamR" sedemikian sehingga+ 0 = 0 + uuntuk

semuau dalamR"

5. Untuk setiapu dalamR", ada suatu vektoru dalamR" yang disebut

negatif dari y sedemikian sehinggau +y) = (-u) +u =20

6. Jikak dan ladalah sebarang skalar daadalah sebarang vektor dal&h

maka lu ada dalanR"
7. k(u+v)=Kkv +u)
8. (k+hu=ku+lu
9. k(lu) = ()u

10.1lu=u
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maka hasil kali dalamEuclidean u.v didefinisikan sebagai

<u,v>=uy, +..+uyv,.

Hasil kali dalamEuclidan tersebut memiliki 4 sifat aritmetika yang terangkum
dalam teorema yang bersumber dari Anton.H, 2000 sebagai berikut :

Teorema 2.1.5
Jika u,v, danw adalah vektor-vektor dalaR" dan k adalah sebarang

skalar, maka

a) <u,v>=<v,u> (aksioma kesimetrisan)

b) <u +v,w>=<uyw> + <yw> (aksioma penjumlahan)

c) <ku,v>=k<uv> (aksioma kehomogenan)

d) <v,v>2>0 (aksioma kepositifan)
<v,v> = 0, jika dan hanya jika = 0.

KarenaR" adalah suatu ruang vektor yang memenuhi 10 aksioma dan definisi
hasil kali dalam, maka Rdisebut ruang berdimensikuclidean.
Misalkan terdapat suatu vektar= (u,,...,u, ) dalamR", norm Euclidean dapat

didefinisikan sebagai

1
JulE<uu>2=Ju?+..+U2 (2.1.2)

2.1.6 Keortogonalan

Definisi 2.1.6.a

Dua vektoru danv dalam suatu ruang hasil kali dalam disebut ortogonal
jilka<uyv>=0.

Himpunan vektor {,...,v,} dalam R" disebut himpunan ortogonal jika
semua pasangan dalam himpunan vektor tersebut adalah ortogonal yaitu jika

<v;,v, >=0 ketika i# ] untuki, j =1, 2,...,n

Dalam definisi tersebut menghasilkan suatu teorema berikut :
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Teorema 2.1.6

JikaS = {v,,...,v,} adalah suatu himpunan vektor-vektor tak nol yang

ortogonal dalam suatu ruang hasil kali dalam, makalss secara linier.

Bukti :

Misalkanc,,c,...,c, adalah skalar , anggapv, +c,v,+...+c.v, =0

Untuk menunjukkars bebas linier, berdasarkan definisi 2.1.3.e akan dibuktikan
c,=¢,=..c, =0.

Kemudian untuk setiap, dalam Sekan didapatkan

<qV,tcCV,+..+CV,,Vv, >=<0,v,>= 0

atau secara ekuivalen,

C, <V,V,>+C, <V,,V,>+..+C <V, ,v,>=0

Karena {v,,...,v,} adalah himpunan ortogonal, makav,,v, >=0 jika j # i,
sehingga persamaan dapat diringkas men@di v,,v, >=0

Dengan hipotesav, # 0, maka berdasarkan aksioma kepositifan akan diperoleh
<v,,v;, ># 0. Oleh karena itu yang harus memiliki nilai 0 adatahHal ini juga

berlaku untuk semua = 1,...,n sehingga disimpulkan bahway...,v,} adalah

bebas linier.
Terbukti

2.1.7 Diferensiasi pada Vektor dan Matriks

Misalkan terdapat vektoy berukurann x 1, dimanay = Ax denganA
matriks bujur sangkar berukurarx n dan vektox berukuram x 1.
y = AX
Y1 A, oA || X
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Yi B Xyt agX,

Yn Xt a X,

maka diferensiasi pada matriks dapat ditulis sebagai

ox, X, a, - a,
a_y: . : . .
1)

: : : P=A (2.1.3)
W Wl & o Ay
0%, 0X; |

dan misalkany = x" Ax , dimanaA adalah matriks simetris, maka

X" Ax |
0%
.
a_y = X" Ax —= = 2AX (214)
()4 ()4 T
ox' Ax
2

Contoh :
Misalkan A adalah matriks ukuran 3 x 3

a; &, a3 X
A=la, ay, ay| X=X/,

aSl a32 a33 X3
maka X'AX = X8, + 2XX A, 2X X @ .5t X°A 54 2X X @ L4 X3

L OXTAX |
aXl 2X1a11+ 2X2a12+ 2Xf§'l3
OX"AX | OX'AX | _ B
aX - 0X2 - 2Xla12+ 2X2aZZ+ 2)(:@23 - %X
ax" Ax 2x8y5+ 2X By X A g
| 0% |

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai variabel acak univariat,

bivariat dan multivariat beserta matriks variansi kovariansi serta matriks korelasi.

2.2. Variabel Random Univariat

Misalkan X adalah suatu variabedindom dari suatu distribusi tertentu
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dengan meary, dan varianss?. Pada umumnya, nilai dari parametgydan

o’tidak diketahui sehingga untuk mengatasi masalah tersebut, dapat dilakukan

suatu percobaarandom yang dilakukan sebanyak kali dan di bawah kondisi

yang sama. Misalkan variabeindom X, menjadi fungsi dari hasil ke =1,...,n

dan dapat dinyatakan sebaga,, X,,...,X,, makaxX, X,,...,X, merupakan

observasi-observasi dari sampedndom dari suatu distribusi yang ditetapkan.
Misalkan didefinisikan suatu statistik yaitu
>

= (2.2.1)
n

yang disebut dengan mean dari sampel randatau mean sampel dan statistik

n

Z(Xi ] X)z
g== (2.2.2)
n-1
yang disebut variansi dari sampedndom atau variansi sampel. Jika hasil
X 2 (% =%)’°
percobaannya adalaq) = x,,...,X, =X, makaXx == —dans* =12 g
n n-—

adalah suatu nilai dari statistii dan S?yang diketahui, dengan harapan nilai

tersebut dapat memberikan informasi mengenai parampetian o> yang tidak

diketahui.
2.3 Variabel RandomBivariat

Misalkan X adalah suatu variabedndom denganmean (, dan variansi
o?, sedangkary adalah suatu variabeandom denganmean 4, dan variansio;
maka
co Y, 90, =E XY Y44,
dikatakan kovariansi antar& dan Y dimana kovariansi tersebut mengukur

hubungan antara kedua variab@tdom X dan .

MisalkanX danyY merupakan variabeandom yang saling bebas, maka
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KY) = E(X)E(Y)
Berdasarkan sifat saling bebas dari dua variabelom X dan Y, dapat
dibuktikano,, =0

Bukti :
Dengan menggunakan sifat saling bebas, maka
COV(X Y)= 0y = E(XY)= 1 44y
= E(X)E(Y) — 16 14
= My Ky = My My
=0
Terbukti

Kemudian, misalkan dilakukan percobaaandom yang dilakukan
berulang kali sebanyakuntuk variabefandom X dan, dan misalkan variabel
random X, dany, menjadi fungsi dari hasil ke4 = 1,...,n dan dapat dinyatakan
denganX,, X,,...,X, danV,,Y,,....Y,, makaX , X,,...,X, dany,,Y,,....Y, merupakan
observasi-observasi dari suatu sam@gldom. Jika nilai percobaannya; = x
danY, =y, maka kovariansi antara variab&, denganY dimanai = 1,...n

didefinisikan sebagai

> (6-X)Y-F) DXy -mxy
Sy = D T (2.3.1)

2.4 \ektor Mean dan Matriks Variansi Kovariansi

Pada subbab sebelumnya, telah dijelaskan mengenai vargimEim
bivariat dan kovariansinya. Berikut ini akan dijelaskan mengenai kovariansi
dimana variabelandom yang dimiliki lebih dari dua (multivariat).

Misalkan terdapak variabelrandom yaitu X,, X,,...,X, dan dilakukan

percobaanrandom yang dilakukan berulang kali sebanyakMisalkan variabel-

variabelrandom X, X,,,...,X, , merupakan fungsi dari hasil ke-= 1,...,n dan
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misalkan nilai-nilai untuk X, = x,, X, = X,,...,X;, = %,, maka dalam bentuk

matriks dapat ditulis sebagai berikut :

Xy X o Xy
X = X:21 X:22 X:2k
X X2 0 X

dimana X adalah matriks yang entri-entrinya berisi nilai-nilai dari variabel-

variabelrandomX,;, X,,...,X,., i = 1,...,n. Jika ditulis dalam bentuk kolom dapat
ditulis sebagai
X :[)(1 X, o Xk]

dan dalam bentuk baris dapat ditulis sebagai

.
1
T
X=|"72
"
1
. 1
Misalkan j =| . | adalah vektof. berukuran n x 1, maka
1
1 1
11.-1
R ] W——
11.-1
X
berukuran n x n. Vektomean sampel dapat dituliskan sebagar| : |, dimana
X
1 1.
X:_Z)(“ :_XTJ (241)
n n

Selain didefinisikan vektormean sampel, matriks variansi kovariansi dapat
dituliskan sebagai
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Si St Sk
S=5,=| > = 7 ™ (2.4.2)
Sa S v S«
dimana
, Z(XM_X)Z
=g?== 2.4.3
S =5 — (2.4.3)

adalah elemen atau entri dari diagonal matriks variansi kovariansi yang
menyatakan variansi sampel dari variabel randam, | = 1,... kdan
(%6 =X)(%, — %)

R 2.4.4
Sq o (2.4.4)

menyatakan kovariansi antara variabahdom ked dan variabelrandom ke-q
dimana)g=1,...,kdan I£qg.

Matriks variansi kovariangpada persamaan (2.4.2) dapat juga dinyatakan
sebagai (lihat lampiran 2).

S:i(inxiT —nYYTj (2.4.5)
n—1\F
Selain dari bentuk S pada persamaan (2.4.5), S dapat juga ditulis sebagai :
N
S= XX (2.4.6)
n-1

dimana

X X A X
X=X=jkT=| i
Xg =X o Xy T X

dan X disebut matriks mean centered dari X

Bukti :

Berdasarkan persamaan (2.4.5) dan salah satu bagian sisi kanan dari S yaitu

Y xx/ yang dapat ditulis sebagad xx' =xx] +..+Xx X =X'X, maka

I
i=1 i=1

persamaan (2.4.5) dapat dituliskan sebagai :
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=

(xTx Ly x j
n

>
[N

=

S= X7 (I ——1J jx
n-1 n

Bagian dari S/aitu(l —Edeapat ditulis menjadi
n

a1

(bukti dapat dilihat pada lampiran 3)

)
[EEN

(xTx -XT (%J X j

-

Dengan demikian S dapat dinotasikan sebagai

d
S=LXT(I —EJJ (I ——1J}<
n-1 n n
Berdasarkan sifat perkalian matriks, bagian dari S yéiltbrl\] JX dapat
n

diuraikan menjadi

(I —EJJX =X —EJX
n n

- X =LjiX =X 4x
n
=X

Berdasarkan sifat transpos dan perkalian matriks, juga diperoleh

]

Jadi, dari persamaan (2.4.5), dapat ditunjukkan bahwa bentuk lain dari matriks S

adalah

X
b
X

>
|
[EN

2.5 Matriks Korelasi

Pada subbab sebelumnya telah dijelaskan mengenai kovariansdadéama
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yaituo,,. Dengan melakukan pembagian, dengano, dan o,, maka akan

diperoleh korelasi populasiyang dapat ditulis sebagai
Oy _ EQX = )Y —14)
Ox9y \/E(X _:ux)z\/E(Y_,u\()2

dan korelasi sampel dapat ditulis sebagai

P = (2.5.1)

> (% -y - V)
O S = (2.5.2)
5Sy

\/i(x —X)ZJi(yi -y

Misalkan X adalah matriks yang entri-entrinya berisi nilai-nilai dari variabel-

variabel random X, X,,...,X,,, dimanaX,,, X,,,...,X,, merupakan fungsi dari

hasil ket, i = 1,...,ndan dapat ditulis sebagai

Xq o X o Xy
2N .
X XKz o Xy

maka korelasi sampel antara variabahdom ked dan variabel randomke-

dimana ) g=1,... kdiberikan sebagai

o 2O TRR)

3% \/zm —X)Z‘Jg(m—mz

Matriks korelasi didefinisikan sebagai

h

1 r12 I"1k

_ _ r21 1 r2k
R=(r,)= : : (2.5.3)

rkl rk2 1

KarenaR simetrismakar, =r, .

2.6 Pengukuran Keseluruhan Variabilitas

Berdasarkan penjelasan sebelumnya, matriks variansi kovariansi terdiri
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dari variansik variabel dan kovariansi antara semua pasangan variabel, dengan
demikian dapat menjelaskan keseluruhan variasi pada data. Namun, terkadang
diperlukan suatu teknik penghitungan yang lebih sederhana untuk mengukur
keseluruhan variasi tersebut. Berdasarkan Rencher, 1998, salah satu pengukuran
yang dapat mengukur keseluruhan variabilitas dapat dinyatakan sebagai tr(S) yang
dikenal sebagaiariansi sampel total dan dapat ditulis sebagai

S, *...+s, =tr(S) (2.6.1)

Salah satu alasan untuk mengukur keseluruhan variabilitas hanya
menggunakarrace S adalah karena variabel yang digunakan dalam membentuk
suatu matriks variansi kovariansi adalah variakedom dimana sifat dari
variabelrandom adalah saling bebas terhadap variabel satu dengan variabel yang
lain. Telah dijelaskan sebelumnya pada subbab 2.3 mengenai vaaathah
bivariat, konsekuensi dari variabel-variabel yang saling bebas adalah kovariansi
antara dua variabel bernilai nol, sehingga keseluruhan variabilitas dari suatu
variabel melalui matriks variansi kovariansi dapat ditentukan cukup dengan
menggunakan tracg.

Pada subbab sebelumnya telah dijelaskan mengenai variatggm
univariat, bivariat dan multivariat serta hubungan antara variabel satu dengan
variabel lain melalui matriks variansi kovariansi dan korelasi. Selain melalui
matriks variansi kovariansi dan korelasi, salah satu teknik yang digunakan untuk
menganalisis hubungan antara variabel satu dengan variabel lainnya adalah
melalui analisa regresi baik regresi linier berganda univariat maupun multivariat.

Berikut ini akan dijelaskan mengenai regresi linier berganda univariat.

2.7 Regresi Linier Berganda Univariat

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai model dan taksiran

parameter regresi beserta koefisien determinasi.

2.7.1 Model Regresi Linier Berganda Univariat

Misalkan terdapat variabel respdndan variabel prediktoX,, X,,...,X,
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dengann observasi, maka model regresi untuk observasi ke= 1,...n dapat

ditulis sebagai
Yi =Bt Bt BX ot BX tE
k
:,Bo"'zlgl)ﬁl t&
1=1

dimanai = 1,...ndang [ NIID(0,0°)
Dengan asumsi :
1. E(¢) =0, untuk semuga=1,...n
2. Var(g ) = 0, untuk semua=1,...,n
3. Cov(g ;) = 0, untuk semub# .
Dalam notasi matriks dinyatakan dengan :
1. E(g) =0
2. E (ee") =07l , | adalah matriks identitas

3. eberdistribusi normal denganean O dan variansi?|
Dalam notasi matriks, persamaan (2.7.1) dapat ditulis sebagai :
y=Xp+e

Y1 1 Xy X = X || B &

st [ E o | AL

Ya 1 Xp Xz 0 Xy ﬁk &,
dimana ,

y adalah vektor observasi dari variabel respon yang berukwdn

X adalah matriks observasi darviriabel prediktor berukuramx (k + 1),

p adalah vektor parameter regresi berukukan 1) x 1,

¢ adalah vektoerror berukuram x 1.

(2.7.1)

(2.7.2)

(2.7.3)

Berikut ini akan dijelaskan tentang taksiran parameter pada model regresi

linier berganda univariat dengan metagast Squares.
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2.7.2 Taksiran Parameter Regresi dengan Metode Least Squares

Metode Ordinary Least Squaresadalah salah satu metode yang digunakan

untuk mengestimasi parameter dalam model regresi seperti pada persamaan
(2.7.2). Untuk menaksir paramefg;fS,....5,, OLS meminimumkan jumlah
kuadrat error (SSE) yaitu :

S=S(f B )= 6
= (2.7.4)

= Z(yl (B + BXy* BX 2+---+:8k)§k))2
i=0
dimana persamaan (2.7.4) disebut fungsi least squares.
Untuk mencarﬁ yaitu penaksir parameter regr@syang meminimumkan

persamaan (2.7.4), maka persamaan (2.7.4) dapat diturunkan secara parsial,
dengan kata lain penak€rdinary Least Squares harus memenuhi kondisi yaitu :

6(§n &%)
as e y

sedemikian rupa sehingga fungkast squares pada persamaan (2.7.4) yang

memenuhi persamaan (2.7.5) dapat diuraikan menjadi,

B e T
aS (2.7.6)
53 kna= 2 U Gt B =0

Dengan menguraikan persamaan (2.7.6) akan didapat persamaan berikut ini :
NGy + B Xat B %ot ot B % =2V,
i=1 i=1 i=1 i=1

B X1+ BY X+ B X X ot et B XX = D%,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 (277)

B X+ B XX+ Bod XX+t B X =Y XY,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Dari penguraian persamaan (2.7.7), terlihat bahwa terdapat sistem persamaan
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normal yang mengandung parameter regresi yang tidak diketahui. Solusi untuk

sistem persamaan normal tersebut dinamakan penaksir least sqﬁ@r@,@’k

Selain dari persamaan (2.7.4), penaksast squares ﬁ dapat ditulis sebagai

vektor yaitu :

S(B) =D &
i=0
S(B)=¢'e
S(B) = (y - XB)" (v~ XB) (2.7.8)
Dengan menggunakan sifat matriks, maka persamaan (2.7.8) dapat dinyatakan
sebagai :
SPB)=y'y-B" XTy-y Xp+p X Xp (2.7.9)
Karena ' X'y adalah matriks berukuran 1 x 1(ska|da)1transpos(BTXTy)T:

y'XPB juga berukuran 1 x 1 (skalar), maka persamaan (2.7.9) dapat ditulis sebagai
S(B)=y'y-2B"X"y+ B X' XB (2.7.10)
Kemudian dengan menurunkan persamaan (2.7.10) terhdapaka penaksir

Least Squares memenuhi kondisi sedemikian rupa sehingga (bukti dapat dilihat
pada lampiran 1)

Z—E .= —2B"Xy + X'XB =0 (2.7.11)

Jadi, penaksifteast squares untuk p adalah
B=(X"X)Xy (2.7.12)
Solusi ini dapat dipenuhi jika :
1. X nyafull rank,

2. tidak ada X, yang merupakan kombinasi linier dari X lainngtau

uncorrelated,

3. jumlah observasi harus melebihi jumlah variabel prediktor.

Sifat-sifat dari penaksir least squares
1. Unbiased

Jika E(ﬁ) =B, makaﬁ adalah penaksir yangbiased untuk .
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Bukti :
E(B) = E[(X™X) X y] = E[(X X) X "X B+8]

= E[(X™X) X X B +(XTX) X Tg]

= (X"X) XX E(B) + (X"X) X TE(e)

= 1B+ (X"X) X TE(e)

=P
Karena E€) = 0 dan (X"X)™X™X =l , makaterbukti p adalah penaksir
yang unbiaseduntuk .

. Variansi minimum

Anggap E€) = 0 dan Varg) = o°, untuk semud = 1,..n dengan

demikian, maka maitriks variansi kovariansi untfkyang berukuran

(k+ 1) X k+ 1) dinyatakan oleh

[30 Var(,éo ’Iéo) CO\(ﬁo Bk)
va{ : }z E :
ﬁk COV(,ék 7&0) Val(ﬁk ﬁk)

a-=(@)] e lla-c@)a-c(a)]

el(a-e(a)a-e(a)] - e(a-B)]
5,-E(5)

-g|| W[/éoe(z;o) - A-E(g)]
B-E(A)

-l () - ()]

=0?(X'X)"

Bukti :
Karena telah terbukfl adalah penaksir yangbiased untuk g, maka

var )= E{[ﬁ— E(ﬁ)}[ﬁ— E@)}T}
- E{[ﬁ—ﬁ][ﬁ-ﬁﬂ
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Dari persamaan (2.7.12), dengan mensubtitusykarXp + ¢ diperoleh
- (xTx)—lx Ty
=(XTX)™*XT (XB +¢)
=p+(X'X)"X e
=(X"X)XTe

sehingga diperoleh

=0’ (xTx)‘lex (xx)"
= o? (X™X) XX (X X )
=2 (XX )"
:JZ(XTX)_l
Jika C :(XTX)_l, maka variansi dari,/S’I adalah C,0°dan kovariansi antara

G5, adalahC,o”
Terbukti

Berdasarkan teoren@auss-Markov, jika model regresi pada persamaan

(2.7.2) memenuhi asumsi-asumsi yaitu :

1. E(&) = 0, untuk semua# 1,...,n

2. Var(e) = 0, untuk semua i =1,...,n

3. Cov(g ,€;) = 0, untuk semuas |.

maka taksiran yang didapat dengan menggunakan medtage squares yaitu

fi=(X'X)‘1X'y merupakan taksiran yang BLUEBdst Linear Unbiased
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Estimator) dengan variansi yang minimum diantara semua penakbiased

linier.

Bukti :
Misal ﬁ merupakan penaksir lain dgriyangunbiased. Karenaﬁ* penaksir

linier, maka dapat dimisalkan bentuknya sebagai :
ﬁ*z[OUX)ﬂXT+U}y
untuk suatu matrike) yang merupakan fungsi datidan berukuran sama seperti
(XTX)_lXT yaitu (K + 1) x n, sehingga nilai estimasi untu dapat ditulis
sebagai
E@) = E{[(xTx)‘le +U }y}
= E{[(XTX)_IXT +U }[x B +s]}
= (X™X) XX E()+(X™X) X E(s) + UXE() + UE(e)

=1p+0+UXB+0
=(1+UX)B

Agar ﬁ merupakan penaksir lain dg¥iyangunbiased, makaUX = 0 sehingga

matriks variansi kovariansi unthk* dapat ditulis sebagai
o o S o’ S i
ver @ )=e{[i -£6)[[# -£6 )|

-€{[i - i -]
dari p’ =[(XTX)_1XT +U }y dan dengan mensubtitusikar Xp +¢, maka
p = [(xTx)'lxT +U }y
=[ (X X)X +U |[xp+e]
=p+(X"X) "X e+ UXp+Us
p=(x"

) XTg+UXP +Us

karendJX = 0, maka
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N

B —p=(X"X) "X"e+Us

sehingga diperoleh

var@' )= E{[(XTX)_les + Us}[(XTX)_lXTs + U8:|T}

E{[(XTX)_lessTX(XTX )T+ (XX )X TeTUT + Uge™X (XX ) +Uge™UT }}
(X™X) "X TE@e")X (X™X) X T+ (X X )X TE(ee")UT +UE(es")X (XX )" +U (eg)UT
(X™X) " XToAX K X )+ X )i( TdU "YW o?X (XX ) ofu T

[ XX (X ) X )X U TuXx kX )Y T}

[ (xX)XUT +ux@<5<) -UUT}

X= (U X)T 0, maka

karenaUX
o* ™ \& T
var (¢ ):f[(x X)"+uu }
Matriks UUT merupakan matriks definit positif, karena semua unsur diagonalnya
berbentuk kuadrat. Jadi, terbukti bahwa variansi dari setiap unsuﬁ*detalu
lebih besar atau sama dengan variansi dﬁtri atau dengan kata lain
ﬁ:(XTX)_ley merupakan taksiran yang BLUEBdst Linear Unbiased

Estimator) dengan variansi yang minimum diantara semua penakbiased
linier.
Terbukti.

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai model regresi dalam

bentukmean centered.
2.7.3 Model Regresi Dalam Bentudean Centered

Selain dalam bentuk model pada persamaan (2.7.2), model regresi dapat

ditulis dalam bentuknean centered dari X yaitu
=a+B(% = X) + By(X ;= X) +o B (X — X )+ E (2.7.13)
i =1,...ndimana

=B, + BX + BX, ..+ BX
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danx = Zi | =1,...,k Dalam bentuk matriks, dapat ditulis sebagai

i=1 n
[ a
y=(J,X)( j+s (2.7.14)
B,
dimana jadalah vektor 1 berukuran n x 1 dan

X=X o Xy T X :81
X=X-jx"=| S A
Xu =X o Xy~ X IBk

Similar dengan persamaan (2.7.12), penaksir least squares uEwtCLrJHadalah
1
o= )]
1
(i)' (1 X ) menjadi

() 6)< L J0)= 1 15

X

(j,)Z )Ty menjadi

MRGIESIE
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sehingga persamaan (2.7.13) menjadi
Y =Y+ B = X) + L%, = X) +ot B (K —X )+
dan dalam bentuk matriks mean centered dapat ditulis dalam bentuk
§=XB, +¢ (2.7.15)

YoV [ XX o XX B | &

YooV [ X=X o X% X LA L&
dimana,
¢ adalah vektor random mean centerecari observasi variabel respon Y yang
berukuran nx 1,
X adalah matriks mean centered daki variabel prediktor yang berukuran n x k

B, adalah vektor parameter regresi yang berukupaf,k

¢ adalah vektormor yang berukuran n x 1.

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai koefisien determinasi dan

analisis variansi.
2.7.4 Koefisien Determinasi

Dalam regresi linier, pendekatan analisis variansi digunakan untuk
pengujian signifikansi dan koefisien determinasi. Analisis variansi digunakan
berdasarkan pada partisi dari total variabilitas variabel respon(Montgehatry
2001). Partisi tersebut dapat ditulis sebagai

Y =Y = =9+ - %) (2.7.16)
Kemudian dengan mengkuadratkan kedua sisi pada persamaan (2.7.16) dan

menjumlahkan keseluruhan dan observasi akan menghasilkan persamaan
sebagai berikut :

S -P =X G- PRG-I Y GRS R7A)

Pada suku ketiga sisi kanan dapat dijabarkan sebagai
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25 G-V ~9)=225 0 =522 T 0~ 5)

=2ny(y, - ¥)-2ny(y, - ¥,)
=0

Sehingga persamaan (2.7.17) dapat ditulis sebagai

2= =G -V -9 (2.7.18)

i=1 i=1 i=1
Sisi kiri pada persamaan (2.7.18) adal@imlah kudrat total terkoreks atau biasa
disebut SS; yang mengukur total variabilitas di dalam observasi. Suku pertama
pada sisi kanan adalg@mlah kuadrat regresi atau model yang biasa disebusS,
dan suku kedua adal@mlah kudrat error atau yang biasa diseb88,.., dengan
kata lain persamaan (2.7.18) dapat ditulis sebagai

SS, =S5, + S5, (2.7.19)

Koefisien determinasi ataik® adalah proporsi variasi y yang dijelaskan oleh
prediktor X. Dengan kata lairR® mengukur kontribusi prediktor X untuk
prediksi nilai dari respon y. Ukuran tersebut dapat ditulis sebagai

R =Sk —q_ s (2.7.20)
S, SS

dimana < R < 1.

SS; merupakan suatu ukuran variabilitas pada variabel respon y tanpa
memperhatikan efek dari variabel prediktor X sedangk8n. merupakan suatu

ukuran variabiliitas pada variabel respon y dengan memperhatikan prediktor X

dengan
S5 =3 (=D = (V=) *+ -+ (=TI, =)
=(y-y) (v-y)
dan

S =3 (% = 907 = (%, = S (Yo 9+ (Vo = 90)¥s = )

i=1
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Berikut ini akan dijelaskan mengenai model regresi linier multivariat dan

taksiran parameter.
2.8 Regresi Linier Berganda Multivariat

Pada subbab ini akan dijelaskan mengenai model regresi linier berganda

multivariat dan penaksiran parameter regresi dengan metode Least Squares

2.8.1 Model Regresi Linier Berganda Multivariat

Misalkan terdapat variabel re&pon)Y, dan variabel prediktoxX,, ..., X,

dengam observasi, maka model regresi dapat ditulis sebagai berikut :
Y=XB+E (2.8.1)

Yiu Yo ot Vi 1%, - X N 5o, BOp & & &
Yoo Yoo y2p 4 1 X1 o Xy :811 :812 :81p + Eyn Ep £2p
Ya Y2 o ynp 1 Xa 0 X ﬂkl IBkZ /ka €n & gnp
[yl Yz o yp}:[xl AL Xk][Bl B, - ﬁp:'-l_':sl €, - sp}
Y adalah matriks dap variabel respon berukuramx p,
X adalah matriks dak variabel prediktor berukuramx (k + 1),

B adalah matriks parameter regresi berukukanl) x p

E adalah matrikerror berukuram x p.

Dengan asumsi :
1. E(E) =0atau EY) = XB untuk semua=1,...n,
2. Cov (y,) = X atau cov€, ) = X untuk semua=1,...,n dimanay. adalah
baris ket dari Y

3. Cov (y,,y,;) = 0atau covg, , €;) = 0 untuk semua#].

Pada subbab berikut ini, akan dijelaskan mengenai taksiran parameter

untuk regresi multivariat.

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012



35

2.8.2 Taksiran Parameter Untuk Multivariat dengan metoskest Squares

Pada metode OLS untuk regresi linier berganda univariat pada subbab
2.7.2,least squres meminimumkan SSE yait(B) =Y &> =¢"¢. Similar dengan
i=0
regresi linier berganda univariat, maka untuk menaBsipada regresi linier

berganda multivariat, least squareseminimumkan SSE yaitu ,

p p

iquz =) gig
=1

i=1 j=1
p
Berdasarkan sifairace matriks, Za?a J. =tr(2'E), maka penaksiteast squares
j=1
untuk Byaitu :

p

@)=Y D¢

i=1 j=1
S(B)=tr(E'=
S(B) =tr(Y-XB)'(Y-XB) (2.8.2)
Dengan menggunakan sifat perkalian matriks, maka persamaan (2.8.2) dapat
dinyatakan sebagai :

S(B) =tr(YTY-BTXY-Y XB+B X XB ) (2.8.3)
KarenaB"X"Y adalah matriks berukuranx p dantranspos(BTXTY )T =Y 'XB

juga berukuran p p, maka persamaan (2.8.3) dapat ditulis sebagai :
S(B)=tr(Y'Y-2B'XY+B X 'XB) (2.8.4)
Kemudian dengan menurunkan persamaan (2.8.4) teriBaftigpat dilihat pada
lampiran 1), maka penaksir Least Squareseemenuhi kondisi sebagai berikut :
0S

2B 5
Jadi, penaksir least squaresintuk Badalah

=-2B"X"y + X"XB = 0 (2.8.5)

B=(x"x)"X"Y (2.8.6)
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Sifat-sifat penaksir least squarepada multivariat

1. Jika E{Y) = XB, makaB adalah penaksir yang unbiasethtuk B
Bukti:

E(B) = E[(XTX)_leY }
=E[(x"X)"x" (xe +5)

=(X"X)"XTE@)+(X X ) X "E(2)

Karena EE) =0 dan (XTX)_leX =l , makaterbukti B adalah penaksir

yangunbiased untukB.
Terbukti

2. Dengan asumsi Covy() =} dan Cov {, y,) =0, maka matriks variansi

kovariansi untukB dinyatakan oleh

cofy() = o, (X'X)" (2.8.7)
cov(,.By) =0, (XTX)_l (2.8.8)

dimang, k=1,...,p, 0;dang; merupakan elemen da¥i.

Bukti :
Persamaan (2.8.7) mengikuti persamaan (2.8.8). Untuk membuktikan persamaan

(2.8.8), dapat dinyatakawov(y,.y,)=0,l atau coy; g, ¥ o,l dimana hal

tersebut secara langsung berasal dari dua asumsiGa#uy,) = = dan Cov

(¥%;.y;) =0.

misalkani=1, j=2, maka

Yir | [ Yi2

cov(y,.y,)=cov| : :
ynl yn2
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{Cov(yn’)ﬁz) o COVly Yy )}

COV(ynl ;ylz) T COVQ’nl Yn2 )

Kemudian,

COV(,élj ,,éﬂ() CO\(/}H ﬁnk)}

con(f, ;zk) ..ﬁ eof, £.)
{E (& -&(a,))(A )( )] e (4 - ﬂu) -E(4)]
el (£ -£(2)(4-E(8.)) E[( (3)a.- E(4.))]

A -E(B))
| A-E(A) - Ae(ad)]

_Iénj - E(,énj )

= E{:Bm y E(ﬁm )}[ﬁ(@ = E(B“‘)HT}

=0, (x'x)"

Bukti :
Karena telah terbukiB adalah penaksir yang unbiasethtuk B, maka

COV([ASj ,ﬁk )= E{l:ﬁj 4 E(Bj)][ﬁk o E(ﬁk)]T}

:E{[Bi ‘51]['§k‘ﬁkT}

Dari persamaan (2.8.6), dengan mensubtituskaXB + Z diperoleh

B, =(X"X) Xy, B =(X"X) "Xy,
:(XTX)_IXT (XB; +¢) =(x"x) XT(XB, +z,)
=B, +(X™X) "X, =B, +(X™X) "X,

=(XTX) X e, B, -B, =(X"X) "X,

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012



38

sehingga diperoleh

=, (XTX) XX X )
=0, (X™X) XX (X% )
=0, 1 (X%
=0, (XX)"

Terbukti

Berdasarkan teorermauss-Markov, jika model regresi pada persamaan
(2.8.2) memenuhi asumsi-asumsi untuk model regresi linier berganda multivariate
yang telah dijelaskan sebelumnya, maka taksiran yang didapat dengan
menggunakan metodeast squares merupakan taksiran yang BLUBest Linear

Unbiased Estimator) dengan variansi yang minimum.
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BAB 3
UNIVARIATE PARTIAL LEAST SQUARES REGRESSION

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai bentuk model regresi
univariat PLSR, metode pembentukan dan seleksi komponen menggunakan
algoritma NIPALS, pembuktian keortogonalan pada komponen dan bobot serta

taksiran parameter univariat PLSR.

3.1Bentuk Model Regresi Univariat PLSR

Misalkan terdapat variabel resp®mlan variabel prediktox , X,,...,X,

dengan n observasi dan diasumsikan terdapat variabel prediktor yang saling

berkorelasi atau terjadi multikolinieritas. Misalkan didefinisikay, X, ...,X,

dimanay, X, ...,X, adalahmean sampel. Sebagai langkah awal untuk menjalankan
algoritma NIPALS, selanjutnya digunakan model regresi bemtedn centered
seperti yang tertulis pada persamaan (2.7.15) yaitu :
J=Xp, +¢ (3.1.1)

dimana,
¢ adalah vektor random mean centereddari observasi variabel respoh yang
berukuramx 1,
X adalah matriksnean centered darik variabel prediktor yang berukurarx k,
B, adalah vektor parameter regresi yang berukkpand,
¢ adalah vektoerror yang berukuran x 1.

Karena terjadi multikolinieritas, maka metode OLS tidak dapat digunakan

untuk menaksir parametef,. Dalam PLSR, sebelum melakukan penaksiran
paameterf, pada persamaan (3.1.1), terlebih dahulu dibentuk komponen yang

digunakan sebagai prediktor baru untuk menaksir parameter yang kemudian
digunakan untuk mempredik¥i melalui algoritma NIPALS.

Dalam subbab berikut akan dijelaskan mengenai pembentukan komponen
dengan algoritma NIPALS.
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3.2 Pembentukan Komponen dengan Algoritma NIPALS

Dalam PLSR, salah satu metode yang dapat digunakan dalam pembentukan

komponen adalah algoritma NIPALSIdnlinier Iterative Partial Least Squares).
Ide dasar dari algoritma NIPALS adalah mendekomposisikan mXtritenjadi

matriks ortogonall dan matriksloading P. DekomposisiX menjadi matriks

ortogonal Tdan loadingP dalam notasi matriks dapat ditulis sebagai berikut :

X=TP"+E  dimanal 'T=| (3.2.1)
X=X X=Xy e Xy T X te b, o b [ Pu Pa oo Pa € €, ... &,
Xy =X

Z M X2k_¥k — t2ZI. t22 t2m p12 p22 pk2 e21 e22 eZm

an_xi an_iz Xnk_ik tnl tn2 tnm plm p2m pkm QWl ehZ QWm

o
pT
[%, % o % ]=[t t, -ootg]) 2 HE
P
=tp; +tpL+.+t p’ +E
=D tjpj+E
j=1

Berdasarkan uraian tersebut, dekompdéisienjadi matriks ortogonal dan

loadingP dalam notasi matriks dapat juga ditulis sebagai:
X=2tpj+E
i=1

dimana,
| adalah matriks identitas berukuramx m,
P adalah matriks loadin@perukurark x m,
T adalah matriks komponen berukuran nx m
E adalah matriks erroberukuran n x k.
Matriks error E menyatakan seberapa bes¥r yang tidak terdekomposisi
menjadi matriks komponen dan loading P
Komponen-komponen yang terbentuk digunakan sebagai prediktor baru

untuk menaksir parameter yang kemudian digunakan untuk memprediksi variabel
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respon Y. Dengan menggunakan bentuhean centered, maka model regresi

dapat dinyatakan sebagai :

y=Tc+F
yl t11 t12 t1m C1 fl
?2 — t.21 t.22 t2.m C:Z + f2
yn tnl tn2 tnm Cm fn
a| | f
C f
[t 1 ot :2 N :2
Cm fn

=t,c +t C,+..4t C +F
=Yt +F
j=1
Berdasarkan uraian tersebgtdapat juga dinyatakan sebagai :
y=> tic +F (3.2.2)
i=1

dimana,
cadalah vektor parameter regresi berukurenl,
F adalah vektor erroberukuran n x 1.
Vektor error F menyatakan seberapa begayang tidak dijelaskan oleh matriks
komponerni.

Dalam PLSR, vektor komponen yang dibentuk merupakan kombinasi
linier berbobot dari variabel-variabel prediktor, sehingga dalam notasi matriks

dapat dinyatakan sebagai :

TXW denganW™w =1 (3.2.3)
dimanaW adalah matriks berukurdx m, yaitu :
Wy W e Wi
Wy, W, ... W
w=| =lwy ow, ow,]
Wy W, oo W,

Bobot yang dipilih pada pembentukan komponen PLSR pada persamaan

(3.2.3) adalah bobot yang dapat menjelaskan variasi agdkaligus variasi pada
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¢ yaitu melalui fungsi kovariansi antara setiap variabel prediktor dengan variabel
respon. Hal tersebut dibutuhkan agar komponen yang terbentuk tidak hanya baik
dalam menerangkan variasi daX tetapi juga relevan dan baik dalam
memprediksy .

Untuk dapat menerangkan variasi dardan memprediksy dengan baik,

dibutuhkan pembentukan matriks komponen dengan algoritma NIPALS. Karena
algoritma ini bersifat iteratif, maka akan dibentuk terlebih dahulu vektor

komponen pertama yang dapat menunjukan seberapa baik vektor komponen
pertama tersebut dalam menerangkan variasi daridan memprediksiy .

Kemudian jika diperlukan, maka algoritma ini akan beriterasi untuk membentuk
vektor komponen berikutnya. Untuk lebih jelasnya, pada subbab berikut ini akan

dijelaskan tentang cara pembentukan vektor komponen pertardan vektor

loading pertamap, .

3.2.1 Pembentukan Vektor Komponen dan Loading Pertama

Sebagai langkah awal dalam menggunakan algoritma NIPALS, nXtasi
untuk matriksmean centered X dan y, untuk vektor mean centeredy atau dapat
ditulis sebagaiX, =X dany, =y .

a) Menentukan vektor komponen pertaia

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, vektor komponen yang dibentuk
merupakan kombinasi linier dengan setiap variabel prediktor dan berdasarkan

persamaan (3.2.3), untuk vektor komponen pertamdapat ditulis sebagai

t, =X W, (3.2.4)
dimanaw, adalah bobot yang merupakan penjumlahan fungsi kovariansi antara
setiap variabel prediktor X(,...,X,) dalam matriks X, dan vektor respory,.

Dengan demikianw, dapat ditulis sebagai
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Y covix, )

[Zk: cov(, ,§)

Sebelum menjabarkan persamaan (3.2.5), terlebih dahulu akan didefinisikan

w, = =1,k (3.2.5)

bentuk covg, ,y). Berdasarkan penjabaran persamaan (3.2.1), makany

dapat ditulis sebagai :

Xy =% Yi—y
: dany =| :

an - )_q yn - 7

Dengan menggunakan penjelasan mengenai matriks variansi kovariansi yang ada

X
I

206 = %) (% —X,)
pada subbab 2.4, dimarsg == . menyatakan kovariansi antara

variabel acak kd-dan variabel acak kgdimana ) gq=1,...,kdan I# g, dengan

Xll qu
X, =| : | danx, =| :

an an

maka covg, ,y ) dinyatakan sebagai

> (% ~R)(¥ -Y)

cot(,§)=E———

sehinggaw, dapat dijabarkan menjadi :

> cov(s )

W. =

1/Zcov(fﬁ )

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012



44

> (%, ~%)(Y; - )

; - n-1
w, = = -

| 206 =R =)

,Z:;‘ n-1

- ;Z(X. XY, -
- 1\/| 21205 = %)% - y)]}
Z_‘,i(x. X) (¥ =
J{Ztim XY, - y)]}

Bentuk > (x; =X )(y, - ¥) dapat dijabarkan menjadi

i=1

D04 ~R)0 =) 22, (0% 5Ty +X)

n

-Zw. Zx.y E_l)w. ;27
=;xlm-7;>s.->‘q;m+n“
:Z}w. Xy =Xy +nxy
=iZzl)>s.yi-nXV

sehinggaw, dapat ditulis sebagai :

n

> O XY —XY)
W1: 1=1 i=1 -
\/Z(Z)ﬁlyi _n)_(ly)
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Z(ix.yi ~XY)
JZ(iw -1%y)

O %1y =M% y) +..+ O X, Y —NXY)

W, = i=1 i=1
l_ n 2 n
\/(leyi -nXYy) +..+ Q%Y ~nXY)
i=1 i=1
W = XY+ XY
b (1Y)

2

=}

2

__Xy
W - 3 ~

CIXT I
w, =2

RSA|

Jadi dengan penjelasan di atas, pada persamaan (3.2.5) dapat ditulis sebagai
XT
w, =ﬁl (3.2.6)
sehingga dengan menggunakan persamaan (3.2.6), vektor komponen fertama
dapat ditulis sebagai
= XX3Y,
A

b) Menentukan vektor loading pertanm

(3.2.7)

Setelah mendapatkan vektor komponen pertaipadan berdasarkan
pasamaan (3.2.1), dilakukan regresi antara variabel-variabel pada matriks
yang berperan sebagai variabel-variabel respon dan vektor komppnsmng
berperan sebagai variabel prediktor. Bentuk model regresi aXtadangant,
dapat ditulis sebagai

X, =tp] +e, (3.2.8)
dimana,
X, adalah matriksmean centered X yang berperan sebaghivariabel respon

berukuran n x k,
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t, adalah vektor komponen pertama yang berperan sebagai prediktor berukuran

nx1i,

p, adalah vektorloading pertama yang berperan sebagai parameter regresi

berukurark x 1,

e, adalah matriks erroyang berukuran n x.k

Bentuk regresi dalam persamaan (3.2.8) merupakan regresi multivariat.
Menurut Rencher, 2000, salah satu metode untuk menaksir parameter regresi

adalah metodéeast squares. Untuk mencari dan menaksir parameger least
squares meminimumkan SSE, dalam hal ini adalah yang meminimumkan
tr (eI q) :tr( X -tlpI)T (Xl-tpTl), sehinggalengan menggunakan metoldast
squares untuk regresi multivariat seperti pada subbab 2.8, dapat diperoleh (bukti
diberikan pada lampiran 4.1)

p, =(tlt,) "Xt (3.2.9)
yang kemudian didapatkan

X, =tp’ (3.2.10)

):(11 )~(1k tllpll tllpkl

SR of| B & N =
C) Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.2.2) dan menggunakan vektor
komponen pertama, yang telah diperoleh, dilakukan regresi antgyasebagai
variabel respon dam, sebagai variabel prediktor sehingga bentuk regresi antara

y, dengant, merupakan regresi linier sederhana dan dapat ditulis sebagai

y,=tc +f, (3.2.11)
dimana,
y, adalah vektor mean centerediari observasi variabel respdhyang berukuran

nx1i,
t, adalah vektor komponen pertama yang berperan sebagai prediktor berukuran

nx1l
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c, adalah parameter regresi berukuran 1 x 1,
f, adalah vektoerror berukuran nx 1.
Dengan menggunakan OLS, dapat ditunjukkan taksiran ugtgbukti diberikan
pada lampiran 5.1) adalah sebagai berikut :
& =(tt,) tly, (3.2.12)
sehingga taksiran untuk, yaitu y, dapat ditulis sebagai
¥y, =t 8 (3.2.13)
Kemudian, untuk mengetahui besarnya hubungan antara tiap variabel
prediktor pada matriksX; yang telah diubah atau didekomposisikan menjadi
vektor komponen pertamd, , dapat diketahui melalui matriks variansi kovariansi
sampelX,. Pada kondisi dimanX,dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan
vektor komponen pertania, dalam notasi matrik¥X, dapat ditulis sebagai
X,=X, =tp! (3.2.14)
dengan uraian sebagai berikut

X=X o Xy T X _t11p11 e P

Xg =X o Xy = X _tnlpll o TP

(%00 %

maka berdasarkan subbab (2.4) mengenai matriks variansi kovariansi sampel,
variansi sampel untuk setiap prediktor pada matXksadalah
Z()%_X)z Z():%)z

=g? =L =1 3.2.15
§ =5 =t = (3:2.15)

dan kovariansi antara prediktor ketan keg padaX, adalah

SR %) DRI
Sq = =12 ,q=1,...k 1#q (3.2.16)
n-1 n-1
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Dengan menggunakan persamaan (3.2.15) dan (3.2.16), maka bentuk matriks

variansi kovariansiX,, dinotasikar§ adalatsebagai berikut :

C_XIX, _piipl
= = 3.2.17
3 n-1 n-1 ( )

dimana S tersebut menjelaskan seberapa besar variasi atau informasx dari
yang dijelaskan oleh vektor komponénatau dengan kata lain untuk mengukur
variabilitas dariX, yang dijelaskan oleh vektor kompongn

Berdasarkan subbab 2.6 mengenai pengukuran keseluruhan variabilitas,
untuk mengetahui seberapa besar variasi #griyang dijelaskan oleh vektor
komponent, dapat ditentukan melaltiace dari § yang kemudian dibandingkan

dengantrace dari S ataurace dari matriks variansi kovariansi sampélyang

disebut proporsi variansi tota; yang dijelaskan oleh komponen pertama.
Jika nilai proporsi variansi kecil berarti vektor komponen pertamalak
cukup dalam menjelaskan variask,, maka dibutuhkan vektor komponen

berikutnya, akan tetapi jika nilainya besar misalkan sekitar 80% (Jorgensen &

Goegebeur, 2007) berarti hanya dengan vektor komponen pertamat,nsakiah
cukup dalam menjelaskan varia¥i. Namun, selain perbandingan antéarace

S dengantrace S, kriteria paling utama berikut ini juga menentukan keputusan

apakah dibutuhkan vektor komponen selanjutnya yaitu vektor komponen kedua

atau sebaliknya.

Kemudian, setelah diperoleh vektor komponen pertgntan kondisi
X =X, pada iterasi pertama dalam pembentukan vektor komponen perfama
persamaan (3.2.1) dapat ditulis sebagai
X =TP"+E
X, =Zm:tjpy +E
=1
X, =tp; +tpl+.+t_pl +tpl +E

Berdasarkan persamaan (3.2.10) yaltu=tp , maka
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X, =X =tp] +tpl+.+t _pl +tpl +E
X, =X =X, +X,
Berdasarkan uraian tersebut, maka matdks merupakan matriksesidual dan
dinyatakan sebagai :
Xa =X17X4 (3.2.18)
X,=X,-tp]
Matriks residual tersebut menerangkan seberapa b&sgang tidak dijelaskan di

dalam vektor komponemn,. Jika X, yang terbentuk bukan matriks nol, maka

untuk menjelaskarX dibutuhkan komponen kedua.

Selain itu, berdasarkan kondyst y, pada pembentukan vektor komponen

petamat,, maka persamaan (3.2.2) dapat ditulis sebagai

y =Tc+F
=D, t,¢+F
=1

y,=tc+tc,+..+t__c  +t c +F
Berdasarkan persamaan (3.2.4&ju y, =t,C,, maka
Yi=Y.itY,
Vektor y, merupakan vektor residualan dinyatakan sebagai :
Y, =Y:1=Ys
Y. =Y:~t,

Jika vektorresidual y, yang terbentuk bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor

(3.2.19)

komponen kedua untuk menjelaskan

Selanjutnya, X, dan y, yang telah didapatkan, digunakan sebagai

langkah awal dalam pembentukan vektor komponen dan loading kedua.

Berikut ini akan dijelaskan mengenai cara pembentukan vektor komponen
keduat, dan vektor loading kedua.p
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3.2.2 Pembentukan Vektor Komponen dan Loading Kedua

Berdasarkan subbab 3.1.2, jika matriks residdalbukan matriks nol dan
vektor y,bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor komponen kedua, dimana
X, dan y, digunakan sebagai langkah awal dalam pembentukan vektor
komponen dan loading kedua.

Selanjutnya, persamaan (3.2.18) yail(;zle—)zl dapat diuraikan sebagai

berikut :

)~(nl o K ):(n o X

X11(2) - Xlk(Z)
=| (3.2.20)
an(z) Xnk(2)

dan persamaan (3.2.19) yaiiy = y, —y,dapat diuraikan sebagai berikut :

Y=Y 91
¥ -tC Yi2) 3.221
yn - tnlél yn(2)

Similar dengan subbab sebelumnya, cara pembentukan vektor komponen

keduat, dan vektorloading keduap, dapat diuraikan dalam langkah-langkah

berikut :

a) Menentukan vektor komponen kedua

Similar dengan pembentukan, berdasarkan persamaan (3.2.3), maka untuk

membentuk vektor komponen kedua,dapat ditulis sebagai
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t,=Xw, (3.2.22)
dimanaw, adalah bobot yang merupakan penjumlahan fungsi kovariansi antara

setiap variabel prediktoX, dan respory,, sehinggaw, dapat ditulis sebagai
k

ZCOV(X|(2) ’y(2))
1=1

k
\/z cov(x, Y2 )2
=1

Berdasarkan subbab 2.4. mengenai matriks variansi kovariansi sampel dan cara

w, = c1=1,...k (3.2.23)

yang similar dengan pembentukan untuk t,, maka persamaan (3.2.23) dapat

ditulis sebagai (penjabaran diberikan pada lampiran 6.1)

)
W=z (3.2.24)
X2y, |l

dan dengan menggunakan persamaan (3.2.24), vektor komponentkedizat

ditulis sebagai

X, X3
t2=X2W2= 2T2y2
11X2y 2 I

b) Menentukan vektor loading kedya,

(3.2.25)

Kemudian, setelah didapatkannya vektor komponen kedyaberdasarkan
persamaan (3.1.2), dilakukan regresi antara variabel-variabel mattikgang
berperan sebagai variabel-variabel respon dayang berperan sebagai variabel
prediktor dan merupakan regresi multivariat, sehingga bentuk regresi antara
dengant, dapat ditulis sebagai

X,=tpl+e, (3.2.26)
dimana
X, adalah matriksesidual yang berperan sebadaivariabel respon berukuran
nxKk,
t, adalah vektor komponen kedua yang berperan sebagai prediktor berukuran
nx1i,

p, adalah vektor loading kedua yang berperan sebagai parameter regresi yang
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berukurark x 1,
e, adalah matriks erroyang berukuran n x.k

Dengan menggunakan metodieast squares untuk regresi multivariat pada
persamaan (3.2.26), dapat diperoleh (bukti diberikan pada lampiran 4.2)

-1
p,=(tit,) X%, (3.2.27)
sehingga didapatkan
X,=tp] (3.2.28)
):(11(2) ):(1k(2) toPn o UoPeo
):(n1(2) ):(nk(Z) tn2p12 tnzpkz

c) Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.2.2) dan menggunakan vektor
komponen kedua, yang telah diperoleh , dibentuk regresi linier sederhana antara
y, sebagai variabel respon dansebagai variabel prediktor yaitu

y,=t,Cc,+f, (3.2.29)
dimana
y, adalah vektor residual dary, yang berperan sebagai vaiabel respon berukuran

nx1,

t, adalah vektor komponen kedua yang berperan sebagai prediktor berukuran

nx1i,

c, adalah parameter regresi berukuran 1 x 1,

f, adalah vektoerror berukuran rx 1.

Dengan menggunakan OLS, dapat ditunjukkan taksiran uatuykukti diberikan
pada lampiran 5.2) adalah

-1

¢, =(tit,) tly, (3.2.30)
sehingga taksiran untuk, yaituy,adalah
v, =t,8, (3.2.31)
Untuk mengetahui besarnya hubungan antara tiap variabel prediktor pada

matriks X, yang telah diubah atau didekomposisikan menjadi vektor komponen
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keduat,, dapat diketahui melalui matriks variansi kovariansi samfgl Pada

kondisi diman&X, dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan vektor komponen

keduat,, makaX, dapat ditulis sebagai

X,= X,=tp} (3.2.32)
Xue) Xk 5‘1}(2) >:<1|f(2)
Xn;<2> an;(z) ):(n;(z) ):(nl;@)
L, PlZ L, sz
P e

Berdasarkan persamaan (3.2.20) ya{gjle—i ,dengan uraian

Xi1(2) Xk (2) X TXp o Xy X ):(11 ):(1k
X1(2) Xk(2) Xog =X X = X ):(nl ):(nk
dan persamaan (3.2.10) yai@z =tp; dengan uraian
):(11 ):(1k t11p11 t11 Pi1
):(nl e ):(nk tnl P11 tnl Pra
maka persamaan (3.2.32) dapat ditulis sebagai
_tl2 P12 t, pkz_ _Xll_yl e Xy T X 1Py, t1Pys
| T2 P toP] [X=% X ~ X tu P P
_t12 P12 t12 pk2_ —)~(11 )~(1k ):(11 ):('lk
_tn2 P2 tnz pk2_ _)~(n1 o )~(nk ):(nl o ):(nk

Berdasarkan subbab (2.4) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, variansi

sampel untuk setiap prediktor pada matrks adalah
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, Z()ﬁl —X _tilpll)2 Z(X| _):ﬁl)z
—c2 = — =l
S =5 1 1 (3.2.33)

dan kovariansi antara prediktor kdan keg padaX, adalah

> (% —K ~t D)% ~ K ~tb) (% — % )(% %)
= e (3.2.34)
n-1 n-1

Sq =

l,g=1,....k I £0.
Dengan menggunakan persamaan (3.2.33) dan (3.2.34), matriks variansi

kovariansi sampeK, dapat ditulis sebagai

ST T gl
. ):fi(f e ztnzt_ﬁ 2 (3.2.35)

Pembuktian persamaan (3.2.35) dapat dilihat pada lampiran 2.2.

S, yang telah didapatkan menjelaskan seberapa besar variasi atau
informasi dariX, yang dijelaskan oleh vektor kompongnatau dengan kata lain
untuk mengukur variabilitas daX, yang dijelaskan oleh vektor komponen

Berdasarkan subbab 2.6 mengenai pengukuran keseluruhan variabilitas,
untuk mengetahui seberapa besar variasi dgriyang dijelaskan oleh vektor
komponent, dapat ditentukan melaltiace dari S, yang kemudian dibandingkan
dengantrace dari S ataurace dari matriks variansi kovariansi sampe!l Jika
nilai perbandingan antardrace dari S, dengantrace dari S (proporsi variansi
total X, yang dijelaskan komponen kedua) yang kemudian hasilnya dijumlah
dengan nilai perbandingan antafice dari S dengantrace dari S pada
pembentukan vektor komponen pertama kecil berarti vektor komponen kedua
tidak cukup dalam menjelaskan variasi, maka dibutuhkan vektor komponen
berikutnya.

Akan tetapi jika nilai perbandingannya besar berarti hanya dengan vektor
komponen kedua, makg sudah cukup dalam menjelaskan varidsi

Kemudian, setelah diperoleh vektor komponenué&et,, persamaan

(3.2.1) dapat diuraikan menjadi
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X, =tp] +tpL+..+t_pl +tpl +E (3.2.36)

Berdasarkan persamaan (3.2.10) ya;ty:tpl dan (3.2.26) yaitu>:<2 =tp} ,
maka persamaan (3.2.36) dapat ditulis sebagai
X=X, =tp] +tph+. .+t po,+t pL +E
X=X, =X, +X ,+X , (3.2.37)

dan berdasarkan persamaan (3.2.18) yxgu:xl—i ., maka persamaan (3.2.37)

dapat ditulis sebagai

X, =X, +X, (3.2.38)
Berdasarkan persamaan (3.2.38), maka mafkiksmerupakan matriksesidual
dan dinyatakan sebagai :

X,=X,-X,

X,=X,-tp} (3.2.39)
Matriks residual tersebut menerangkan seberapa béSayang tidak dijelaskan
di dalam komponen,. Jika X, yang terbentuk bukan matriks nol, maka untuk

menjelaskanX dibutuhkarkomponen ketiga.

Selain itu, berdasarkan kondjs+ y, pada pembentukan vektor komponen

pertamat, , maka persamaan (3.2.2) dapat ditulis sebagai

y =Tc+F
y,=) t,c,+F
i=1

yl = tlcl +t ZCZ +o.4t m—lCm—l + mCm+ F
Berdasarkan persamaan (3.2 y&j}u y, =t,¢,dan (3.2.31yaituy, =t,¢,, maka

yl:91+92+y3 (3240)

Universitas Indonesia

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012



56

dan berdasarkan persamaan (3.2.19) y@jta y, —y,, maka persamaan (3.2.40)
dapat ditulis sebagai
V.=V +Y,+Y,
\2 _91 = 92 Ty,
Y,=Y,+Ys
Vektor y3 merupakan merupakan vektor residatn dinyatakan sebagai
Ya=¥a™Yy (3.2.41)
Y3 =Y, t.C,

Jika vektor residualy, yang terbentuk bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor
komponen ketiga untuk menjelaskn
SelanjutnyaX, dany, yang telah didapatkan, digunakan sebagai langkah

awal dalam pembentukan komponen ketiga dan iterasi akan terus berjalan hingga

matriks dan vektoresidual yang terbentuk merupakan matriks nol, sehingga

banyaknya vektor komponen yang terbentuk dapat menjelaékan

Misalkan iterasi telah berjalan hingga mendapet vekior komponen

yaitu t,_,dan m1 matriks variansi kovariansi sampel yaiiJ , yang menjelaskan

seberapa besar variansi dafi yang telah diubah atau didekomposisikan menjadi

m-1 vektor komponen. Kemudian, misalkan untuk menjelaskadibutuhkanm

komponen, maka persamaan (3.2.1) diuraikan menjadi

X=TP" +E
xl:Z;tjij +E
]:
X,=tpy +tph + 4t pr, +tpg +E (3.2.42)

Karena iterasi telah berjalan hinggel komponen berarti telah didapatkan vektor

komponen ket(r1) t_, dan vektorloading ke-(m-1), maka telah didapatkan
pula persamaan):(m_l=tm_p,Tn_1 dan berdasarkan persamaan (3.2.10) vyaitu

>:(l =tp] dan (3.2.26) yaitu)z(2 =tp, , maka persamaan (3.2.42) dapat ditulis
sebagai

+X (3.2.43)
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Berdasarkan persamaan (3.2.18) yaith(zle—ildan (3.2.36) vyaitu

X, =X, -X ,, maka persamaan (3.2.43) menjadi

X, =X, ~X =X =X,
)
G
X3
(S
»
Xm—l
X, =X, =X ==X, =X (3.2.44)
X (~X_=X_ (3.2.45)

maka berdasarkan persamaan (3.2.45), terdafatyang merupakan matriks
residual dinyatakan sebagai :

Xm :Xm—l _i m-1
Xm :Xm—l _t m—p m—:IL

(3.2.46)

Matriks residual tersebut menerangkan seberapa b&saryang tidak dijelaskan
di dalam komponen, _,. Jika X, yang terbentuk bukan matriks nol, maka untuk

menjelaskanX dibutuhkan komponen ke-m
Selain itu, berdasarkan persamaan (3.2.2) yang diuraikan menjadi

§=Tc+F
y, =D tic,+F
j=1

yl = t1Cl +t 2C2+ +t m—lCm—l +t mCm+ F
dan karena iterasi telah berjalan hinggd komponen berarti telah didapatkan

vektor komponen kent-1) t,, dan taksiranc,_, yaitu ¢

m-1"

maka didapatkan
persamaany, , =t .C _,dan berdasarkan persamaan (3.2.13) y@jtat,c,dan
(38.2.31)yaitu y, =t,C,, maka

y1=91+92+"'+9m—1+ym (3247)
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Berdasarkan persamaan (3.2.19) yaitu=y, -y, dan (3.2.37) yaity, =y, -V,
maka persamaan (3.2.47) menjadi
yl_yl_yz_--'_ym—l =Yn
_J
(G
¢
ym—l

Y. _91_92_"'_9m—1 =Y
Y1~ Yos = Yim
y., merupakan vektor residualan ditulis sebagai :
ym = ym—l _ym—l
Ym = Y1~ Lo it

Jika vektor residual y. yang terbentuk bukan vektor nol, maka dibutuhkan

(3.2.48)

komponen ke-m untuk menjelaskén

Selanjutnya, X, dan y,_ yang telah didapatkan, digunakan sebagai

langkah awal dalam pembentukan komponemke-
3.2.3 Pembentukan Komponen dan Loadingike-

Berdasarkan subbab 3.2.2, jika matks bukan matriks nol dan vektor
Y., bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor komponemkelimanaX , dan
y,digunakan sebagai langkah awal dalam pembentukan vektor komponen dan

loading ke-m
Selanjutnya, persamaan (3.2.46) ya#&pat diuraikan sebagai berikut :

Xm = Xm—l -X m-1

Xll(m—l) Xlk(m—l) Xll(m—l) Xlk(m—l)

an(m—l) )ﬁwk(m—l) )~(n1(m—1) ka(m—l)
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Xll(m) Xlk(m)
X =| ¢ (3.2.49)

m : :
an(m) e Xnk(m)

dan persamaan (3.2.48) yagu =y, , —V,_,dapat diuraikan sebagai berikut :

Yo = Yma ™ 9m—l

Yagm-1) ~ tim- 1)érn Yi(m)
= : = (3.2.50)
yn(m—l) _tn(m—l)ém yn(m)
Cara pembentukan vektor komponemket,, dan vektotoading ke-m p,, dapat

diuraikan dalam langkah-langkah berikut :

a) Menentukan vektor komponen ket

Similar dengan pembentukan vektor komponen berikutnya, berdasarkan

persamaan (3.2.3), maka untuk membentuk vektor komponen ke- dapat
ditulis sebagai

t, =X W, (3.2.51)
dimana w,, adalah bobot yang merupakan penjumlahan fungsi kovariansi antara
setiap variabel prediktor dalam matrik§,, dan vektor respory,, sehinggaw

dapat ditulis sebagai

k
D COV(Xi gy Y )
w_=_I12 1=1,..k (3.2.52)

m k
\/|Z:1: cov(x (m) + Ym) )’

Berdasarkan subbab 2.4, dan cara yang yang similar dengan pembentukan vektor

bobot untuk vektor komponen sebelumnya, maka persamaan (3.2.52) dapat ditulis
sebagai (penjabaran diberikan pada lampiran 6.2)

xT
w, = ||x1§m ” (3.2.53)

dandengan menggunakan persamaan (3.2.53), vektor kompomantkedapat

ditulis sebagai
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)
tm:XM%zﬁﬁédﬁ (3.2.54)
Y m

b) Menentukan vektor loading ket p,

Kemudian, setelah didapatkannya vektor komponem k-, berdasarkan
persamaan (3.2.1), dilakukan regresi antara variabel-variabel pada XKgtriks
yang berperan sebagai variabel-variabel respon tdawyang berperan sebagai
variabel prediktor dan merupakan regresi multivariat, sehingga bentuk regresi
antaraX , dengant  dapat ditulis sebagai

X, =t pl +e. (3.2.55)
dimana
X,, adalah matriksesidual dari X, yang berperan sebadaivariabel respon

berukuran n x k,

t . adalah vektor komponen kedua yang berperan sebagai prediktor berukuran

nxi,

p,, adalah vektorloading kedua yang berperan sebagai parameter regresi

berukurark x 1,

e, adalah matriks erroyang berukuran n x.k

Dengan menggunakan metobBast squares untuk regresi multivariat tersebut,

dapat diperoleh (bukti diberikan pada lampiran 4.3)
P, =(tit,) X1, (3.2.56)

yang kemudian didapatkan

X, =t o]
):(11(m) ):(1k(m) tlmplm tlmpkm (3_2_57)
):(nl(m) ):%k(m) tnmplm tnmpkm
C) Selanjutnya, berdasarkan persamaan (3.2.2) dan menggunakan vektor

komponen ken t_ yang telah diperoleh , dilakukan regresi antgfasebagai
variabel respon dart,, sebagai prediktor sehingga bentuk regresi antgra

dengant,, yang merupakan regresi linier sedehana dapat dinyatakan sebagai
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Yo =t.Cot T (3.2.58)
dimana
Y., adalah vektorresidual dari y_ ., yang berperan sebagai variabel respon
berukuran nx 1,

t,, adalah vektor komponen kedua yang berperan sebagai prediktor berukuran

nx1i,

c,, adalah parameter regresi berukuran 1 x 1,
f,, adalah vektoerror berukuran nx 1.
Dengan menggunakan OLS, dapat ditunjukkan taksiran usjtukukti diberikan
pada lampiran 5.3) adalah
&, =(tht,) thy (3.2.59)

sehingga taksiran dayi, yaitu y, dapat ditulis sebagai

g, =t & (3.2.60)
Kemudian, similar dengan iterasi-iterasi sebelumnya dalam menentukan vektor -

vektor komponen, langkah berikutnya setelah mendapatkan vektor komponen ke-

m adalah menentukan matriks variansi kovariansi sapel
Pada kondisi dimanX, dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan

vektor komponen kea t , X, dapat ditulis sebagai

X =X =tp’ (3.2.61)

Xll(m) Xlk(m) 1m) Xlk(m)

an(m) Xnk(m) )~(n1(m) )~(nk(m)

t1m plm “' tlm pkm

tnm plm “' tnm pkm

Berdasarkan persamaan (3.2.44) yadty=X, -..=X ~dengan uraian

Xamy 7 Xum) X=Xy o Xy T X )~<11(m—1) )~(1k(m—1)

Xamy = Kk(m Xy =X o Xy ™ X ):ﬂwl(m—l) ):(nk(m—l)
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dan persamaan (3.2.57) yanqn =t p: dengan uraian

)~<11(m) )~(1k(m) tlmplm tlmpkm

):(nl(m) ):(nk(m) tnmplm tnmpkm
maka persamaan (3.2.61) dapat ditulis sebagai

X =X, ==X,

P o U P ] X=X o X =X by Pin-y 0 bmeny Pemen)
_tnm P - Lo P | [Xa™ X1 o X T 7k tn(m—l) pl(m—l) T tn(m—l) pk(m—l)
_tlm Pm t1m Pim 11 )~(11 . )~(1k )~(11(m—1) i )~(1k(m—1)

_tnm Po tnm pkm_ _)~(n1 s Xnk )N(nl(m—l) o )N(nk(m—l)

Berdasarkan subbab (2.4) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, variansi

sampel untuk tiap variabel prediktor pada adalah

Z()ﬁ "'_ti(m—l) B (m—l))2
S =§° —
(X X|I(m—1))
=i - (3.2.62)

Z()% -X _-"_ti(m—l)pl(m—l))()ﬁq _Yq _"'_ti(m—l) pq(m—l))
n-1
Z(X| T >:§|(m_1))(>~§q T ):<iq(m—1) )
— =l
n-1

I, g =1,...k. Dengan menggunakan persamaan (3.2.62) dan (3.2.63), matriks

(3.2.63)

variansi kovariansi sampe{,, dapat ditulis sebagai

_ >:< _PodP]
m = . 3.2.64
S = 1 o1 ( )

Pembuktian persamaan (3.2.64) dapat dilihat pada lampiran 2.3.
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S, yang telah didapatkan menjelaskan seberapa besar variasi atau informasi dari
X,, yang dijelaskan oleh vektor kompondn atau dengan kata lain untuk
mengukur variabilitas datX , yang dijelaskan oleh vektor kompongen.

Berdasarkan subbab 2.6 mengenai pengukuran keseluruhan variabilitas,
untuk mengetahui seberapa besar variasi dgriyang dijelaskan oleh vektor
komponen t_ dapat ditentukan melaluitrace dari S, yang kemudian
dibandingkan dengaftrace dari S atautrace dari matriks variansi kovariansi
sampel X (proporsi variansi tot, yang dijelaskan komponen ke)-

Karena iterasi berjalan hingga mendapatkamektor komponen, nilai
perbandingan antara kumulatiace dari S} , ] = 1,...,mdengantrace dari S
akan bernilai satu, makan vektor komponen yang telah diperoleh dapat

menjelaskan varias .

Dengan demikian, secara umum untuk mendapatkan matriks komponen
dan loading dapat menggunakan algoritma NIPALS yang dapat dijelaskan dalam
langkah-langkah berikut ini :

1. Algoritma ini dimulai dengan inisialisasH 1 dimana F 1,...,m

T

2. Menentukan bobotv; yaitu w; =————.
11X5y ]
3. Menentukan komponety yaitut; =X w .

A
it

4. Menentukarloading p; yaitup; =

I
it

5. Menentukarc. Berdasarkan persamaan (3.1.3), dengan meregregjkan

T
i
T

J

dengart; dengan menggunakan OLS diperoléh:
6. Menentukan residual untuk X dan y vyaitu Xjﬂzxj—tpT dan

yj+1:yj _tjcj.
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Proses ini akan berlanjut hinggaadalah matriks nol, lalu bentuk matrivg, T

dan P dengan kolom-kolow , t; danp;.

Untuk mengetahui seberapa besar variasi arang dijelaskan oleh komponen-
komponen kesjj = 1,...,m dapat dinyatakan melalui matriks variansi kovariansi
X, yaitu

_ XiX, :thTit P

S, =
n-1 n-1

(3.2.65)

Dari prosedur NIPALS tersebut, algoritma menghasilkan vektor-vektor
komponen yang ortogonal. Selain komponen yang ortogonal, NIPALS juga

menjamin bobot yang dihasikan ortogonal.

Dalam subbab berikut akan dibuktikan bahwa matriks komponen dan

bobot yang terbentuk adalah ortogonal.
3.2.4 Pembuktian Keortogonalan Matriks Komponen

Pada algoritma NIPALS, untuk mendapatkan vektor komponen berikutnya
diperlukan suatu matriksesidual. Penjabaran matriksesidual dapat ditulis
sebagai berikut :

Sebelum pembentukan vektor komponen kedua diperoleh maasidisal yaitu :
X, :X1_>z 1
X, =X, —t pTl

_y X,
IRt S
11
tlt-:ll.—xl
C

t)
=| 1 -1 X

t}tj berukuran 1 x 1(skalar) sehingga dapat dit@ti§: C.

:Xl—

Sebelum pembentukan vektor komponen ketiga diperoleh medsikisial yaitu :

X3=X2—)22
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Sebelum pembentukan vektor komponemkeéiperoleh matriks residuayaitu :
xm = X m-1 _)2 m-1
X =Koy TH P 1r;1—1
- — tm—lt -rrn—1>< m-1

m-1 T
t m—lt m-1

X —tm—:l.X m-1

e
e

Dari penjabaran matriksesidual diatas dan untuk# j, i, j =1,....m makaxl.

dapat dinyatakan sebagai :

X :{| __ti-lti-lj__.[u -ﬁ}..@ -“—}x (3.2.66)
c c C

Berdasarkan subbab 2.1.6 mengenai keortogonalan, makai wiaaksembarang

dimanai # j akan dibuktikan tiap pasang vektor ortogonal, dengan kata lain

akan dibuktikant(t, =0 !

Bukti :
dengan menggunakan persamaan (3.2.66), maka

T —3 T
tt, =t X w,
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[ terbuktiT ortogonal
Selain membuktikai ortogonal, akan dibuktikan pu\& ortogonal.

Dengan menggunakan persamaan (3.2.66) dan untuly, i, = 1,...m, i danj

sembarang, akan dibuktikam'w; = 0!

1 — Ty T
ww, =w Xy,

t t! 17
=w; X] LI - = HJ...(I _&jyj
t

(@)

Terbukti W ortogonal.
Dari bukti diatas, dapat disimpulkan pembentukan matriks kompbnen

dan matriks bobot Wang diperoleh dengan algoritma NIPALS adalah ortogonal.

Berikut ini akan dijelaskan mengenai penentuan banyak komponen pada
univariat PLSR.

3.3 Penentuan Banyak Komponen Pada Univariat PLSR

Pada subbab sebelumnya telah dijelaskan tentang cara memperoleh
komponen pada univariat PLSR, selanjutnya akan dibahas mengenai banyak
komponen yang masuk ke dalam model PLSR.

Berdasarkan persamaan (3.2.64), maka matriks variansi  kovariansi

X yang dijelaskan oleh komponerj E 1,...,myaitu :
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OTG T AT
Sf:XiXJ _Pitp;
' n-1 n-1

dan penjelasan sebelumnya pada subbab (2.6) mengenai pengukuran keseluruhan

variabilitas yang dinyatakan dengdrace, maka untuk mengetahui variansi

sampel total atau variabilitaéyang dijelaskan oleh kompongrj = 1,...m dapat

dinyatakan sebagai

X ):(T):( thp”
tr(S;) =tr| ——+ :tr[—pJ ' pJJ
n-1

Py
P, b
_ j .
=t [tl] tnj } : |: pl] p2] ka }
t.
j
Py
Pty - Pyly
Pt o Pyt tljplj t1jpzj tljpkj
=tr|| 2 2 :
. ' t.p Py 0 Py
plq_tlj pkjtnj y 1 n F2j nj ka
B 242 2.2
(pljtlj +...+ pljtnj) pljtljtlj p2j ot .. S pljtnjtnj p2j pljtljtlj pk] +.. .+ pljtnjtnj pzj
—tr Pyt Ly Py +.oF Pyt L By (pjjtfj +..+ pzzjtnf) e Pyt By et Pyt Py
242 242
| Pyt Pyt Bt Py Pty Py ekt Py Pty (pkjtlj .+ pkjtnj)

tr (piqt jpTi)

=(p2t2 +.t P22 )+ (P2t +o ot p2t2 )+t (PIt2 + o P27

=titpip,

Jadi, dapat dikatakan variai¥syang dijelaskan oleh kompongrdapat dihitung
dengan,

t"tpp.

M (3.3.1)
n-1

dimang =1,...m.

Untuk mengetahui proporsi variansi totXlyang dijelaskan oleh kompongn

dapat dihitung dengan membandingl@,fndengan S yaitu :
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tr(S)) _ titpip;
tr(S) tr ()~(T)~()

(3.3.2)

dan kumulatif proporsi variansi tota yang dijelaskan oleh komponen j dapat

dihitung dengan

- T T
tht PP
=1

Selain menentukan variansi pada yang dijelaskan oleh kompongn
variansi paday yang dijelaskan oleh kompongnjuga berpengaruh dalam
menentukan banyaknya komponen yang digunakan.

Misalkany adalah vektorandom dari observasi variabel respon yang

berukurann x 1dany adalah vektomean centered dari observasi variabel respon

y yang berukuram x 1. Berdasarkan subbab 2.7.3 telah disebutkan baRiva
adalah proporsi variagiyang dijelaskan oleh prediktar dimana

R2:$R:1_$Ra
s s,

denganSs; =" (v, - y)* dan SS. =" (¥, —¥))* .
i=1 i=1
Dengan menggunakan notgsimakaSS; dan SS,., dapat ditulis sebagai

S5, =Y (9 =9y

n

S8 =2 (%~ %) =(y-9) (v-9)

S =[(y-9)=(-9)] [(y-9)-(9-9)]
S =(v-9) (v-9
sehingga variansi data untgkdapat ditulis sebagai
(9-9) (s-9)
y'y

Pada saaty dapat dijelaskan oleh vektor komponen pertama yajtudan

1-

(3.3.4)
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menghasilkany, =t€,, maka untuk menentukan proposi variansi yang

dijelaskan oleh vektor komponen pertama dapat dihitung dengan

R? :1—(37_912/T§y_91) (3.3.5)

Kemudian pada saat dapat dijelaskan olen komponen kedua yatifu dan

menghasilkany, =t.€,, maka untuk menentukan proposi variansiyang

dijelaskan oleh komponen kedua dapat dihitung dengan

R :1_(37—92;97—92)' (3.3.6)

begitu seterusnya hingga komponenrkeraitu

R =1- v _ymgéy_ym) (3.3.7)

Jadi, untuk menentukan proporsi variansi datgang dijelaskan oleh komponen

J, 1 =1,...,mdapat dihitung dengan

(3.3.8)

dan kumulatif proporsi variansi data totgl yang dijelaskan oleh kompongn

dapat dihitung dengan

R :i[l_(y—y,;g _9')J (3.3.9)

=1

Penentuan banyak komponen yang masuk ke dalam model dapat ditentukan

sendiri oleh user (Qiang Zenget al., 2007) atau berdasarkan penjelasan
sebelumnya dapat dipilih sedemikian sehingga besarnya vaiXadan §yang

dijelaskan oleh komponenbgsar misalkan 80%-90%.

Setelah mendapatkan vektor komponen yang akan masuk ke dalam model,
langkah berikutnya adalah estimasi parameter regresi. Berikut ini akan dijelaskan

mengenai taksiran parameter pada univariat PLSR.
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3.4Taksiran Parameter Pada Univariat PLSR

Misalkan telah didapatkam vektor komponen berdasarkan algoritma
NIPALS pada pembahasan subbab sebelumnya, m¥ékalidekomposisikan
menjadi

X=TPT+E
dengan menggunakan metotleast squares ( dapat dilihat pada lampiran 4.4)

didapatP = (TTT)_1)~(TT dan dengan menggunakan sifat-sifat pada matriks, maka
P=(T"T) " X'T
PIX'T (sifat keortogonalan matrikSTTT =1)
P=X'T (sifat matriks identitas) (3.4.1)
Berdasarkan persamaan (3.2.3) dim@naXW , persamaan (3.4.1) menjadi
P = X"XW (3.4.2)
Kemudian, dilakukan regresi antay@anT dengan bentuk model regresi sebagai
y=Tc+F
dan taksiran dary dapat ditulis sebagai
§=T¢ (3.4.3)
dengan menggunakan metotl|st squares (dapat dilihat pada lampiran 5)

didapatc = (TTT)_l T'y dan dengan menggunakan sifat-sifat matriks, maka

e=(T'T) T'y

A

c

IT'Y (sifat keortogonalan matriks, T'T=1)
c=T'y (sifat matriks identitas)

~ s . ) ~ T

c=W'X'y (sifat tranpos matriksT" = (XW) (3.4.4)

dimana

X adalah matriksnean centered darik variabel prediktor yang berukurarx k,
P adalah matrik$oading berukurark x m,

T adalah matriks komponen berukurar m,

E adalah matrikgrror berukuram x k,
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y adalah vektor random mean centered dari observasi variabel resjogang
berukuram x 1,
¢ adalah matriks parameter regresi berukumanl,
F adalah matriksrror berukuram x 1, dan
W adalah matriks bobot berukurémx m.
Untuk mendapatkan taksiran parameter univariat PLSR yang berpadanan
dengan persamaan (3.1.1) yaitu
y=Xp,+e
dimana,
¢ adalah vektor random mean centereddari observasi variabel respoh yang
berukuramx 1,
X adalah matriksnean centered darik variabel prediktor yang berukurarx k,

B, adalah vektor parameter regresi yang berukkran,

¢ adalah vektoerror yang berukuran x 1,

substitusic = (TTT)_1 T'y ke dalam persamaan (3.4.3) menjadi

ol (3.45)
] 4.5
=T(T'T) T’y
Kemudian substitusikald = XW ke dalam persamaan (3.4.5) menjadi
§=XW (WX XW )W Xy (3.4.6)

sehingga berdasarkan sifat tranpos pada persamaan (3.4.2) dan persamaan (3.4.4),
persamaan (3.4.6) dapat ditulis sebagai :

§=XW (WX XW ) W Xy
§=XW (PTW)_lé (sifat tranpos matriksP” = (>~(T>~(W )T) (3.4.7)
Bentuk model regresi umum antara variabel respatengan variabel-variabel
prediktor X adalah y =Xp+g¢, dengan model pendug&zxﬁ, maka dari
persamaan (3.4.7) diperoleh taksiran (ﬁ,@' yaitu :

~ -1

Bl :ﬁpls :W(PTW) 6 (348)
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BAB 4
CONTOH PENERAPAN

Dalam bab ini akan dibahas mengenai contoh penerapanupaaaiat
partial least squares regression yang meliputi pembentukan matriks komponen T
dan matriksloading P, pemilihan banyaknya komponen yang masuk ke dalam
model serta taksiran parameter. Data yang digunakan dalam contoh penerapan ini
adalah data yang bersumber dari Abdi.H, 20P#0tial least Squares Regression
and projection on Latent Structure Regression.

4.1 Data

Data yang digunakan dalam contoh penerapan pada PLSR adalah data
yang membahas mengeméne (minuman anggur), bahan dasar pembusaiise
dan hal-hal yang mempengaruhi seseorang dalam penilaian terkaadap
(likeahility).

Wine adalah minuman beralkohol yang dibuat dari sari anggur yétis
vinifera yang biasanya hanya tumbuh di area 30 hingga 50 derajat lintang utara
dan selatanWine juga merupakan minuman yang populer di banyak negara
seperti Perancis, lItalia, Amerika Serikat, Jerman, Spanyol, Argentina, Britania
Raya, Republik Rakyat Cina, Rusia dan Rumahiéne dibuat dengan fermentasi
buah anggur yang nantinya akan menghasilkan alcohol. Berdasarkan harian
kompas.com edisi Selasa, 1 Juni 2010, kandungan alkohol tersebut berkisar 14-20
% namun, beberapa jensne kandungan alkoholnya dapat kurang dari kisaran

tersebut.

Selain anggur, bahan lain yang digunakan dalam pembuateradalah
gula. Pemberian gula bertujuan memberikan sensasi manis yang berbeda dengan
gula buah yang ada pada anggur itu sendiri, dengan kadar yang diukur dalam %.
Selain gula, senyawa asam yang diukur dengan satuan ph dan bahan-bahan

lainnya juga digunakan dalam pembuatan wine
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Kemudian, selain dari bahan-bahan dasar pembuat yang telah
disebutkan sebelumnya, informasi mengemsine juga dapat dijelaskan
berdasarkan jenis atalikeability pada wine. Likeability pada wine dapat
didefinisikan sebagai jenisine yang dibedakan berdasarkan jenis hidangan yang
disajikan misalnyawine yang dapat dinikmati bersama makanan diseshle
wine sepertired wine, rose wine danwhite wine. Menurut tradisinyared wine
disajikan dengan hidangan dari daging merah, seperti daging sapi, daging
kambing dan sebagainyaWhite wine disajikan dengan hidangan dari daging
putih seperti daging ayam, kepiting, kerang, kakap, udang galah, dan lain-lain,
sedangkanrose wine disajikan dengan hidangan dari daging merah jambu
misalnya daging babi. Disamping daging balbge wine juga cocok dosajikan
dengan segala macam makanan karena sifatnya yang netral . Selain itu, ada juga
wine yang disajikan bersama dengan hidangan penudegse(t wine) seperti
champagne dan terdapat pul@keability lainnya tergantung dari penikmaine itu

sendiri.

Hal-hal yang mempengaruhi seseorang dalam memberikan penilaian
terhadaplikeability wine itu sendiri berhubungan dengan komposisi bahan-bahan
dasar pembuatine selain itu, besarnya hargapun dianggap berkontribusi dalam
mempengaruhi seseorang dalam memberikan penilaian terhiaeiplity wine.

Dugaan awalnya adalah semakin tinggi kadar dari bahan-bahan dasar pembuat
wine dan tingginya harga akan memberikaie yang tinggi padéikeability wine,

untuk itu dibutuhkan analisa lebih lanjut untuk mengetahui hubungan penilaian
likeability dari wine tersebut dengan bahan-bahan dasar pemimat Dalam

skripsi ini, likeability wineyang digunakan adaldable wine.

Berikut ini akan dibahas mengenai hubungan antara bahan-bahan dasar

pembuat wine serta harga terhadap penilaian atau rate likeabilitytphldavine.

4.2 Analisis Data

Berdasarkan data yang ada, akan dilihat pola hubungan &k&afality
padatable wine yang berperan sebagai variabel respon terhadap harga (dolar),
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kandungan gula (%) dan alkohol (%) serta tingkat keasaman (ph) yang berperan
sebagai variabel prediktor dengan PLSR dengan software matlab 5.3.1.

Data dapat dilihat pada tabel berikut :

Rate likeability

Wine table wine Price sugar Alcohol Acidity

Y X1 X, X3 X4

1 7 7 7 13 7

2 7 3 14 7

3 5 10 5 12 5

4 4 16 7 11 3

5 2 13 3 10 3
y=5 X, =10 X, =5 X, =12 X, =5

Korelasi antara variabel prediktor dan respon dengan matriks korelasi dapat
dilihat pada tabel 1 berikut :

Tabel 1
Entri matriks korelasi

Rate
likeability
Variables Price Sugar | Alcohol | Acidity table wine
Price 1.000 0.316 -0.900 -0.949 -0.820
Sugar 0.316 1.000 0.000 0.000 0.236
Alcohol -0.900 0.000 1.000 0.949 0.969
Acidity -0.949 0.000 0.949 1.000 0.943
Rate
likeability
table wine -0.820 0.236 0.969 0.943 1.000

Dari tabel 1 di atas, dapat disimpulkan bahwa terdapat multikolinieritas
antara variabel-variabel prediktor dimana korelasi antara harga dengan alkohol,
sebesar -0.9, korelasi antara harga dengan tingkat keasaman sebesar -0.94 dan
korelasi antara alkohol dengan tingkat keasaman sebesar 0.94. Berdasarkan
penjelasan mengenai efek dari multikolinieritas yang tertera pada lampiran 8.1,
bahwa jika tetap menggunakan OLS untuk penaksiran parameter regresi, taksiran
yang diperoleh menjadi kurang baik dan tidak stabil serta pengujian parsial
parameternya menjadi tidak signifikan sehingga untuk mengatasi kasus ini,

univariat PLSR dapat digunakan.
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Didefinisikan model regresi PLS dapat ditulis sebagai berikut :

§=XB, +¢ (4.2.1)
y adalah vektorandom mean centered penilaianlikeability padatable wine yang
berukuran 5 x 1,

X adalah matriksmean centered dari variabel prediktor harga, kandungan
gula,alkohol dan tingkat keasaman yang berupa matriks 5 x 4,
B, adalah vektor parameter regresi berukuran 4 x 1,

¢ adalah vektoerror berukuran 5 x 1.

Dalam bentuk matriks mean centered, data dapat ditulis sebagai

y Xl )~(2 )~(3 5’(4
1 2 3 2 1 2
2 2 -6 -2 2 2
3 0 0 0 0
4 -1 6 2 il -2
5 3 3 -2 -2 -2

Langkah berikutnya adalah pembentukan matriks kompohenan
loading P yang disertai dengan matriks bolWt Secara otomatis ataoftware

memilih banyaknya komponen sedemikian sehingga maxiksnenjadi matriks

nol dengan toleransl0™ dan variansi kumulatif X dan variansi kumulatif y

besar dan sempurna, terdapat 3 komponen yang terbentukTyaitit, ,t, .t ,},

loading P = {p,,p,,p5} dan bobotW = {w,,w,,w,}. Secara rinci, hasil

pembentukaT, P danW dapat dilihat pada tabel berikut (output lengkap dapat

dilihat pada lampiran 8) :

Tabel 2
Entri pada matriks bob&V, komponenT dan loadingP

Variable A W, W3
Price -0.8437 | 0.2905 | 0.2299
Sugar 0.1023 | 0.9087 | -0.2807

Alcohol | 0.3324 0.244 0.911

Acidity 0.409 0.1738 | -0.1958
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Observation ty t, t3
1 3.886 2.3072 | -0.5225
2 6.3402 | -1.4693 | 0.479
3 0.000 0.000 0.000
4 -6.0079 1.792 0.4601
5 -4.2183 | -2.617 | -0.4167
Variable P1 P2 P3
Price -0.9012 | 0.2697 | 0.2299
Sugar -0.077 | 0.9342 | -0.2807
Alcohol 0.284 | 0.1614 0.911
Acidity 0.3746 | 0.1915 | -0.1958

dimana,

W adalah matriks bobot berukuran 4 x 3,

T adalah matriks komponen berukuran 5 x 3,
P adalah matriks loadingperukuran 4 x 3.

Komponen yang terbentuk sudah tidak saling berkorelasi dengan kata lain
ortogonal, hal tersebut dapat dilihat pada hasil berikut (ouput lengkap dapat dilihat
pada lampiran 8) :

t;t,=1,5876.10' = (
t;t,=-0.0054= O
t7t,=0.0014= 0
atau dapat terlihat dari matrik§' T =1 (matriks dapat dilihat lampiran 8)

Selain komponen yang ortogonal, boboty#hg didapatkan ortonormal

w;w, =5,496.10°= 0 w;w, =1.0001= I
w;w,=5,196.10°= 0 wiw, =0.999= 1
wiw, =-3,218.10° = ( w;w,=0.999= 1

atau dapat terlihat dari matrik& "W =1 (matriks dapat dilihat pada lampiran 8)

Kemudian, langkah berikutnya adalah meregresikatengan komponen

T didapatkan taksiran parameter regeesgaitu ¢ yang dapat dilihat pada tabel 3
berikut :
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Tabel 3
Mai dari taksiran parameter regresi c

Variable G G G
Rate
likeability
table wine 0.3582 0.4428 0.7919

1

Dari tabel-tabel diatas, diketahui bahwa algoritma ini berhenti sedemikian

sehingga terdapat 3 komponen yang terbentuk. Langkah selanjutnya adalah

menentukan berapa banyak komponen yang masuk ke dalam model. Untuk

menentukan berapa komponen yang masuk ke dalam model dapat dilihat

berdasarkan nilai kumulatif terhadap variabel respon dan variabel prediktor,

sehingga cukup dua komponen yang masuk ke dalam model regresi, secara rinci

dapat dilihat pada tabel 4 dan gambar 1 berikut :

Tabel 4
Nilai variansi untuk tiga komponen

Index Compl Comp2 Comp3

RJ-2 (variansiy

yang dijelaskan
komponen j) 0.7785 0.1906 0.039

(variansi total X
yang dijelaskan
komponen j) 0.8596 0.1336 0.0067

100
20
80
70
60
50
40
30
20
10

Okumulatif x

B humulatif y

Lst Qtr 2nd Qtr 3rd Qtr

Gambar 1
Nilai kumulatif variansi untuk tiga komponen
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Variansi total dari variabel prediktor yang dijelaskan oleh dua komponen
petama sebesar 99.32% dan variansi dari variabel respon yang dijelaskan oleh
dua komponen pertama sebesar 96,91%. Variansi yang dijelaskan oleh dua
komponen pertama cukup besar dengan kata lain informasi pada variabel
prediktor dan respon yang dijelaskan oleh dua komponen pertama cukup besar,
sehingga dengan hanya dua komponen pertama, model prediksi dapat terbentuk
dengan baik.

Setelah mendapatkan banyaknya komponen yang masuk ke dalam model,
maka langkah selanjutnya adalah menaksir parameter regresi denan menggunakan

rumus yang ada pada persamaan (3.4.5) yaitu

B, =B e =W(PTW) e
Karena banyaknya vektor komponen yang digunakan adalah dua, maka matriks W
danP yang digunakan adalah matriks yang terdiri dari dua vektor pertama yaitu
(w,,w,) dan (,,p,), sertacyang digunakan adalafydanc,. Secara rinci, nilai

paameter regresi pada PLSR dengan dua vektor komponen dan menggunakan
rumus yang ada pada persamaan (3.4.5) pada subbab 3.4 dapat dilihat pada tabel 5
berikut :

Tabel 5
Nilai taksiran parameter regresi pada univariat PLSR
Rate likeability
Variable table wine
Price -0.2475
Sugar 0.448
Alcohol 0.2563
Acidity 0.2593

Jadi, persamaan regresi univariat PLSR dapat ditulis sebagai berikut :
§=-0.247%, + 0.448,+ 0.2563 + 0.258; (4.2.2)

Jika dikembalikan ke bentuk original dimana variabel respon dan prediktornya
bukan bentuk mean centered, maka persamaan regresi dapat ditulis sebagai :
y=y-0.2475¢ - X ¥ 0.448(,-X, ¥ 0.2563(-%, ¥ 0.2593(-X%,
y=5-0.2475¢ — 10} 0.448;- 5 0.2568(- 12) 0.2583¢ £

sehingga dapat ditulis sebagai :
y=0.8629- 0.247% + 0.448 + 0.2563+ 0.259: (4.2.3)
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BAB 5
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1. Kesimpulan

. Ide dasar dari PLSR mendekomposisikan matriks prediktor menjadi matriks
komponen yang ortogonal dan matriks loading, dimana komponen merupakan
kombinasi linier berbobot dari variabel-variabel prediktor

. Untuk mendapatkan komponen pada PLSR, digunakan algoritma NIPALS

. Komponen pada PLSR digunakan sebagai prediktor baru untuk memprediksi
variabel respon

. Pemilihan banyaknya komponen yang optimal dapat ditentukan dengan
menghitung variansi sampel total variabel prediktor dan variabel respon yang
dijelaskan oleh komponen |

. Dengan menggunakan banyaknya komponen yang optimal, taksiran parameter
univariat PLSR yang diperoleh berpadanan dengan taksiran parameter regresi
linier univariat

5.2. Saran

1. Dengan algoritma yang sama yaitu NIPALS, dapat dilanjutkan pembahasan

mengenai multivariat PLSR

2. Dapat dilanjutkan pembahasan dengan algortima SIMPLS

3. Pemilihan banyaknya komponen yang optimal dapat dilanjutkan dengan

menggunakan cross validation
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LAMPIRAN 1

Bukti B =(X"X) "Xy danB = (X"X) XY

Mengenai Metode Least Squargsada Regresi Linier Berganda Univariat dan Multivariat

Berikut ini akan dibuktikan persamaan (2.7.9) yaitu

S(P)=y'y-2B"XTy+p' X"XB menjadig—ﬁ = —2XTy + 2X"X B = Osedemikian
sehinggap = (XTX)_lXTy dan persamaan (2.8.4) yaitu
S(B)=tr(Y'Y-B7X"Y +B X XB )menjadig—g’ |,=-2B"X"y + 2X'XB = 0

sedemikian sehingg8 = (XTX)_leY .

Untuk membuktikan persamaan (2.3.9), akan dibuktikan

o(-28"X"y) oy da 0 (B"X"Xp) At H
op op ’

a - TyT
L.1.1.1 Pembuktian% =-2X"y

BXy=[8 B - Bl Xll XEZl X”1 y2
X X 0 XL Yn

Vi
BXTy =[ (B+ Bt tBx) (Bot Boout ot Be) (Bt B+t Bxy)]| 7
Yn

B'XTY =[(By + BXuut oot By ) Yot (Bo+ BiXort ot BXoy) Yo + oot (Bo + BiXoy oot BeXo) Vo |
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_a(BTXTy)l
oh
+y, +..+ 1 1 - 1
cor a(BTXTy) ity Yn A
a(ﬁxy)_ —| — X1 Y1t XY ot ot X0 Yn 1K X o X || Yo | Lot
— = 05, A= ; = . . . S1=XYy
op : : e |
. Xy Y1t Xy Yo+t X0V Xy Xy 0 XL Yn
d(ﬁTXTy)l
| 95 /}k_
o(—2p" X"
DM:—ZXTy
op
Terbukti

ap' X X A
L.1.1.2 Pembuktianw = 2XTXB

1 1 1T X, o Xy :Bo
BTXTXB:[;BO B, - ﬂk] X:11 )(:21 X:nl 1 X:21 X:Zk 15:'1

Xy Xy o Xy 1 Xa 0 K ﬁk
:[/80+/81X11+---+:81<X1k ﬂ0+/81X21+"'+18kX2k ﬁ1+ﬁlxn1+---+:8k)%k]

:80 +ﬁlxll+"'+13kxlk
:80 +131X21+---+,kazk

By + By * ot BeX,,
=(B, + BXu* o+ BXe) +(Bo + BXont oot BeXo )+t (By + BXa ot BeX )
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a(p™X"XB)

op

0S

op

B=

11 x,
an 1 X21

X 1 X

84

0SB (et Xy )

|, | _| 26 (X + ot Xy )+ oot 2B Xy + ot XXy )

2B, (X + .. X, )+ oF Bk F LX)

X || Bo
o || B

X || B

=-2X"y + 2X"Xp=0

(x™%)* Xy

Jadi, jika SB)=y'y- B X'y +p"X"Xpditurunkan terhadagp maka menjadi

S_E ;= —2XTy + XX B = 0 sedemkian sehinggh = (xTx)_ley

Terbukti

Kemudian, akan dibuktikan persamaan (2.4.4) yaitu

S(B) =tr (Y'Y - B™X"Y +B X XB menjadia—S|A:—2I§TXTy+ 2X™XB =0
oB B

sedemikian sehingg8 = (XTX)_leY

Untuk membuktikan persamaan (2.3.9), akan dibuktikan

otr (-2B7X7Y )

0B

|, = —2XT

Y dan

otr (BT™X"XB)

|, =2X"XB
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otr (-2B7X"Y )

L.1.2.1 pembuktian |, = —2X7Y
Bukti:
_,@1 Bo - B 1 o 1Yy Y o Yo
Xy < e Ao X K K Y Y2 Y
_ﬁﬁp Bo o Bl X % o X Ve Yo ot Y
(But Bt Bxe) Y it et Bt B+t Bot) Ya
B'XTY = :
(Bo* Bt B Yt 4B + B+ B Y

(ﬁ)l"'lqlxn"'"""@f(k) ym +:-+(ﬁ01"'ﬁ1¥ﬁ1 i"+ﬁ< )Sk) yrp

o (BBt Bk Yo 4 B+ Bt X Y
or (B'XY) :[(1%1+1311)(11+-'-+ﬁ<1)9k) Yot Bt By -+ %) Yo ;I
+...+[( B+ BoXa et Bk ) Yo+ -+ B+ BoX it + Bk yer

[ otr (B™XTY) otr (B"XTY ) I
a ﬁm a BOp
o (BTXTY) ﬂ"? ﬂo‘?
B B : :
otr (BTxTY) I otr (BTxTY) I
"L\ 0By e |
otr (BTXTY) Yiu .t Yy ylp+"'+ynp
B B ; '
Xy Y et X Y Xy Yip oot X Vo
1 1 1 Yin Yoo ylp
|:| atl’ (_ZBTXTY) |A — _2 X:l]_ X.21 )q.']l y.21 y.22 y2p — _2xTY
aB B . . . . .
Xlk X2k )%k ynl yn2 ynp
Terbukti
o (B'X'XB) .
L.1.2.2 Pembuktian ——————= |, =2X"XB

Bukti :
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(B Bu - Bal[1 1 - 171 X, e )(“(__IBOl B = By
BTXTXB = Boo B - Ba|| % Xa v Xu |1 Xy o X || By B o By
JBOp :81p o ,ka Xy Xae v Xy 1 Xqg 0 X ng :Bkz o ﬂkp
(ﬁ01+ﬁ11X11+---+13k1X1k) (ﬂ01+ﬂllxnl+"'+ﬂklxnk)_ (1301+ﬂ11X11+"'+:Bk1X1k) (ﬂop+,31pxll+'--+,3kpx1k)
BTXTXB = : : : :
;(ﬂ0P+ﬂle11+"'+'kaXlk) (ﬂOP+ﬂ1p)g11+"'+ﬂkpxnk)7¥(ﬁ01+ﬂllxn1+"'+ﬂklxnk) (ﬂop+ﬂ1pxﬂ1+"'+ﬂkpxnk)

atr (BTXTXB) = (B # Bixuat ot Bexa ) + oot (Boat Bua® ot By | +10%
[(Bro # Bttt B )+ (B # Bt B |

[otr (B™X"XB) atr (B'X"XB )
ot (BTX'xB) 013'0:1 : aﬁo? "
= X : . :
atr(BTXTXB)lﬂ atr(BTXTXB)ln
TRENG 0By
atr(BTXTXB) ) 2né01+"'+[;,k3.(xlk+”'+xnk) 2nﬁ0p+"'+lék;:)(x1k+"'+xnk)
= N -y o L
1280 (X + %5 )+t B0+ - #0G) 285, Xyt X ) ik B (X + 45
\ 1 1 - 11 x, - % [Bn B - 50p
s R BT

X;k X'Zk )ﬂ-wk 1 an X;1k ﬁkl ﬁkz ;ka
Jadi, jika S(B)=tr(YTY-2B'X"Y+B'XXB ) diturunkan terhadap maka
menjadi g—s |,=-2X"y + 2X"XB = 0 sedemikian sehingg8 = (xTx)'leY

Terbukti
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LAMPIRAN 2

213 oo T ST T AT
222 PHP L 52175 =222 <PAAP 2 334 ar
n

Pembuktian§ =
n-1 n- -1 n-

S* :>:<-rl;1 m pmth:np
n_

T
™ (3.2.53) Mengenai Matriks Variansi Kovariansi pada

" n-1

Pembentukan Matriks komponen T

L.2.1 Pembuktian persamaan (3.2.17)

Pada kondisi dimanaX, dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan
vektor komponen pertania, dalam notasi matrikX, dapat ditulis sebagai
X,=X, =tp]
dengan uraian sebagai berikut

X =Xy Xy T _t11p11 o 4P

Xg =X o0 Xy =X Ltnlpll 1P
X T~gpan

_):(nl )Z(nk
maka berdasarkan subbab (2.4) mengenai matriks variansi kovariansi sampel,
variansi sampel untuk setiap prediktor pada matXksadalah

Zn:()% _X)Z i(%)z

— o2 i _ =
5= n-1 n-1

dan kovariansi sampel antara prediktorlkdan keg padaX,adalah

S (% -R)% -%) > (&)

==t =12 L, g=1,....kI£q.
Sq 1 1 q K 10
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Si St Sk
Berikut ini akan dibuktikar§* =g, = %:l 5:22 %:" dimana
Sa Se
Z(Xn _X)Z Z():%)Z
S :SZ — =l — =1
! n-1 n-1
Z()ﬂl _)_ﬁ)()ﬁq _iq) Z(il)(iq)
dm Sq — =1 —_i=l
n-1 n-1
. XX, ptip’
d SEAAT il
sama dengarg i -
Si St Sk

Sebelumnya, akan dibuktikan terlebih dah§ju= s, = Sfl S:ZZ Sf"
Sa S22 v S«
sama dengar$, :%(inxf —nYYTj.

nN—1\ =

S S o Sk
L.2.1.1 Pembuktian§ =5, = Sfl 3:22 ka sama dengan
Sa S o S«

. 1 3 I, 5
=-— XX —NXX

X X Xy XI

oo T

misalkanX = Xfl X:22 X:Zk =| 7

Xa X2 v Xe X
)gl 71 z)ﬁ
x; =| i | ,dengan mean vektar=| : | dimanaX =-""—
- n

Xk X
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Z(Xn =X)(%q —%;) z)ﬁ)ﬂq —nxX,)

Kemudian, apabila s, =-= 1 == 1 , bagian
n- n-

pembilangnya dijabarkan, dimanad = 1,...,k, maka dapat ditulis sebagai

Xy Xgq Ht Xy Xy = XX X Xy F ot X X = XX
: : (L.2.1.1)

Xy Xyg F oot Xy Xg = XX Xy Xy F o X X~ XX
Jika ditulis dalam bentuk matriks, persamaan (L.2.1.1) dapat ditulis sebagai

X Xpr o X || K X ot Xy
R R R

Xy Ko o X[ X X2 o X X

X Xy o Xy XI %
e T
KarenaX = Xfl X:22 ka & X,Z danx =| ® |,
Xo X2 0 Xy XI
X, Xy o Xy
makaX' = X:12 X:22 X:nz =[x x; - %] danxT=[% .. %]
Xy Xy Xy
sehingga persamaan (L.2.1.1) dapat ditulis sebagai
X | %
| U I B -
—[Xl X2 cee Xn] : —n : [)(1 X2 cos )(k]
S
= xx{ —nxx'
i=1
Z(Xll _Z)()gq _iq) z)glxiq _nxiq) 1 n T T
Terbukti s, == == = XX —NXX
S n-1 n-1 n—1(; o j
Su S vt Sk
Jadi, S =5, = 1 %2 S qama dengaﬁf=il( xixiT—nXYTj
: : Lo n-1=
Sa S v

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012



90

Terbukti

n T
L.2.1.2 Pembuktian§ :il(zxixf _nnyj: XX,
n_

i=1 n-1
S S vt Sk
: Gt | S St Sk
Kemudian, setelah membuktikg8h=s,=| = * . 7 |sama dengan
Sa S v S«

* 1 n T — —T . o * 1 n - - B ):(I):Zl
§=— > xx' —nxx'" |akan dibuktikanS = 3 xx -nxx" |=
n=I\ia n- _

i=1

Bukti:

salah satu bagian sisi kanan d&i yaitu ) xx| yang dapat ditulis sebagai
i=1

DoxX = xX) +..+ XX =X"X , maka§ dapat dituliskan sebagai :
i=1
§ =2 XX i x |
- n
S =L(XTX -XT (EJ jxj
n-1 n
.1 1
s —SXA=tRi
3 n-1 ( n j
Bagian dariS yaitu(l —Edeapat diuraikan menjadi
n
.
@ -EJj @ -EJH -4 j
n n n
(bukti diberikan pada lampiran 3)

Dengan demikiar§ dapat dinotasikan sebagai

SRVl PR VI P
§ =X (I an (I nJ}<
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Berdasarkan sifat perkalian matriks, bagian d§fi yaitu (I —EJ jx dapat
n
diuraikan menjadi
(I —EJ jX =X —E.JX
n n
=X =2 X
n

=X -jx"
=X
:Xl

Sehingga berdasarkan sifat transpos dan perkalian matriks, juga diperoleh

X' (l -4 jT :((I yi, )x JT =X "X ]
n n
Jadi, bentukS adalah
3 1 s ot
S :n—_l(iZ:l:xixiT —nYYTj = n—lXTX = n_1XIX1.
Pada kondisi dimanaX, dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan vektor
komponen pertamg, , maka X, dapat ditulis sebagai

X1:>:(1 :tPI

sehingga dapat disimpulkan

Terbukti

L.2.2 Pembuktian persamaan (3.2.34)

Pada kondisi dimana, dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan

vektor komponen kedua, makaX, dapat ditulis sebagai

X,= X, =tp]
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Kemudian, berdasarkan iterasi sebelumnya akan diperoleh suatu persamaan

X, =X 1—)2 .- Penjabaran notasi matriks tersebut dapat diuraikan sebagai berikut:

>Xu
11

X

2 2
2 1

X, -X,

>Xu

toPn o TPy Xll_il Xlk_ik Py o P

toPn o P RS Xnk_)_(l tiPy o TP

_t11p11 S P % 11 ):(1k
dengan berdasarkan penjabaran: .- : =] @ .o |,

_tnlpll tnlpkl ):(nl ):(nk

. X

maka penjabaran matriks, dapat ditulis sebagai

—t12p12 t12pk2_ _)~(11 )~(1k )~<11 )N(lk
_tnz P - tn2 kaJ _le )~(nk )~(nl )~(nk
FtlZplZ tlzka_ )~(1T )N(lT
_tnz P = Ly Py | _)~(nT )N(nT

Berdasarkan subbab (2.6) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, variansi

sampel untuk setiap prediktor pada matiksadalah

Zn:()gl =X _ti1p|1)2 Zn:(yﬂ _):%)2

e —r — =
5 =S n-1 n-1

dan kovariansi sampel antara prediktor kizn keg padaX, adalah

3 (% =% ~taP) (% ~ % ~taPe) (R %) (% ~ %)

—_i=1 — =l
Sa n-1 n-1
l,g=1,....kl#q.
Si S ot Sk
Berikut ini akan dibuktikars, = 5, = 5:21 5:22 ka dimana
Sa Se v Sk
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Si St Sk
Berikut ini akan dibuktikan S, =g, = Sfl S:ZZ Sf" dimana
Sa Se v S«
Z()ﬁ ti1p|1)2 Z(X| _):%)2
§ =5 =3 == dan
n-1 n-1

" 06 =R Lm0 =%, ) D% ~ %)%~ %)

=12 == sama dengan
S n-1 n-1 J
L XX,
= n-1-
Sll S12 %k
_ Sun Sp Sy
Sebelumnya, terlebih dahulu akan dibuktik&n=s, : sama
Sa S Sk
n - - 1 n " - -
denganS, =—— > (X =X J[X =X )T =—— > (XX = XX —%X] + XX/
g % v ;( I I)( I I) n_1I:l( [ [ 177 I I)
Su S Sk
S

sama dengan

n n

s;:ni_l;(xi—i)(x )= 1Z(xx—xx )

><zz
><zz
X

IX

Z(Xn X% _tilpll)()ﬁq X _tilpql) Z(X| _):(il)(Xiq _):(iq)
Misalkan g, = 1= 1 == n—-1

bagian pembilangnya dijabarkan, dimana | = k,.g= 1,...,k, maka dapat

ditulis sebagai

2

;(ll

CE RS AR ST I SRS SIS L SHE SR SRS &mﬂwarfmf( L 3% %) XKty $X %)

K+ % KD C Xt %K - Gt X% B Xt A% ) oKt A% F KK m F XX KK D HE AKX
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Jika ditulis dalam bentuk matriks, uraian tersebut dapat ditulis sebagai

{y‘u Xﬂ]|:)~(ll )~(1k {Xu Xﬂ ):(11 ):(lk ):(11 ):(nl )~(11 Xﬂ] ):(11 ):(nl )%11 ):(lk
T T O P o P O o I TS S SPP:
)~(1k Xﬂ( Xﬂ Xnk )~(1k Xnk ):(nl ):(nk ):(m ):%k ):(ru ):%k

Xu X‘k ):(m ):(nk

n
=3 (%% T XX T XK TR )
i=1

z(x -%)(% %)

Terbukti
Z()<H _X _tilpll)()gq _yq _tilpql) Z(XI ) il)(Xq _):gq)
— i=1 - i=1
Sq n-1 n-1
B L I W U
_n_—lizl(xi —xi)(xi —xi)T
Jadi,
Sy S v Sk
S h 2 &
Sa S22 7 S«
, Z()Ql =X _ti1p|1)2 Z(X| _):%)2
i —c2 = |
dimanas, = § - = dan
2206 =% =t B )% =%, —tiP) D (% =% )%, — %)
— =l = Ji=ik
S n-1 n-1

sama dengass, :nil : (>~<i —):(_)(y(i _)Z(_)T:i S (g_;(iT_;(_):(iT_):(iiiT_H:(i):(iT)
—Lli=

Terbukti

L.2.2.2 Pembuktian

S :ni_lil(x -%)(%, _’:“)T:ni-lg(’?‘ﬂ_“’:‘?":‘*“i-i?) _ >~;£f<12
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Su S Sik
Kemudian, setelah membuktikarg, =5, Sfl S:ZZ Sf" sama dengan
Sa Se v Sk
s ~_: ~ _: T 1 < ~~T_~:T_:~T = =T
S&‘ﬁ _l(xi Xi)(xi Xi) ‘E;(Xixi XiXi = XiXj + XX )'
akan dibuktikan
. 2\ [. =\T 1 ¢ e ol ~ ST ST 22T >:(;>:(2
=— D> (X %)X -% ) =——= ) (XX —XX - XX +XX |=
SZ n l _1( )( I) n_]_;( 1771 177 (] | I) n_l
Bukti:
Didefinisikan vektor mearuntuk >~(1ya|tu
_ | _ :
= 5 = 1 ST 1 -
X, =] : dlmanaX1=EX11 =EZX” Dengan menggunakan persamaan
= i=1
X
=13 (% % )(% &) === D (x -x-%)(x -X-%)T  (L22.)
n-143 n-13
maka persamaan (L.2.2.1) dapat diuraikan menjadi
Sz__

L5 =37 -

i i_):(i)T
1 n
Sz_n_lrl

(xx XX =X X = XX +XX XK — )z(x,T+>:<i>_<+>:<i§<iT)
1 [& B =
S =——| D xx =nxX" =Y. x X + XX, — Zxx +NXX
n-1\=3 i=1
* 1 n . n
=——| D xx —nxX" -
n-1

3 inT—nﬁTJ (iiT %
. )

X —nilij+2>:<i>’<1j
= i=1
(Y L
a b c d
a) Berdasarkan bukti L.2.1.2 sebelumnnya, telah dlbuktl@ﬂ(x -nxXX'
i=1
sama dengarX; X
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b) inxT dapat ditulis sebagai sebaQaT)z(ldengan penjelasan sebagai berikut
i=1

n
D XX =X K] XX

— n“'n
X
:[)(l X
%
=X"X,
& _ %,
C ° . = 1 5T 14 . A .
dan karen&, =| : dimana xlz—le:—Z L, serta X= dimana
— n ni= a
%, X

X =1XTJ =EZ X, , maka bagian b untu, menjadi
n Nz

1
n

(inif— XX j :(XT):(l - nEXTjj =Y j
i=1 n

Karenajj ' = J, persamaan ini menjadi

(21: X %I~ ni?{j :(fo(l 5 (EJ j)? l)

n

berdasarkan sifat transpos matriks dan hasi@)(p:(iT dapat ditulis sebagai
i=1

XX sehingga

Bentuka(ixiT dapat dituliskan sebaga}:q):(1 dengan penjelasan sebagai
i=1

berikut :
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-
X
>
-
1l
X
<
[Rgan
+
+
>
P
=

I
—
>
£
>
=l
[

()Z(IX —)ﬁ(ij }( jberukurank X k dan berdasarkan sifat transpos pada matriks,
n

~ ~ T ~ ~
bentuk(XTf(l—XT(%j le :[)(}( X I(—lf 3( jjuga berukurark x k sehingga
n

S, dapat dinyatakan sebagai

b, %
sgznll{xx 2(x@>il)+x:}<zl}

e

€) Telah dibuktikan pada lampiran L.2.1.27 (1—1JJ=XI sehingga
n

(X (1——J)X j TX ., maka$S, dapat ditulis sebagai

S, == X%, XX, +X K |

1 =
S‘Z_n 1(X X ) (xl_xl)
S :n—_1X;Xz

Karena pada kondisi diman¥, dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan

vektor komponen kedua, X, dapat ditulis sebagak,= —tpz, makas,

XX, _p,tatps
n- 1 n-1

dapat ditulis sebagai S, =
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Terbukti
L.2.3 Pembuktian persamaan (3.2.63)

Pada kondisi dimanX, dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan vektor
komponen ke-nt_, dalam notasi matriks  dapat ditulis sebagai
X, = ):(m Ahp '
Kemudian, berdasarkan iterasi sebelumnya akan diperoleh suatu persamaan

xmzxm_l—im_l. Dengan menggunakan persamaan-persamaan yang telah

diperoleh pada iterasi-iterasi sebelumrmpenjabaran notasi matriks tersebut dapat
diuraikan sebagai berikut :

X =X, ==X

_tlm Pm R . Pkm ] X _ X, Xy _ X, tl(m—l) .pl(m_ — tl(m—l) Pk )
_tnm'plz R . .pkm_ | Xa TX Xy _ X tn(m—l).pl(m—l) o Lomey .pk(m—l)
_tlm Pm et Pkm 17 )N(‘n . )N(‘lk ):(11(‘m—1) ... ):(1k vy

_tnm.p12 g tnm 'pkm 1 L an o )~(;1k ):(nl(.m—l) y ):(nk(m—l)

_tlm le Uy Pkm XI ):(I(r'n—l)

[ tmP o b Pin 3 . ):(l(m—l)

Berdasarkan subbab (2.6) mengenai matriks variansi kovariansi sampel, variansi

untuk tiap variabel prediktor pad&  adalah

z ()§| -% - "'_ti(m—l) o} (m—1))2

— o2
S =5 —
Z(~'| _--'_)zﬁl(m—n)2
1
n-1

dan kovariansi antara variabel prediktorlk#an keg padaX ,, adalah
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Z()% =X ==ty B (m—1))()§q =X "l pq(m—l))
Sq - i=1

n-1

Z(XI T il(m—l))(%q T ):ﬁq(m—l) )
i=1

n-1
Lg=1,...k
%1 Sl2 Slk
Berikut ini akan dibuktikars;, =§, = %1 S:zz S:zk
Sa Se 7
Sama dengarg, ="‘—1m. Sebelumnya, terlebih dahulu akan dibuktikan
n_
Si S vt Sk
$n=8q= %:1 5:22 ka sama dengan
Sa S Sk

S; :i j (xi —Y—...—f(i(m_l))(xi —)_(—...—)N(i(m_l))T

Si S v Sk
. S e
L.2.3.1 Pembuktian S, =5, = Sfl =z Sf" sama dengan
Sa S . Sk
. 1 3 o = - -
S, :—Z(xi —x—...—xi(m_l))(xi —x—...—xi(m_l))T

n _l i=1

Dengan menjabarkan pembilang pada

Zl:()ﬁl - _"'_ti(m—l) pl(m—l))()ﬁq _Xq _"'_ti(m—l) pq(m—l))
n-1

Sq =

Z(XI T ):gl(m—l))(Xq T iq(m—l) )
— =1
n-1

dimana ) q=1,...,k diperoleh uraian dalam matriks seperti berikut :
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|:)~(11 Xuj”y(n iikjl |:>~(11 Xujl >:<11(m—1) ):Clk(m—l) ):(11(m71) >:<n1(m—1) {iﬂ >~<11} >:<11(m—1) ):(m(m»l) ):(lltnfl)
>~(1k X’!k Xu X’!k ilk X’M ):(m(m»l) ):(nk(m»l) ):(mm—l) iw(mﬂ) )?rﬂ ka >:<1k(m»1) ):(nk(m>1) iﬂ(mﬂ)

=[x, - X”]Li:l__[ii X”]L::l__[il ):("]ﬂ::l_.q.[)z in]{::}

n
_ o oT o &T s oT s a7
= Z(X\Xi o T XKy T oo Kigmep X T x\(m-l)xi(m-l))
i=1
S z Z T
Z(X\ _---_X-(ma))(xu _---_X-(ma))
i=
n ~ ~
— 5 z 5 g T
—Z(x‘ —x—...—x,(m_l))(x‘ —x—...—x,(m_l))
i=1

Si S v S«

sadi, S, =s,=| T Y

Sa S v S«
g g Zzl‘,()% -X _---_ti(m—l)pl(m—l))2 ;(Xl _---_):<i|(m_1))2
engarg, =§ = - = -

Z(Xn -X _"'_ti(m—l) P (m—1))()§q _E _"'_ti(m—l) pq(m—l))

S, = i=1 —
Z(XI T T Xl(m—l))(Xq T Xq(m—l) )
——=1
n-1
lLg=1,....,k
sama dengais;, :ni—l __1(xi —Y—...—f(i(m_l))(xi —i—...—f(i(m_l))T
Terbukti
L.2.3.2 Pembuktian
* 1 1 — = - < T_):(rrn:m_pmt-rrntnp-rrn
Sm_mizl()(i_x_ _Xi(m—l))(xi_x_ _Xi(m—l)) - n—1 = n—1

Su S v Sk
. S cee
Setelah membuktikas), =5, =| = "2 |

Sa Se2 v S«
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-% )(x X—..—% )T akan dibuktikan
— i(m-1) i i(m-1) !
* 1 n = = T — i-rl]—,])zm
Sm _m;(xi -X _Xi(m—l))(xi X _Xi(m—l)) n—1
Bukti :
~ _ ):(1(m—1)
Didefinisikan ~ vektor mean untuk X __ yaitu X _, = dimana
):(k(m—l)
im_l —E):Cn_lj :%Zx:i,(m_l). Dengan menggunakan persamaan
=1
* 1 W =~ -
A 2. (xI -X —...—xi(m_l))(xi =X B

3 T
)
| Qi 4 TR
Sh =EZ(Xi =R= '_Xu(m—l))(xi X_"'_Xi(m—l))
=
* l 3 T T ST T ik ST T 3 S ST
Sm: n_lz(xixx XX T T XX ey T XX + XX +"'+XXi(m—1)_ T X (mayXi +Xx(m—l)x+"'+X\(m—l)xi(m—1))
i=1
1 n n_ - no_ — no_ »
£ S — T =7, 3 T2 o z z
S, =23 20X X =T DX FRKD == Y XX X X > K X
n=1= =) =1 i=
. 1 (< T T ST =T - T
Sm:n—_1 DUXX] = XK == Y XKy =K [ == | D K X!
(&5 ) I_-‘l ) =1

—nim_lxj+l...+ »*
H_J
g

Xi(m—l)f(

—~ ;r(m—l)}
h
f) Similar dengan hasil a), berdasarkan bukti L.2.1.2 sebelumnya, telah
dibuktikan >’ x,x] —nxX" sama dengaiX;X,.

i

=

=
=

0) ZXif(iT(m_l) dapat ditulis sebaga'(T>:( +~ dengan penjelasan sebagai berikut:

n
=T _ =T
z Xixi(m—l) - X1X1(m— 1)

3T
oA XK
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)N(I(m—l)
=[x, |
ST
Xn(m—l)
=X"X
— )z(l(m—l) - - 1 n
dan karena X_,=| dimana X, ==X]_j==> X .. serta
— n nsi=
)?k(m—l)
X, . 8
x=| i |dimanax==X"j ==Y x , maka bagian g) padapat ditulis
. e
X
sebagai

(Z Xi):(;r(m—l) - nY;;—lj = (XT;( m-1_ nlx T.U Q 5(: m—lj
n n

i=1

Karenajj " = J, persamaan ini menjadi

(Z X >:<iT(m-1> - nii;_lj = (XT):( X (% j
i=1

h) berdasarkan sifat transpos matriks dan hasil@z:(

i=1

><21

)

X dapat ditulis

sebagaiX[ X sehingga

i) BentukZii(m_l)f(iT(m_l) dapat dituliskan sebag‘;iL_l):(m_l dengan penjelasan
i=1

sebagai berikut

n

= T = =T = =T
z Xi(m—l)xi (m-1) — Xl(m—l)x 1Mm- 1)+ et Xn(m—l)xn(m—l)
i=1
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ST

1(m-1)
:[Xl(m—l) )~(n(m—l):|

ST

Xn(m—l)
—yT 7
X(m—l)X m-1

Dengan(XTf( g = X7 (1‘] J jberukurark X k dan berdasarkan sifat transpos

pada matriks, maka bentuk

.
(XTXm_l—XT(%j }(m_lj :()(;_g( 9(2(%} % ]juga berukuran k x k

sehinggaS, dapat dinyatakan sebagai

1 Ty v T 1\~ - T =5 1 o, F
Sm_n{x X - —(X Xm—1 X (ﬁ'}(m_lj E<m)1( X m_l[-rj{% j+)( n?_(l m—l}

j) Telah dibuktikan pada lampiran L.2.1.2] (1—1JJ=XI sehingga
n

(XT (1—%\))):(”]_1) =X X ._,, makaS, dapat ditulis sebagai

S == XIX, = 2R )t XK )
1 ~ T ~
szm(xl_ Xm—l) (Xl Xml)
=L XX,
n-1

Karena pada kondisi dimaig, dapat dijelaskan hanya dengan menggunakan

vektor komponen ken t , dalam notasi matriksX,, dapat ditulis sebagai

X = X_ =t p' maka$S, dapat ditulis sebagai

T T
S, = Xp m=pmtmt"pm Terbukti
-1 n-1
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LAMPIRAN 3

I

N L 1.\ /(, 1.)_
Berikut ini akan dibuktikan | —=J | -3 |=|l —=
n n
1
1

dimanaJ =jj ' dengarj =| . | adalah vektor 1 berukuramx 1.

1
Bukti :

104

Misalkan| adalah matriks identitas berukurank n, maka 1'J =J dan J'I =J,

sehingga
.
(| -EJJ (| -EJJ:H 43 Y d g
n n n n n n
:I—2£J+i2JTJ
n n
Sedangkan bentuk daifJ =nJ
ldl¥W o 111F] #1482 nn --- n
T L. I8l s, - - - nn --- n
J'J = | N S
11 111 1 - n n n 1
T
(-576-5)
n n
EYRET R R R
n n n n
:I—2£J+i2JJ
n n
:I—21J+—1J
n n
:I—EJ
n
Terbukti
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LAMPIRAN 4
Pembuktianp, = (tIt l)_lXIt oD, = (t;t 2)_lXTZt ,danp,, = (t;tm)_lxﬁ _dengan

menggunakan metode Least Square

.
1l dengan menggunakan metode Least Square
1

L.4.1 Pembuktianp, =

2

1

Berdasarkan persamaan (3.2.1) yai=TP'+E =>'tp'+E dan
i=1

algoritma NIPALS, dengan menggunakan metheast Square akan dibuktikan
_ Xty

1 L
A T

Pada metoddeast squares, penaksir p, adalah penaksir yang

meminimumkan fungdieast squares, dalam hal ini adalah yang meminimumkan
T T\' T . . -

tr(el q):tr( X -tipl) (Xl-tpl)dengan X, sebagai variabel-variabel respon

dant, sebagai variabel prediktor.

Fungsi Least Squaresdapat ditulis sebagai :

S(Pisees Pa) =t (Zk:qzl] =tr (eIel)

(P Per) = ( x) ( 1)
S(puyr--sPer) :tr(Xl ) ( —tp )
S(Pyps-reerPea) =t (XIX, —XTtp T X 1t hp, )

Karenap,t; X, berukurark x k dan (XIth )T =p1'X ,juga berukurak x k, maka
fungsi least squaresdapat ditulis sebagai :

S(Pyyr-P) =tr (XIX,-2X T p T4t R T)
Kemudian turunkan S terhadap sehingga menjadi

atr(Xle—ZXIt PT1+pt1T§Q Tl)
op,

= _ZXItl+ 2pltT1t =0
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Berikut ini akan dibuktikan

6tr(XIx1—2XIt PE"'p ETEH Tl)

=-2Xt,+ D1 ,= Odengan
op,

d tr(—ZXIth) X"t da atr(pltltpTl)
P, o op,

membuktikan

atr (—ZXIth)

L.4.1.1 Pembuktian untuk o, p = —2XE,
p1 1oees k1
_)N(ll o )~(nl t,
XII]OI: A : [pll pkl]
_)~<1k )~(nk ty

_()?11t11+ o )~(n1tnl)p11 ()~(11t11+ .t )~(n1tn1 )pkl
Xjtp; = : . :

_()~(1kt11 t..F Xnktnl) Py - ()~(lkt11 ..t Xnktnl )pkl
()~(11t11+ ot antnl)pll (Xiltll-'- Lt )N(nltnl)pkl
tr(Xjtp])=tr : :
()~(1kt11 Tt Xnktnl) Py o ()~(1kt11 ..t )~(nktn1 )pkl
tr (XTtpT) = (Redart oot Rlyy) Pa - iy + -4 Kby Wiy

Kemudian turunkan t;t p ) terhadapp, sehingga

ratr(XItp[)_
au (xitpy) | P (bt Xud)
ap - . -3 \ . .
! otr (XIth) (Xlkt11+ ot Xnktnl)
apkl
)~(11 an t11
)~(1k ' )~<nk tnl
=XIt1
atr(-2Xtp!
Terbukti (-2xitp 1)|pn _____ o = 2Xt,

P:
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otr (p,titp}
L.4.1.2 Pembuktian untukM =201t
apl Pryse-sPy1
| Pa ty
pltltpl =| [t11 tn1 : [pn pkl]
| Pa 1™
( p121t121+ -t plzltnzl) ( pllpkltil+"'+ pllpkltr?l)
pltltpl =
_( pllpkltil+"'+ pllpkltrfl) (p51t121+---+ plfltrfl)

tr(p,tjtpl) =(pis +...+ PAt2) + .+ Pati+ .4 pit?)

Kemudian turunkarir (pltItp[)terhadappl, sehingga

tr (pytitpT) |
\l B ot
otr (ptitpT) s Pl " )
a—pl Piases Pk1: : =2 ’
otr (ptltpl) | | Pa(th+.tth)
. opy |
otr (p.ttp?) 'y b
ap Puas-sPk1 2 [tll tnl
' pkl tnl
=2p1t1t1
otr (p,tjtpT)

Terbukti ————=|
op,

Jadi, dengan terbuktinya

o (X[X,=2Xpi+ptin ")

= _ZXItl + 2pltT1t 1= 0,

op,
maka akan diperoleh
XJt
m:tﬁl
1-1
Terbukti
. Xt Xt
Dengan cara yang sama terbukti jume= Tt veesPy = e
2°2 m-m
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T
X2t2
T
2" 2

Berikut ini akan dibuktikanp, =

T

L.4.2 Pembuktian p, = >t<T2t2 dengan menggunakan metode Least Squares

2" 2

Berdasarkan persamaan (3.2.1) yait{=TP'+E=)tp] +Edan
=

T

algoritma NIPALS, akan dibuktikarpZ:XTthdengan menggunakan metode

2-2

Least Squares. Pada metodéeast squares, penaksirp,adalah penaksir yang

meminimumkan fungslieast squares, dalam hal ini adalah yang meminimumkan
tr (e;ez) :tr( X, -tszz)T(Xz-t,pTz) dengan X, sebagai variabel-variabel respon

dant,sebagai variabel prediktor. Fungsi Least Squadzpat ditulis sebagai :

k
S( Py Po) =t (Zq@j =tr (eTzez)
i=1

S(Pypr-iPea) =tr (X, =t L) (X -t p7)
(

Karenap,t;X ,berukuran k kdan(xztzpz)T =p 4 X , juga berukuran k X,
maka fungsi least squareslapat ditulis sebagai :
S( p121""rpk2) - (ngz _2X2t p Tz Y Eth R Tz)

Kemudian turunkan S terhadap sehingga menjadi

otr (X3X,—2X 3 p

ap,
Berikut ini akan dibuktikan
atr(X;XZ—ZXth pTz"'p ETE R Tz)
ap,

PEEB - X+ 313,20

=-2Xt,+ 2 11 ,= 0dengan membuktikan

0 (—ngt szz) |, = -2t dan otr (pztzt pTz)

=2p.t't
p2 ap2 |p12,...,pk2 sz 22
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L.4.2.1 Pembuktian untuk . = —2X3t,
P, :
X11(2) t an(2) t12
X;tszzz : - : ; [plz pkz]
_Xlk(z) t Xnk(2) tn2
(X11(2)t12+---+ an(2)tn2) P - (X11(2)t12+---
Xt ps = : '
_(Xlk(z)t12+'“+ Xnk(z)tnz) Py - (Xlk(z)t12+"'
()(11(2)t12+"'+ Xn1(2)tn2) Py - (Xu(z)tlz'l'
tr(XJtph) =tr : :
_(Xlk(z)t12+"'+ Xnk(Z)th) Py, - (Xlk(2)t12+"'

109

+ an(z)tn 2) Py 2

+ Xnk(z)th) Py 2|

+ an(Z)th) P2

r Xnk(Z)th) Py 2|

tr(X3tp5) = (Xn(z} Tt Xt 2) P t...t (Xlk(Z)t12 Tt Xnk(2)tn2) Py

Kemudian dengan menurunkm'(xgtszz)terhadap)z, maka

_atr(X;tszz)_

afcipy) | (T | |t ek

ap,

0P, ,

Xu(z) Xn1(2) t12

Xlk(2) Xnk(Z) tnz

=X;2
otr (—2XTt p?
Terbukti ( - 2pz):—ZXZtZ
ap,
otr (p,titp?
L.4.2.2 Pembuktian untukM loup, = 205850
2
p12 t12
pzt;t:pTzz : [t12 tn2 : [p12 pkz]
pk2 tn2

M ()<1k(2)t12+ et Xnk(Z)tHZ)
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(p122t122+---+ p122tnzz) (p12pk2t52+---+ plzpk2t§2)
Pt ps = : :
(plzkapizti2+"'+ plzpkzter) (plfzt122+---+ pfztr?z)
tr (pztgt pTz) = ( piiit..t p122tnzz) + +( Poty + - plfztnzz)

Kemudian dengan menurunkar(ptht,pTz)terhadappz, maka

_atr(pztgtpz)_
t2 +...+t2
otr (ptitp?) ) a'?” ) P 1 . 2
ap |P12 ----- P2 : =2 :
2
ot (pttph) | | P (th ot t2,)
P, |
atr (p.t1t p7) y -
T'p12 ..... pk2:2 : [t12 SR Y |
2 pk2 tr12
:2p2t;t2
otr(p,titp?
Terbukti M AN @21,

op, P
Jadi, dengan terbuktinya

atr (XX, -2XTt p T +p \
G- (ORISR ) ) D9

op,
maka akan diperoleh
_ X3,
pz n t12't2
Terbukti
: X1t
L.4.3 Pembuktian p,, = tTr: ™ dengan menggunakan metodd east Squares

Berdasarkan persamaan (3.2.1) yaMsTP' +E =thp{+E dan algoritma

j=1
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T

NIPALS, akan dibuktikan pm:i(f;tmdengan menggunakan metodeeast

T
m-m

Squares. Pada metoddeast squares, penaksir p, adalah penaksir yang

meminimumkan fungdlieast squares, dalam hal ini adalah yang meminimumkan
tr (erann) :tr( X, -tmp,Tn)T(Xm -tmpfn)dengan X, sebagai variabel-variabel
respon dart,, sebagai variabel prediktor.

Fungsi Least Squaresdapat ditulis sebagai :

S(Pyns -+ Pen) :tr(iz:eﬁnj =tr (e}qn)

S( Pyns -+ Pen) :tr(xm-):(m)T (X m-)?m)

S(pyys oo pkm)ztr(xm—trrp;)T (Xm—tan)

S(Pus v+ Pen) = (XIX X P L P A w0 £ E R T
Karenap,t/ X, berukurark x kdan (X,Tntnp;)T =p 11X . juga berukurark x k,
maka dapat ditulis sebagai :

S( Py Pr) =1 (XX = 2X A DT 4D 4 ] P
Kemudian turunkan S terhad@p, sehingga menjadi

otr (XIX = 2X T DT+ A P )
0P,

Berikut ini akan dibuktikan

otr (XIX =Xt P oot 5 R n)
op,,

==2X Lt Dot =0

a(-2XTt pT.
L.4.3.1 Pembuktian untukw| =-2X't

p m-m
Pm "
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| X11(m) t an(m) t1m
O I L

_Xlk(m) t Xnk(m) tnm

—(Xil(m)t]m +...+ an(m)tnm) Py (Xll(m)t]m +...+ an(m)tnm) P
Xt pT = : ' :

_(Xik(m)tlm ..t Xnk(m)tnm) Pm (Xlk(m)t]m Tt Xnk(m)tnm) Pim

(Xll(m)t]m +...+ an(m)tnm) plm e (Xll(m)t]m Tt an(m)tnm) pkm
tr(Xt ph)=tr : e :

(Xlk(m)tlm Tt Xnk(m)tnm) Pim (Xlk(m)tlm Tt Xnk(m)tnm) Pim
tr O 1) = (Kaagn * -+ Xeagan) Pan + % (Xacqantion o+ Xt ) P

Kemudian dengan menurunké&r(Xt p')terhadapp,,, maka

atr (XTtpr) |
Xt
otr (X7t 1) P Dt ~— )
op,, ) [ '
atr (X-rrnt n‘p-r;) (Xlk(m)t]m t..F Xnk(m)tnm)
I/ S
Xll(m) an(m) tlm
Xlk(m) Xnk(m) tnm
= Xitn
otr (-2X't p'
Terbukti ( m"p’“):—zx;tm
op,,
otr(p t't p’
L.4.3.2 Pembuktian untuk (pgm"pm) oo = 200tk
Pm e
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plm tlm
PotetPm=| ¢ ([t twl| P {[Pim
L pkm tnm
i (plmztlm2 +..+ plmztnmz)
Pt P m = :
(PPt * -+ PunPrnton)

113

pkm]
( plm pkmt]m2 Tt plm pkmtnmz)

( pkrn2t1m2 ot p|<rn2tnm2)

tr (pmt,Tntnp,Tn) = ( (O A plmztnmz) +...+( Pt 2.+ pkmztnmz)

Kemudian dengan menurunkm(pmtfntan)terhadappm, maka

atr (ptotpn) |
2 2
otr (pthtprn) ale Pun (tin J'f---+tnm )
ap L. : =2 :
; otr (pmt;t ”p-lr;‘) Pim (tlm2 i "'+tnm2)
| 9P
otr pmt;tnp:-n p.lm |
( T ) o= & |[tim o]
' L Pian tnm
=2p tt
T otr (p;:;ntnp;) L =200

Jadi, dengan terbuktinya

otr (XFXw =2XTE P 140 i R 1)

op,,
maka akan diperoleh
o - Xty
R 4
Terbukti
't
Jadi, terbuktip :%,j: N 19

=2X[t +2p,t't =0,
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X't
Dengan terbuktinya; = tT]t L dan berdasarkan persamaan (3.2.1) yaitu
it

X =TPT +E maka akan terbuk® = (TTT)_1)~<TT

Bukti:
S(py,-.y) =tr (ETE)
S(p,, ,pm):tr(f(-TPT) (x-TpT)
S(py, ,pm)=tr()~( X-XTPT +PTTTPT)

Akan dibuktikang—il =-2X"T + PT'T =0 sehingga diperoleh

Py Prm

P =(TTT)_1)~(TT . Pembuktian dibagi menjadi 2 bagian yaitu pembuktian untuk

- : otr (PTTPT)
Tlp1 _____ = X'T dan pembuktian untule ..... =2PT'T,

L.4.4.1 Pembuktian untuk

otr (X'TPT 5
N = )|p1 ,,,,, = XT
_)711 le tn tln Pu " Ba
XTP =+ "o iy e e
K o Xt b L Pm = B
|:($(1t *. +)§1}n])p1 (21§m+"'+2ﬂtm)plm] I:(S‘(iltll+"'+5’(n}n])pK1+"'+()~(lEm+"'+antrm)g<m:|
XTPT = - :
[(fgktll+...+xkt )pll+...+(>~<kt + AR P | e (Rt Kty) Bt (Kl o Kt) B |

tr (XTTPT) =Rty o Ry) Pry oot (Rl # oot Rto) Po 1ot (Rl o Ry B+t (Rl + oo Rilin) P
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atr( TTPT)
atr (X7TPT) a'?“ |t %t
R W = - il i1
op, M Kbyt Kta) |7
L 0P,
otr (X'TPT) _
r(Tl)_th1
o (XTPT) ar.)lk A+ Rl 5.t
e SR = : = I tim
9P atr( TTPT) (f(lkt1m+--'+)~(nktnm) =
B
ot (XTPT)
— A Xt
atr (X TTPT) atr( XTTPT) otr (XTTPT)
’a— Drbn op,,

Xllt11+ + an nl

Xty . +Xnkn1 ()~(1kt1m+---+)~(nktnm) )~(1k )~<nk
>Z
_ otr (XTTPT) §
Jadi, terbukti———*| =X'T
aP P1s:--Pm

L.4.4.2 Pembuktian untuk

tﬂ tln t]_’L

Q_’[ oo pm
PTP S i -

tm trm

I:( Aty pnlm)( Rln"'-""'p«rtm) +"'+( Afa* +p1r1nn)( Attt Mm)] o

[(gltﬂ+...+ph;m) +.4 H}nﬁ--*%n)z}

atr(PTTTPT)

1T by o =2PTTTTPT
pu S 0}
pln P p«n

o [( Rt Pole) (R F

(Rt +- +><n1nm) K -+ Ky
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m

nm

Bk o B+t B (At Bt |

[( Attt Pt -4 b pﬂ;mﬂ

tr(PTTPT) =| (Bt + Puf) (R - Pubn) Bt (B - # Blin) + -#( A - Pt |
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[atr (PTTTPT) |
otr (PTTTPT) a'?“
> = :
. otr (PT'TPT)
apkl
_pll P I
_pkl = Pan L
=2PT't,
[otr (PTTTPT) |
atr (PTTTPT) 9P .
%o atr (PTTTPT)
L %Bw |
_pll p.l.m _tll
=2/ : ..o
_pk:L pkrn _tjm
=2PT't,,
aw(PT'TPT)  [ou(PT'TPT
T R ap,

2( pkltll+ .t pkmtlm)t11+ ot 2( pkltnl ot pkmtnm)tnl

2( p.l.1t11+ T plrlttn)tm y

2( Pty t .ot pkmtlm)tlm i

nm nm

) atr (PTTTPT)
: o

2( p11t11+"'+ p.‘mtl‘n)tll+"'+ 2( plltn1+ -t plmtnm)tnl

2( pklt11+"'+ pkmt].m)t11+"'+ 2( pkltn1+ T pkmtnm)tnl

=2PT'T

Dengan demikianaé l,
oP ™

_ A (PTTTPT)
Jadi, terbuktlT

..... P

Terbukti .
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=-2X"T + PT'T =0 sehingga diperoleh

m

=l

P :(TTT) X'T

2(Putyy oot Pyt ta+ et 2( Pugts ¥ ot Pt

et 2( Pty F ot Pt )t

ot 2( Pty + - Bt tm
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2( Pty ot Putyn )ty F oo 2( Putg + o+ Pt b

2( pklt11+ ot pkmtlm)tlm ot 2( pkltnl +.+ pkmtnm)tnm
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LAMPIRAN 5

Bukti & =(t7t;) "ty ,,j=1,...mDengan Metode OLS

L.5.1 Pembuktian¢, ==+
tltl

Dengan meminimumkan SSE, didefinisikan
S(c) = Z filz

S(C‘l) Z _t|1C1

Persamaan ini diminimumkan terhadgpntuk mendapat taksiran dari parameter

regresi.
0Sh. _ are . A
Elcl_ ZIZ:;(M tilcl)til
237, j :Ztiléltil
i=1 i=1

Dalam notasi matriks dapat ditulis sebagai berikut :
S(e) = Z fi® =H1f,

S(c) = (yl_ 1C1) (y 7 PJ)

S(c) =yiy,-yite,—city +Fcti ¢,

S(c) =y1y, =21ty +Cit't £,
Sehingga estimator least squarési harus memenuhi

0S . "
a_lcl :_z1y1+ ZTlt .= 0

tIy1 =tit 61

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012
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Berikut ini akan dibuktikang—S |6 =-2]y,+ 27t £,= Osedemikian sehingga
G

T4T

o0(-2c t
L.5.1.1 Pembuktian untukw |6 =-2ty,

%
CthIylzcl[tn tnl] :
Yo

Y1
CItIyl = [CltlICIn]]

2
iy, =[Ctuys ot ct, ¥l

olctyy y-/l
M|q:[t11y1+---+tn1yn]=[t11 tnl] L=y,

Sehingga—a(_chqyl) |

61 = _Ztly 1

Terbukti

a(ctite
L.5.1.2 PembuktianM |6 =2tlt ¢,
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t,
CItItlcl:CI[tll R oy | e
ty
t.C
T.T _ .
Cltltlcl_[cjtll"CInJ]
t1Cy

Gtite =[e/ty +..+ ¢,

a(citite) . . A o
-i—iiihq=2m&f+m+q%ﬂ=me+~*%fh

t,
=2[t, - t.]| i |&=2tc
tnl

Terbukti

Karena 5.1.1 dan 5.1.2 telah terbukti, maka estimig@st squares ini harus
memenuhi

0S| . N
Elcl =21y, + 21 £,=0
Ly, =tit g,

6 =(tlt) tly,

- € Ly,
ity
ty
Terbukti taksiran parametey adalahc, = tth N
11

.ty
L.5.2 Pembuktian ¢, =22

Dengan meminimumkan SSE, didefinisikan
S(c,) = Z fi22
i=1

S(c,) = i(Yi(Z) _tizcz)z

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012
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Persamaan ini diminimumkan terhadapuntuk mendapat taksiran dari parameter

regresi.
0S | . s R
E IC, = _2i=l (yi(2) - 2cz)ti 2

n

D Vit =2 6 L4
i=1 i=1
Dalam notasi matriks dapat ditulis sebagai berikut :
S(c,) = Z f, 2 =ff,
i=1

S(c,) = (yz —t zcz)T (y ,t 202)
S(c,) = y;yz_yth zcz_CthTy ot CTETIZ .
S(c,) =Yy, ~2¢ty ,+Ctt £,

Sehingga estimator |least squarési harus memenuhi

0S | .
%lcz __2t£y2+ Zth £2=
2
t-Zryz :t-;t 2C'2
A -1
&, =(t3t:) ty
2 LY,
=
. . . . - aS ~ r T T ~ - . - -
Berikut ini akan dlbuktlkana—|c2 =-2,y,+ 4 1 £,= 0sedemikian sehingga
G
g =LYz
tot,

0(-2¢t,
L.5.2.1 Pembuktian untukww2 =-2y,
C

Yi)
Gtyy,=cl[ty, - t)]|
yn(2)
Yi2)
T4+T — .
Gy, =[ct,.ct, J
yn(2)

o ST [0 S 2PE SRR o AP VAP
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o(cty,) Yo
C— |(>2: [t12y1(2)+"'+tn2yn(2)] :[t12 tnz] : :t;)’2
? yn(2)
al-2ctly
sehingga% |, =-2t}y,
Terbukti
d(ctite
L.5.2.2 Pembuktiaan2 =27t 6,
ac
2
t,
C;tzt L2= CTz[tlz tnz] [}
tn2
t,,C,
C;t;t 2C2:[Czt12 Cztnz]
t..C,
C;t;t £, =[c,t 122 ot sztnzz]
alctitec,) . . A a
¥ |6, =2Et,, +.. 4+t 1= 2L, + ..+, K,
2
t,
:2[t12 tn2] : C,= 2tht 262
Lo

Terbukti

Karena 5.2.1 dan 5.2.2 telah terbukti, maka estimkszst squares ini harus
memenuhi

0S | . A
_|C2 :_ZEY2+ZT2t £, 0
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T

2y2.

tat,

~—+

Terbukti taksiran parametegadalahc, =

. oty
Dengan cara yang similar, maka terbufgti= -4~<¢ dimana d = 3,...,r1.
d-d

Y m
t't

m-m

Berikut ini akan dibuktikart,, =

.
L.5.3 Pembuktian €, = ttr;bt/m

m-m

Dengan meminimumkan SSE, didefinisikan
S(Cm) = z fim2
i=1

S(Cm) N i(yi(m) _timcm)z

Persamaan ini diminimumkan terhadap, untuk mendapat taksiran dari

parameter regresi.
0S . s I
—|C =—2§ L —t Cot
OC I 'm e (yl(m) im m) im

z Yimlim = Ztimémtim
i=1 i=1
Dalam notasi matriks dapat ditulis sebagai berikut :
S(c,) = Z f 2 :flf )
i=1

S(Cm) = (ym _tmcm)T (ym -t mCm)
S(C) =YY m = YmtnCo = ot 1Y m + Co of iy
S(C.) =YrYm =260ty m T Cit it C

Sehingga estimator least squarési harus memenuhi

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012
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;
g, =nm
tmtm
Berikut ini akan dibuktikan(;a—skim =-2'y + 2t ¢ = Osedemikian sehingga
c
;
g, =nm
tmtm

0(—20;tfnym) .

L.5.3.1 Pembuktian untuk 5 |C =-2Ty
yl(m)
C;t:-v]ym = ;[tlm tnm] :
yn(m)
yl(m)

C;t-rrnym - [Cmtlm' ' 'Cmtnm]
yn(m)
T

Cmt-lr-nym = [Cmtlmyl(m) Tt Cmtnm yn(m) ]

a C;t-rrnym yl'(m)
¥|€m=[tle1<m)+...+tnmyn(m)]:[t]m tnm] L =tTy
yn(m)
a(—2c't!
Sehinggm = _ZrTrym
oc.,
Terbukti

 O(ctitaCn) & s
L.5.3.2 Pembuktian————=|C, =2t .C

9 c. m" m*~m
tlm
T4+T —_ AT :
Cmt mt mCm = Cny [tlm e tnm © |G
tnm
t1mCm
T4+T —
Cmt mt mCm - [Cmtlm o Cmtnm]
tnmCm
T4+T —_ 2 2 2
Cmtmtmcm _[Cm t1m +"'+Cm2tnm ]

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012
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3 (CothtnCn) . .

) |6, =2, +..+Ct,. =2, +..+t °F,

mTnm

tlm
= 2[t1m e tnm] : Cm = 2t1r;1t mCm
tnm

Terbukti

Karena 5.3.1 dan 5.3.2 telah terbukti, maka estimigmst squares ini harus

memenuhi

=
Terbukti taksiran parametey, adalahc, = ttr;‘i/m .

m-m

T

thy
Dengan demikian, secara umum dapat dibuktilf@n$ dimana
it

j =1,...,m Dengan meminimumkan SSE, didefinisikan
S(e;) =) f;?
i=1

L 2
S(e)) = ;(yi(i) _tiici)
| =
Persamaan ini diminimumkan terhadgpintuk mendapat taksiran dari parameter

regresi.

0S . 0 "
—|C- =-2 Yioy —GiC
acj j i=1( (1 j J)tJ

n n
Z Yili = Ztijcjtij
i=1 i=1

Dalam notasi matriks dapat ditulis sebagai berikut :
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s(c,) :Z:, £,2=ff,

.
se)=(y;-tie) (v, -tic;)

S(c;)) =yjy; —yjtic; —citly; +cit it ¢
S(c;)=yjy; —2c/t]y, +citit c,

I |
Sehingga estimator least squarési harus memenuhi
0S | .

— _,T T, oA _
a_(:jcj_ 2y, +At,¢;=0

T — T A
Gy =ttic
P % P R |
CJ_(titJ') Ly
T
e =4y
J T
tj'[j

Berikut ini akan dibuktikan(;%smj = —ZTyj + Zﬂt ,C; = Osedemikian sehingga
j

0 (_ZCiTtJT'yj )

Pembuktian untuk | =-2Ty.
ac. i i
]
Yii)
T4+T = T :
ctly, =¢ [tlJ W
Yn(i)
Yig)
T4+T — i
CiLy, ‘[Cjtlj Cjtni:l
Yni)

T4+T _
ity =lot; Yy Tt Gty Vo]

a(ctly, i
%léi:[tljyl(j)+"'+tnjyn(j)]:|:t1j tnj:l : :t?y]'
J Yn(i)
_ al-2citly.) .
sehmgga%mj =-2y,
]
Terbukti
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a(cltlt c
Pembuktian MK} =2"t c
6C- J I
J
t,
T4+T. — AT :
gtitic, =¢/[t; - ty] i |
t,
4;C;
Ty T = :
CiLit;c ‘[Cjtlj Cjtnj]
Ly Ci
T4+T — 2+ 2 2
citit.c, =[ct,*+...+c, %, 7]
o(cltTtc,)
| A= A A 40 T
flci =26t °+..+Ct, 21= 2t + .+t P K
]
.4 cla T
Terbukti
0S . _ .1 ToA _
ST AN AT = O
J
T, —+Ty A
S
P T
¢ =(t]t,) tly,
T
g =1V
J
Uit
o Lty
Terbukti taksiran parameteg\adalahcj = §
it
-~ tTy] . . . A T -1 T~
Karena telah terbukit; = ot ,]=1,...m, akan dlbuktlkan:z(T T) Ty

i

Bukti :

Dengan meminimumkan SSE, didefinisikan
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S(@u-0)= 2 17 = 3 (5~ §)°
S(cl,...,cm):zn“(yi —t].(:j)2

i=1

Dalam notasi matriks dapat ditulis sebagai berikut :
S@©) =Y F*=F'F
i=1
S@) =(y-Te) (y-Te)
S@=yy-yTe-¢Ty+¢ T T¢C
S@) =y y-28 Ty+¢ T T¢
Sehingga estimatadeast squares ini harus memenubhi
95 |a= a7y + 21" TE =
Jc
Ty=TT¢
e=(TT) Ty
Ty
TT

e=
Berikut ini akan dibuktikan(‘;—ilé =-2T"y + 2T"'T¢ = O sedemikian sehingga

e=(T'T) Ty

a(c'T'y
Pembuktian MK:: 2T’y
Jc
tll - tnl yl
cTy=[c - ¢ : Sl
tlm e tnm yn
%
Ty =[(Ctyy -+ Gty ) (Cls + - o) ]|
A

CTTTV = I:(Cltll+ "'+Cmt1m) yl---(cltnl"' Ths Cmtnm) yn]

Kemudian dengan menurunkan terhadapenjadi

Penaksiran parameter..., Paramita Ayu Pawestri, FMIPA Ul, 2012
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GS(CTTTy) R
GS(CTTTY) acl tllyl+"'+tnlyn
—GC = : = ] : )
OS(CTTTV) . t1my1+"'+tnmyn
L aCm |Cm_
tll tnl yl
t1m tnm yn
=TTy
0S(-2c"T'y
( y) = -2y
Jc
_a(cTTe)
Pembuktian ——Z|c=2T'Tc
oc
t, \NBAE.SL- .
c'T'Te=[¢ ... ¢, : N
ty e bt - ton || G
c'T'Te=[(cty, ...+ Ctyy ) -Gty + - Citn )] T
B e {(city+ ..+ Cotyn )t o (Gt oy + oot Cton )t} - .
{(Cltll ...t Cmtlm )tlm Tt (C tnl ot Cmtnm)tnm}
cTTTTc=[{(cltll+... Cotin Jaa - +(ctnl +ct )tnl}cl]+ L+
[{(Cltll ... m lm)tlm +. ( -t Cmtnm)tnm} Cm:|
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T’ Te= { Gl +t Gty b )+ (CL, 2+ o Gtk }cl]+...+

Gyt - Gl ) # - (Gl + - ol )} c,

2 (clt,2+..+ clcmtnmtnl)}} +ot

c'T'Te=|{(c,, +...+clcmtlltjm)+...+
Gyt ot G ) oot (Gt + oo G 2)}}

129

m-nlnm m “nm
9s(c"T™Tc)
aS(CTTTTC) acl : 261t112 Tt Z’iitnlz ot 2'1émt11t1m ot 2mtnmtnl
ac - ' - A ~ : 2 2
aS(CTTTTC) 26ttt Bt + . B+ Bt
1 tnl t11 tlm él
o | |
tlm tnm tnl tnm E\:m
=2T'Tc
aS(cTTTTc) £
O——— | =2T'Tc

oc

m

Sehingga estimator least sgquaresi harus memenubhi
9518 =—oT7g+ T TE = 0
oc
Ty=TTT¢

e=(T'T) Ty

Terbukti taksiran parameteadalah.c = (TTT)_lTTy
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LAMPIRAN 6
Xy
Bukti w, =—2=1_ j=1,..., mMengenai Bobot PLSR
] T
X5y 1l
. X3y
L.6.1 Pembuktianw, = —2=2
X2y I

Berdasarkan subbab 3.1.2, jika matriks bukan matriks nol dan vektor
y, bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor komponen kedua, dif{gndan
y, digunakan sebagai inisiasi dalam pembentukan vektor komponen dan loading

kedua.

Selanjutnya,X,dany, dapat ditulis sebagai

Xz le_il
)(11_):(11 e Xy —):(:Lk X120 " X2

: 4 : Ak 3 VO =[X1(z) Xk(2):|
an_)znl )~(1k _)?1k Xiz) 0 Xwe)

dan
Y, =Y.~ Y,
371 _tllél Yi2)
yn_tnlél yn(2)
5 t11[311 tllpkl )~(11(1) )~(1k(1) tllél 91(1)
misal X, S L= e o jdany, =] o =
tnl P - tn1 Pra )~(nl(1) )N(nk(l) tnlél 9n(1)

X,dan y,merupakan residual yang terbentuk dari hasil pembenttkarang
digunakan untuk membentuk.
t, dibentuk dengan memperhatikan kovariansi setiap prediktor gadigngan

respony,
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| Zi:ll(x:i’:ﬂlm)(x i)
\/Z(:l(XI ‘>:ﬂ|(1))(37i _S\/i(l))jz

(leu - Xlgﬁ @ ):ﬁl(l)yi + ):ﬁ 1(1)§li (1))) + "(Z(leu - le @ il(l)g/i * ik (in (1)))

i=1
n

2 2
\/[ . (le _lei (1)_)21(1)% +)21(l)§/i (1))) ++[Z(le _XDA/i (1)_)21(1)% +):§k(1§/i (1))}

i=1

ST ~ , 2 o~ ST oo R o = ~
17Xy X ay 1)+---+ (Xky-xkyl “XewY * Xk(l)yl)

1.
oo ol ST ~+: ,\2+ +( %7 - T¢ ST ~+: o \2
X1Y'X]y1'X1<1>’ X1(1y Xky_xkyl_xk(l)y Xk(1)Y1

T T
X 2 T X2y 2

\/(XI(z)y 2)2 ot (Xl(z)YZ)Z

_ XY,
I3y |
T
W, :—xiyz
11Xzy 2 I
Terbukti
. _ XgYq
Dengan cara yang sama, akan terbukti pulac Wl’ d=3,...ml
ds d
N . XTy
Berikut ini akan dibuktikarw = —m=T—
XY m |l
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.
L.6.2 Pembuktian w, :&
Xl

Berdasarkan subbab 3.2.2, jika matriks bukan matriks nol dan vektor
Y. bukan vektor nol, maka dibutuhkan vektor komponemkeimanaX,, dan
Y., digunakan sebagai inisiasi dalam pembentukan vektor komponen dan loading

ke-m.

Selanjutnya, X, dany, . dapat diuraikan menjadi

X4 _---_tl(m-l)pl(m— ) T Xy = "'_tl(m—l) Pem-1)
X, : : :

Xy~ ...—tn(m_l) Pim-1y X —"'_tn(m—l) Pk (m-1)
ym = ym—l - ym—l

Y = Yoer T tineaCint

A

Vi1 ~ tl(m— 1)Cm— 1

Yoty ~ thm-1)Crn-1

misal
1(m—1)p1¢n— D W )~(1k _"'_tl(m—l) P m-1)
n(m—l) Py Xk _"'_tn(m—l) P m-1
Xll(m) o Xym)
: = [Xl(m) e Xk(m):l ,
Xﬂ(m) Xnk(m)
Yifmy = 1(m—1)Cm 1 Yim)
ym = : = . y
yn(m—l) _tn(m—l)cm—l yn (m)
~ tl(m—l) pl(m—l) t1(m—1) Py (m-1) )~(11m1— ny U )~<1k(m—l)
xm_l : : - : :
tn(m—l) pl(m—l) tn(m—1) pk(m—l) )~(n1(m—l) )~(nk(m—l)
t1(m—1)Cm—1 yl(m— 1)
dan Yoy = : =

tn( m—l)Cm—l yn (m-1)
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. dibentuk dengan memperhatikan kovariansi sampel setiap variabel prediktor

pada X, dengan respowy

k
ZCOV(XW Yi ))
w_ =l
m k
;COV(X'(m )2
| 2 (%R (5= Sin)
; n-1
RS )|
K % = = Kim-n )\ Vi ~ Yitm-
; i=1 =y
1 k n N A N "
_ E‘Z;(X\ _--'_X\(m—l))(y\ _--'_yi(m—n)

A8~ =) (5 =)
k n 5 R >
\/Izﬂ:[z;(x _---—XI(m—l))()Nﬂ --..—yi(m,l)))
(2(217‘ S i . R+ X 1))

1
2 o - _ A 2
m- 1))} ++(Z(X1y\ _---_219.(m—1) T X1(m—1)y| .t Xk(m—l)yl(m—l))j

(
- - =T ~ = ~ .
%y - .= X m,l—...-x1m1y+...+x1(m)ym)+...+(x

00— Xif’. (m-1) " ):ﬂum—nyl +. ik(m—l)y\(m—l)))

X
~—
+
+
—
i
—
X

&
<
|

\/[Z(XM )glyl(m—l) >:(11(rrv—1)y| t. il(m—l)yl

T T To 9TS 5T o 3 o
A ( YT XY T T XY "'+Xk(rrr1)yrrr1)
- - 2 - - 2
ST oTo T ~ 2 o oTe oG T & g o
\/( SRR 8NPSO PN VE JED SYRI ) ot XY o XY = e KV xk(m,l)ym,l)

;
Jadi dep TR T s - Al o et

X1y, I X3y I
XTy » .
danw =—""-" maka dapat disimpulkan dan terbukti
Xy m Il
XT
W, = Ty’ ,j=1,...m
11X5y 5 I
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LAMPIRAN 7
Diagram Alir Algoritma NIPALS

Secara garis besar algoritma NIPALS pada setiap iterasi atau transformasinya

akan menghasilkan diagram alir sebagai berikut :

Pada awalnya prediktor yang dimiki adal&{X mean centered)
X nya bermasalah sehingga ditransformasi menjadi suatu kombinasi linier dari

komponenX=TP"

PLS (NIPALS)

v

Transformasi 1 X diubah menjadi)?lztp[yang berarti X diperankan atau

dijelaskan oleh vektor komponen pertaia

Transformasi 2 X diubah menjadiz(2=t2pT2yang berarti X diperankan atau

dijelaskan oleh vektor komponen pertamalan vektor komponen kedua

;

Transformasi m :X diubah menjadi>:<m =t _p'yang berarti X diperankan atau

dijelaskan oleh vektor komponen pertamadinggaa vektor komponen ka4

Begitu pula dengaly , pada awalnya variabel respon yang dimiliki adajah

(y mean centered).
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Hasil dari transformasi 1 y ditaksir dengany, =t.,yang berarti § juga

diperankan oleh vektor komponen pertaina

!

Hasil dari transformasi 2 § ditaksir dengany, =t.£,yang berartiy juga

diperankan oleh vektor komponen pertaitndan vektor komponen kedua

|

Hasil dari transformasm : ¥ ditaksir dengany =t C._yang berartiy juga

diperankan oleh vektor komponen pertamiaingga vektor komponen ke-t
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LAMPIRAN 8

Efek Multikolinieritas dan Jumlah Variabel Prediktor yang melebihi Jumlah Observasi

L.8.1 Efek multikolinieritas

Msalkan terdapat dua variabel prediktardan > dengan model
y=Bx *+Bx,+e

apabila X dijadikan bentuk unit length scale misal, dimana

00 W "

;(x. % )?

maka Z'Z akan membentuk matriks korelasi dimana elemen-elemen yang berada

selain pada diagonal utama merupakan koefisien korefg$iantara variabel
prediktor ke-ldan keg. Kemudian, misalkan €(ZTZ)_1, dimana

! danc, =9 g=12,1=12
1-r2 n e T ’

G =

maka berdasarkan subbab 2.7.2 mengenai sifat-sifat perdehsirsquares,

variansi dari ,3 adalahC, o*dan kovariansi antar;@,, ,éq adalah C,qaz. Apabila
1, |- 1 (korelasi tinggi), maksar (,5}):(.‘1'02 - oo dan
cov(,[?I ,(?q) =C,0% - +wotergantung dari nilaf, = 1 ataur,, = -1.

Saat terdapat lebih dari dua variabel prediktor, elemen diagonalCpada
adalah
1
1-R?’

dimanaR®adalah proporsi variansi pada variabel prediktor k&g berhubungan

C, = 1=1,...k.

dengan variabel-variabel prediktor lainnya(O’brien, 2007). Jika terjadi korelasi
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2

yang kuat, R*’akan mendekati satu. Karena (/éqr):cua% maka

W,
korelasi yang kuat menjelaskan bahwa variansi pada penaksir least squares pada
parameter regresyj sangat besar. Begitu pula dengan kovariansi pédﬁ ,
korelasi yang kuat juga menyebabkan kovariansinya besar.

Semakin besar nilai dari varianﬁ, hasil pengujian parsial untuk

parameter regresi menjadi tidak signifik&engujian ini dapat dilakukan dengan

pengujian hipotesis sebagai berikut (Montgomery, et al., 2001)

H,: 5=0
H,: 5+0
dengan statistik uji
A ]

|
O - p i ~
=(4) JCo
Bentuk o tidak diketahui nilai sebenarnya, sehinggeakan ditaksir melalui
SS... (Sumof Squares Residual) yaitu

See. = Zl( %= %)
= ;QZ
=e'e
Substitusie=y— Xﬁ , sehingga
=(y=xb) (v~ xb)
=y'y-y"Xp-(XB) y +FTX'Xp
=yTy - 287Xy +BTXXp
KarenaX"Xp = X"y , makaSS,,. =y'y -p"X"y
SS... mempunyain-k derajat kebebasan karena terdagRaparameter yang
diestimasi di dalam model regresi sehingga

5o = S¥es _yTy-p'Xy
n-p  n-p
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Jadi, 6> merupakan penaksir unbiasathtuk o”.

Aturan keputusan pada statistik uji tersebut y&ity ditolak jika [, | >

tO/ L, (tabel t) namun, apabila nilai dari varian@ besar bahkan hingga
(o,

menuju tak hingga, nilai dart,akan cenderung kecil sehingga dapat terjadi

kondisi [, | < t%,n,n—k—l yang berarti H, tidak ditolak. Penolakar, tersebut

dapat disimpulkan variabel prediktof, tidak berkontribusi dalam model. Akan

tetapi, misalkan variabel prediktaX, tersebut dalam keadaan yang sebenarnya

diketahui berperan penting dan berkontribusi dalam menjelaskan model, sehingga
variabel prediktor tersebut tidak dapat dieliminasi dari model meskipun hasil

pengujian parsial parameter regresi tidak signifikan karena fjlgiq tzy Y
{ n,

maka untuk mengatasi masalah tersebut dibutuhkan metode lain salah satunya
Partial Least Squares Regression yang dijelaskan pada bab 3.
Multikolinieritas juga menyebabkan terjadinykesalahan tipe I

(probabilitas tidak menolakl, saatH salah) akan meningkat. Hal tersebut dapat
dilihat dart nilait, nya, semakin besar korelasi antar variabel prediktor, standar
error parameter regresi akan semakin besartgakan semakin kecil sehingga
kemungkinan kondisiH, tidak ditolak semakin besar dan semakin tidak

signifikan karena kondisi yang diinginkan adalah menolak hipotesis yang salah.
Kemudian, saafr, F1 (korelasi sempurna),(XTX)_l(daIam hal ini
(ZTZ)_1 tidak ada, mak{iXTX)singuIar ataL(XTX) matriks yang tidakull rank.

Akan dibuktikan bahw& juga matriks dil rank.

Bukti :

X adalah matriks berukuranx Kk,

karena(XTX) full rank, maka berdsarkan subbab 2.1.3 mengeara{ matriks,

rank (X7X )= min(kK) = k
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Misalkan X buka matriks full rank berarti rank(X) # min (n,k).

Dengan kondisi tersebut, ma@iTX) bukan matriks yang full rank

Hal tersebut kontradiksi dengan yang diketahui batﬁ\)@\x) adalah matriks

yang full rank Dengan demikiaX adalah matriks full rank

Lhtuk mengetahui lebih jelas bagaimana hubungan antara korelasi sempurna
denganX matriks yang tidakull rank (terdapat kombinasi linier ), akan diberikan
contoh berikut. Misalkan data menunjukkan bahwa terdapat kombinasi linier
antaraX; denganX, yaitu X, =2X,, dimana X, dan X, dijadikan bentukunit
length scale Z, , Z, dan y* yaitu

Y (% -%)° > (2%, - 2x%) (v.-y)

n
—_I= i=1 dan y* =L

_W ;2:\/2(2&2—279)2 W

Telah dijelaskan sebelumnya, Z merupakan matriks korelasi dan dapat ditulis

4

_ é(xl—z)z Z(xl—x)(%-ﬂo |
_n (Kl_il)z 3 ( 1—_)2 i(Z 1—2X1)
777 = n =1 \/izl & nX1 \/.:1 §
2 (%5 7%) (2%, = 2%) ;(ZM—ZE)Z
\/i;(xl-&)z\/g(%-%)z :1(2&1-271)

- |:rll rlZ} — R
r12 r22

dan akan diperoleh juga
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Seandainya digunakan metode OLS, maka taksiran dari parameter regresinya
adalah

b= (ZTZ )_12 Ty’

n

Z()gl _Yl)(le_ R1)

- i=1

1 \/g(xl‘i)z\/g(%‘%)z
3 (5.~ %) (25,- ) Sea-R) 2 | S (n-)
l_ n = n l_ n = n n = n
i, S Sien -2 |- x| | [S-mr Sy
g 2 (%2~ %) (2%, = 2%) iZ:,(le 2%)(y.-9)
\/Z(xl-xi)z\/ (2x-2x)° ) _\/g%—ﬁq)z Zl(y-y)z
Z(M_—)(Z)h_ﬁl) Z(&—K)(Zﬂl_z@)

D06%)0-y) DRI X(26-2)(4-)
D 6% (-9 D06 -x) D26 2) (26 = 20) (D% - v)
612\/|1 \/ul \/ll : \/i=1 \/él \/ll
e Zl‘,()ﬂl__)(le Zil)

>
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Apabilar, dijabarkan, maka diperoleh, =1,

Pembilangr,,
> (6~ %) (25,7 2%) = 2 (5,7 %) (4, %)
= ZZ: ()gf - 2%, —ilil)
=
Penyebutr,,
g(m-i)z =§1>ﬂf - %

Jadi
(th_x1)(2X|1 2X1) 2(2 )ﬁlz _nxfj
— i=1 = i=1 =
1 - - 3 1
\/Z(&l -%)" 22 (2%~ ) 2[21 X' = nxlzj
i=1 i=1 (=
terbukti

dengan kata lain, terjadi korelasi sempurna, dengan demikian penyeblﬁltjdari
62 akan bernilai nol. Kondisi tersebut mengakibatl%zﬁz)_ltidak ada karena
C, danC,, tidak terdefinisi.

Selain itu, jikar,, dijabarkan, maka diperolef) =,
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sehingga b, dan b,tidak terdefinisi Dengan demikian, nilaj3, dan B, tidak

dapat ditentukan hasilnya.
Jadi, saat terjadi kombinasi linier antara variabeddgttor satu dengan
yang lain ataX matriks yang tidak full ranksehingga terdapat korelasi sempurna

antara variabel-variabel tersebut, maka dengan metode OLSgndan g, tidak

dapat ditentukan hasilnya.
Berikut ini akan diperlihatkan efek dari banyaknya variabel prediktor

melebihi jumlah observasi.
L.8.2 Efek dari banyaknya variabel prediktor melebihi jumlah observasi

Sebelum membuktikan efek dari banyaknya variabel prediktor yang
melebihi jumlah observasi pada sistem persamaan ln#erXp, dimana dalam
menaksir parameternya menggunakan met@ieinary Least Sguares dan

menghasilkan

p=(X"X)XTy
akan diperlihatkan dahulu teorema dari Anton. H, 2000 yang menjamin bahwa
sistem persamaan linier mempunyai suatu penyelesaian kuadrat yang unik atau

tunggal.
8.2.1 Keunikan penyelesaian kuadrat terkecil

Sebelumnya, akan ditetapkan dahulu syarat-syarat dimana sistem
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persamaan linier mempunyai suatu penyelesaian kuadrat yang unik atau tunggal.

Teorema 8.2.1.a
Jika X adalah suatu matriks n x kaka pernyataan berikut ini ekuivalen

a) X mempunyai vektor-vektor kolom yang bebas secara linier

b) X'X dapat dibalik
Teorema berikut merupakan konsekuensi langsung dari teorema diatas

Teorema 8.2.1.bKeunikan penyelesaian kuadrat terkecil ).

JikaX adalah suatu matriksx k dengan vektor-vektor kolom yang bebas
secara linier, maka untuk setiap matrikgyang berukuram x 1, maka sistem
persamaan liniey=Xp mempunyai suatu penyelesaian kuadrat terkecil yang unik.

Penyelesaian ini diberikan oleh

B=(X"X)"Xy (9.2.1)

Telah dijelaskan sebelumnya pada subbab 2.3.2 mengenai taksiran parameter
regresi dengan metode Least Squarbahwa persaman (9.2.1) akan dipenuhi jika
1. X nya full rank,

2. tidak ada X, yang merupakan kombinasi linier dari X lainngtau

uncorrelated ,
3. jumlah observasi harus melebihi jumlah variabel prediktor.

Berikut ini akan diperlihatkampabila syarat tersebut tidak terpenuhi yaitu
banyaknya variabel prediktor melebihi jumlah observasi.

Teorema 8.2.1.c
Jikay=Xp adalah suatu sistem linier yang konsisten demgpasamaan
dan k peubah, dan jika&X mempunyai rank, maka penyelesaian dari sistem

tersebut mengandung n-r parameter.

Berarti berdasarkan teorema ini, sistem persaman linier f mémiliki
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penyelesaian umum minimal dengan satu parameter (hal ini terjadisaatan

k-n = 1) sehingga akan ada kemungkinan penyelesaian umumnya lebih dari satu
parameter atau lebih jauh lagi sgat Xp adalah sebarang sistem dimana jumlah
peubah(dalah hal ini jumlah variabel prediktor) lebih banyak dari jumlah
persamaan (jumlah observasi), maka vektor-vektor kofotdak bebas linier.

Hal tersebut sesuai dengan teorema-teorema berikut :

Teorema 8.2.1.d
Anggap S:{xl,...,xk} adalah himpunan vektor-vektor dalaxndengann

persamaan. Jika k > n, maka S tidak bebas secara linier”.

Teorema 8.2.1.e

Jika X adalah suatu matrike x k, maka pernyataan-pernyataan berikut
ekuivalen.

a) Xp =0 hanya memiliki penyelesaian yang trivial.

b) Vektor-vektor kolom darK bebas secara linier

c) y = Xp paling banyak mempunyai satu penyelesaian untuk setiap matriks y

yang berukuran nx 1

sedangkan berdasarkan teorema, Teorema 8.2.1.a dan Teorema 8.2olubij

yang diperoleh dari sistem persamaan linier yp=akalah solusi yang tunggal.
Jadi, terbuktjika jumlah variabel prediktor lebih banyak dari jumlah observasi,

sistem persaman liniey = Xp memiliki tak hingga penyelesaian dengan kata lain

solusinya (dalam hal ini solusi least squaresitu p) tidak tunggal.
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LAMPIRAN 9
Sintaks dan Output algoritma NIPALS pada Aplikasi Data

Berikut ini akan ditampilkan sintaks yang digunakan dalam bab 4 dan output

yang dihasilkan dengan softwaneathlab 5.2.1.

L.9.1 Sintaks

f unction [w, t, p, c,var_x, var_y]=nipals(x,y,tol)
fp rintf('Data yang akan digunakan :\n");
disp('matriks x :);
disp(x);
disp('matriks y :);
disp(y);
%cari mean centery
[a b] = size(y);
ybar = sum(y)/a;
vybar =y;
fori=l:a
vybar(i,1)=vybar(i,1)-ybar;
end
%cari mean center dari x
[c d] = size(x);
xbar = zeros(d,d);
fori=1:d
xbar(i,i)=sum(x(:,i))/c;
end
e = ones(c,d);
xbar = e*xbar;
vxbar = x - xbar;
dx = diag(vxbar*vxbar,0);
tr_x = sum(dx); %hitung trace Xx'x
%set initial value
y = vybar;
X = vxbar;
n=1;
%proses iterasi nipal
while (max(max(x))>tol)
fprintf(iterasi ke-%d',n);
w = (X"*y)./norm(x'*y)
t = x*w
p = (X™t)./(t"™*t)
c = (t™y)./(t™*t)
X =X-tp'
y=y-tt
var_x = ((t*t)*(p"*p))/tr_x
var_y =1 - (((vybar - t*c)*(vybar - t*c))/(vybar*vybar))
n=n+1,
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pause;
end

Berikut ini akan ditampilkan output dari sintaks yang digunakan dengan
software matlab 5.3.1

L.9.2 Output
L.9.2.1 Output Sintaks pada L.9.1

File Edit Wiew MWindow Help

D@y =@ -8 8 kel
|
> nipals(x,y,107(-4)) i
Data yang akan digunakan :
matriks = :
7 7 13 7
L] 3 14 7
10 5 12 5
16 7 11 3 A
13 3 18 3
matriks y :
7
7
5
I
2
iterasi ke-1
u =
—-8.8437
B8.1823
B8.3324
8.4098
t =
3.8860
6.3402 &

Ready il

4 start [ o dinke [ nipals [Compatibii,.. | T} LAMPIRANZ[Co... MATLAB Editor/Div | <} MATLAB Comman... @ L@ PR BET%) 10

J MATLAB Command Window E@El

File Edit Wiew MWindow Help

Dy el fe.s w v |

t =

3.8860
6.3482

—-6.080879
-4.2183

-08.9612
-B8.8777
8.2848
8.3746

B8.3582

8.5821 2.3821 -8.1837 B.5442
-B.2861 -1.5871 8.1993 -8.3752

-5856 1.5330 8.70863 0.25087
-80816 -2.3279 -08.8019 -0.4197 |

& vqdipke ‘E_:."! nipals 7 AMPIRAN 2 [0, MATLAB EditariD... b MATLAB Comman ..
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Fle Edit Yiew Window Help

8.5821
-8.2861

B.5856
-8.8816

=

6879
-8.2713

-

1522
-1.4888

var_x =

=

-8596

var_y =
B.7785

Ready

2.3821  -0.1837 B.5442
-1.5871 8.1993 -8.3752
a i} a
1.5330 B.7063 B8.2587
-2.3279 -B.8019 -0.4107

iterasi ke-2

- 'MATLAB Command Window

File Edit View Window Help

| D@ maaEla & & o |

U =

2085
9887
2uhp
1738

o= m @

]

3072
L4693

|
=y

-

7792
6178

|
]

= m o

0.4428

Ready
' start

iterasi ke-2

& i dinke T il . : MATLAB
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-} MATLAB Command Window

Fle Edit View Window Help

-0.1281 01467  -0.4760 8.1023
a.1101  -0.1345 0.4364 -0.0938
] a ] a
6.1658 -0.1292 6.4192  -0.0961
-0.0958 8.1178  -0.3796 0.0816

-8.4137
8.3793

0.3644
-8.3300
var_x =

8.1336

var_y =
6.1906

iterasi ke-3

MATLAB Editar

A'MATLAB Command Window
Fle Edit View Window Help
| D@l Bl 8B 2

iterasi ke-3 ~
W =

8.2299
-8.2867
8.9118
-8.1958

-8.5225
4798

=

=

-4661
-8.4167

B.2299
-8.2867
8.9118
-0.1958

8.7919

Ready ] i 1

‘4 start i o dipke tbil,. AV MATLAB Edtar
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<} MATLAB Command Window B@rg|
File Edit View ‘Window Help
nNE 3 o (@8 B ? |

K = -

1.0e-015 =

B.2776 -0.3853 -8.2776 -9.2359
8.5274 8.2220  -0.1665 -0.2914
L} a 8 a
-0.2498 -0.2228 B.8555 B.3747
-0.0555 0.3886 02776 0.4163

y =

*

1.8e-815
-B.2776
-8.8555
i}

i}
B.1665

var_x =

B.08867

var_y =

08.0309

Ready | I i
—————

MATLAE Edito 1D J MATLAB Commar .,

Karena telah terbentuk matriks nol, maka iterasi berjalan hingga iterasi ketiga.

L.9.2.2 Output matriks komponen T ortogonal
MMATLAB Command Window: g@@

File  Edit Wiew Window Help
|D@|$-'ﬁ§1l§.\”‘@ 8 = 2
» t1=[3.8B6;6.3402;0;-6.0079;-4.2183]

[

t1 =

3.8860
6.3482
a
-6.86879
-4.2183

» t2=[2.3072;-1.4693;0;1.7792;-2.617]

2.3872
-1.4693
a
1.7792
-2.6178

» t3=[-0.5225;0.479;0;0.4601;-0.4167]
t3 =

-8.522%
8.4790

a.u681
-0.4167

Ready

el
:4 start -} MATLAE Command
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tjit,=0 tjt,=0 tit,=0T'T=I

-} MATLAB Command Window
Flle Edit Wiew Window Help
|0 BB R 2
-
v t1° =2 i
ans =
1.5876e-004
» t1° =t3
ans =
5.1620e-805
> t2' =3
ans =
-1.9288e-004
> T=[t1 2 t3]
T =
3.8860 2.3872 —0.5225
6.3482 -1.4693 8.4790
a a a
-6.8679 1.7792 8.4601 =
—4.2183 -2.6178 —B.4167 =
> T'*T ~|

A MATLAB Command Window
File Edit WView Window Help
| s e mas
~
-1.9288e-004 T
> T=[t1 t2 t3]
T =
3.8860 2.36872 -0.5225
6.3402 -1.4693 0.4790
(] ] ]
-6.0079 1.7792 04601
-4.2183 -2.6170 -0.4167
> T %T
ans =
109.1888 @.8882 08.8881
0.680882 174963 -0.688682
6.8801  -0.0082 0.8878
» 1nU(T'*T)
ans =
8.8892 -0.8008 -0.8000
-0.8000 0.8572 0.8000
—-0.686080 6.0000 1.1264 B
> 2
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L.9.2.3 Output pembuktian W ortonormal

) MATLAB Command Window =X
Fle Edt View Window Help
|0 w| 5B @B R 2

» Ww1=[-B.8437;0.1823;0.3324;0.489]

>

—-8.8u37
08.1023
8.3324
68.4090

» W2=[8.29085;0.9887;0.244;0.1738]
w2 =
8.2908%
8.9887
8.2u40
8.1738
> w3=[09.2299;-0.2807;0.911;-0.1958]
w3 =
08.2299
-0.2887
8.9118
-B.1958
> W1t Y2

ans =

£

Ready |
¥ start

w;w, =0 w;w, =0 dan wjw, =0
-2 MATLAB Command Window B@@

File Edt View Window Help
_DB“|§-E;'1E\“\@I:E B 2
8.1738

>

> w3=[0.2299;-0.2807;0.911;-0.1958]
w3 =
8.2299
-0.2887
8.9118
-B.1958
> U1 xy2
ans =
5.4960e-005
> wlt =wd
ans =
5.1960e-005
> W2 =wd
ans =

-3.2180e-005

>

i

Ready | |
‘4 start

w;w, =1, wiw, =ldanwiw, =1
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) MATLAB Command Window
Fle Edit View Window Help
Dy @@ o @i e
~

> ul xul i
ans =

1.00861
> W2 =2
ans =

8.9999
> W3 =u3
ans =

8.9999
v W=[wl w2 w3]
W =

-0.8437 8.2985 8.2299

8.1823 8.9887 -8.2807

8.3324 B.2u40 8.9118

8.4890 8.1738 -0.1958 =
> Ul

]

A MATLAB Command Window E||§“E| |
File Edit Wiew Window Help
D@ | & B EpeEile | 2
Al
8.9999 F
> W3 =u3
ans =
8.9999
> W=[wl w2 wd]
v =
-0.8437 8.2985 8.2299
a.1823 8.9887 -8.2807
8.3324 8.2448 a.9118
8.4098 8.1738 -8.1958
> Wl
ans =
1.08081 a.0081 a.08681
a.0001 8.9999 —a.008088
8.0081 —a.o088 8.9999
- | 2
Ready CAP [

Dari output matlab tersebut, terbuktioftogonal dan Wortonormal
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L.9.2.4 Output beta_pls

Flle Edit Yiew Window Help

|ID@|ymelo | mEin|
r uz=[ul w2] 3
w2 =
—-0.8u37 8.2985%
8.1023 8.9087
0.3324 0.2440
0.4090 8.1738
» p1=[-B8.9812;-0.8777;0.284;8.3746]
p1 =
-8.9812
-B.8777
6.28u48
8.3746
> p2=[8.2697;0.9342;0.161450.1915]
p2 =
0.2697
0.9342
8.1614 =i
8.1915
> P2=[p1 p2]
P2 = .

LM, B Command Window' E“Erz‘
File Edit Wiew Window Help

(D@ vmelola 2me

[

-8.9812
-8.8777
8.2840
08.3746

> P2=[8.2697;8.9342;0.161458.1915]
p2 =
8.2697
8.9342
81614
8.1915
> P2=[p1 p2]
P2 =
-0.9612  0.2697
-0.8777  0.9342
82840 0.1614
8.3746  0.1915
> C2=[0.3582 8.4428]

c2 - B

0.3582 0.4428
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M Command dow
Fle Edit View Window Help
D@ 2 oo @8 Rl
8.2840 8.1614 ~
08.37u4b 8.1915
» C2=[B.3582 B.4428]
c2 =
08.3582 0.5428
> Inu_P2W2=inu(P2=2)
727% Error using ==> =
Inner matrix dimensions must agree.
> Inu_P2W2=inu (P2’ =42)
Inu P2U2 =
1.00800 8.1988
0.00680 1.8061
» beta pls=U2=Inu_P2uU2=(2*
beta_pls =
—-B.2475
B.4u480
8.2563 =
8.2593
> =
Ready [ O
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