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ABSTRAK

Nama : Fathin Chamama
Program Studi : Magister Matematika
Judul : Model Katastrofe Cusp Stokastik pada Krisis Pasar Saham

Teori katastrofe menjelaskan bahwa perubahan kecil (smooth change) pada suatu
parameter akan menyebabkan rusaknya kestabilan dan menimbulkan perubahan
perilaku sistem yang drastis secara tiba-tiba. Dengan menggunakan kalkulus
stokastik, fungsi delta Dirac, transformasi Fourier terhadap fungsi karakteristik
serta persamaan Fokker-Planck, dapat dijelaskan hubungan antara model
katastrofe cusp stokastik dengan suatu fungsi densitas probabilitas (FDP) stasioner.
Pada tesis ini ditunjukkan bahwa model katastrofe cusp stokastik dapat digunakan
untuk menjelaskan peristiwa krisis pasar saham, yaitu krisis Black Monday pada
19 Oktober 1987 di pasar saham Amerika. Estimasi parameter dengan metode
momen menunjukkan bahwa terdapat perubahan nilai diskriminan Cardan dari
positif ke negatif, sehingga menunjukkan adanya kasus perubahan FDP dari
unimodal ke bimodal. Peristiwa katastrofe pada data Black Monday menunjukkan
bahwa krisis ini dipengaruhi oleh faktor internal.

Kata Kunci : teori katastrofe, cusp stokastik, Black Monday
xii+81 halaman : 16 gambar; 3 tabel; 2 lampiran
Daftar Pustaka : 30 (1980-2012)
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ABSTRACT

Name : Fathin Chamama
Program Study : Magister of Mathematics
Title : Stochastic Cusp Catastrophe Model on Stock Market Crash

Catastrophe theory explains that a smooth change of parameters can perturb the
system stability to a sudden discontinuous state. Using stochastic calculus, Dirac
delta function, Fourier transform of characteristic function, and Fokker-Planck
equation we show the connection between stochastic cusp catastrophe model to a
stationer probability density function (PDF). This thesis shows that stochastic cusp
catastrophe model can explains U.S stock market crash in October 19, 1987 called
Black Monday. Parameter estimations using momen method shows change of
Cardan discriminant from positive to negative which explain the stationer PDF in
unimodal case to bimodal case. Catastrophe in Black Monday data explains that
the crisis influenced by internal factor.

Key Words : catastrophe theory, stochastic cusp, Black Monday
xii+81 pages : 16 pictures; 3 tables; 2 appendix
Bibliography : 30 (1980-2012)
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Perilaku pasar saham seringkali sulit diprediksi apakah akan mengalami

kenaikan, penurunan atau cenderung stabil. Ketidakpastian kondisi pasar saham

dapat mengakibatkan para investor melakukan tindakan-tindakan antisipasi agar

tidak mengalami kerugian dalam berinvestasi. Terdapat dua alat analisis yang

dipergunakan investor dalam berinvestasi di pasar saham, yaitu analisis teknis dan

analisis fundamental.

Analisis teknis merupakan alat analisis yang sederhana, yaitu analisis harga

saham dengan menggunakan grafik (chart) pergerakan saham pada jangka waktu

tertentu. Grafik harga saham dan transaksi volume saham yang dibuat dalam

jangka panjang akan memberikan arti atau informasi bagi pengguna analisis teknis

untuk melihat kecenderungan (tren) harga saham ke depan. Kelompok investor

yang menggunakan analisis teknis dalam berinvestasi dinamakan sebagai chartist.

Analisis fundamental merupakan analisis harga saham dengan mempelajari

faktor-faktor ekonomi yang mempengaruhi pasar, seperti penawaran (supply) dan

permintaan (demand). Analisis fundamental digunakan untuk memperkirakan nilai

intrinsik dari suatu saham sehingga dapat digunakan sabagai alat proyeksi

keuntungan berdasarkan prospek pasar di masa yang akan datang. Nilai intrinsik

merupakan suatu nilai nyata dari premi sebuah opsi yang merupakan selisih antara

harga kesepakatan dan harga aset acuan. Kelompok investor yang menggunakan

analisis fundamental dalam berinvestasi dinamakan sebagai fundamentalist.

Perilaku investor chartist dan fundamentalist mempengaruhi pergerakan

pasar saham. Jika kelompok chartist sedikit maka perilaku pasar cenderung

meningkat karena pasar lebih banyak digerakkan oleh kelompok fundamentalist

yang memiliki kemampuan analisis pasar. Sebaliknya jika jumlah investor chartist

1
Model katastrofe..., Fathin Chamama FMIPA UI, 2012



2

besar mengakibatkan ketidakstabilan pada pasar karena banyaknya spekulasi uang

pada pasar. Perilaku pasar yang tidak stabil tersebut dapat terjadi secara gradual

maupun mendadak.

Perilaku pasar saham yang tidak bisa diprediksi, terutama perubahan yang

mendadak merupakan hal yang menakutkan pada dunia keuangan. Teori katastrofe

hadir mengurai informasi-informasi yang mungkin diperlukan untuk meneliti

fenomena perubahan pasar saham yang mendadak. Teori katastrofe memberikan

penjelasan bahwa perubahan kecil suatu parameter akan menyebabkan rusaknya

kestabilan dan menimbulkan perubahan perilaku sistem yang drastis dan tiba-tiba.

Pada tesis ini teori katastrofe digunakan untuk menjelaskan perubahan perilaku

indeks pasar saham yang mendadak, yaitu krisis pasar saham Amerika pada 19

Oktober 1987 yang dikenal dengan nama Black Monday, dimana perdagangan

pada pasar saham mengalami penurunan drastis 20,5% dalam sehari

(Barunik dan Vosvrda, 2009).

Teori katastrofe dikenalkan pertama kali oleh René Thom pada awal dekade

1970. Teori katastrofe mulai dikenal luas setelah pada tahun 1975 E.C. Zeeman

menciptakan mesin katastrofe yang digunakan untuk menjelaskan perilaku

ketidakstabilan pasar saham. Salah satu hipotesis Zeeman adalah bahwa terdapat

dua kelompok investor yang mempengaruhi perilaku pasar, yaitu kelompok

chartist dan fundamentalist (Barunik dan Vosvrda, 2009). Model katastrofe cusp

stokastik diasumsikan sesuai untuk menjelaskan perilaku pasar saham karena

model katastrofe cusp stokastik dikendalikan oleh dua parameter kontrol yaitu

faktor asimetri dan faktor bifurkasi. Dalam tesis ini fundamentalist diasumsikan

sebagai faktor asimetri dan chartist diasumsikan sebagai faktor bifurkasi.

Teori katastrofe telah digunakan dalam penelitian di berbagai bidang di

antaranya bidang biologi oleh Naparstek pada tahun 1974 yang disampaikan pada

(Cobb dan Zacks, 1985), bidang ekonomi oleh Fischer dan Jammernegg (1986),

bidang kimia oleh Kwok (1990), bidang psikologi oleh Guastello (2000), dan

bidang sosial oleh van der Maas, Kolstein, dan van der Pligt (2003). Teori

katastrofe merupakan cabang dari teori bifurkasi dalam studi sistem dinamik. Teori

bifurkasi mempelajari dan mengklasifikasikan fenomena yang dibentuk oleh

Universitas Indonesia
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perubahan tiba-tiba perilaku sistem yang muncul dari perubahan kecil faktor-faktor

di dalamnya. Fenomena tersebut bisa membawa perubahan yang tiba-tiba dan

dramatis, misalnya runtuhnya jembatan karena adanya sedikit penambahan

tekanan (Barunik dan Vosvrda, 2009). Fenomena perubahan perilaku sistem yang

tiba-tiba tersebut dapat terjadi pada perilaku pasar saham, misalnya krisis pasar

saham Black Monday di Amerika.

1.2 Perumusan Masalah

Rumusan masalah pada penelitian ini adalah apakah model katastrofe cusp

stokastik dengan variabel kontrol spekulasi (speculative money) pada pasar modal

dan permintaan saham yang melampaui batas, mampu menjelaskan kejadian

perubahan drastis yang mendadak pada indeks harga saham yang terjadi pada

peristiwa Black Monday tanggal 19 Oktober 1987 di pasar saham Amerika.

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah menjelaskan apakah model katastrofe cusp

stokastik mampu menjelaskan kejadian perubahan drastis yang mendadak pada

indeks harga saham pada peristiwa Black Monday.

1.4 Metodologi Penyelesaian Masalah

Metode yang digunakan dalam penyelesaian masalah adalah sebagai berikut:

1. Studi literatur; yaitu mempelajari teori-teori yang berkaitan dengan topik

penelitian, di antaranya teori katastrofe elementer, persamaan diferensial

stokastik, serta teori-teori dasar tentang pasar saham dan pasar modal.

2. Estimasi; yaitu melakukan estimasi parameter-parameter pada model

katastrofe cusp stokastik dengan menggunakan metode momen.

3. Simulasi; menunjukkan adanya peristiwa katastrofe pada perubahan indeks

harga saham yang drastis dan mendadak pada peristiwa Black Monday.

Universitas Indonesia
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BAB 2

LANDASAN TEORI

Pada bab ini dibahas teori-teori yang digunakan dalam pembahasan topik

utama. Pada subbab 2.1 dibahas tentang teori katastrofe elementer, beserta

teori-teori yang berkaitan dengan sistem dinamik, seperti sistem gradien dan fungsi

potensial. Pada subbab 2.2 ditulis teori-teori yang mendukung pembahasan model

katastrofe cusp stokastik, seperti proses stokastik, fungsi karakteristik, delta Dirac,

fungsi densitas probabilitas, dan teori-teori lain yang terkait.

2.1 Katastrofe Elementer

Castrigiano dan Hayes (1993) menyatakan bahwa teori katastrofe pertama

kali dikenalkan oleh René Thom pada awal dekade 1970 dengan bukunya yang

berjudul Stabilité structurelle et morphogenèse. Teori katastrofe menjadi populer

setelah E.C. Zeeman menciptakan mesin katastrofe yaitu suatu mesin rakitan yang

dapat menggambarkan adanya peristiwa katastrofe. Mesin yang kemudian dikenal

sebagai mesin katastrofe Zeeman ini dikembangkan dalam format flash oleh

Daniel J. Cross (Cross, 2011).

Berdasarkan Kamus Besar Bahasa Indonesia (KBBI, 2012), katastrofe

mempunyai arti malapetaka besar yang datang secara tiba-tiba atau perubahan

cepat dan mendadak pada permukaan bumi. Katastrofe yang dibahas pada

penelitian ini adalah teori yang mengklasifikasikan fenomena perubahan

mendadak pada suatu sistem dinamik yang digambarkan oleh titik kritis suatu

fungsi mulus (smooth).

Bentuk geometrik dari suatu fungsi mulus dapat digambarkan setelah

titik-titik kritisnya diperoleh karena pada titik-titik tersebut perilaku fungsi

mengalami perubahan. Notasi-notasi yang digunakan dalam pembahasan titik

kritis, dituliskan pada Tabel 2.1.

4
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Tabel 2.1: Daftar notasi

Notasi Keterangan

f : U ⊆ Rn → R

Dk f (p) Turunan ke-k fungsi f pada titik p ∈ U , dengan k

adalah bilangan bulat tak negatif dan n = 1.

D0 f (p) := f (p) dan D1 f (p) := D f (p)

f (p), f ′(p), f ′′(p),

..., f k(p)

Fungsi turunan satu variabel, n = 1.

Dk
i f (p), ∂k f

∂xk
i
(p). Turunan parsial f ke-i pada titik p pada order k

dengan k ∈ N, i = 1, ...,n.

Untuk k = 1, Di f (p) atau ∂ f
∂xi

(p); dan

D0
i f (p) := f (p).

D f (p) Pemetaan linear Rn → R yang memetakan

(y1, ...,yn) 7→ D1 f (p)y1 + ...+Dn f (p)yn.

D f (p)= (D1 f (p), ...,Dn f (p)) ∈ Rn dan merupakan

gradien f di titik p.

Untuk memahami hubungan antara fungsi mulus dengan titik kritis, berikut

diberikan beberapa definisi yang bersumber dari Castrigiano dan Hayes (1993).

Definisi 2.1 Misal U adalah suatu subhimpunan buka di Rn. Suatu fungsi

f : U → R dikatakan mulus jika f mempunyai turunan pada sembarang order.

Definisi 2.2 Suatu titik p ∈U disebut titik kritis atau titik ekuilibrium dari

f : U ⊆ Rn → R jika D f (p) = 0.

Definisi 2.3 Suatu titik kritis p ∈U dari f : U ⊆ Rn → R disebut terisolasi

(isolated) jika terdapat lingkungan V dari titik p ∈U sedemikian sehingga tidak

ada titik di V selain p, yang merupakan titik kritis.

Titik-titik kritis dari suatu fungsi mulus dibedakan menjadi dua jenis yaitu

titik kritis degenerasi dan titik kritis nondegenerasi. Untuk mengetahui jenis titik
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kritis, berikut adalah hal-hal yang digunakan dalam pembahasan titik kritis.

Matriks Hessian dari f : U ⊆ Rn → R adalah

D2 f (p) =


D2

1 f (p) D2D1 f (p) ... DnD1 f (p)
...

... ...
...

D1Dn f (p) D2Dn f (p) ... D2
n f (p)

 .

Matriks Hessian D2 f (p) adalah matriks yang entrinya merupakan semua turunan

parsial kedua dari f di p dengan

DiD j f (p) =
∂2 f

∂xi∂x j
(p),

yaitu merupakan turunan parsial campuran fungsi f di titik p pada koordinat ke-i

dan ke- j. Pada pembelajaran kalkulus elementer, matriks Hessian digunakan untuk

menentukan apakah suatu titik kritis merupakan titik maksimum, titik minimum

atau titik sadel. Pada pembelajaran katastrofe elementer, matriks Hessian

digunakan untuk menentukan apakah suatu titik kritis bersifat degenerasi atau

nondegenerasi berdasarkan definisi sebagai berikut:

Definisi 2.4 Suatu titik kritis p ∈U dari fungsi f : U ⊆ Rn → R adalah

nondegenerasi jika matriks Hessian D2 f (p) mempunyai balikan. Jika tidak

demikian, titik p disebut degenerasi.

Fungsi mulus yang memiliki titik kritis degenerasi terisolasi (isolated

degenerate) menjadi dasar bagi pembahasan teori katastrofe. Teori katastrofe

diawali dengan tujuh fungsi yang mempunyai sifat tersebut. Empat fungsi di

antaranya merupakan pemetaan f : R→ R yaitu x3,x4,x5 dan x6, sedangkan tiga

fungsi lainnya adalah pemetaan f : R2 → R yaitu x3 − xy2,x3 + y3, dan x2y+ y4.

Ketujuh fungsi tersebut memiliki titik kritis tunggal yang bersifat degenerasi

terisolasi yaitu pada titik pusat koordinat. Titik-titik kritis ketujuh fungsi tersebut

dikenal sebagai tujuh katastrofe elementer (7 elementary catastrophes).

Castrigiano dan Hayes (1993) menyatakan bahwa menurut René Thom,

setelah suatu perubahan kecil pada koordinat- koordinat tertentu, fungsi-fungsi

katastrofe elementer f berubah menjadi jumlahan dua fungsi P dan Q, dengan P
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adalah salah satu dari tujuh katastrofe elementer dan Q adalah suatu bentuk

kuadratik nondegenerasi. Fungsi baru berupa jumlahan dua fungsi ini dinamakan

sebagai universal unfolding atau bentuk gangguan dari f , dan dinotasikan sebagai

F : Rn ×Rr → R dengan n adalah dimensi ruang state dan r adalah dimensi ruang

parameter. Pembahasan lebih mendalam tentang bentuk kuadratik dan universal

unfolding terdapat pada Castrigiano dan Hayes (1993).

Berdasarkan tujuh fungsi katastrofe elementer, René Thom memperkenalkan

tujuh bentuk katastrofe seperti pada Tabel 2.2 (Castrigiano dan Hayes, 1993).

Tabel 2.2: Tujuh bentuk katastrofe

Kelas Eki-
valen f

Banyak Pa-
rameter

Bentuk Gangguan (F) Nama
Katastrofe

[x3] 1 [x3 +ux] fold

± [x4] 2 ±[x4 −ux2 + vx] cusp

[x5] 3 [x5 +ux3 + vx2 +wx] swallowtail

± [x6] 4 ±[x6 + tx4 +ux3 + vx2 +wx] butterfly

[x3 − xy2] 3 [x3 − xy2 +w(x2 + y2)−ux− vy] elliptic
umbilic

[x3 + y3] 3 [x3 + y3 +wxy−ux− vy] hyperbolic
umbilic

± [x2y+y4] 4 ±[x2y+y4+wx2+ ty2−ux−vy] parabolic
umbilic

Tujuh bentuk katastrofe pada Tabel 2.2 dapat digunakan untuk melihat

bentuk geometrik dari suatu fungsi mulus. Pada teori katastrofe, bentuk geometrik

fungsi mulus yang dikenal adalah permukaan katastrofe, himpunan katastrofe dan

himpunan bifurkasi yang didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 2.5 Misal F : W ⊆ Rn+r → R terdefinisi di lingkungan buka W pada titik

pusat 0 dari Rn+r. Himpunan:

MF :=
{
(x, u⃗) : DF⃗u(x) = 0

}
(2.1)

dinamakan sebagai permukaan katastrofe, yaitu himpunan semua titik kritis dari
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semua fungsi parsial F⃗u(x) := F (⃗u,x) dari F.

CF :=
{
(x, u⃗) ∈ MF : D2F⃗u(x) = 0

}
(2.2)

dinamakan sebagai himpunan katastrofe dari F.

BF :=
{

u⃗ ∈ Rr : ∃x ∈ Rn,(x, u⃗) ∈CF

}
(2.3)

dinamakan himpunan bifurkasi dari F, yaitu proyeksi CF terhadap ruang

parameter Rr (Castrigiano dan Hayes, 1993).

Setelah bentuk geometrik dari suatu permukaan katastrofe diperoleh, maka

dapat ditentukan kestabilan dan ketidakstabilan dari himpunan titik kritisnya. Pada

subbab selanjutnya dibahas tentang kestabilan dari suatu permukaan katastrofe

yang dapat ditentukan dengan melihat titik ekstrim fungsi potensialnya.

2.1.1 Fungsi Potensial

Kestabilan suatu permukaan katastrofe berkaitan erat dengan fungsi

potensial tertentu, sehingga pada subbab ini dibahas tentang fungsi potensial dan

hubungannya dengan permukaan katastrofe. Sebelum membahas fungsi potensial

terlebih dahulu dibahas tentang sistem gradien. Menurut Hirsch dan Smale (2004),

suatu sistem gradien pada Rn adalah suatu sistem persamaan diferensial dengan

bentuk

dx
dt

=−grad V (x), (2.4)

dengan V : Rn → R adalah fungsi mulus. Gradien dari V adalah

grad V =
(

∂V
∂x1

, ∂V
∂x2

, ..., ∂V
∂xn

)
dengan −grad V (x) = grad(−V (x)).

Sistem gradien mempunyai keterkaitan dengan fungsi potensial. Fungsi

potensial merupakan salah satu metode yang bisa digunakan untuk melihat

perilaku suatu persamaan diferensial. Sistem dinamik dari suatu fungsi berkaitan
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dengan fungsi potensialnya, yaitu

dx
dt

=− d
dx

V (x). (2.5)

Misal x(t) adalah solusi dari persamaan (2.5) maka titik-titik ekuilibrium dari

persamaan (2.5) adalah titik-titik ekstrim dari fungsi potensial V . Jika V

diinterpretasikan sebagai fungsi energi potensial maka titik minimum dari fungsi

potensialnya merupakan titik ekuilibrium stabil dan titik maksimumnya

merepresentasikan titik ekuilibrium tak stabil (Castrigiano dan Hayes, 1993).

Hubungan antara suatu sistem dinamik dan fungsi potensialnya dapat dilihat

pada contoh yang bersumber dari Hale dan Kocak (1991) sebagai berikut:

Diberikan suatu sistem dinamik

dx
dt

= x− x3. (2.6)

Dengan menggunakan persamaan (2.5) maka fungsi potensial V (x) dari persamaan

(2.6) adalah :

V (x) =−
∫ x

0

ds
dt

ds =
∫ x

0
s3 − s ds =

x4

4
− x2

2
. (2.7)

Gambar 2.1: Grafik fungsi potensial V (x) = x4

4 − x2

2 .
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Titik-titik kritis dari V (x) adalah nilai-nilai yang memenuhi grad V (x) = 0

yaitu pada x =−1,0, dan 1. Untuk melihat hubungan dx
dt dengan fungsi potensial

V (x), dimisalkan suatu partikel diletakkan di sepanjang lintasan fungsi potensial

V (x) pada Gambar 2.1. Gerak partikel diumpamakan sebagai sistem dinamik dari

solusi. Dengan memperhatikan gerak partikel sepanjang lintasan dapat dilihat

bahwa gerak partikel selalu menurun. Dengan demikian fungsi potensial V (x)

mempunyai dua titik minimum di x =−1 dan x = 1 dan satu titik maksimum di

x = 0. Menurut Castrigiano dan Hayes (1993), V (x) dapat diinterpretasikan

sebagai fungsi energi potensial. Dengan demikian dapat diinterpretasikan bahwa

sistem dinamik (2.6) mempunyai titik ekuilibrium stabil di x =−1 dan x = 1 dan

titik ekuilibrium tak stabil di x = 0.

Grafik sistem dinamik dx
dt = x− x3 dapat dilihat pada Gambar 2.2. Sesuai

Definisi 2.2 maka titik ekuilibrium dari dx
dt adalah titik-titik dimana dx

dt bernilai

nol, yaitu pada titik x =−1,0, dan 1. Dengan demikian terdapat empat interval

pada sumbu x yaitu (−∞,−1),(−1,0),(0,1), dan (1,∞). Pada interval (−∞,−1)

dan (0,1), nilai dx
dt > 0 , sehingga pergerakan variabel x akan menuju arah positif

(digambarkan dengan panah ke kanan). Pada interval (−1,0) dan (1,∞), nilai
dx
dt < 0 , sehingga pergerakan variabel x akan menuju arah negatif (digambarkan

dengan panah ke kiri).

Berdasarkan pergerakan variabel x, titik ekuilibrium x =−1 dan x = 1 pada

Gambar 2.2 merupakan titik ekuilibrium stabil. Artinya jika pada titik ekuilibrium

tersebut sistem mengalami sedikit gangguan maka sistem akan kembali ke titik

ekuilibrium stabil. Sifat kestabilan tersebut digambarkan dengan anak panah yang

menuju titik ekuilibrium stabil di titik x =−1 dan x = 1. Karena sifat ini maka

titik ekuilibrium stabil disebut sebagai penarik (attractor). titik ekuilibrium tak

stabil x = 0 disebut sebagai pelontar (repellor) karena jika pada titik x = 0 sistem

mengalami sedikit gangguan maka sistem akan terlempar ke titik ekuilibrium

stabil di x =−1 atau x = 1. Sifat pelontar ditunjukkan dengan anak panah ke arah

titik ekuilibrium stabil.
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Gambar 2.2: Grafik dx
dt = x− x3.

Fungsi potensial V (x) dapat dianggap sebagai fungsi parsial F⃗u dari fungsi

katastrofe sehingga dx
dt dapat dianggap sebagai −DF⃗u. Dengan demikian

kestabilan titik ekuilibrium F⃗u dapat ditentukan dengan titik-titik ekstrim dari F⃗u.

Misal F⃗u adalah fungsi mulus dan x̄ ∈ MF adalah titik ekuilibrium dari F⃗u. Jika

D2F⃗u(x̄) ̸= 0, maka titik ekuilibrium x̄ merupakan titik ekuilibrium stabil jika

D2F⃗u(x̄)> 0, dan merupakan titik ekuilibrium tak stabil jika D2F⃗u(x̄)< 0. Grafik

dari V (x) = F⃗u(x) = x4

4 − x2

2 pada Gambar 2.1 menunjukkan titik ekuilibrium F⃗u(x)

adalah x =−1,0, dan 1 dengan titik ekuilibrium stabil x =−1 dan x = 1 dan titik

ekuilibrium tak stabil x = 0.

Dari pembahasan subbab fungsi potensial ini, dapat diambil kesimpulan

bahwa kestabilan titik-titik ekstrim suatu fungsi potensial bersesuaian dengan

kestabilan suatu permukaan katastrofe. Pada subbab berikutnya dibahas dua

bentuk katastrofe yaitu katastrofe fold dan cusp. Katastrofe fold melibatkan satu

parameter kontrol sedangkan katastrofe cusp melibatkan dua parameter kontrol,

dengan sifat dan ciri yang dibahas pada dua subbab berikutnya.

2.1.2 Fold

Fold adalah bentuk katastrofe yang paling sederhana. Katastrofe fold berasal

dari fungsi f (x) = x3 yang diberikan perturbasi dengan menambahkan satu
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parameter kontrol u. Bentuk umum katastrofe fold adalah

F : R×R→ R,

F(x,u) := x3 +ux, (2.8)

dengan x adalah variabel keadaan (state variable) dan u adalah parameter kontrol

(Castrigiano dan Hayes, 1993).

Untuk setiap nilai parameter u, fungsi Fu : R→ R,Fu(x) := x3 +ux,

merepresentasikan gangguan terhadap f = F0, sehingga F(x,0) = f (x) = x3.

Fungsi f = F0 mempunyai satu titik kritis degenerasi, tapi tidak demikian pada Fu

jika u ̸= 0.

Gambar 2.3: Grafik Fu(x) = x3 +ux dengan u > 0,u = 0,u < 0.

Gambar 2.3 menunjukkan Fu dengan tiga nilai u yang berbeda. Sesuai

pembahasan pada subbab 2.1.1, Fu dapat dianggap sebagai fungsi potensial,

dengan demikian jika suatu partikel diletakkan pada masing-masing lintasan kurva

pada Gambar 2.3 maka akan diperoleh beberapa titik ekuilibrium sebagai berikut:

1. Jika u > 0, Fu tidak mempunyai titik kritis (pergerakan partikel ⊙).

2. Jika u = 0, Fu mempunyai tepat satu titik kritis pada titik pusat 0, yang

merupakan titik sadel. Titik sadel adalah titik ekuilibrium yang sekaligus

bersifat penarik dan pelontar (pergerakan partikel •).
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3. Jika u < 0, Fu mempunyai dua titik kritis (pergerakan partikel ◦).

Karena Fu(x) = x3 +ux dapat dituliskan sebagai fungsi potensial, yaitu

V (x) = Fu(x) = x3 +ux, maka persamaan (2.5) dapat dituliskan sebagai

dx
dt

=−DFu(x) =− d
dx

(
x3 +ux

)
. (2.9)

Sistem dinamik (2.9) dapat digambarkan dengan mengandaikan pergerakan suatu

partikel di sepanjang lintasan kurva fungsi potensial Fu(x) pada Gambar 2.3.

Dengan mengandaikan Fu(x) sebagai fungsi energi potensial dapat dilihat bahwa

pada saat u < 0 titik kritis minimum dari Fu(x) terletak pada x =
√∣∣∣u3∣∣∣ yang

merupakan titik ekuilibrium stabil dan titik kritis maksimum dari Fu(x) terletak

pada x =−
√∣∣∣u3 ∣∣∣ yang merupakan titik ekuilibrium tak stabil.

Permukaan katastrofe pada bentuk fold untuk setiap nilai u, sesuai

persamaan (2.1) adalah sebagai berikut:

MF :=
{
(x,u) : D(x3 +ux) = 0

}
=

{
(x,u) : 3x2 +u = 0

}
. (2.10)

Permukaan katastrofe fold dapat digambarkan dalam bentuk geometri seperti pada

Gambar 2.4. Untuk u < 0, Fu mempunyai dua titik kritis. Kestabilan permukaan

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

u

x

Gambar 2.4: Grafik permukaan katastrofe (MF ) fold .

katastrofe dapat ditentukan berdasarkan nilai-nilai dari D2Fu. Untuk x =−
√∣∣∣u3∣∣∣
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diperoleh

D2Fu(x) = 6x = 6

(
−
√∣∣∣u

3

∣∣∣)< 0, (2.11)

dan untuk x =
√∣∣∣u3∣∣∣ diperoleh

D2Fu(x) = 6x = 6

(√∣∣∣u
3

∣∣∣)> 0. (2.12)

Dengan demikian diperoleh bahwa himpunan titik kritis pada sumbu x negatif

merupakan titik ekuilibrium tak stabil dan himpunan titik kritis pada sumbu x

positif merupakan titik ekuilibrium stabil. Hal ini sesuai dengan penentuan

kestabilan titik ekuilibrium katastrofe fold pada paragraf sebelumnya.

Eksistensi titik ekuilibrium tak stabil pada sumbu u negatif yang

digambarkan dengan garis putus-putus pada Gambar 2.4, merupakan ciri khas

katastrofe fold (Castrigiano dan Hayes, 1993). Posisi tersebut tidak stabil dalam

pengertian bahwa adanya gangguan kecil dapat menyebabkan sistem melompat ke

titik ekuilibrium stabil atau bergerak menjauh secara tiba-tiba. Pemisahan titik

ekuilibrium stabil dengan titik ekuilibrium tak stabil muncul pada daerah dimana

turunan kedua dari Fu sama dengan 0, yang dinamakan sebagai himpunan

bifurkasi.

Berdasarkan persamaan (2.2) maka himpunan katastrofe (CF ) fold adalah:

CF := {(x,u) ∈ MF : 6x = 0}= {(0,0)}, (2.13)

yaitu himpunan titik-titik dimana terjadi perubahan perilaku sistem. Pada

katastrofe fold, perubahan sistem yang terjadi adalah perubahan dari titik

ekuilibrium stabil pada sumbu x positif, menjadi titik ekuilibrium tak stabil pada

sumbu x negatif. Perubahan perilaku ini terjadi pada titik (0,0).

Sesuai persamaan (2.3), himpunan bifurkasi (BF ) fold adalah:

BF := {u ∈ R : ∃x ∈ R,(x,u) ∈CF}= {0}, (2.14)
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yaitu proyeksi himpunan katastrofe (CF ) pada ruang parameter u ∈ R.

Tanpa memperhatikan variabel keadaan x, perubahan perilaku sistem dapat

dilihat melalui ruang parameter saja, yaitu dengan himpunan bifurkasi. Himpunan

bifurkasi fold hanya memuat titik 0 yang merupakan nilai bifurkasi dimana terjadi

perubahan perilaku sistem. Dengan memperhatikan Gambar 2.3 dan Gambar 2.4,

tampak bahwa terdapat titik bifurkasi pada titik pusat 0, yaitu titik dimana terjadi

perubahan jumlah titik ekuilibrium dari tidak ada titik ekuilibrium (u > 0) menjadi

dua titik ekuilibrium (u < 0). Perubahan jumlah titik ekuilibrium digunakan

sebagai indikasi terjadinya peristiwa katastrofe. Setelah dibahas mengenai

katastrofe yang paling sederhana yaitu fold , selanjutnya dibahas tentang bentuk

katastrofe kedua, yaitu cusp.

2.1.3 Cusp

Kata cusp mempunyai arti puncak atau ujung. Katastrofe cusp berasal dari

fungsi f (x) = x4 yang diberikan perturbasi dengan menambahkan dua parameter

kontrol u dan v. Bentuk katastrofe cusp adalah

F : R×R2 → R,

F(x;u,v) := x4 −ux2 + vx, (2.15)

dengan x adalah variabel keadaan dan (u,v) adalah pasangan parameter kontrol

(Castrigiano dan Hayes, 1993).

Untuk suatu nilai parameter u⃗ = (u,v) yang tetap (fixed), fungsi F⃗u : R→ R,

dengan F⃗u(x) := x4 −ux2 + vx, merepresentasikan gangguan terhadap f = F0,

sehingga F(x,0) = f (x) = x4.
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Gambar 2.5: Grafik permukaan katastrofe (MF ) cusp .

Sesuai persamaan (2.1), permukaan katastrofe pada cusp adalah

MF := {(x,u,v) : 4x3 −2ux+ v = 0}, (2.16)

dengan bentuk geometri seperti pada Gambar 2.5. Bidang alas dari permukaan

katastrofe cusp pada Gambar 2.5 merupakan ruang parameter {(u,v) ∈ R2}.

Permukaan katastrofe cusp pada Gambar 2.5 berbentuk seperti kertas yang

sebagian terlipat menjadi tiga lapisan. Lipatan kertas menjelaskan perilaku model

cusp pada semua nilai variabel kontrol u dan v. Lapisan bagian atas dan bawah

menjelaskan ekuilibrium stabil, sedangkan lapisan bagian tengah menjelaskan

ekuilibrium tak stabil. Hal ini dapat ditunjukkan dengan gambar potongan

permukaan katastrofe cusp pada beberapa nilai parameter u dan v yang

berbeda-beda sebagai berikut:
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Gambar 2.6: Grafik irisan permukaan cusp pada bidang v = 0.

Himpunan titik ekuilibrium pada Gambar 2.6 diperoleh dengan

mensubstitusikan nilai v = 0 pada persamaan (2.16) menjadi 4x3 −2ux = 0 dengan

nilai x yang memenuhi adalah x = 0 dan x =±
√

u
2 ,u > 0. Kestabilan titik

ekuilibrium diperoleh dengan substitusi nilai-nilai titik ekuilibrium ke

D2F⃗u(x) = 6x2 −u, sehingga D2F⃗u(0) =−u, D2F⃗u
(√u

2

)
> 0, dan

D2F⃗u
(
−
√u

2

)
> 0. Dengan demikian himpunan titik kritis pada x = 0 merupakan

titik ekuilibrium stabil ketika u < 0 dan merupakan titik ekuilibrium tak stabil

ketika u > 0 dan himpunan titik kritis pada x =±
√

u
2 ,u > 0 merupakan titik

ekuilibrium stabil. Himpunan titik ekuilibrium stabil digambarkan dengan garis

utuh, dan himpunan titik ekuilibrium tak stabil digambarkan dengan garis

putus-putus.
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-2

-1

0

1
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v

x

Gambar 2.7: Grafik irisan permukaan cusp pada bidang u = 0.
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Himpunan titik ekuilibrium pada Gambar 2.7 diperoleh dengan substitusi

nilai u = 0 pada persamaan (2.16) menjadi 4x3 + v = 0. Dengan demikian

diperoleh nilai x yang memenuhi adalah x = 3
√
−v

4. Kemudian karena D2Fu(x)> 0

maka kurva x = 3
√

−v
4 merupakan himpunan titik ekuilibrium stabil.

v1
-v1

a1

b2

b1

a2
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Gambar 2.8: Grafik irisan permukaan cusp pada bidang u = 4.

Himpunan titik ekuilibrium pada Gambar 2.8 diperoleh dengan substitusi

nilai u = 4 pada persamaan (2.16) menjadi 4x3 −8x+ v = 0, dan himpunan titik

ekuilibrium pada Gambar 2.9 diperoleh dengan substitusi nilai v = 3 pada

persamaan (2.16) menjadi 4x3 −2ux+3 = 0.
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Gambar 2.9: Grafik irisan permukaan cusp pada bidang v = 3.

Katastrofe cusp mempunyai dua fenomena, yaitu bimodality dan hysteresis

yang tidak dimiliki oleh fold (Castrigiano dan Hayes, 1993). Bimodality

Universitas Indonesia
Model katastrofe..., Fathin Chamama FMIPA UI, 2012



19

merupakan suatu fenomena dimana untuk pasangan nilai parameter (u,v) yang

sama, cusp mempunyai dua ekuilibrium stabil. Misal pada variabel-variabel

keadaan xa dan xb sedemikian sehingga titik ekuilibrium stabil (u,v,xa) terletak

pada lapisan atas dan (u,v,xb) terletak pada lapisan bawah permukaan katastrofe

Gambar 2.5. Hysteresis merupakan keadaan dimana sistem bergantung pada

keadaan sebelumnya. Pada katastrofe cusp sistem mengalami lompatan pada dua

nilai (u,v) yang berbeda bergantung pada histori bagaimana sistem dijalankan,

artinya nilai parameter pada saat terjadi lompatan ditentukan oleh rute yang

digunakan pada bidang parameter. Peristiwa hysteresis dapat dijelaskan

menggunakan Gambar 2.8.

Misal sistem ekuilibrium bergerak dimulai dari v negatif ke arah v positif

pada Gambar 2.8. Sistem tetap stabil seiring dengan bertambahnya nilai v.

Keadaan ini berlangsung sampai v = v1, yaitu pada titik a1. Pada titik a1 sistem

akan melompat ke keadaan ekuilibrium stabil di titik a2. Selanjutnya dengan

bertambahnya nilai v, sistem akan tetap stabil. Sebaliknya, jika pergerakan sistem

dimulai dari v positif ke arah v negatif, sistem akan tetap stabil sampai dengan

v =−v1, yaitu pada titik b1. Pada titik b1 sistem melompat ke keadaan ekuilibrium

stabil di titik b2. Seiring dengan bertambahnya nilai v, sistem tetap stabil.

Sesuai persamaan (2.2) maka himpunan katastrofe (CF ) cusp adalah

CF := {(x,u,v) ∈ MF : 6x2 −u = 0}, (2.17)

dan diperoleh u = 6x2. Karena himpunan katastrofe (CF ) adalah subhimpunan dari

permukaan katastrofe (MF ), maka untuk memperoleh fungsi parameter v, u = 6x2

dapat disubstitusikan ke persamaan (2.16) sehingga diperoleh v = 8x3. Dengan

demikian himpunan katastrofe (CF ) cusp dapat dituliskan kembali sebagai

CF := {(x,6x2,8x3) ∈ MF : x ∈ R}, (2.18)

yaitu subhimpunan permukaan katastrofe yang merupakan titik-titik terjadinya

perubahan perilaku sistem yaitu peristiwa hysteresis dan bimodality. Himpunan

katastrofe (CF ) cusp dapat dilihat pada Gambar 2.5, yaitu bagian dari permukaan
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katastrofe (MF ) yang terlipat menjadi tiga lapisan.

Sesuai persamaan (2.3), himpunan bifurkasi dari katastrofe cusp adalah

BF := {(6x2,8x3) : x ∈ R}, (2.19)

dengan bentuk geometri seperti pada Gambar 2.10.

-4 -2 0 2 4

0

1

2

3

4

v

u

Gambar 2.10: Grafik himpunan bifurkasi (BF ) cusp .

Himpunan bifurkasi adalah himpunan titik-titik yang merupakan titik kritis

dari ruang parameter. Himpunan bifurkasi cusp merupakan proyeksi himpunan

katastrofe (CF ) terhadap ruang parameter yang digambarkan sebagai kurva

cuspidal cubic pada Gambar 2.10. Kurva cuspidal cubic membagi ruang parameter

menjadi dua daerah, yaitu daerah bagian dalam yang diarsir dan daerah diluar

cuspidal cubic. Pada daerah diluar cuspidal cubic bentuk fungsi potensial tidak

berubah, yaitu banyaknya titik minimum dan titik maksimum pada fungsi potensial

adalah tetap. Pada daerah bagian dalam cuspidal cubic, fungsi potensial

mempunyai tiga titik ekuilibrium.

Dari Gambar 2.10 dapat ditunjukkan sifat parameter kontrol u. Parameter

kontrol u dapat menunjukkan peristiwa bifurkasi dimana sistem mengalami

perubahan dari satu titik ekuilibrium menjadi tiga titik ekuilibrium saat u

memasuki area yang diarsir. Kejadian ini hanya terjadi pada sumbu u positif. Sifat

demikian menyebabkan parameter kontrol u disebut sebagai faktor bifurkasi.

Peristiwa bifurkasi cusp dimana sistem mengalami perubahan dari satu titik
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ekuilibrium menjadi tiga titik ekuilibrium ditunjukkan pada Gambar 2.11.

[Sumber: Dujardin (2006) (telah diolah kembali)]

Gambar 2.11: Grafik peristiwa bifurkasi cusp

Persegi yang diarsir pada bagian tengah Gambar 2.11 merupakan ruang

parameter kontrol yang memuat himpunan bifurkasi seperti pada Gambar 2.10. Di

sekeliling persegi berarsir terdapat enam gambar yang menunjukkan kurva

potensial untuk enam titik berbeda di ruang parameter dengan penjelasan sebagai

berikut :

1. Grafik 1: Grafik fungsi potensial V = x4, dengan proyeksi pada ruang

parameter berupa titik (u,v) = (0,0). Grafik ini adalah grafik saat sistem

tidak mengalami gangguan karena kedua parameter kontrol bernilai nol.

2. Grafik 2: Fungsi potensial mempunyai titik ekuilibrium tunggal yaitu titik

ekuilibrium stabil. Perubahan kecil nilai parameter kontrol menghasilkan

perubahan kecil pada keadaan ekuilibrium.

3. Grafik 3: Ketika sistem bergerak dan berada pada titik bifurkasi yaitu tepat

pada kurva cuspidal cubic, fungsi potensial masih memiliki titik ekuilibrium
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tunggal dan ketika memasuki area bagian dalam cuspidal cubic fungsi

potensial membangun titik minimum kedua.

4. Grafik 4: Fungsi potensial mempunyai dua titik ekuilibrium stabil dan satu

titik ekuilibrium tidak stabil.

5. Grafik 5: Untuk nilai-nilai parameter di garis tengah area cuspidal cubic

(v = 0), fungsi potensial mempunyai dua titik ekuilibrium stabil yang saling

simetris terhadap titik ekuilibrium tak stabil. Jika v ̸= 0 maka kedua titik

ekuilibrium stabil tidak simetris terhadap titik ekuilibrium tak stabil.

Keadaan ini menyebabkan parameter kontrol v disebut sebagai faktor

asimetri.

6. Grafik 6: Ketika keluar dari area cuspidal cubic, ekuilibrium dari sistem

hilang (saat ekuilibrium baru terbentuk) yang menyebabkan sistem

mengalami perubahan mendadak karena sedikit perubahan nilai parameter

kontrol. Perilaku diskontinu seperti ini dinamakan peristiwa katastrofe.

Peristiwa katastrofe serupa dapat dilihat dari mesin katastrofe Zeeman dalam

format flash oleh Daniel J. Cross yang bisa dilihat melalui jaringan internet di

http://lagrange.physics.drexel.edu/flash/zcm/.

Aplikasi pada data keuangan yang akan dibahas pada penelitian ini

melibatkan satu variabel keadaan dan dua variabel kontrol sehingga pembahasan

katastrofe elementer dibatasi sampai pada katastrofe cusp saja. Untuk aplikasi

dengan dua variabel keadaan dan variabel kontrol lebih dari dua dapat digunakan

model katastrofe elementer lain sesuai dengan jenis-jenis katastrofe elementer

pada Tabel 2.2.

2.2 Kalkulus Stokastik dan Teori Pendukung

Pada subbab ini dibahas teori tentang variabel acak dan teori dasar proses

stokastik serta beberapa teori yang berkaitan dengan proses stokastik seperti proses

Wiener, white noise, dan persamaan diferensial stokastik. Selain itu juga dibahas
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teori-teori dasar statistika yang mendukung pembahasan utama seperti famili

distribusi lokasi-skala, serta pembahasan tentang delta Dirac.

2.2.1 Variabel Acak dan Proses Stokastik

Model katastrofe cusp stokastik yang dibahas pada tesis ini melibatkan

variabel keadaan (state variable) perubahan indeks saham yang dinyatakan sebagai

return harian. Return harian merupakan suatu proses stokastik. Pada subbab ini

dijelaskan tentang variabel acak dan proses stokastik.

Definisi 2.6 Pandang suatu percobaan acak dengan ruang sampel C. Suatu

variabel acak X adalah suatu fungsi yang memetakan setiap c ∈C ke satu dan

hanya satu bilangan X(c) = x. Range dari X adalah himpunan bilangan real

R= {x : x = X(c),c ∈C} (Hogg, McKean dan Craig, 1995).

Jika R himpunan terhitung maka X disebut sebagai variabel acak diskret. Jika R

suatu interval pada himpunan bilangan real maka X disebut sebagai variabel acak

kontinu.

Definisi 2.7 Misal X suatu variabel acak. Fungsi distribusi kumulatif FX(x) dari

variabel acak X didefinisikan untuk sembarang bilangan real x dengan persamaan

FX(x) = PX((−∞,x]) = P(c ∈C : X(c)≤ x). (2.20)

P(c ∈C : X(c)≤ x) dapat juga ditulis sebagai P(X ≤ x). FX(x) dapat juga disebut

sebagai fungsi distribusi (Hogg, McKean dan Craig, 1995).

Definisi 2.8 Misal X suatu variabel acak kontinu. Ditentukan suatu fungsi tak

negatif fX(x) sedemikian sehingga untuk sembarang interval (a,b)⊆ R fungsi

distribusi probabilitas dari X , PX(·) didefinisikan sebagai

PX [(a,b)] = P[c ∈C : a < X(c)< b] =
∫ b

a
fX(x)dx; (2.21)

yang memenuhi fX(x)≥ 0 dan PX(R) =
∫
R

fX(x)dx = 1

(Hogg, McKean dan Craig, 1995).
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Fungsi fX(x) disebut sebagai fungsi densitas probabilitas (FDP) dari variabel acak

X .

Definisi 2.9 Suatu proses stokastik adalah koleksi variabel acak yang merupakan

barisan variabel acak {Xt , t ∈ T}. Untuk setiap t anggota himpunan indeks T , Xt

adalah suatu variabel acak (Ross, 1996).

Pada aplikasinya, t sering diinterpretasikan sebagai waktu dan Xt diinterpretasikan

sebagai state dari proses stokastik pada waktu t. Jika himpunan indeks T adalah

himpunan terhitung maka {Xt} adalah proses stokastik waktu diskrit, dan jika T

adalah himpunan bilangan real maka {Xt} adalah proses stokastik waktu kontinu.

2.2.1.1 Fungsi Distribusi Proses Stokastik

Definisi 2.10 Jika pada setiap himpunan berhingga {t1, t2, ..., tn} ⊆ T , terdapat

himpunan variabel acak X1 = Xt1 ,X2 = Xt2, ...,Xn = Xtn yang mempunyai fungsi

distribusi bersama

FX1,X2,...Xn(xt1 : xt2 : ... : xtn)

= P{X1 ≤ x1 ∩X2 ≤ x2 ∩ ...∩Xn ≤ xn}, n = 1,2, ... (2.22)

maka famili fungsi distribusi bersama ini membentuk suatu proses stokastik

Xt , t ∈ T (Soong, 1973).

Dalam teori proses stokastik, notasi yang sering digunakan pada fungsi distribusi

bersama persamaan (2.22) adalah

Fn(xt1 : xt2 : ... : xtn) = FX1,X2,...Xn(xt1 : xt2 : ... : xtn) (2.23)

yang disebut sebagai fungsi distribusi ke n dari suatu proses stokastik X(t). Fungsi

densitas bersamanya (jika ada) adalah

fn(xt1 : xt2 : ... : xtn) =
∂nFn(xt1 : xt2 : ... : xtn)

∂x1,∂x2, ...,∂xn
. (2.24)

yaitu fungsi densitas ke n dari proses stokastik Xt .
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2.2.1.2 Fungsi Densitas Probabilitas Transisi

Pandang suatu relasi umum

∫ ∞

−∞
f3(xt1 : xt2 : xt3)dx2 = f2(xt1 : xt3). (2.25)

Misal t1 < t2 < t3. Berdasarkan definisi proses Markov pada (Soong, 1973),

persamaan (2.25) dapat dibentuk menjadi

∫ ∞

−∞
f (xt3|xt2) f (xt2|xt1) f1(xt1)dx2 = f (xt3|xt1). (2.26)

Relasi ini menjelaskan perubahan (transisi) dari FDP saat t1 ke t3 sebagai FDP

bersyarat transisi dari variabel-variabel acak terurut (consecutive random

variables). Fungsi densitas bersyarat pada persamaan (2.26) dinamakan sebagai

FDP transisi (Soong, 1973).

2.2.1.3 Proses Wiener

Suatu gerak Brown standar atau proses Wiener standar pada selang waktu

[0,T] adalah proses stokastik kontinu Wt yang memenuhi sifat-sifat berikut:

1. W0 = 0,

2. untuk 0 ≤ s < t ≤ T , variabel acak dari perubahan Wt −Ws berdistribusi

normal dengan mean nol dan variansi t − s atau secara ekivalen bisa ditulis

sebagai Wt −Ws ∼ N(0, t − s),

3. 0 ≤ s < t < u < v ≤ T , variabel acak dari perubahan Wt −Ws dan Wv −Wu

saling bebas (Higham, 2001).

Penamaan proses Wiener dilakukan sebagai penghormatan untuk Norbert

Wiener. Proses Wiener juga dikenal sebagai gerak Brown (dari Robert Brown).

Proses Wiener menggambarkan pergerakan variabel acak yang berdistribusi

normal dengan drift nol dan laju variansi sebesar satu per satuan waktu, artinya

untuk suatu interval waktu [0,T ] jika nilai variabel acak pada waktu 0 adalah W0
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maka pada waktu T, variabel tersebut akan berdistribusi normal dengan mean W0

dan standar deviasi
√

T (Shreve, 2004).

Proses Wiener yang diperumum (generalized Wiener process) dari suatu

variabel acak X dapat dinyatakan dalam dWt yaitu

dX = a dt +b dWt , (2.27)

dengan a dan b adalah konstanta. Suku adt menunjukkan bahwa X mempunyai

harapan drift sebesar a per satuan waktu. Tanpa suku bdWt persamaan (2.27)

menjadi

dX = adt sehingga
dX
dt

= a,

yang kemudian dapat diintegralkan menjadi X = X0 +at, artinya pada periode

waktu sampai T, nilai X akan semakin bertambah dengan penambahan aT .

Suku bdW (t) menunjukkan adanya penambahan noise atau gangguan pada

lintasan X . Nilai gangguan ini atau variabilitas adalah b kali dari proses Wiener.

Karena proses Wiener mempunyai standar deviasi sebesar satu per satuan waktu

maka standar deviasi dari persamaan (2.27) adalah b per satuan waktu.

2.2.1.4 White Noise

Proses white noise ξt didefinisikan sebagai turunan dari gerak Brown,

ξt =
dWt

dt
=W ′

t . (2.28)

Karena gerak Brown tidak mempunyai turunan di titik manapun maka ξt bukan

merupakan fungsi dalam t seperti biasa. White noise digunakan dalam persamaan

diferensial stokastik sebagai faktor ketidaktentuan (Klebaner, 2005).
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2.2.2 Persamaan Diferensial Stokastik Itô

Definisi 2.11 Misalkan Xt suatu proses stokastik, Wt , t ≥ 0, adalah suatu proses

Wiener. Persamaan diferensial stokastik (PDS) Itô adalah suatu persamaan

berbentuk

dXt = µ(Xt , t)dt +σ(Xt , t)dWt . (2.29)

dengan µ(xt) dan σ(xt) adalah fungsi yang diketahui. Koefisien µ(xt) adalah

koefisien drift dan σ(xt) adalah koefisien difusi.

Persamaan (2.29) dapat dituliskan dalam bentuk

XT = Xt +
∫ T

t
µ(Xt , t)dt +

∫ T

t
σ(Xt , t)dWt , (2.30)

dengan nilai awal Xt = x, t ≥ 0 dan x ∈ R. (2.31)

Di bawah suatu kondisi pada fungsi µ(Xt , t) dan σ(Xt , t), terdapat suatu proses unik

XT ,T ≥ t yang memenuhi persamaan (2.30) dan (2.31). Menurut Shreve (2004)

proses tersebut sulit ditentukan secara eksplisit karena proses XT ,T ≥ t terjadi

pada kedua ruas persamaan.

Terdapat satu faktor keacakan pada PDS (2.29) yaitu bentuk gangguan

(noise) σt dWt . PDS Itô akan digunakan pada pembahasan model katastrofe cusp

stokastik serta perubahan model katastrofe cusp stokastik ke FDP stasioner pada

subbab 3.1 dan 3.2.

2.2.3 Parameter Lokasi dan Parameter Skala

Suatu variabel acak X dikatakan sebagai famili lokasi-skala jika mempunyai

distribusi kumulatif

FX(x|a,b) := Pr(X ≤ x|a,b), (2.32)
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yang merupakan suatu fungsi (x−a)/b sehingga

FX(x|a,b) := F
(

x−a
b

)
; a ∈ R, b > 0, (2.33)

dengan F(·) tidak mempunyai parameter lain (Rinne, 2010). Fungsi F(·) yang

berbeda akan terkait dengan famili distribusi yang berbeda. Parameter dua dimensi

(a,b) disebut sebagai parameter lokasi-skala, a adalah parameter lokasi dan b

adalah parameter skala. Untuk suatu nilai tetap b = 1 terdapat subfamili yang

merupakan famili lokasi dengan parameter a, dan untuk nilai tetap a = 0 terdapat

subfamili yang merupakan famili skala dengan parameter b.

Variabel Y := X −a
b dinamakan sebagai variabel tereduksi, dengan y adalah

nilai-nilai dari Y . Parameter lokasi a ∈ R menentukan posisi distribusi pada absis.

Perubahan nilai suatu parameter lokasi berpengaruh pada pergerakan distribusi.

Semakin besar (kecil) nilai parameter lokasi menyebabkan pergeseran distribusi ke

arah kanan (kiri). Parameter lokasi a dapat merupakan ukuran pusat suatu

distribusi.

Parameter b, b > 0 adalah parameter skala. Parameter skala menentukan

dispersi atau variasi dari variabel X . Semakin besar nilai b maka distribusi makin

menyebar sedangkan semakin kecil nilai b maka distribusi semakin memusat.

Parameter skala pada suatu distribusi dapat merupakan standar deviasi (Rinne,

2010).

Parameter lokasi dan parameter skala digunakan pada proses reduksi

variabel keadaan di subbab 3.1 pada persamaan (3.7).

2.2.4 Transformasi Fourier dari Fungsi Karakteristik

Pembahasan pada subbab ini mengacu pada Soong (1973). Misal X adalah

variabel acak dengan fungsi densitas f (x). Fungsi karakteristik dari X , ϕx(u) atau

ϕ(u) didefinisikan sebagai

ϕ(u) = E
[
eiux]= ∫ ∞

−∞
eiux f (x)dx, (2.34)
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dengan u ∈ R. Fungsi karakteristik ϕ(u) pada persamaan (2.34) dan fungsi

densitas f (x) pada persamaan (2.35) membentuk suatu pasangan transformasi

Fourier. Karena fungsi densitas f (x) selalu dapat diintegralkan, maka fungsi

karakteristik ϕ(u) yang terkait dengannya selalu dapat ditentukan, dan merupakan

fungsi kontinu dari u dengan |ϕ(u)| ≤ 1. Suatu fungsi densitas terdefinisi secara

unik dalam bentuk fungsi karakteristik dengan

f (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iuxϕ(u)du. (2.35)

Sifat penting lain dari fungsi karakteristik adalah bahwa fungsi karakteristik

berhubungan dengan momen-momen. Deret MacLaurin dari ϕ(u) adalah

ϕ(u) = ϕ(0)+ϕ′(0)u+ϕ′′(0)
u2

2!
+ ..., (2.36)

dengan

ϕ(0) =
∫ ∞

−∞
f (x)dx = 1,

ϕ′(0) = i
∫ ∞

−∞
x f (x)dx = iα1, momen ke-1,

... (2.37)

ϕ′(n) = in
∫ ∞

−∞
xn f (x)dx = inαn, momen ke-n.

Jika nilai E[|X |n] ada untuk suatu n ≥ 1, persamaan (2.36) dan (2.37)

mengakibatkan

ϕ(u) =
n

∑
j=0

α j

j!
(iu) j. (2.38)

Transformasi Fourier, fungsi karakteristik dan deret MacLaurin digunakan pada

pembahasan subbab 3.2 yaitu pada persamaan (3.15) sampai dengan persamaan

(3.27).
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2.2.5 Delta Dirac

Delta Dirac adalah fungsi yang digeneralisasi (generalized function) yang

didefinisikan sebagai

(δ,ψ(x)) =
∫

δ(x−0)ψ(x)dx = ψ(0), (2.39)

dengan δ(x) adalah fungsi yang digeneralisasi dan ψ(x) adalah fungsi uji (test

function) (Zauderer, 2006). Pembahasan lebih dalam tentang fungsi delta Dirac

dapat ditemukan pada Zauderer (Zauderer, 2006). Pada subbab ini dibahas tentang

dua sifat delta Dirac yang digunakan untuk menyelesaikan beberapa persamaan

pada subbab 3.2.

Sesuai Zauderer (2006), transformasi Fourier dari fungsi delta δ(x) adalah

γ(u) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiuxδ(x)dx =

1√
2π

, (2.40)

sehingga sesuai sifat transformasi Fourier, balikan tranformasi Fourier dari γ(u)

adalah

δ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iuxγ(u)du

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iux 1√

2π
du

=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iuxdu. (2.41)

Dengan mengubah variabel x pada ruas kanan persamaan (2.41) menjadi ∆x, maka

dapat ditentukan

1
2π

∫ ∞

−∞
e−iu∆xdu =

1
2π

∫ ∞

−∞
e−iu(x−x′)du = δ(x− x′) = δ(∆x). (2.42)

Akan dicari sifat pertama delta Dirac yang merupakan turunan dari ruas kiri

persamaan (2.42)

∂n

∂xn

(
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iu∆xdu

)
, untuk n = 0,1,2.
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Untuk n = 0 diperoleh

∂0

∂x0

(
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iu∆xdu

)
= (−1)0 1

2π

∫ ∞

−∞
e−iu∆xdu

=
1

2π
i e−iu∆x

x
. (2.43)

Dengan menggunakan turunan parsial dan integral parsial dapat ditunjukkan

bahwa untuk n = 1 diperoleh

∂
∂x

(
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iu∆xdu

)
=

1
2π

(
−ie−iu∆x

x2 +
e−iu∆xu

x

)
= (−1)

1
2π

∫ ∞

−∞
(iu)e−iu∆xdu, (2.44)

dan untuk n = 2 diperoleh

∂2

∂x2

(
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iu∆xdu

)
=

1
2π

(
2ie−iu∆x

x3 − 2e−iu∆xu
x2 − ie−iu∆xu2

x

)
= (−1)2 1

2π

∫ ∞

−∞
(iu)2e−iu∆xdu. (2.45)

Dengan demikian berdasarkan persamaan (2.43), (2.44), dan (2.45) diperoleh

bentuk umum sebagai berikut

(−1)n ∂n

∂xn
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iu∆xdu =

1
2π

∫ ∞

−∞
(iu)ne−iu∆xdu. (2.46)

Kemudian dengan menggunakan persamaan (2.42), persamaan (2.46) dapat ditulis

sebagai

(−1)n ∂n

∂xn δ(∆x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iu)ne−iu∆xdu. (2.47)

yang merupakan sifat pertama delta Dirac. Persamaan (2.47) digunakan pada

pembahasan subbab 3.2 yaitu pada persamaan (3.28) - (3.29).

Berikutnya dibahas sifat kedua delta Dirac. Sesuai Zauderer (2006), jika

terdapat suatu fungsi g(x) dan δ(x− y) adalah fungsi delta Dirac maka

(g(x)δ(x− y),ψ(x)) = (δ(x− y),g(x)ψ(x)). (2.48)
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Berdasarkan definisi delta Dirac, ruas kanan persamaan (2.48) dapat ditulis sebagai

(δ(x− y),g(x)ψ(x)) =
∫

δ(x− y)g(x)ψ(x)dx, (2.49)

sehingga persamaan (2.48) dapat diubah menjadi

(g(x)δ(x− y),ψ(x)) =
∫

δ(x− y)g(x)ψ(x)dx

= g(y)ψ(y)

= (g(y)δ(x− y),ψ(x)), (2.50)

dan diperoleh sifat kedua delta Dirac, yaitu

g(x)δ(x− y) = g(y)δ(x− y). (2.51)

Persamaan (2.51) digunakan pada pembahasan subbab 3.2 yaitu pada persamaan

(3.31) - (3.32).
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BAB 3

MODEL KATASTROFE CUSP STOKASTIK

Tujuan dari penelitian ini adalah menjelaskan apakah model katastrofe cusp

stokastik mampu menjelaskan kejadian perubahan drastis yang mendadak pada

indeks harga saham pada peristiwa Black Monday, yaitu dengan menunjukkan

adanya peristiwa katastrofe pada perubahan perilaku variabel keadaan. Hubungan

peristiwa katastrofe dengan model katastrofe cusp stokastik dapat dilihat melalui

bagan pada Gambar 3.1 sebagai berikut:Model KatastrofeCusp Stokastik FDP Stasioner Cusp(bentuk standar)Shape PolynomialBentuk Umum FDP Stasioner Cusp ParameterBentuk Umum FDP Stasioner CuspParameter Bentuk Standar FDP Stasioner CuspTransformasiTransformasi FourierFungsi KarakteristikPersamaanFokker-PlanckDeret TaylorDelta Dirac Diskriminan CardanPeristiwaKatastrofe Perubahan nilai dariDC positif ke negatifPerubahan FDP stasionerDari 1 modus menjadi 2 modus
Estimasi dengan Metode Momen

Keterangan:
−→ : proses pembentukan

99K : substitusi parameter

Gambar 3.1: Bagan peristiwa katastrofe.

Dari Gambar 3.1 terlihat bahwa peristiwa katastrofe dapat dibentuk dari FDP

stasioner dan diskriminan Cardan dengan penjelasan sebagai berikut:

1. Model katastrofe cusp stokastik dibentuk menjadi bentuk standar FDP

stasioner cusp dengan menggunakan transformasi Fourier dari fungsi

karakteristik, deret Taylor, persamaan Fokker-Planck, dan delta Dirac.
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2. Bentuk standar FDP stasioner cusp kemudian diubah menjadi bentuk umum

FDP stasioner cusp.

3. Dengan menggunakan metode momen dan Teorema 3.1 yang dibahas pada

subbab 3.4, dilakukan estimasi parameter bentuk umum FDP stasioner cusp.

4. Parameter bentuk umum FDP stasioner cusp kemudian ditransformasi

menjadi parameter bentuk standar FDP stasioner cusp.

5. Parameter yang diperoleh kemudian digunakan untuk melihat peristiwa

katastrofe sesuai indikator yang sesuai. Pada statistik diskriminan Cardan,

peristiwa katastrofe diindikasikan dengan perubahan dari nilai positif ke

negatif. Pada bentuk standar FDP stasioner cusp peristiwa katastrofe

diindikasikan dengan perubahan dari FDP stasioner yang mempunyai satu

modus menjadi dua modus.

Pada subbab 3.1 dibahas tentang model katastrofe cusp stokastik dengan

variabel keadaan yang merupakan suatu proses stokastik, serta parameter kontrol

yang dipengaruhi oleh variabel-variabel bebas. Pada subbab 3.2 dijelaskan

langkah-langkah yang digunakan dalam penurunan model katastrofe cusp stokastik

menjadi suatu FDP stasioner. Pada subbab 3.3 dibahas tentang diskriminan Cardan

sebagai indikator kestabilan ekuilibrium FDP stasioner. Aplikasi model katastrofe

cusp stokastik pada penelitian ini melibatkan dua variabel bebas, sehingga terdapat

delapan parameter yang diestimasi. Estimasi parameter dibahas pada subbab 3.4

dengan metode estimasi yang digunakan adalah metode momen.

3.1 Pembentukan Model Katastrofe Cusp Stokastik

Sebelum dibahas tentang model katastrofe cusp stokastik, dijelaskan

beberapa variabel acak yang digunakan pada pembahasan. Misalkan Y adalah

suatu variabel tak bebas. Variabel acak Yt adalah proses stokastik pada waktu t

dengan t ∈ (0,T ), sedemikian sehingga yt adalah nilai-nilai variabel acak Yt .

Model katastrofe cusp melibatkan variabel-variabel dalam ruang paramater
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berdimensi dua yaitu (β,α), dengan variabel kontrol β merupakan faktor bifurkasi

dan variabel kontrol α merupakan faktor asimetri.

Pada subbab ini dibahas bentuk katastrofe cusp , dengan fungsi potensial

yang didefinisikan sebagai:

V (yt ;β,α) :=
1
4

y4
t −

1
2

βy2
t −αyt , (3.1)

dengan yt adalah nilai-nilai dari variabel keadaan (state variable) Yt , β adalah

faktor bifurkasi, dan α adalah faktor asimetri (Barunik dan Vosvrda, 2009).

Model katastrofe cusp yang dibahas dalam tesis ini didasarkan pada sistem

dinamik nonlinear dengan fungsi potensial persamaan (3.1). Perilaku sistem dapat

dilihat dari perubahan variabel keadaan sepanjang waktu t yang dapat dinyatakan

sebagai (Barunik dan Vosvrda, 2009)

dyt

dt
=−dV (yt ;β,α)

dyt
=−y3

t +βyt +α. (3.2)

Permukaan katastrofe dari persamaan (3.1) diperoleh dari

dV (yt ;β,α)
dyt

= y3
t −βyt −α = 0. (3.3)

Dalam penerapan katastrofe cusp pada tesis ini, koordinat (β,α) pada ruang

parameter adalah faktor-faktor yang bergantung pada variabel bebas, misal

himpunan n variabel bebas {X1,X2, ...,Xn} dengan xi, i = 1, ..n adalah nilai-nilai

dari Xi. Permukaan katastrofe pada persamaan (3.3) memiliki titik kritis di R3

dengan koordinat (β,α) yang dapat diasumsikan sebagai fungsi variabel bebas

bernilai skalar sebagai berikut (Cobb, 2010):

αx = α0 +
n

∑
i=1

αixi , (3.4)

βx = β0 +
n

∑
i=1

βixi . (3.5)

Parameter βi,αi, i = 0,1, ...,n diasumsikan konstan dan xi, i = 1,2, ...,n menjadi

variabel kontrol yang baru. Fungsi-fungsi βx dan αx menentukan nilai yt jika

Universitas Indonesia
Model katastrofe..., Fathin Chamama FMIPA UI, 2012



36

diketahui xi. Dengan menggunakan fungsi potensial cusp pada persamaan (3.1)

maka prediksi nilai yt adalah akar-akar dari persamaan

dV (yt ;βx,αx)

dyt
= y3

t −βxyt −αx = 0, (3.6)

yang berarti untuk setiap nilai xi terdapat tiga nilai prediksi variabel keadaan yt

(Barunik dan Vosvrda, 2009).

Sesuai dengan pembahasan famili distribusi lokasi-skala pada subbab 2.2.3,

Cobb (1999) menggunakan λ sebagai parameter lokasi dan σ > 0 sebagai

parameter skala untuk mereduksi variabel keadaan yt karena variabel yt tidak

diketahui distribusinya. Dengan demikian ekuilibrium pada persamaan (3.3) dapat

ditulis sebagai

dV (yt ;βx,αx)

dyt
=
(yt −λ

σ

)3
−βx

(yt −λ
σ

)
−αx = 0, (3.7)

dengan αx dan βx mengikuti bentuk persamaan (3.4) dan (3.5). Dengan demikian

estimasi statistik yang dilakukan adalah estimasi terhadap 2n+4 parameter yaitu

{λ,σ,α0, ...,αn,β0, ...,βn} yang diperoleh dari N observasi pada n+1 variabel

{y,x1, ...,xn}.

Sesuai dengan sistem dinamik (3.2), persamaan ekuilibrium (3.7) dapat

ditulis sebagai

dyt =−dV (yt ;βx,αx)

dyt
dt. (3.8)

Sesuai dengan kebutuhan aplikasi di bidang keuangan yang memiliki faktor

ketidaktentuan, maka ditambahkan perilaku nondeterministik pada sistem

(Barunik dan Vosvrda, 2009). Dengan menambahkan Gaussian white noise aditif

sebagai faktor ketidaktentuan, maka sistem dinamik (3.8) dapat dinyatakan sebagai

PDS

dyt =−dV (yt ;βx,αx)

dyt
dt +σyt dWt . (3.9)
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Dengan demikian model yang dibahas pada penelitian ini adalah

dyt =

(
−
(yt −λ

σ

)3
+βx

(yt −λ
σ

)
+αx

)
dt +σyt dWt , (3.10)

dengan

dyt : perubahan variabel keadaan (state variable),

αx : faktor asimetri (fungsi dari xi),

βx : faktor bifurkasi (fungsi dari xi),

σyt : standar deviasi pada proses yt ,

Wt : proses Wiener, dWt ∼ N(0,dt),

xi : variabel bebas,untuk i = 1,2, ...,n.

Model katastrofe cusp stokastik pada persamaan (3.10) merupakan sistem

dinamik nonlinear yang solusinya sulit ditentukan secara eksplisit.

Cobb dan Watson (1980) memberikan solusi alternatif dengan menjelaskan

hubungan antara solusi dari persamaan (3.9) dengan fungsi densitas probabilitas

(FDP) stasioner fs(y|x). Dengan menggunakan transformasi Fourier terhadap

fungsi karakteristik dari f (yt) serta menggunakan persamaan Fokker-Planck

diperoleh FDP stasioner sebagai berikut (Soong, 1973):

fs(y|x) = Ψ exp(−Vsto(yt))

= Ψ exp

(
− 1

2σ2
yt

(y−λ
σ

)4
+

βx

σ2
yt

(y−λ
σ

)2
+

2αx

σ2
yt

(y−λ
σ

))
(3.11)

dengan Vsto adalah fungsi potensial stokastik. Proses perubahan model katastrofe

cusp stokastik pada persamaan (3.9) menjadi FDP stasioner pada persamaan (3.11)

diuraikan pada subbab selanjutnya.
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3.2 Hubungan Katastrofe Cusp Stokastik dengan FDP

Stasioner

Pada subbab ini dibahas langkah-langkah yang menunjukkan hubungan

persamaan (3.9) dengan FDP stasioner pada persamaan (3.11). FDP stasioner pada

persamaan (3.11) dapat diperoleh menggunakan dua tahapan. Tahap pertama

adalah pembentukan persamaan Fokker-Planck dan tahap kedua adalah

pembentukan FDP stasioner.

Tahap Pertama: Pembentukan persamaan Fokker-Planck.

Untuk memudahkan penjelasan tahap pertama, digunakan persamaan yang

lebih sederhana yaitu persamaan Langevin. Persamaan Langevin untuk suatu

proses Wiener adalah

dx
dt

=−θx+ f (t) (3.12)

dengan f (t) independen terhadap x (Cobb, 1999). Persamaan Langevin dapat

dinyatakan dalam bentuk PDS Itô sesuai persamaan (2.29) pada subbab 2.2.2

dengan µ(x) =−θ x,σ2(x) = 1, dan dWt = f (t)dt . Dengan demikian persamaan

(3.12) dapat dituliskan sebagai

dxt =−θxtdt +dWt , (3.13)

dengan Wt adalah proses Wiener dan dWt berdistribusi normal dengan rata-rata nol

dan variansi dt (Cobb, 1999).

Pembentukan persamaan Fokker-Planck dilakukan dengan langkah-langkah

sebagai berikut:

1. Menetapkan sifat umum transisi FDP pertama f (xt) ke FDP f (xt+∆t) dari

suatu proses stokastik Xt , di t ∈ T .

2. Mencari deret Taylor pada titik u = 0 dari fungsi karakteristik bersyarat

ϕ(ut+∆t |x′).

3. Mencari solusi sifat umum transisi FDP pertama f (xt) dengan menggunakan
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transformasi Fourier dari fungsi karakteristik.

4. Membentuk persamaan Fokker-Planck dari transisi FDP f (xt).

Langkah 1: Menetapkan sifat umum transisi FDP pertama f (xt) ke FDP f (xt+∆t)

dari suatu proses stokastik Xt , di t ∈ T .

Akan dicari FDP f (xt), t ≥ 0, dari proses stokastik Xt jika diberikan

f (x0) = f0(x).

Misal f (xt) FDP pertama dari suatu proses stokastik Xt , t ∈ T pada saat t

sedemikian sehingga transisi FDP pertama f (xt) ke FDP f (xt+∆t) mempunyai sifat

umum

f (xt+∆t) =

∞∫
−∞

f (xt+∆t |x′) f (x′)dx′ (3.14)

dengan f (xt+∆t |x′) adalah fungsi densitas bersyarat dari variabel acak Xt+∆t jika

diberikan Xt = x′ (Soong, 1973).

Langkah 2: Mencari deret Taylor pada titik u = 0 dari fungsi karakteristik

bersyarat ϕ(ut+∆t |x′).

Misal suatu variabel acak ∆X = Xt+∆t −Xt dengan Xt = x′. Sesuai dengan

persamaan (2.34) pada subbab 2.2.4, maka fungsi karakteristik bersyarat dari

variabel acak ∆X adalah

ϕ(ut+∆t |x′) = E[eiu∆x∣∣x′]
=

∞∫
−∞

eiu∆x f (xt+∆t |x′)dx, (3.15)

dengan ∆x = x− x′. Persamaan Langevin pada persamaan (3.13) dapat ditulis

dalam bentuk persamaan beda sebagai berikut:

∆xt =−θ xt∆t +∆Wt , (3.16)

dengan ∆Wt =Wt+∆t −Wt adalah penambahan (increment) dari proses Wiener.
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Persamaan (3.16) memiliki fungsi karakteristik bersyarat (Soong, 1973):

ϕ(ut+∆t |x′) = E[eiu∆x∣∣x′]
= E[exp(iu(−θ x∆t +∆Wt)) |x′]

= E[exp(−iu θ x∆t)
∣∣x′]+E[exp(iu∆Wt)

∣∣x′]. (3.17)

Persamaan (3.17) bisa diselesaikan dengan membaginya menjadi dua bagian.

Ekspektasi bersyarat pada suku pertama ruas kanan persamaan (3.17) adalah

E[exp(−iu θ x∆t)
∣∣x′] = exp(−iu θ x′∆t). (3.18)

Ekspektasi bersyarat suku kedua ruas kanan persamaan (3.17) adalah

E[exp(iu∆Wt)
∣∣x′] = E[exp(iu∆Wt)] (3.19)

karena Xt tidak bergantung terhadap ∆Wt . Kemudian karena ∆Wt merupakan

variabel acak Gaussian dengan mean nol dan variansi ∆t maka persamaan (3.19)

menjadi

E[exp(iu∆Wt)
∣∣x′] = exp

(
(iu)2

2
∆t
)
. (3.20)

Dengan demikian fungsi karakteristik bersyarat persamaan (3.17) merupakan

jumlahan dari persamaan (3.18) dan (3.20) yaitu

ϕ(ut+∆t |x′) = exp
(
−iuθx′∆t +

(iu)2

2
∆t
)
. (3.21)

Selanjutnya untuk mendapatkan solusi sifat umum transisi f (xt) adalah

dengan ekspansi fungsi karakteristik ϕ(ut+∆t |x′) pada deret Taylor di sekitar u = 0
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sehingga diperoleh

ϕ(ut+∆t | x′) = ϕ(ut+∆t | x′)
∣∣∣
u=0

+ϕ′(ut+∆t | x′)
∣∣∣
u=0

u

+ϕ′′(ut+∆t | x′)
∣∣∣
u=0

u2

2!

= 1− iθx′∆t u+ i2∆t
u2

2!
. (3.22)

Masing-masing suku pada ruas kanan persamaan (3.22) memuat turunan-turunan

fungsi karakteristik bersyarat yang didapatkan dari perhitungan sebagai berikut:

pada suku pertama,

ϕ(ut+∆t | x′)
∣∣∣
u=0

= exp
(
−iuθx′∆t +

(iu)2

2
∆t
)∣∣∣∣

u=0
= 1, (3.23)

pada suku kedua,

ϕ′(ut+∆t | x′)
∣∣∣
u=0

=
∂

∂u

(
exp
(
−iuθx′∆t +

(iu)2

2
∆t
))∣∣∣∣

u=0

=

(
(−iθx′∆t + i2u∆t)exp

(
−iuθx′∆t +

(iu)2

2
∆t
))∣∣∣∣

u=0

=−iθx′∆t, (3.24)

pada suku ketiga,

ϕ′′(ut+∆t | x′)
∣∣∣
u=0

=
∂

∂u

(
(−iθx′∆t + i2u∆t)exp

(
−iuθx′∆t +

(iu)2

2
∆t
))∣∣∣∣

u=0

= (i2∆t)exp
(
−iuθx′∆t +

(iu)2

2
∆t
)
+ i2u∆t(−iθx′∆t + i2u∆t)

∣∣∣∣
u=0

= (i2∆t)
(

exp
(
−iuθx′∆t +

(iu)2

2
∆t
))∣∣∣∣

u=0

= i2∆t, (3.25)

Universitas Indonesia
Model katastrofe..., Fathin Chamama FMIPA UI, 2012



42

pada suku selanjutnya,

ϕn(ut+∆t | x′) = 0, n ≥ 3. (3.26)

Langkah 3: Mencari solusi sifat umum transisi FDP pertama f (xt) menggunakan

transformasi Fourier dari fungsi karakteristik bersyarat ϕ(ut+∆t |x′) pada persamaan

(3.22).

Sesuai sifat pada persamaan (2.34) dan (2.35), maka balikan transformasi

Fourier dari persamaan (3.15) adalah (Soong, 1973)

f (xt+∆t | x′) =
1

2π

∞∫
−∞

e−iu∆xϕ(ut+∆t |x′)du. (3.27)

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan (3.22) ke persamaan (3.27)

diperoleh

f (xt+∆t | x′)

=
1

2π

∫
e−iu∆xϕ(ut+∆t | x′)du

=
1

2π

∫
e−iu∆xdu− θx′∆t

2π

∫
iue−iu∆xdu+

∆t
2π2!

∫
(iu)2e−iu∆xdu

=
2

∑
n=0

an(x′)
n!

1
2π

∫ ∞

−∞
(iu)ne−iu∆xdu, (3.28)

dengan an(x′) = E[∆Xn| x′] = E[(−θX∆t +∆W (t))n| x′)] disebut sebagai momen

penambahan (incremental moments) yang berhubungan dengan Xt . Kemudian

dengan menggunakan sifat delta Dirac pada persamaan (2.47) maka persamaan

(3.28) menjadi

f (xt+∆t | x′) =
2

∑
n=0

(−1)n

n!
an(x′)

∂n

∂xn δ(∆x). (3.29)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.29) ke persamaan (3.14) diperoleh
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sifat umum transisi FDP pertama f (xt) dari proses stokastik Xt sebagai berikut:

f (xt+∆t) =

∞∫
−∞

f (xt+∆t | x′) f (x′)dx′

=

∞∫
−∞

2

∑
n=0

(−1)n

n!
an(x′)

∂n

∂xn δ(∆x) f (x′)dx′

=
2

∑
n=0

(−1)n

n!
∂n

∂xn

∫ ∞

−∞
an(x′)δ(∆x) f (x′)dx′. (3.30)

Dengan menuliskan δ(x− x′) = δ(∆x), persamaan (3.30) menjadi

f (xt+∆t) =
2

∑
n=0

(−1)n

n!
∂n

∂xn

∫ ∞

−∞
an(x′)δ(x− x′) f (x′)dx′, (3.31)

kemudian dengan menggunakan sifat delta Dirac pada persamaan (2.51),

persamaan (3.31) menjadi

f (xt+∆t) =
2

∑
n=0

(−1)n

n!
∂n

∂xn

∫ ∞

−∞
an(x)δ(x− x′) f (x′)dx′

=
2

∑
n=0

(−1)n

n!
∂n

∂xn an(x)
∫ ∞

−∞
δ(x− x′) f (x′)dx′. (3.32)

Sesuai definisi delta Dirac pada persamaan (2.39), persamaan (3.32) dapat ditulis

sebagai (Soong, 1973)

f (xt+∆t) =
2

∑
n=0

(−1)n

n!
∂n

∂xn [an(x) f (x)]. (3.33)

Persamaan (3.33) merupakan solusi sifat umum transisi FDP pertama f (xt)

ke FDP f (xt+∆t) dari proses stokastik Xt .

Langkah 4: Membentuk persamaan Fokker-Planck dari transisi FDP f (xt).

Untuk mendapatkan formula Fokker-Planck dilakukan modifikasi aljabar

terhadap persamaan (3.33) sebagai berikut

f (xt+∆t)− f (xt) =
2

∑
n=1

(−1)n

n!
∂n

∂xn [an(xt) f (xt)]

=
−∂[a1(xt) f (xt)]

∂x
+

1
2

∂2[a2(xt) f (xt)]

∂x2 . (3.34)
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Kemudian dengan membagi persamaan (3.34) dengan ∆t dan menentukan limitnya

ketika ∆t → 0 diperoleh:

lim
∆t→ 0

1
∆t

( f (xt+∆t)− f (xt)) = lim
∆t→ 0

1
∆t

(
−∂[a1(xt) f (xt)]

∂x

+
1
2

∂2[a2(xt) f (xt)]

∂x2

)
∂ f (xt)

∂t
= − ∂

∂x
[α1(xt) f (xt)]

+
1
2

∂2

∂x2 [α2(xt) f (xt)]. (3.35)

Fungsi α1(xt) dan α2(xt) pada persamaan (3.35) adalah momen-momen

turunan (derivative moments) (Soong, 1973), yaitu momen penambahan yang

dibagi dengan ∆t dan ditentukan limitnya ketika ∆t → 0. Berikut adalah proses

perhitungan momen-momen turunan α1(xt) dan α2(xt):

α1(xt) = lim
∆t→ 0

1
∆t

E[X(t +∆t)−X(t)
∣∣X(t) = x]

= lim
∆t→ 0

1
∆t

E[∆X(t)
∣∣X(t) = x]

= lim
∆t→ 0

1
∆t

E[−θXt∆t +∆Wt
∣∣X(t) = x]

= lim
∆t→ 0

1
∆t

(
E[−θXt∆t

∣∣X(t) = x]+E[∆Wt
∣∣X(t) = x]

)
= lim

∆t→ 0

1
∆t

(−θX∆t)+0

= −θX , (3.36)

α2(xt) = lim
∆t→ 0

1
∆t

E[(∆Xt)
2∣∣X(t) = x]

= lim
∆t→ 0

1
∆t

E[(−θXt∆t +∆Wt)
2∣∣X(t) = x]

= lim
∆t→ 0

1
∆t

E
[
(θXt∆t)2 −2θXt∆t ·∆Wt +(∆Wt)

2∣∣X(t) = x
]

= lim
∆t→ 0

1
∆t

(
E
[
(θXt∆t)2|X(t) = x

]
−E[2θXt∆t ·∆Wt |X(t) = x]+E[(∆Wt)

2|X(t) = x]
)
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= lim
∆t→ 0

1
∆t

(
(θX∆t)2 −2θX∆tE[∆Wt |X(t) = x]

+E[(∆Wt)
2|X(t) = x]

)
= lim

∆t→ 0

1
∆t

(
(θX∆t)2 −2θX∆t ·0+∆t

)
= 1. (3.37)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.36) dan (3.37) ke persamaan (3.35), maka

persamaan (3.35) menjadi

∂ f (xt)

∂t
= θ

∂
∂x

[x f (xt)]+
1
2

∂2

∂x2 [ f (xt)]. (3.38)

Persamaan (3.38) dikenal sebagai persamaan Fokker-Planck. Dalam hal ini

adalah persamaan Fokker-Planck dari persamaan Langevin. Dengan demikian

tahap pertama yaitu perubahan bentuk dari persamaan Langevin pada persamaan

(3.13) menjadi persamaan Fokker-Planck pada persamaan (3.38) telah selesai.

Persamaan Langevin pada persamaan (3.13) mengikuti bentuk PDS Itô,

sehingga proses pada tahap pembentukan persamaan Fokker-Planck yang telah

dilakukan pada persamaan Langevin dapat dilakukan pada bentuk umum PDS Itô.

Misal suatu persamaan diferensial stokastik mengikuti bentuk sesuai definisi PDS

Itô pada subbab 2.2.2 yaitu

dxt = µ(xt)dt +σ(xt)dWt , (3.39)

dengan persamaan beda

∆xt = µ(xt)∆t +σ(xt)∆Bt . (3.40)

Dengan mengikuti proses perubahan dari persamaan (3.13) menjadi

persamaan (3.38), maka persamaan Fokker-Planck untuk bentuk umum PDS Itô

pada persamaan (3.39) adalah

∂ f (xt)

∂t
=

∂
∂x

[−µ(xt) f (xt)]+
1
2

∂2

∂x2 [σ
2(xt) f (xt)]. (3.41)
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Tahap Kedua: Menentukan FDP stasioner untuk bentuk umum PDS Itô pada

persamaan (3.39).

Di bawah kondisi momen-momen turunan αn(xt) yang tidak bergantung

terhadap waktu t, ekspektasi FDP f (xt) mendekati nilai stasioner (Soong, 1973).

Dalam menentukan FDP stasioner dilakukan hal-hal sebagai berikut:

∂ f (xt)

∂t
= 0

∂
∂x

[−µ(x) fs]+
1
2

∂2

∂x2 [σ
2(x) fs] = 0, (3.42)

kemudian dengan mengintegralkan kedua ruas persamaan (3.42), diperoleh

−µ(x) fs(x)+
1
2

∂
∂x

[σ2(x) fs(x)] = c1. (3.43)

Dimisalkan σ2(x) fs(x) = h(x) (Soong, 1973), sehingga persamaan (3.43) menjadi

−µ(x)
σ2(x)

h(x)+
1
2

∂
∂x

h(x) = c1,

1
2

∂
∂x

h(x)− µ(x)
σ2(x)

h(x) = c1,

∂
∂x

h(x)− 2µ(x)
σ2(x)

h(x) = 2c1. (3.44)

Persamaan (3.44) memiliki bentuk persamaan diferensial linear orde 1

dy
dx

+ yP(x) = Q(x), (3.45)

dengan faktor pengintegral exp
[∫

P(x)dx
]

. Persamaan (3.45) mempunyai solusi

yexp
[∫

P(s)ds
]
=

∫
Q(x)exp

[∫
P(s)ds

]
dx+ c. (3.46)

Dengan menerapkan solusi persamaan (3.45) pada persamaan (3.44), diperoleh

y = h(x), P(x) =−2µ(x)
σ2(x)

dan faktor pengintegral exp
[

2
∫

− µ(s)
σ2(s)

dx
]

, sehingga
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solusi dari persamaan (3.44) adalah

h(x)exp
[

2
∫ x

0
− µ(s)

σ2(s)
ds
]
=

∫ x

0
2c1 exp

[
2
∫ r

x
− µ(s)

σ2(s)
ds
]

dr+ c,

h(x) = exp
[

2
∫ x

0

µ(s)
σ2(s)

ds
][

c+2c1

∫ x

0
exp
[

2
∫ r

x
− µ(s)

σ2(s)
ds
]

dr

]
. (3.47)

Jika pada persamaan (3.43) diasumsikan fs(±∞) = 0 dan d fs(±∞)
dx = 0,

maka karena fs(x) =
h(x)

σ2(x)
akan diperoleh h(x)

σ2(x)
= 0 dan d

dx
h(x)

σ2(x)
= 0. Dengan

demikian persamaan (3.44) bernilai 0, atau dengan perkataan lain c1 = 0, sehingga

persamaan (3.47) menjadi

h(x) = c exp
[

2
∫ x

0

µ(s)
σ2(s)

ds
]
. (3.48)

Selanjutnya, karena h(x) = σ2(x) fs(x) maka persamaan (3.48) menjadi

fs(x) =
c

σ2(x)
exp
[

2
∫ x

0

µ(s)
σ2(s)

ds
]
, (3.49)

dengan c adalah konstanta yang memenuhi
∫ ∞
−∞ fs(x)dx = 1 (Soong, 1973).

Persamaan (3.49) adalah FDP stasioner dari persamaan Fokker-Planck pada

persamaan (3.41). Perubahan bentuk dari persamaan (3.41) sampai persamaan

(3.49) merupakan langkah-langkah proses perubahan persamaan Fokker-Planck

PDS Itô menjadi FDP stasioner.

Model katastrofe cusp stokastik pada persamaan (3.9) di subbab 3.1

memiliki bentuk PDS Itô dengan µ(x) =−dV (yt ;βx,αx)
dyt

dan σ2(x) = σ2
yt

. Dengan

demikian kedua tahapan, yaitu perubahan persamaan Langevin menjadi persamaan

Fokker-Planck dan pembentukan FDP stasioner dari persamaan Fokker-Planck,

dapat diterapkan pada model katastrofe cusp stokastik.

Dengan menggunakan langkah-langkah pada tahap pertama, PDS Itô pada

persamaan (3.9), yaitu

dyt =−dV (yt ;αx,βx)

dyt
dt +σyt dWt ,
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mempunyai persamaan Fokker-Planck

∂ f (yt)

∂t
=

∂
∂x

[dV (yt ;αx,βx)

dyt

]
+

1
2

∂2

∂x2

[
σ2

yt
f (yt)

]
. (3.50)

Kemudian dengan menerapkan proses tahap kedua pada persamaan (3.50) seperti

pada proses perubahan persamaan (3.41) menjadi persamaan (3.49), diperoleh

fs(y|x) =
c

σ2
yt

exp

[
2
∫ x

0

−dV (y;αx,βx)/dy
σ2

yt

]
. (3.51)

Sesuai dengan model katastrofe cusp stokastik pada persamaan (3.10), maka

persamaan (3.51) dapat dituliskan sebagai

fs(y|x) =
c

σ2
yt

exp

2
∫ x

0

(
−
(

y−λ
σ

)3
+βx

(
y−λ

σ

)
+αx

)
σ2

yt



= Ψ exp

2

(
−1

4

(
y−λ

σ

)4
+ βx

2

(
y−λ

σ

)2
+αx

(
y−λ

σ

))
σ2

yt

 , (3.52)

dengan Ψ adalah konstanta yang memenuhi
∫ ∞
−∞ fs(y|x)dy = 1.

Karena koefisien difusi σyt pada persamaan (3.9) merupakan fungsi konstan

maka menurut Wagenmakers et al. (2005), fungsi potensial V (yt) memiliki

hubungan dengan fungsi potensial stokastik Vsto(yt) yang memenuhi persamaan

Vsto(yt) =
2V (yt)

σ2
yt

. (3.53)

Dengan demikian diperoleh bahwa FDP stasioner pada persamaan (3.52)

adalah FDP stasioner pada persamaan (3.11), sehingga terbukti bahwa model

katastrofe cusp stokastik berhubungan dengan suatu FDP stasioner. Setelah

dijelaskan proses perubahan model katastrofe cusp stokastik menjadi FDP

stasioner, pada subbab selanjutnya dibahas tentang diskriminan Cardan.
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3.3 Diskriminan Cardan

Sebelum dibahas tentang diskriminan Cardan, terlebih dahulu dibahas

tentang modus dan antimodus dari FDP stasioner. Nilai-nilai ekstrim dari FDP

stasioner fs(y|x) adalah modus dan antimodus dari fs(y|x). Cobb dan Watson

(1980) menyatakan bahwa modus dan antimodus dari FDP stasioner fs(y|x)

diperoleh dengan mencari solusi dari

d
dy

log fs(y|x) = 0. (3.54)

Berikut dijelaskan solusi dari persamaan (3.54). Dengan menggunakan

persamaan (3.52), diperoleh

log fs(y|x) = log

Ψ exp

2

(
−1

4

(
y−λ

σ

)4
+ βx

2

(
y−λ

σ

)2
+αx

(
y−λ

σ

))
σ2

yt




= logΨ+2

(
−1

4

(
y−λ

σ

)4
+ βx

2

(
y−λ

σ

)2
+αx

(
y−λ

σ

))
σ2

yt

. (3.55)

Tampak bahwa penggunaan log hanya merupakan pergeseran dari fungsi potensial,

sehingga tidak mempengaruhi ekuilibrium fungsi potensial. Kemudian sesuai

dengan persamaan (3.54) diperoleh

d
dy

log fs(y|x) = 0

d
dy

logΨ+2

(
−1

4

(
y−λ

σ

)4
+ βx

2

(
y−λ

σ

)2
+αx

(
y−λ

σ

))
σ2

yt

= 0

2
σ2

yt

(
−
(y−λ

σ

)3
+βx

(y−λ
σ

)
+αx

)
= 0

−
(y−λ

σ

)3
+βx

(y−λ
σ

)
+αx = 0(y−λ

σ

)3
−βx

(y−λ
σ

)
−αx = 0. (3.56)

Diperoleh bahwa modus dan antimodus FDP stasioner pada persamaan
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(3.56) merupakan permukaan katastrofe pada persamaan (3.7). Dengan demikian

dapat dinyatakan bahwa ekuilibrium FDP stasioner fs(y|x) berkaitan dengan

titik-titik ekstrim fungsi potensial V (yt ;βx,αx) (Wagenmakers et al., 2005).

Hubungan ini dapat dilihat pada Gambar 3.2.

[Sumber: Wagenmakers et al. (2005)]

Gambar 3.2: Grafik hubungan FDP stasioner fs(y|x) dan fungsi potensial V (yt).

Pada Gambar 3.2 tampak bahwa titik minimum dari fungsi potensial V (yt)

merupakan modus dari FDP stasioner fs(y|x) dan titik maksimum dari fungsi

potensial V (yt) merupakan antimodus dari FDP stasioner fs(y|x). Dengan

demikian modus dari FDP stasioner fs(y|x) merupakan titik ekuilibrium stabil dan

antimodus dari FDP stasioner fs(y|x) merupakan titik ekuilibrium tak stabil.

Koefisien difusi σ(yt) diasumsikan konstan sehingga hanya mempengaruhi

ketinggian modus dan tidak mempengaruhi titik ekuilibrium. Semakin kecil nilai

σ(yt) maka modus FDP stasioner semakin tinggi.

Dengan demikian perubahan perilaku variabel keadaan yt dapat dilihat dari

perubahan modus dan antimodus pada barisan FDP stasioner fs(y|x). Selain

dengan melihat barisan FDP stasioner, perubahan modus dan antimodus pada
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fs(y|x) dapat dilihat dari diskriminan Cardan δx (Barunik dan Vosvrda, 2009),

δx =
(αx

2

)2
−
(

βx

3

)3

, (3.57)

dengan δx adalah statistik yang membedakan apakah FDP stasioner fs(y|x)

unimodal atau bimodal.

Berdasarkan (Hale dan Kocak, 1991), statistik diskriminan Cardan pada

persamaan (3.57) dapat diperoleh dengan menggunakan dua persamaan

DV (αx,βx,yt) = 0 dan D2V (αx,βx,yt) = 0. (3.58)

Dengan menggunakan fungsi potensial pada persamaan (3.1),

V (αx,βx,yt) =
1
4y4

t − 1
2βxy2

t −αxyt diperoleh

DV (αx,βx,yt) = y3
t −βxyt −αx = 0, (3.59)

dan

D2V (αx,βx,yt) = 3y2
t −βx = 0,

βx = 3y2
t , (3.60)

sehingga dengan mensubstitusikan persamaan (3.60) ke persamaan (3.59)

diperoleh

y3
t −3y2

t · yt −αx = 0

αx = −2y3
t . (3.61)

Dengan memperhatikan variabel yt pada ruas kanan persamaan (3.60) dan (3.61)

dapat diperoleh relasi

(y3
t )

2 = (y2
t )

3

(
αx

2
)2 = (

βx

3
)3.
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Kemudian berdasarkan relasi tersebut diperoleh statistik diskriminan Cardan δx

δx =
(αx

2

)2
−
(

βx

3

)3

.

Diskriminan Cardan dapat digunakan sebagai indikator titik ekstrim dari

FDP stasioner. Nilai Cardan positif menunjukkan FDP stasioner memiliki satu

modus, yaitu titik ekuilibrium stabil. Nilai diskriminan Cardan negatif

menunjukkan FDP mempunyai dua modus (bimodal). Dengan kata lain terdapat

tiga titik ekuilibrium, yaitu dua titik ekuilibrium stabil dan satu titik ekuilibrium

tak stabil. Perubahan FDP unimodal ke FDP bimodal merupakan penjelasan

adanya peristiwa katastrofe pada perilaku yt .

Sifat diskriminan Cardan dan sifat-sifat fungsi parameter kontrol αx dan βx

pada kasus unimodal dan bimodal dipengaruhi oleh nilai diskriminan Cardan δx

yang dijelaskan pada Tabel 3.1 (Cobb, 1999).

Tabel 3.1: Sifat diskriminan Cardan

Diskriminan Cardan Sifat modus dan antimodus FDP stasioner

δx > 0: fs(y|x) unimodal

αx : Skewness Semakin (-) semakin ke kiri.

Semakin (+) semakin ke kanan.

βx : Kurtosis Semakin besar semakin landai.

δx < 0: fs(y|x) bimodal

αx : Ketinggian relatif

2 modus

|αx| semakin besar relatif semakin beda.

Semakin (+) semakin tinggi modus kanan.

Semakin (-) semakin tinggi modus kiri.

βx : Pemisahan 2

modus

Semakin besar, jarak semakin jauh.

Peristiwa katastrofe ditunjukkan dengan adanya perubahan nilai diskriminan

Cardan δx dari positif ke negatif. Indikator peristiwa katastrofe lainnya adalah

adanya barisan FDP stasioner yang berubah dari unimodal ke bimodal yang terjadi

dengan tiba-tiba. Barisan FDP stasioner dapat diperoleh dengan menetapkan suatu
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nilai αx tertentu dan nilai βx yang berubah dari negatif ke positif. Sejalan dengan

perubahan βx dari negatif ke positif, FDP stasioner dari proses yt berubah dari

unimodal ke bimodal. Hal ini sesuai dengan sifat βx sebagai faktor bifurkasi.

Untuk αx = 0, FDP bersifat simetris (Barunik dan Vosvrda, 2009).

Pada subbab berikutnya dibahas estimasi parameter untuk mendapatkan nilai

diskriminan Cardan dengan menggunakan (shape polynomial) yang berkaitan

dengan FDP stasioner fs(y|x).

3.4 Estimasi Parameter

Parameter kontrol αx dan βx secara berturut-turut mengikuti bentuk

persamaan (3.4) dan (3.5), sehingga perlu dilakukan estimasi terhadap 2n+4

parameter yaitu {λ,σ,α0, . . . ,αn,β0, . . . ,βn} dari N observasi pada n+1 variabel

{y,x1, . . . ,xn}. Terdapat beberapa metode estimasi yang sering digunakan pada

aplikasi, misalnya metode momen dan metode maksimum likelihood. Metode

estimasi parameter yang digunakan pada tesis ini adalah metode momen yang

didasarkan pada teorema berikut (Cobb, 2010; Cobb, Koppstein, dan Neng, 1983):

Teorema 3.1 Misal fungsi pembentuk g(x,y) adalah fungsi polinomial dari x dan y

sedemikian sehingga

0 <
∫ ∞

−∞
exp
[
−

∫
g(x,y)dy

]
< ∞,∀x. (3.62)

Misal Ψ(x) adalah kuantitas resiprokal. Anggap bahwa suatu variabel acak Y

bergantung pada x dengan densitas bersyarat sebagai berikut

f (y|x) = Ψ(x)exp
[
−

∫
g(x,y)dy

]
. (3.63)

Asumsikan bahwa densitas bersama X dan Y mempunyai momen di semua order,

dan misal h(x) adalah densitas variabel acak X. Maka untuk sembarang j ≥ 0 dan

k ≥ 0,

E
[
X jY kg(X ,Y )

]
= kE

[
X jY k−1]. (3.64)
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Teorema 3.1 telah dibuktikan oleh Cobb (2010); Cobb, Koppstein, dan Neng

(1983). Fungsi Ψ(x) adalah kuantitas resiprokal dengan pengertian bahwa jika

dipunyai m(x) maka Ψ(x)m(x) = 1.

Fungsi g(x,y) dinamakan shape polynomial dimana jumlah maksimum

modus dari fungsi densitas f (y|x) ditentukan dari derajat polinomial g(x,y)

(Cobb, Koppstein, dan Neng, 1983). Shape polynomial katastrofe cusp dengan

variabel keadaan y adalah g(y) = b1 +b2 y+b3 y2 +b4 y3 yang merupakan bentuk

umum dari shape polynomial cusp standar pada persamaan (3.2).

Pada tesis ini dibahas model dengan variabel keadaan Y dan dua variabel

bebas X1 dan X2 sehingga terdapat fungsi dari x1,x2, dan y yang merupakan shape

polynomial

g(x1,x2,y) = a+by+ cx1 +dx1 y+ ex2 + f x2 y+gy2 +hy3, (3.65)

dengan (h > 0). Sesuai Teorema 3.1, variabel Y bergantung pada variabel-variabel

X1 dan X2 dengan fungsi densitas

f (y|x1,x2) = Ψ exp
[
−
(

ay+
by2

2
+ cx1y+

dx1y2

2
+ ex2y

+
f x2y2

2
+

gy3

3
+

hy4

4

)]
. (3.66)

Persamaan (3.66) merupakan bentuk umum dari fungsi densitas cusp pada

persamaan (3.11), sehingga jika diperoleh nilai parameter-parameter

a,b,c,d,e, f ,g, dan h pada persamaan (3.66) maka dapat ditentukan nilai dari

parameter pada persamaan (3.11).

Dengan menggunakan persamaan (3.66) persamaan (3.65) dapat ditulis

sebagai

g(x1,x2,y) =− ∂
∂y

ln( f (y|x1,x2)) =−∂ f (y|x1,x2)/∂y
f (y|x1,x2)

. (3.67)
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Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (3.67) ke rumus momen pada

persamaan (3.64), diperoleh

E
[
X i

1 X j
2 Y kg(X1,X2,Y )

]
=

∫∫∫
xi

1 x j
2 ykg(x1,x−2,y) f (y|x1,x2)h(x1)h(x2)dy dx2 dx1

=
∫∫∫

xi
1 x j

2 yk(−∂ f (y|x1,x2)/∂y
)
h(x1)h(x2)dy dx2 dx1

=
∫∫∫

xi
1 x j

2 yk(−∂ f (y|x1,x2)/∂y
)
dy h(x1)h(x2)dx2 dx1

=
∫∫

xi
1 x j

2 h(x2)h(x1)
(
−

∫
yk ∂ f (y|x1,x2)

∂y
dy
)

dx2 dx1. (3.68)

Integralkan secara parsial integral bagian dalam ruas kanan persamaan (3.68), yaitu

−
∫

yk ∂ f (y|x1,x2)

∂y
dy = −yk

∫ ∂ f (y|x1,x2)

∂y
dy−

∫
f (y|x1,x2)(−kyk−1)dy

= −yk f (y|x1,x2)∥∞
−∞ + k

∫
yk−1 f (y|x1,x2)dy

= 0+ k
∫

yk−1 f (y|x1,x2)dy,

sehingga diperoleh

E
[
X i

1 X j
2 Y kg(X1,X2,Y )

]
=

∫∫
xi

1h(x1) x j
2h(x2)

(
k
∫

yk−1 f (y|x1,x2)dy
)

dx2 dx1

= k
∫∫∫

xi
1x j

2yk−1 f (y|x1,x2)h(x2)h(x1)dy dx2 dx1

= k E
[
X i

1 X j
2 Y k−1]. (3.69)

Persamaan (3.69) merupakan bentuk perluasan dari persamaan (3.64).

Dengan demikian diperoleh bahwa Teorema 3.1 dapat diterapkan pada model yang

akan dibahas.

Estimasi parameter terhadap a,b,c,d,e, f ,g,h diperoleh dengan menerapkan

Teorema 3.1 pada fungsi densitas persamaan (3.66). Misal digunakan notasi µi jk

untuk menyatakan momen ke-i jk sedemikian sehingga

µi jk = E[X i
1 X j

2 Y k].
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Sesuai Teorema 3.1 maka momen ke-i jk dari fungsi densitas persamaan (3.66)

adalah

E[X i
1 X j

2 Y kg(x1,x2,y)] = k E[X i
1 X j

2 Y k−1],

sehingga untuk i = 0,1; j = 0,1 dan k = 0,1,2,3, diperoleh momen-momen dari

fungsi densitas persamaan (3.66) sebagai berikut:

Untuk i = j = k = 0. Jika E[g(X1,X2,Y )] = 0, maka

E[g(X1,X2,Y )]

= E
[
a+bY + cX1 +dX1Y + eX2 + f X2Y +gY 2 +hY 3]

= a+bE[Y ]+ cE[X1]+dE[X1Y ]+ eE[X2]+ f E[X2Y ]

+gE[Y 2]+hE[Y 3]

= a+bµ001 + cµ100 +dµ101 + eµ010 + f µ011 +gµ002 +hµ003. (3.70)

Untuk i = 0, j = 0,k = 1. Jika E[Y g(X1,X2,Y )] = 1, maka

E[Y g(X1,X2,Y )]

= E
[
aY +bY 2 + cX1Y +dX1Y 2 + eX2Y + f X2Y 2 +gY 3 +hY 4]

= aE[Y ]+bE[Y 2]+ cE[X1Y ]+dE[X1Y 2]+ eE[X2Y ]

+ f E[X2Y 2]+gE[Y 3]+hE[Y 4]

= aµ001 +bµ002 + cµ101 +dµ102 + eµ011 + f µ012 +gµ003 +hµ004.(3.71)

Untuk i = 0, j = 0,k = 2. Jika E[Y 2 g(X1,X2,Y )] = 2E[Y ], maka

E[Y 2 g(X1,X2,Y )]

= E
[
aY 2 +bY 3 + cX1Y 2 +dX1Y 3 + eX2Y 2 + f X2Y 3

+gY 4 +hY 5]
= aE[Y 2]+bE[Y 3]+ cE[X1Y 2]+dE[X1Y 3]+ eE[X2Y 2]

+ f E[X2Y 3]+gE[Y 4]+hE[Y 5]

= aµ002 +bµ003 + cµ102 +dµ103 + eµ012 + f µ013 +gµ004 +hµ005.(3.72)
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Untuk i = 0, j = 0,k = 3 Jika E[Y 3 g(X1,X2,Y )] = 3E[Y 2], maka

E[Y 3 g(X1,X2,Y )]

= E
[
aY 3 +bY 4 + cX1Y 3 +dX1Y 4 + eX2Y 3 + f X2Y 4

+gY 5 +hY 6]
= aE[Y 3]+bE[Y 4]+ cE[X1Y 3]+dE[X1Y 4]+ eE[X2Y 3]

+ f E[X2Y 4]+gE[Y 5]+hE[Y 6]

= aµ003 +bµ004 + cµ103 +dµ104 + eµ013 + f µ014 +gµ005 +hµ006.(3.73)

Untuk i = 1, j = 0,k = 0. Jika E[X1 g(X1,X2,Y )] = 0 maka

E[X1 g(X1,X2,Y )]

= E
[
aX1 +bX1Y + cX2

1 +dX2
1 Y + eX1X2 + f X1X2Y

+gX1Y 2 +X1hY 3]
= aE[X1]+bE[X1Y ]+ cE[X2

1 ]+dE[X2
1 Y ]+ eE[X1X2]

+ f E[X1X2Y ]+gE[X1Y 2]+hE[X1Y 3]

= aµ100 +bµ101 + cµ200 +dµ201 + eµ110 + f µ111 +gµ102 +hµ103.(3.74)

Untuk i = 1, j = 0,k = 1. Jika E[X1Y g(X1,X2,Y )] = E[X1]

E[X1Y g(X1,X2,Y )]

= E
[
aX1Y +bX1Y 2 + cX2

1 Y +dX2
1 Y 2 + eX1X2Y + f X1X2Y 2

+gX1Y 3 +X1hY 4]
= aE[X1Y ]+bE[X1Y 2]+ cE[X2

1 Y ]+dE[X2
1 Y 2]+ eE[X1X2Y ]

+ f E[X1X2Y 2]+gE[X1Y 3]+hE[X1Y 4]

= aµ101 +bµ102 + cµ201 +dµ202 + eµ111 + f µ112 +gµ103 +hµ104.(3.75)
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Untuk i = 0, j = 1,k = 0. Jika E[X2 g(X1,X2,Y )] = 0, maka

E[X2 g(X1,X2,Y )]

= E
[
aX2 +bX2Y + cX1X2 +dX1X2Y + eX2

2 + f X2
2 Y

+gX2Y 2 +X2hY 3]
= aE[X2]+bE[X2Y ]+ cE[X1X2]+dE[X1X2Y ]+ eE[X2

2 ]

+ f E[X2
2 Y ]+gE[X2Y 2]+hE[X2Y 3]

= aµ010 +bµ011 + cµ110 +dµ111 + eµ020 + f µ021 +gµ012 +hµ013.(3.76)

Untuk i = 0, j = 1,k = 1. Jika E[X2Y g(X1,X2,Y )] = E[X2], maka

E[X2Y g(X1,X2,Y )]

= E
[
aX2Y +bX2Y 2 + cX1X2Y +dX1X2Y 2 + eX2

2 Y + f X2
2 Y 2

+gX2Y 3 +X2hY 4]
= aE[X2Y ]+bE[X2Y 2]+ cE[X1X2Y ]+dE[X1X2Y 2]+ eE[X2

2 Y ]

+ f E[X2
2 Y 2]+gE[X2Y 3]+hE[X2Y 4]

= aµ011 +bµ012 + cµ111 +dµ112 + eµ021 + f µ022 +gµ013 +hµ014.(3.77)

Untuk mencari solusi nilai-nilai a,b,c,d,e, f ,g,h, semua persamaan momen dapat

dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

µ000 µ001 µ100 µ101 µ010 µ011 µ002 µ003

µ001 µ002 µ101 µ102 µ011 µ012 µ003 µ004

µ002 µ003 µ102 µ103 µ012 µ013 µ004 µ005

µ003 µ004 µ103 µ104 µ013 µ014 µ005 µ006

µ100 µ101 µ200 µ201 µ110 µ111 µ102 µ103

µ101 µ102 µ201 µ202 µ111 µ112 µ103 µ104

µ010 µ011 µ110 µ111 µ020 µ021 µ012 µ013

µ011 µ012 µ111 µ112 µ021 µ022 µ013 µ014





a

b

c

d

e

f

g

h



=



0

µ000

2µ001

3µ002

0

µ100

0

µ010


(3.78)
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sehingga dengan melakukan operasi matriks akan diperoleh nilai-nilai dari

a,b,c,d,e, f ,g dan h (Cobb, Koppstein, dan Neng, 1983).

Setelah diperoleh nilai-nilai parameter a,b,c,d,e, f ,g dan h pada persamaan

(3.66) dapat dilakukan transformasi. Transformasi parameter dari a,b,c,d,e, f ,g

dan h ke himpunan parameter {α0,α1,α2,β0,β1,β2,λ,σ} memenuhi

persamaan-persamaan sebagai berikut (Cobb, 2010; Cobb, Koppstein, dan Neng,

1983):

σ = 4

√
2

σ2
yt

h
, λ =− g

3h ,

α0 =−
σ2

yt
σ

2
(a+bλ+gλ2 +hλ3), β0 =−

σ2
yt

σ2

2 (b+gλ),

α1 =−
σ2

yt
σ

2
(c+dλ), β1 =−

σ2
yt

σ2

2 ,

α2 =−
σ2

yt
σ

2
(e+ f λ), β2 =−

σ2
yt

σ2

2 f . (3.79)

Parameter-parameter {α0,α1,α2,β0,β1,β2,λ,σ} kemudian disubstitusikan

ke persamaan (3.11), sehingga diperoleh FDP stasioner dengan nilai-nilai

parameter yang dapat diperoleh dari estimasi.
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BAB 4

APLIKASI MODEL KATASTROFE CUSP STOKASTIK

Model katastrofe cusp stokastik telah banyak digunakan untuk menjelaskan

perubahan perilaku sistem yang drastis dan mendadak pada berbagai bidang, di

antaranya adalah van der Maas, Kolstein, dan van der Pligt (2003) yang

menjelaskan perubahan mendadak sikap politis warga Belanda terhadap program

pemerintah. Fischer dan Jammernegg (1986) menggunakan katastrofe cusp

stokastik di bidang ekonomi untuk menjelaskan hubungan antara inflasi aktual,

pengangguran dan inflasi ekspektasi.

Pada tesis ini, model katastrofe cusp stokastik digunakan untuk menjelaskan

perubahan mendadak indeks harga saham yang terjadi pada peristiwa Black

Monday di pasar saham Amerika pada 19 Oktober 1987.

4.1 Sejarah Peristiwa Black Monday

Tahun 1987 menjadi salah satu tahun kelabu dalam perekonomian Amerika.

Pada 19 Oktober 1987 terjadi krisis pasar saham dimana indeks saham S&P 500

dan perdagangan opsi turun mencapai 20,5% dalam waktu satu hari

(Barunik dan Vosvrda, 2009). Peristiwa yang terjadi pada hari Senin tersebut

kemudian dikenal dengan nama Black Monday.

Black Monday merupakan kejadian penting dimana krisis ini terjadi tidak

hanya karena kecepatan penurunan pasar tapi juga menunjukkan kelemahan sistem

perdagangan pada saat itu. Masalah-masalah pada sistem perdagangan yang

didukung dengan penurunan harga menjadikan krisis semakin parah. Salah satu

masalah yang ditengarai menjadi penyebab adalah sulitnya mengumpulkan

informasi dalam cepatnya perubahan dan ketidakpastian pasar. Sistem saat itu tidak

mampu menangani begitu banyaknya transaksi dalam satu waktu (Carlson, 2006).

Ketidakpastian tentang informasi sepertinya berkontribusi pada penarikan
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diri para investor fundamentalist yang mengakibatkan pasar lebih banyak

dikendalikan oleh investor chartist. Penurunan harga saham yang secara terus

menerus pada hari-hari sebelumnya, membuat kelompok chartist tertarik untuk

melakukan spekulasi. Banyaknya kelompok chartist menyebabkan penurunan

pasar menjadi ekstrem.

Pada tesis ini diteliti apakah perubahan indeks saham yang mendadak pada

krisis Black Monday dapat dijelaskan dengan menggunakan model katastrofe cusp

stokastik. Data yang digunakan pada aplikasi model adalah data pasar dalam satu

tahun perdagangan (253 hari) mulai 1 Mei 1987 sampai dengan 29 April 1988

yang diperoleh dari (Wikiposit, 2012). Indeks saham S&P500 digunakan sebagai

variabel tak bebas. Sedangkan variabel bebas yang digunakan adalah A/D Ratio

(Advance/Decline Ratio) pada pasar saham New York Stocks Exchange (NYSE)

dan CBOE Volatility Indeks (VIX) yaitu indeks volatilitas perdagangan yang

dikeluarkan oleh Chicago Board Options Exchange (CBOE).

4.2 Variabel-variabel Acak dalam Penelitian

Pada subbab ini dijelaskan mengenai variabel-variabel acak yang digunakan

dalam model, yaitu indeks saham S&P500, A/D Ratio, dan PPO dari indeks VXO.

Dua kelompok investor fundamentalist dan chartist diasumsikan sebagai

variabel bebas yang mempengaruhi keadaan pasar, sehingga terdapat dua variabel,

yaitu C adalah banyaknya chartist yang merepresentasikan spekulasi uang pada

pasar modal dan F adalah banyaknya fundamentalist yang merepresentasikan

permintaan saham yang melampaui batas. Untuk mengukur keadaan pasar saham

adalah dengan menentukan suatu indeks I, pada tesis ini adalah indeks S&P 500.

Misal

J = İ =
dI
dt

, (4.1)

adalah laju perubahan (rate of change) dari indeks pasar saham I. Maka J = 0

merepresentasikan pasar yang statis, J > 0 merepresentasikan pasar saham yang

optimis (bull market), dan J < 0 merepresentasikan pasar saham yang lesu (bear
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market). Variabel keadaan yt menunjukkan laju perubahan indeks J. Variabel F

yang diasumsikan sebagai faktor penentu eksternal merupakan variabel kontrol

asimetri αx dan C yang diasumsikan sebagai mekanisme internal dari pasar saham

merupakan variabel kontrol bifurkasi βx (Barunik dan Vosvrda, 2009).

Ketika jumlah chartist kecil, pasar saham didominasi investor

berpengetahuan baik, permintaan untuk penjualan dan pembelian saham seimbang

dan perubahan yang terjadi pada J hanya disebabkan oleh permintaan atau

penawaran saham yang melampaui batas. Sebaliknya jumlah chartist yang besar

akan mengakibatkan ketidakstabilan pada pasar, sehingga chartist diasumsikan

sebagai faktor bifurkasi. Semakin banyak chartist, J semakin tidak stabil

(Barunik dan Vosvrda, 2009).

Pada tesis ini digunakan variabel keadaan return harian Indeks saham

S&P500. Permintaan saham yang melampaui batas dapat diindikasikan dengan

rasio dari volume saham yang naik harga terhadap volume saham yang turun harga

sehingga digunakan variabel bebas A/D Ratio, dan untuk melihat spekulasi pasar,

variabel yang paling sesuai adalah Put/Call ratio yaitu perbandingan antara total

volume opsi jual terhadap total volume opsi beli (Barunik dan Vosvrda, 2009).

Akan tetapi karena data Put/Call Ratio pada periode data yang dperhatikan tidak

dapat ditemukan, maka digunakan variabel bebas CBOE volatility indeks (VIX)

sebagai indikator sentimen pasar. Variabel-variabel tersebut dijelaskan lebih dalam

pada subbab-subbab selanjutnya.

4.2.1 Indeks Saham S&P 500

Standard & Poor’s (S&P) adalah perusahaan layanan finansial Amerika

yang mempublikasikan riset finansial serta analisis saham dan obligasi. Salah satu

produk S&P yang paling dikenal adalah indeks saham S&P 500 (SPX 500) yaitu

berupa indeks saham dari 500 perusahaan besar yang sebagian besar berada di

Amerika dan dipilih berdasarkan kapitalisasi pasar (market capitalization) dan

faktor-faktor lainnya. Kapitalisasi pasar adalah penilaian suatu saham berdasarkan

harga saham dikali dengan jumlah saham di tangan investor. Perusahaan yang

termasuk di dalam S&P 500 dipilih oleh Komite S&P 500 yaitu tim analis dan
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ekonom di Standard & Poors.

S&P 500 adalah salah satu yang banyak digunakan sebagai indikator pasar

saham Amerika. Sebelumnya Dow Jones Industrial Average (DJIA) lebih dikenal

sebagai standar ukuran pasar saham Amerika, akan tetapi karena DJIA hanya

terdiri dari 30 perusahaan, kebanyakan orang setuju bahwa S&P 500 lebih

representatif dalam menggambarkan pasar saham Amerika (Investopedia, 2012).

Berdasarkan interpretasi Zeeman yang digunakan Barunik dan Vosvrda

(2009), akan dimodelkan rata-rata perubahan indeks saham. Dengan demikian

digunakan return harian dari S&P 500 sebagai variabel keadaan dalam sistem.

Return harian dari S&P 500 menggambarkan karakteristik resiko dan karakteristik

return dari perusahan-perusahaan dengan kapitalisasi pasar yang besar. Menurut

Barunik dan Vosvrda (2009), nilai-nilai return harian dari S&P 500 diperoleh dari

persamaan

Return harian =
indeks hari ini

indeks hari sebelumnya
−1. (4.2)

4.2.2 A/D Ratio

Variabel bebas yang pertama adalah A/D Ratio (Advance/Decline Ratio).

Advance volume adalah jumlah saham yang ditutup dengan harga lebih tinggi

dibanding harga pada saat penutupan pada hari sebelumnya. Decline volume

adalah jumlah saham yang ditutup dengan harga lebih rendah dibanding harga pada

saat penutupan pada hari sebelumnya. A/D Ratio yang rendah menandakan pasar

mengalami penjualan yang menurun karena jumlah barang banyak dan permintaan

sedikit (oversold market). A/D Ratio yang tinggi menandakan pasar yang

mengalami kenaikan harga karena permintaan bertambah (overbought market).

A/D Ratio menyatakan rasio volume saham yang kapitalisasi pasarnya naik

terhadap volume saham yang kapitalisasi pasarnya turun dalam satu hari
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(Investopedia, 2012). Sebagai contoh:

A/D = 3 : Volume saham yang naik 3 kali dibanding volume

saham yang turun.

A/D < 1 : Lebih banyak volume saham yang turun dibanding volume

saham yang naik.

Penelitian pada tesis ini menggunakan volume saham di pasar saham New York

Stock Exchange (NYSE).

4.2.3 CBOE Volatility Indeks(VIX)

Variabel bebas yang kedua adalah CBOE Volatility Indeks yang dikenal

dengan VIX. Sebelum dibahas tentang VIX sebelumnya dibahas tentang opsi yang

menjadi dasar bagi perhitungan VIX.

Opsi adalah suatu perjanjian yang memberikan hak kepada pemegangnya

(pembeli opsi) untuk membeli atau menjual suatu sekuritas pada harga

kesepakatan (strike price) dan dalam jangka waktu tertentu yang disepakati, baik

pada akhir masa jatuh tempo ataupun di antara tenggang waktu masa sebelum jatuh

tempo. Opsi untuk membeli disebut opsi beli (call) dan opsi untuk menjual disebut

opsi jual (put). Pihak penjual opsi yang disebut sebagai penerbit opsi, harus

memenuhi hak opsi dari pemegang opsi sesuai dengan ketentuan yang disepakati.

Karena kasus Black Monday terjadi di Amerika, maka opsi yang dibahas disini

adalah opsi Amerika, dimana pembeli opsi dapat melaksanakan haknya (exercise)

ketika saham yang digunakan sebagai dasar penentuan harga (underlying stock)

mencapai indeks yang diinginkan walaupun masa jatuh tempo belum berakhir.

Volatilitas adalah fluktuasi dari harga opsi, dan ukuran pada volatilitas dapat

digunakan untuk melihat apakah ada tren sentimen pasar. Permintaan opsi jual

cenderung meningkat dalam volatilitas ketika pasar saham menurun. Sebaliknya

permintaan opsi beli meningkat ketika pasar saham naik. Seperti P/C Ratio,

pembelian opsi beli menandakan optimisme pasar (bullish) dan pembelian opsi jual

menandakan pesimisme pasar (bearish). Opsi jual juga digunakan sebagai media
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berspekulasi, sehingga pembelian opsi jual dan opsi beli merupakan indikator yang

baik untuk melihat sentimen investor dalam memperkirakan penurunan pasar. Pada

saat pasar lesu, permintaan opsi jual meningkat (Market Harmonics, 2012).

Untuk mengukur volatilitas, CBOE mengembangkan Volatility index (V IX).

V IX adalah indeks volatilitas yang dihitung menggunakan implied volatility

keranjang opsi jual dan opsi beli saham S&P 500. Implied volatility

merepresentasikan ekspektasi volatilitas suatu saham berdasarkan masa berlaku

opsi. Implied volatility berhubungan secara langsung dengan penawaran dan

permintaan opsi dan berhubungan langsung dengan ekspektasi pasar. Implied

volatility pada suatu kontrak opsi adalah volatilitas dari harga underlying security

yang ditetapkan berdasarkan harga pasar suatu opsi menggunakan suatu model

tertentu. Dengan perkataan lain jika digunakan suatu model pricing, akan

diperoleh nilai teoritik opsi yang sama dengan nilai harga pasar saat ini

(StockCharts, 2012).

VIX dibuat untuk mengukur 30 hari ekspektasi indeks volatilitas dari S&P

500. Chartist menggunakan VIX untuk mengukur sentimen pasar dan mencari

nilai ekstrim dari sentimen sebagai tanda titik balik. VIX pada awalnya diukur

berdasarkan indeks saham S&P 100 (OEX) yaitu saham dari 100 perusahaan

terbesar di pasar saham Amerika yang dinilai berdasarkan kapitalisasi pasarnya.

Saham S&P 100 adalah subhimpunan dari S&P 500. Untuk menciptakan indeks

volatilitas yang dapat diperdagangkan, pada tahun 2003 CBOE menghitung

kembali VIX berdasarkan saham S&P 500. VIX yang dihitung berdasarkan saham

S&P 100 kemudian dinamakan dengan VXO (Volatility Index-Original Formula).

Data yang digunakan pada tesis ini adalah indeks volatilitas VXO karena pada

periode data yang digunakan (1987-1988) belum terdapat indeks volatilitas yang

didasarkan pada S&P 500 (Market Harmonics, 2012).

VXO menurun jika pasar saham meningkat dan naik jika pasar saham

menurun. VXO merupakan indikator sentimen pasar yang sering disebut sebagai

fear index. Jika nilainya tinggi menandakan pesimisme pasar, sebaliknya jika

nilainya rendah menandakan optimisme pasar. Berdasarkan (StockCharts, 2012)
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kisaran nilai yang menjadi indikasi sentimen pasar adalah

V XO > 30 : ketidakpastian (ketakutan investor),

V XO < 20 : investor puas.

Nilai VXO berkebalikan dengan kondisi pasar sehingga VXO digunakan oleh

para investor sebagai contrarian indicator. Saat nilainya mencapai puncak, banyak

investor yang akan menggunakannya sebagai kesempatan untuk membeli dengan

pemikiran bahwa pasar sudah sampai pada batas pesimis, sehingga akan segera

terjadi arah pasar yang optimis. Sebaliknya, jika nilainya sampai pada titik yang

sangat rendah, para investor menggunakannya sebagai indikator untuk menjual.

Puncak dan titik yang sangat rendah pada VXO sering digunakan sebagai titik balik

(turning points) dari pasar.

VXO cenderung memiliki tren. Kecenderungan mengikuti tren dapat

menyebabkan analisis menjadi kurang sesuai (StockCharts, 2012). Misal nilai VXO

pada suatu periode waktu memiliki tren linear positif. Tren linear positif dapat

menyebabkan ketidaksesuaian analisis dimana suatu nilai VXO yang rendah pada

waktu tertentu pada kenyataannya merupakan nilai yang tinggi. Untuk mengatasi

kecenderungan mengikuti tren dilakukan detrending pada VXO. Detrending

dilakukan menggunakan Percent Price Oscillator (PPO). PPO berperan

menghilangkan tren linear dari indeks harian. Jika sekelompok data memiliki tren,

maka detrending akan menekan rata-rata ke nilai nol dan mengurangi variasi data.

PPO adalah indikator laju teknis yang menunjukkan hubungan antara dua

moving averages. PPO dihitung dengan persamaan (StockCharts, 2012):

PPOr =
EMA(12)r −EMA(26)r

EMA(26)r
, (4.3)
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dengan

EMA(n)1 = (Nilai VXO1 −SMA(n)×Pengali+SMA(n),

EMA(n)r = (Nilai VXOr −EMA(n)r−1 ×Pengali+EMA(n)r−1

dengan r = 2,3, ...,N = 253,

SMA(n) =
jumlah nilai VXO selama n hari sebelum hari ke r = 1

n
,

Pengali =
2

n+1
.

Untuk penghitungan EMA(n) (Exponential Moving Average) hari pertama (r = 1)

digunakan SMA(n) (Simple Moving Average) sebagai EMA(n) hari sebelumnya.

Gambar 4.1 menunjukkan indeks volatilitas V XO sebelum dan sesudah dilakukan

detrending menggunakan PPO.

Gambar 4.1: Grafik VXO dan PPO dari VXO.

Tampak bahwa setelah dilakukan detrending dengan menggunakan PPO

maka diperoleh bahwa rata-rata berada di sekitar nol dan variasi data berkurang.

Pada subbab selanjutnya dilakukan perhitungan untuk mendapatkan estimator

yang digunakan untuk menjelaskan peristiwa katastrofe pada Black Monday .

Universitas Indonesia
Model katastrofe..., Fathin Chamama FMIPA UI, 2012



68

4.3 Hasil Estimasi

Subbab ini menjelaskan hasil estimasi parameter dengan menggunakan

metode estimasi seperti yang telah dibahas pada subbab 3.4. Data masing-masing

variabel acak dan program perhitungan disajikan pada Lampiran.

Estimasi parameter dari bentuk umum famili FDP eksponensial pada

persamaan (3.66) adalah

f (y|x1,x2) = Ψ exp
[
−
(

ay+
by2

2
+ cx1y+

dx1y2

2
+ ex2y

+
f x2y2

2
+

gy3

3
+

hy4

4

)]
,

dan dengan menggunakan momen-momen pada persamaan (3.70) sampai

persamaan (3.77) dihasilkan nilai-nilai parameter berikut yang merupakan solusi

dari persamaan (3.78), yaitu

a = 163,2287 e =−3,5647

b = 1,6482×104 f =−355,1207

c =−114,7724 g = 1,0361×105

d = 857,3380 h = 4,0469×105.

Kemudian dengan menggunakan transformasi pada persamaan (3.79)

diperoleh nilai parameter-parameter {α0,α1,α2,β0,β1,β2,λ,σ} sebagai berikut:

σ = 0,0333 λ =−0,0853

α0 = 49,3605 β0 =−16,9823

α1 = 12,5317 β1 =−1,9059

α2 =−1,7832 β2 = 0,7895.

Akibatnya diperoleh fungsi-fungsi parameter

αxr = α0 +α1x1r +α2x2r

= 49,3605+12,5317x1r −1,7832x2r

βxr = β0 +β1x1r +β2x2r

= −16,9823−1,9059x1r +0,7895x2r
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dengan xir adalah nilai-nilai variabel bebas Xi, i = 1,2 pada obeservasi ke-r untuk

r = 1,2, ...,N = 253 : hari terakhir dalam 1 tahun perdagangan dari 1 Mei 1987

sampai dengan 29 April 1988. Variabel X1 adalah A/D Ratio dan X2 adalah PPO

dari VXO.

Dengan menggunakan persamaan (3.57), δxr =
(αxr

2

)2 −
(

βxr
3

)3
diperoleh

nilai-nilai diskriminan Cardan yang disajikan dalam histogram pada Gambar 4.2.

Perubahan nilai diskriminan Cardan pada Gambar 4.2 dari positif ke negatif pada

Gambar 4.2: Grafik nilai-nilai diskriminan Cardan (1 Mei 1987 - 29 April 1988).

hari ke 118 sampai hari ke 119 (dalam lingkaran) menunjukkan adanya peristiwa

katastrofe yang terjadi yaitu pada selang waktu 16 Oktober 1987 (hari ke 118)

sampai dengan 19 Oktober 1987 (hari ke 119). Dalam hari perdagangan, 16

Oktober 1987 dan 19 Oktober merupakan hari yang berurutan.

Dengan menggunakan paramater hasil perhitungan, diperoleh FDP stasioner
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sesuai persamaan (3.11)

fs(y|x)r = Ψ exp

(
− 1

2σ2
yt

(y−λ
σ

)4
+

βxr

σ2
yt

(y−λ
σ

)2
+

2αxr

σ2
yt

(y−λ
σ

))

= Ψ exp
(
− 1

2σ2
yt

(y+0,0853
0,0333

)4
+

βxr

σ2
yt

(y+0,0853
0,0333

)2

+
2αxr

σ2
yt

(y+0,0853
0,0333

))

dengan σ2
yt
= 2.

Grafik FDP stasioner pada Gambar 4.3 merupakan FDP stasioner pada

persamaan (3.11) dengan paramater-parameter dari hasil perhitungan dan σ2
yt
= 2.

Gambar 4.3 merupakan barisan FDP stasioner dengan nilai αx tetap dan nilai βx

dari hari ke 115 sampai hari ke 119. Perubahan nilai faktor bifurkasi βx

menyebabkan perubahan FDP stasioner dari satu modus pada hari ke 115 sampai

hari ke 118 (13-16 Oktober 1987) menjadi dua modus pada hari ke 119 (19

Oktober 1987).

Nilai diskriminan Cardan pada 19 Oktober 1987 (r = 119) adalah

δx119 =−3,2735,

dengan αx119 =−11,9127 dan βx119 = 10,1520.

Sesuai dengan sifat diskriminan Cardan pada Tabel 3.1 ketika nilai δx < 0, nilai αx

yang kecil menyebabkan FDP stasioner 19 Oktober 1987 pada Gambar 4.3

memiliki modus kiri yang lebih tinggi dibanding modus kanan. Sedangkan nilai βx

yang besar menyebabkan jarak antara dua modus cukup jauh.
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Gambar 4.3: Grafik barisan FDP stasioner.

Dengan melihat grafik diskriminan Cardan pada Gambar 4.2 dan barisan

FDP stasioner pada Gambar 4.3 diperoleh bahwa hasil pengolahan data

menunjukkan adanya perubahan nilai diskriminan Cardan positif (16 oktober

1987) ke negatif (19 Oktober 1987) yang ekivalen dengan perubahan FDP

stasioner dari unimodal ke bimodal. Sesuai dengan pembahasan pada subbab 3.3,

perubahan FDP stasioner dari satu modus menjadi dua modus merupakan indikasi

adanya peristiwa katastrofe. Dengan demikian diperoleh kesimpulan bahwa

terdapat peristiwa katastrofe bimodality yang disebabkan oleh faktor bifurkasi

pada peristiwa Black Monday.
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BAB 5

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Dari penelitian yang dilakukan pada tesis ini diperoleh beberapa kesimpulan

sebagai berikut:

1. Peristiwa perubahan drastis dan mendadak pada pasar saham Amerika yang

terjadi pada 19 Oktober 1987 (Black Monday ) dapat dijelaskan

menggunakan model katastrofe cusp stokastik.

2. Bimodality yang dipengaruhi faktor bifurkasi pada peristiwa Black Monday

memperkuat dugaan bahwa krisis terjadi karena faktor internal yaitu sistem

perdagangan yang berlaku pada saat itu.

5.2 Saran

Tujuan dari penelitian yang dilakukan dalam tesis ini telah tercapai dengan

menunjukkan adanya peristiwa katastrofe pada peristiwa Black Monday. Namun

pada prosesnya terdapat kendala dalam estimasi parameter, dimana nilai observasi

yang diperoleh sangat kecil sehingga menyebabkan solusi yang diperoleh bernilai

sangat besar. Untuk itu pada penelitian selanjutnya disarankan digunakan metode

estimasi yang lain, misalnya metode estimasi maksimum likelihood.
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PERINTAH PERHITUNGAN ESTIMASI PARAMETER

clear all; clc;

%Panggil data dari file *.xlsx

Y=xlsread(’datacusp.xlsx’,1,’B3:B255’);
X1=xlsread(’datacusp.xlsx’,1,’C3:C255’);
X2=xlsread(’datacusp.xlsx’,1,’I3:I255’);

%Perhitungan momen-momen

M001=Y; M010=X2; M100=X1; M002=Y.ˆ2; M003=Y.ˆ3; M004=Y.ˆ4; M005=Y.ˆ5;
M006=Y.ˆ6; M011=X2.*Y; M012=X2.*M002;M013=X2.*M003;M014=X2.*M004;
M020=X2.ˆ2;M021=M020.*Y;M022=M020.*M002;
M101=X1.*Y;M102=X1.*M002;M103=X1.*M003;M104=X1.*M004;
M200=X1.ˆ2;M201=M200.*Y;M202=M200.*M002;
M110=X1.*X2;M111=X1.*X2.*Y;M112=X1.*X2.*M002;

mu 000=1; mu 001=mean(M001);mu 010=mean(M010);mu 100=mean(M100);
mu 002=mean(M002);mu 003=mean(M003);mu 004=mean(M004);mu 005=mean(M005);
mu 006=mean(M006);mu 011=mean(M011);mu 012=mean(M012);mu 013=mean(M013);
mu 014=mean(M014);mu 020=mean(M020);mu 021=mean(M021);mu 022=mean(M022);
mu 101=mean(M101);mu 102=mean(M102);mu 103=mean(M103);mu 104=mean(M104);
mu 200=mean(M200);mu 201=mean(M201);mu 202=mean(M202);mu 110=mean(M110);
mu 111=mean(M111);mu 112=mean(M112);

%Matriks dengan entri momen-momen

M=[mu 000 mu 001 mu 100 mu 101 mu 010 mu 011 mu 002 mu 003;
mu 001 mu 002 mu 101 mu 102 mu 011 mu 012 mu 003 mu 004;
mu 002 mu 003 mu 102 mu 103 mu 012 mu 013 mu 004 mu 005;
mu 003 mu 004 mu 103 mu 104 mu 013 mu 014 mu 005 mu 006;
mu 100 mu 101 mu 200 mu 201 mu 110 mu 111 mu 102 mu 103;
mu 101 mu 102 mu 201 mu 202 mu 111 mu 112 mu 103 mu 104;
mu 010 mu 011 mu 110 mu 111 mu 020 mu 021 mu 012 mu 013;
mu 011 mu 012 mu 111 mu 112 mu 021 mu 022 mu 013 mu 014];

A=[0 mu 000 2*mu 001 3*mu 002 0 mu 100 0 mu 010]’;

%Mencari Solusi parameter a,b,c,d,e,f,g, dan h

Btopi=M \A
a=Btopi(1,1);b=Btopi(2,1);c=Btopi(3,1);d=Btopi(4,1);
e=Btopi(5,1);f=Btopi(6,1);g=Btopi(7,1);h=Btopi(8,1);

%Ditentukan

sigma yt=2;

%Mencari nilai parameter FDP stasioner dengan
%transformasi dari parameter a,b,c,d,e,f,g, dan h

sigma=nthroot(2/(h*sigma ytˆ2),4)
lambda=-(g/(3*h));
alpha 0=(sigma ytˆ2/2)*(-sigma)*(a+b*lambda+g*(lambdaˆ2)+h*(lambdaˆ3));
alpha 1=(sigma ytˆ2/2)*(-sigma)*(c+d*lambda);
alpha 2=(sigma ytˆ2/2)*(-sigma)*(e+f*lambda);
beta 0=(sigma ytˆ2/2)*(-sigmaˆ2)*(b+g*lambda);
beta 1=(sigma ytˆ2/2)*(-sigmaˆ2)*d;
beta 2=(sigma ytˆ2/2)*(-sigmaˆ2)*f;
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%Mencari nilai fungsi parameter alpha x dan beta x

n=size(Y,1);
for i=1:n

Ax(i)=alpha 0+alpha 1*X1(i,1)+alpha 2*X2(i,1);
Bx(i)=beta 0+beta 1*X1(i,1)+beta 2*X2(i,1);

end

data=linspace(-0.21, 0.042, 253);

%Standarisasi dengan parameter lokasi lambda dan parameter skala
sigma

for j=1:n
z(j)=((data(j)-lambda)/sigma);

end

%Mencari nilai-nilai FDP stasioner
%13 Oktober 1987 (hari ke 115)

a126=Ax(126);bt=Bx(115);
for p=1:n
pdf(p)=exp((2*(-(1/4)*(z(p)ˆ4)+(1/2)*bt*(z(p)ˆ2)+a126*(z(p))))/(sigma yt)ˆ2);
end
pdf;
for q=1:n

F(q)=pdf(q)/sum(pdf);
end
x=data;
plot(x,F+0.06,’LineWidth’,2);
hold on
xlabel(’y’,’FontSize’,15)
ylabel(’Fs(y)’,’FontSize’,15,’Rotation’,0,’HorizontalAlignment’,’right’)

%14 Oktober 1987 (hari ke 116)

a126=Ax(126);bt=Bx(116);
for p=1:n
pdf(p)=exp((2*(-(1/4)*(z(p)ˆ4)+(1/2)*bt*(z(p)ˆ2)+a126*(z(p))))/(sigma yt)ˆ2);
end
pdf;
for q=1:n

F(q)=pdf(q)/sum(pdf);
end
x=data;
plot(x,F+0.05,’LineWidth’,2);
hold on
xlabel(’y’,’FontSize’,15)
ylabel(’Fs(y)’,’FontSize’,15,’Rotation’,0,’HorizontalAlignment’,’right’)

%15 Oktober 1987 (hari ke 117)

a126=Ax(126);bt=Bx(117);
for p=1:n
pdf(p)=exp((2*(-(1/4)*(z(p)ˆ4)+(1/2)*bt*(z(p)ˆ2)+a126*(z(p))))/(sigma yt)ˆ2);
end
pdf;
for q=1:n

F(q)=pdf(q)/sum(pdf);
end
x=data;
plot(x,F+0.04,’LineWidth’,2);
hold on
xlabel(’y’,’FontSize’,15)
ylabel(’Fs(y)’,’FontSize’,15,’Rotation’,0,’HorizontalAlignment’,’right’)

Universitas Indonesia
Model katastrofe..., Fathin Chamama FMIPA UI, 2012



78

%16 Oktober 1987 (hari ke 118)

a126=Ax(126);bt=Bx(118);
for p=1:n
pdf(p)=exp((2*(-(1/4)*(z(p)ˆ4)+(1/2)*bt*(z(p)ˆ2)+a126*(z(p))))/(sigma yt)ˆ2);
end
pdf;
for q=1:n

F(q)=pdf(q)/sum(pdf);
end
x=data;
plot(x,F+0.03,’LineWidth’,2);
hold on
xlabel(’y’,’FontSize’,15)
ylabel(’Fs(y)’,’FontSize’,15,’Rotation’,0,’HorizontalAlignment’,’right’)

%19 Oktober 1987 (hari ke 119)

a126=Ax(126);bt=Bx(119);
for p=1:n
pdf(p)=exp((2*(-(1/4)*(z(p)ˆ4)+(1/2)*bt*(z(p)ˆ2)+a126*(z(p))))/(sigma yt)ˆ2);
end
pdf;
for q=1:n

F(q)=pdf(q)/sum(pdf);
end
x=data;
plot(x,F+0.02,’LineWidth’,2);
hold off
xlabel(’y’,’FontSize’,15)
ylabel(’Fs(y)’,’FontSize’,15,’Rotation’,0,’HorizontalAlignment’,’right’)

legend(’FDPs 13-19 Oktober 1987’)

%Mencari Diskriminan Cardan; Cardan < 0: bimodal, Cardan> 0
unimodal

for u=1:n
cardan(u)=((Ax(u)/2)ˆ2)-((Bx(u)/3)ˆ3);
if cardan(u) < 0

disp(cardan(u))
disp(u)

end
end

y=1:1:n;
figure(2)
bar(y,cardan)
legend(’Diskriminan Cardan’,2);
xlabel(’Hari ke- ’,’FontSize’,13);
ylabel(’Diskriminan
Cardan’,’FontSize’,13,’Rotation’,90,’HorizontalAlignment’,’right’);

% Plot Detrending VXO menggunakan PPO

E=xlsread(’datacusp.xlsx’,1,’D3:D255’);
X2=xlsread(’datacusp.xlsx’,1,’I3:I255’);
figure(3)
subplot(2,1,1);
plot(E); title(’VXO’,’FontSize’,13)
subplot(2,1,2);
plot(X2); title(’PPO dari VXO’,’FontSize’,13)
xlabel(’Hari ke-’,’FontSize’,13)
ylabel(’Indeks’,’FontSize’,13,’Rotation’,90,’HorizontalAlignment’,’right’)
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