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ABSTRAK

Nama . Risdayanti
Program studi : Magister Matematika
Judul tesis . Aljabar Max-Plus yang Simetri

Himpunan bilangan real R dengan operasi + dan operasi X merupakan suatu
lapangan real (R, +,%). Pada himpunan R, = RU{—oo} diberikan dua operasi
biner @ dan ® di mana untuk setiap a,b € R,, a®b = maksimum(a, b) dan
a®b = a + b. Sistem matematika (R,, @, ®) disebut aljabar max-plus,
dinotasikan dengan R,,,4xs- Perbedaan utama antara (R, +,%) dan R, s adalah
pada R,,.xs tidak terdapat invers @ untuk setiap elemen R, yang tak nol.
Selanjutnya dilakukan perluasan dari R,,,.s dengan mendefinisikan operasi @
dan ® pada R, X R, = P.. Pada himpunan #, diberikan relasi seimbang V dan
relasi B di mana B merupakan relasi ekivalen sehingga dapat digunakan untuk
membangun kelas ekivalen dan himpunan kuosien 7, /B = S. Jelas bahwa
elemen himpunan S adalah kelas-kelas ekivalen yang kemudian setiap kelas
ekivalen tersebut diasosiasikan dengan skalar atau skalar bertanda © dan (.)* di
R,. Kemudian dengan menggunakan definisi operasi @ , ® dan relasi seimbang
V pada P, terbentuk sistem (S, ®, ®). Pada penelitian ini ditunjukkan sifat-sifat
operasi pada (S, @, ®) yang disertai dengan relasi V sehingga membentuk aljabar
max-plus yang simetri.

Kata kunci . aljabar max-plus, aljabar max-plus yang simetri
x+41 hal; 8 tabel
Daftar pustaka : 7(1996-2009)
vii Universitas Indonesia
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ABSTRACT

Name . Risdayanti
Program study: Master Mathematics
Title of thesis : The Symmetrized Max-Plus Algebra

The set of real number with addition and multiplication operation is said as field
with a notation (R, +,%). Atsetof R, = RU{—o0} is given two binary
operations that is @ and ®, are defined as follow: for all a, b € R,,

a®b = maximum(a, b) and a®b = a + b. The structure (R,, @, ®) is called
max-plus algebra , which denote as R,,,qxs- The main different between (R, +,%)
and R,,,ks that is there is no invers @ for all element R, except the zero elemen
e. Futhermore are introduced extended of R,,,xs With define @ and & at

R, X R, = P.. Inset of P, are given balance relation, denote V, and relation B
whereas B is equivalence relation since its compatible for generate equivalence
class and quosien set P./B = S. Clearly, the elements of set of S is equivalence
classes and than for all equivalenve class are assosiated with scalar or signed
scalar © dan (.)* in R,. By using definision of @ , ® and balance relation V in
P, for design the system of (S, ®, ®). Inthis research are performed properties of
(S, D, ®) and than are defined the symmetrized max-plus algebra.

Key words  : max-plus algebra, the symmetrized max-plus algebra
x+41 page; 8 table
Bibliography : 7 (1996-2009)
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sistem matematika adalah suatu himpunan tak kosong dengan suatu operasi
biner (Arifin, 2000). Salah satu sistem matematika yang selama ini dipelajari dan
digunakan dalam kehidupan sehari-hari adalah himpunan bilangan real dengan
operasi penjumlahan dan operasi perkalian.

Himpunan bilangan real R dengan operasi penjumlahan, +, dan operasi
perkalian, x, merupakan suatu sistem matematika yang disebut dengan lapangan
real (R, +,X). Jika himpunan bilangan real R digabung dengan {—co} maka dapat
dibentuk himpunan baru yang dinotasikan dengan R,. Pada R, diberikan dua
operasi biner yaitu operasi penjumlahan dan perkalian yang secara berturut-turut
dinotasikan dengan @ dan ®. Kedua operasi tersebut memiliki definisi yang
berbeda dengan operasi + dan operasi X pada himpunan bilangan real R,
sehingga antara (R, +,%) dan (R, ®, ®) memiliki beberapa sifat yang berbeda
pula.

Untuk setiap a, b elemen himpunan bilangan real R maka dapat dibentuk
pasangan terurut (a, b) di mana a disebut komponen pertama dan b disebut
komponen kedua. Kumpulan dari pasangan terurut tersebut membentuk
himpunan pasangan terurut yang disebut dengan hasil kali silang R X R
(Cartesian product). Jika beberapa elemen pada hasil kali silang memiliki
hubungan yang sama antara komponen pertama dengan komponen kedua maka
beberapa elemen ini membentuk himpunan bagian dari hasil kali silang yang
disebut dengan relasi (Hungerford, 2000).

Seperti halnya di himpunan bilangan real R, pada himpunan R, dapat juga
dibentuk pasangan terurut, hasil kali silang, dan relasi. Jika pada R, didefinisikan
operasi @ dan @ maka pada hasil kali silang R, x R, dapat juga didefinisikan @
dan ® tentu dengan pengertian yang berbeda. Operasi @ dan @ pada hasil kali
silang R, x R, memiliki beberapa sifat yang sama dengan (R, ®, ®).

1 Universitas Indonesia
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Relasi yang memiliki sifat refleksif, simetris dan transitif disebut dengan
relasi ekivalen. Relasi ekivalen dapat digunakan untuk membangun kelas
ekivalen dan himpunan kuosien (Hungerford, 2000).

Pada hasil kali silang R, x R, dapat didefinisikan suatu relasi ekivalen
sehingga bisa dibentuk himpunan kuosien. Pada himpunan kuosien ini diberikan
operasi @ dan @ yang belaku pada hasil kali silang R, x R, sehingga terbentuk
suatu sistem matematika yang disebut dengan aljabar max-plus yang simetri.

Pada penelitian ini penulis tertarik untuk membahas dan menelaah tentang
aljabar max-plus yang simetri meliputi himpunan dan elemen-elemennya, operasi,
relasi, dan sifat-sifat operasi dan sifat-sifat relasi pada aljabar max-plus yang

simetri tersebut.

1.2  Masalah Penelitian

Adapun masalah pada penelitian ini adalah bagaimana bentuk elemen-elemen,

operasi, dan sifat-sifat operasi pada aljabar max-plus yang simetri.

1.3 Tujuan Penelitian

Secara umum tujuan penelitian ini adalah memberikan penjelasan tentang
aljabar max-plus yang simetri meliputi:
(1) menjelaskan himpunan yang membentuk aljabar max-plus yang simetri dan
elemen-elemen himpunan tersebut;
(i)  menjelaskan operasi pada aljabar max-plus yang simetri;
(1ii) menjelaskan suatu relasi yang membentuk aljabar max-plus yang simetri;
(iv) menjelaskan sifat-sifat operasi yang disertai dengan suatu relasi pada aljabar

max-plus yang simetri.

1.4 Metode Penelitian

Pada penelitian ini penulis menggunakan metode studi atau kajian terhadap
literatur berupa buku-buku referensi dan artikel ilmiah yang terkait dengan topik
penelitian. Hasil pengkajian dilanjutkan dengan membuat perbandingan antara

aljabar max-plus yang simetri dengan (R, +,%) dan (R, &, ®).

Universitas Indonesia
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BAB 2

TEORI-TEORI PADA ALJABAR
DAN ALJABAR MAX-PLUS

Pada bab ini dijelaskan teori-teori mendasar yang akan dijadikan acuan
pada Bab 3. Teori-teori tersebut meliputi hasil kali silang, relasi, relasi ekivalen,
kelas ekivalen, himpunan kuosien, operasi biner, dan lapangan. Selain itu, bab
ini akan menjelaskan konsep dasar aljabar max-plus meliputi notasi, definisi,
operasi dan sifat-sifatnya. Bab ini juga dilengkapi dengan contoh-contoh operasi
pada aljabar max-plus.

2.1 Relasi dan Lapangan

Pembahasan relasi antara dua himpunan akan dimulai dengan pengertian

hasil kali silang dari dua himpunan tersebut.

Definisi 2.1.1 Pandang A dan B adalah himpunan tak kosong. Himpunan
semua pasangan terurut pada himpunan A dan B disebut hasil kali silang,

dinotasikan dengan
AxB={(a,b)|a€AbeB)
(Bhattacharya, et al., 1994).

Definisi 2.1.2 Pandang R himpunan bagian dari A X B. R disebut relasi dari A
ke B jika untuk setiap (a, b) € R terdapat relasi antara a dan b sehingga dapat
dikatakan a berrelasi ke b, ditulis aRb. Suatu relasi dari A ke A disebut dengan
relasi pada A (Bhattacharya, et al., 1994).

Definisi 2.1.3 Pandang R adalah relasi pada A. R disebut relasi ekivalen jika
untuk setiap a, b, c € A maka R memenubhi sifat:

(i) refleksif: (a,a) € R;

(ii) simetris : jika (a,b) € R maka (b,a) € R;

(iii) transitif: jika (a,b) € R dan (b,c) € R maka (a,c) ER.

3 Universitas indonesia
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Jika R adalah relasi ekivalen pada A dan (a,b) € R maka dikatakan a
ekivalen ke b di bawah R, ditulis dengan a~b atau aRb (Bhattacharya, et al.,
1994).

Definisi 2.1.4 Pandang R adalah relasi ekivalen pada A. Himpunan semua
elemen di A yang berrelasi ke a € A disebut kelas ekivalen dari a di bawah
relasi R, dinotasikan dengan

a={beAlarb }
(Bhattacharya, et al., 1994).

Definisi 2.1.5 Himpunan dari semua kelas ekivalen di A di bawah relasi R

disebut dengan himpunan kuosien dinotasikan dengan

A/R = {d| untuk beberapa a € A}.
(Bhattacharya, et al., 1994).

Definisi 2.2.1 sampai dengan Definisi 2.2.5 akan digunakan pada Subbab
3.1-3.3. Selanjutnya akan diterangkan terkait operasi biner dan lapangan.

Definisi 2.1.6 Operasi biner pada himpunan tak kosong F adalah fungsi
f+F X F = F (Hungerford, 2000).

Berdasarkan Definisi 2.1.6 dapat dijelaskan bahwa setiap operasi biner
pada suatu himpunan bersifat tertutup pada himpunan tersebut. Definisi berikut

menjelaskan suatu sistem yang memuat suatu himpunan dan suatu operasi biner.

Definisi 2.1.7 Suatu himpunan tak kosong dengan suatu operasi biner disebut

dengan sistem matematika (Arifin, 2000).

Berikut ini akan diterangkan suatu lapangan sebagai suatu sistem
matematika dengan dua operasi biner dan sifat-sifat yang harus dipenuhi agar

sistem matematika disebut dengan lapangan.

Definisi 2.1.8 Lapangan adalah himpunan tak kosong F bersama-sama dengan
dua operasi biner yaitu penjumlahan, dinotasikan dengan +, dan operasi
perkalian, dinotasikan dengan x, dan dua elemen yaitu 0,1 € F, sedemikian

sehingga untuk setiap a, b, c € F maka

Universitas Indonesia
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(if)

(iii)
(iv)
(V)

(F, +) memiliki sifat:

e a+b€F

e asosiatif: a+ (b+c¢) =(a+b) +c;

e komutatif: a+b =b + a;

e a+0=0+a = a.0 disebut unsur nol;

(F,x) memiliki sifat:

e axXbeF;

e asosiatif: a x (bxc¢) = (ax b) X c;

e komutatif: a X b = b X a;

e axX1=1Xa=a.1disebut unsur satuan;
distributif x terhadap +: a X (b +c¢) = (aX b) + (a X c¢);
untuk setiap a € F, terdapat x tunggal di F sehinggaa + x = 0;
untuk setiap a € F dengan a # 0 terdapat y tunggal di F sehingga
axy=1

(Jacob, 1999).

Berdasarkan Definisi 2.1.7, jelas bahwa (IR, +,%) merupakan salah satu

contoh lapangan. Setelah diterangkan lapangan dan sifat-sifatnya, subbab

berikut akan dijelaskan tentang suatu sistem matematika yang dibentuk dari

himpunan bilangan real R dan —co dan operasi-operasinya.

2.2 Aljabar Max-Plus

Pada subbab ini akan diterangkan aljabar max-plus meliputi notasi,

definisi, operasi, dan sifat-sifat operasi pada aljabar max-plus.

Definisi 2.2.1 Pandang R, = RU{e} dengan himpunan bilangan real dan

€ = —oo. Pada R, didefinisikan dua operasi biner yaitu & (dibaca: o tambah)

dan ® (dibaca: o kali) sebagai berikut: untuk setiap a,b € R,

(i)
(i)

a ® b = maks (a, b) (dibaca: maksimum a, b);
a®b =a+b

(Baccelli, et al., 2001).
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Pada (R, +,%) memenuhi sifat-sifat lapangan seperti yang tersebut pada

Definisi 2.1.7. Berikut ini akan dijelaskan sifat-sifat operasi @ dan @ pada

himpunan R, .

Sifat 2.2.2 Pandang R, = RU{e}. Untuk setiap a, b, c € R, maka

(i) (R, &) memiliki sifat:

e asosiatif: a @ (bdc) = (a®b)Dc;

e komutatif: a®b = b®a;

e a®e = e®a = a. & disebut unsur nol;

e idempoten: a®a=a;
(i) (R, ®) memiliki sifat:

e asosiatif: a®(b®c) = (a®b)Rc ;

e komutatif: a®b = bQa ;

e a®0 = 0Q®a = a. 0 disebut elemen satuan. Selanjutnya 0 dinotasikan

dengan e;

e untuk a # ¢ terdapat —a € R, sehingga

a®—a=—-—a®a = e. Elemen —a dikatakan invers dari a;

e a®ec=cQ®a=¢. edisebut penyerap pada operasi ®;
(iii) distributif ® terhadap @: a® (b®c) = a®bPa®c
(Farlow, 2009).

Berdasarkan Sifat 2.2.2 terdapat beberapa perbadaan antara (R, +,%) dan

(R, ®). Tabel di bawah ini memberikan persamaan dan perbedaan sifat-sifat

antara (R, +,x) dan (R,,® Q).

Tabel 2.2.1 Sifat-sifat pada (R, +,x) dan (R, ® &)

Nomor (R, +,%) (R, ®)
Persamaan sifat antara (R, +,%) dan (R;,P ®)
1 + dan x bersifat komutatif @ dan & bersifat komutatif
2 + dan x bersifat asosiatif @ dan @ bersifat asosiatif
3 X besifat distributif terhadap + | @ bersifat distributif terhadap
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(Sambungan)

4 Terdapat elemen nol yaitu 0 Terdapat elemen nol yaitu € = —oco
5 Terdapat elemen satuan yaitu 1 | Terdapat elemen satuan yaitu e = 0

Va # 0 terdapat elemen invers | Va # ¢ terdapat elemen invers
° terhadap operasi x terhadap operasi @

Perbedaan sifat antara (R, +,%) dan (R.;,® &)

Va terdapat elemen invers Va # ¢ tidak terdapat elemen

! terhadap operasi + invers terhadap operasi @
Va terdapat elemen penyerap yaitu

8 d &
9 - Idempoten terhadap operasi @

Berdasarkan Tabel 2.2.1 dapat dilihat bahwa (R,,®,®) tidak memenuhi
salah satu sifat lapangan, seperti yang telah dijelaskan pada Definisi 2.1.7, yaitu
untuk setiap a # ¢ € R, tidak terdapat elemen invers terhadap operasi @.
Tetapi (R,,D,®) memiliki sifat lain yang tidak dimiliki oleh (R, +,%) yaitu
sifat idempoten terhadap operasi @ dan terdapat elemen penyerap pada operasi
®. Jika (R, +,%) merupakan suatu lapangan maka (R,,®,&®) dinamakan

semilapangan idempoten dengan elemen penyerap ¢ (Baccelli, et al., 2001).

Definisi 2.2.3 Sistem matematika (R,,B,&) disebut dengan aljabar max-plus,
dinotasikan dengan R,,,, (Baccelli, et al., 2001).

Operasi + dan x pada R memiliki operasi balikan yang secara berturut-
turut dikenal dengan operasi pengurangan dan pembagian. Sedangkan pada
Rnax: @ tidak memiliki operasi balikan. Sementara itu, untuk operasi @ yang
merupakan operasi + di R , memiliki operasi balikan yaitu operasi ¢ (dibaca: o
bagi) dengan definisi sebagai berikut:

Vab € Ruygrabb =a—b. (2.2.1)

Selain operasi yang terdapat pada Definisi 2.2.1 dan Persamaan (2.2.1),
pada R,,,, terdapat operasi pangkat dan sifat-sifatnya seperti yang akan
didefinisikan berikut.

Definisi 2.2.4 Untuk x € R,,,, dan n € N, maka
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x®" = x@x® - ® x = nx.

n kali

Akibat dari definisi di atas didapat

()  untuk x #e,x® =0=¢;

(i)  untuk @ € R, x®" = ax

(iif)  untuk k > 0 maka e® =e (untuk k < 0 tidak didefinisikan)
(Farlow, 2009).
Selain dari akibat di atas, diperoleh akibat lain yaitu untuk setiap a, b € R4

maka persamaan 2.2.1 dapat diformulasi menjadi

adb=a®b® " . (2.2.2)

Lemma 2.2.5 Untuk m,n € N dan x € ,,,, maka
(i) x®" @x®" = x8"";

(i R =T

(i) x® =x;

(V) x®" ®y®" = (x®@y)®"

(Farlow, 2009).

Jika pada suatu persamaan matematika pada R, terdapat beberapa
operasi maka dalam melakukan operasi, dilakukan operasi dengan hirarki
berikut: pangkat, ® /¢, dan € (Schutter, 1996).

Contoh 2.2.6

(i) 3 & 2= maks(3,2) =3

(i) 7 & ¢= maks(7,—0) =7

(i) e®9=04+9=9

(iv) C®3)02D3)=2+3)—maks(2,3)=5-3=2
v) 506 @ 4¢3 =maks(5,6+4—3)= maks(5,7)=7
(vi) 4® =2x4=38

(vii) 22°®3%®" = (4x2) + (4x3) = 2.

Untuk melihat analogi antara R dan R,,,xs, dapat ditemukan pada tabel di

bawah ini.
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Tabel 2.2.2 Beberapa analogi antara R dan R, 4«

No Kategori R Ronax
1 | Operasi penjumlahan + ® = maksimum
2 | Operasi perkalian X K=+
3 | Operasi pengurangan - Tidak ada
4 | Operasi pembagian + o=—
5 | Unsur nol 0 £=—00
6 | Unsur satuan 1 e=0
7 | Invers penjumlahan —a Tidak ada
8 | Invers perkalian l —a
a
9 | Operasi pangkat an a® =nxa=na
a
10 | Formula pembagian 5= ax b1 adb = a®b®™

Setelah mempelajari notasi, definisi, operasi, sifat-sifat operasi pada

aljabar max-plus, bab berikut akan menjelaskan tentang perluasan dari aljabar

max-plus, yang disebut dengan aljabar max-plus yang simetri. Perluasan ini bisa

dibandingkan dengan mengkonstruksi Z sebagai perluasan dari N , di mana Z

adalah bilangan bulat dan N adalah himpunan bilangan bulat taknegatif.
(Baccelli, et al., 2001).
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BAB 3
ALJABAR MAX-PLUS YANG SIMETRI

Bahasan utama pada bab ini adalah definisi dari aljabar max-plus yang
simetri meliputi elemen-elemen, operasi, dan sifat-sifat operasi pada aljabar max-
plus yang simetri tersebut. Sebelumnya akan dijelaskan tentang hasil kali silang
R,, operasi @ dan ® pada hasil kali silang IR, dan operator minus, operator
seimbang, serta operator nilai mutlak. Selanjutnya akan diterangkan tentang
himpunan kuosien pada hasil kali silang R, dan operasi @ dan ® pada himpunan

kuosien tersebut.

3.1 Hasil Kali Silang R,

Telah diketahui bahwa R, = RU{¢} di mana R adalah himpunan bilangan

real R dan € = —oo. Sesuai Definisi 2.1.1 diperoleh

R, X R, = {(a, b), la,b € ]R{g}.

Selanjutnya R, X R, dinotasikan dengan P.. Dengan menggunakan definisi
operasi @ dan ® pada R,, maka berikut ini didefinisikan @ dan ® pada
ng - ]Rg X IR& .

Definisi 3.1.1 Untuk setiap (a, b), (¢, d) € P didefinisikan operasi @ dan ®
sebagai berikut:

()  (a,b)®(c,d) = (a®c, b®d) dan

(i) (a,b)®(c,d) = (a®@cPb®d, a®d &b c)

(Baccelli, et al., 2001).

Operasi @ dan @ di ruas kanan pada Definisi 3.1.1 di atas memiliki
pengertian yang sama dengan operasi @ dan ® pada R,, seperti yang telah
diterangkan pada Definisi 2.2.1. Jika pada Sifat 2.2.2 telah dijelaskan sifat-sifat
operasi @ dan ® di R, maka berikut ini akan diberikan lemma yang menjelaskan

sifat-sifat operasi @ dan ® di 7,.
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Lemma 3.1.2 Untuk setiap u = (a,b),v = (¢, d),w = (e, f) € P: maka

(i) (#., ®) memiliki sifat:

e asosiatif: u @ (vhw) = (udV)Dw;

o komutatif: u®v = vOw;

e ud(g ) = (g,6)®u = u. (g ¢) disebut elemen nol;

e idempoten: u@u=u;
(i) (P, ®) memiliki sifat:

e asosiatif: uQ(vRw) = (URV)Rw;

o komutatif: uQv = vQu;

e u®(e, &) =(e,e)Q@u = u . (e, &) disebut elemen satuan;

e u®(g,¢e) =(5)Qu = (g¢). (g ¢) disebut penyerap
(iii) distributif @ terhadap &: uQ (vOw) = uRQUOURW
(Schutter, 1996).

Lemma 3.1.2 menunjukkan bahwa (P¢, @) memiliki sifat yang sama dengan
(Rg, ®) dan (P, ®) memiliki suatu sifat yang berbeda dengan (Rg, ®) di mana
setiap elemen pada (P, ®) tidak memiliki invers. Selain operasi @ dan ®, pada
P terdapat operator nilai mutlak, operator minus, dan operator seimbang, secara
berturut-turut dinotasikan dengan |. |, ©, dan (-)°. Berikut ini diberikan definisi

dan sifat-sifat serta contoh ketiga operasi tersebut.

Definisi 3.1.3 Untuk setiap u = (a, b) € P maka:
(i) lul=a@b;

(i) ©u=(ba)

(iii) u* = ud(Ouw) =uOu = (Jul,|ul
(Schutter, 1996).

Lemma 3.1.4 Untuk setiap u = (a,b),v = (c,d) € P maka:
() w=(©uw =u"

(i) uv* = uv)°*

(il ©@w=u

(iv) © (udv) = (O W (Ov)
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v) ©@w®v) =(©uwev =u® (O v)
(Schutter, 1996).

Contoh 3.1.5 Diketahuiu = (2,3) , v = (4,1) € P: maka:

() |ul=1(23)] =203 =3;

(i) ©Ou=0(23)=GG2);

(i) u*=(23)"=23)80(0(23)=23)®3,2) = (3,3) = (lul, [ul);
(iv) u®v=(023)841)=(43)

V) ©wdv)=0 238 (0 (“1) =324 = (34).

3.2 Relasi Seimbang pada P,

Pada (R, +,%) berlaku bahwa a + (—a) = a — a = 0 untuk setiap a € R.
Sedangkan pada pada Pg, uB(O u) = u © u = (¢, ¢) hanya berlaku untuk
u = (&, &) dan untuk setiap u yang lain berlaku
u®(@Ou)=uOu=u"=+ (g¢). Olehkarena itu pada P akan diperkenalkan

suatu relasi berikut ini.

Definisi 3.2.1 Pandangu = (a,b),v = (¢, d) € Pe. u dikatakan seimbang
dengan v, dinotasikan dengan uVv, jika a®d = b@&c (Baccelli, et al., 2001).

Akibat 3.2.2 Untuk setiap u € P maka u © uV(g &), Vu = (a,b)eP:
(Baccelli, et al., 2001).

Bukti Ambil u = (a, b) dan (g, ) di P . Sesuai Definisi 3.1.3 (iii) maka
u©u = (lul, [u]) = (I(a,b)l, |(a,b)]) = (a®b,adb).

Tulis a®b sebagai

(a®b)®e= (a®b)Ds. (3.2.1)
Persamaan 3.2.1 mendefinisikan bahwa
(a®b,a®b)V(s ) 3.2.2)

sehingga u © uV(e, €) atau u*V(e, €).m

Contoh 3.2.3
() (A2)V(@E1)karena4®1 =4 = 24
(i) GDX (24) karenad®2=4 #2= 102
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(i) (1,e)V (2,2) karena 12 =2 = B2
(iv) (&¢€)V (g,4) karenae®4 =4 #ebe=c¢
(V) (2,2) V(g &) karena2@e = 2 = 20c.

Pada Definisi 2.2.3 telah dijelaskan bahwa suatu relasi dikatakan relasi
ekivalen jika relasi tersebut bersifat refleksif, simetri, dan transitif. Selanjutnya
akan diberikan lemma yang menunjukkan apakah relasi seimbang merupakan

relasi ekivalen atau bukan relasi ekivalen.

Lemma 3.2.4 Relasi seimbang V bukan relasi ekivalen pada 2. (Schutter, 1996).
Bukti Ambil sebarang (a, b), (¢, d) (e, f) € Pe.
() Akan ditunjukkan relasi seimbang V bersifat refleksif.

Oleh karena a, b € R, dan operasi @ pada R, bersifat komutatif maka

a®b = bDa. (3.2.3)
Sesuai Definisi 3.2.1 maka Persamaan 3.2.3 memiliki pengertian bahwa
(a,b)V(a,b). (3.2.4)

Keseimbangan (3.2.4) menunjukkan relasi seimbang bersifat refleksif.
(i)  Akan ditunjukkan relasi seimbang bersifat simetris.
Misal (a, b)V(c, d) akan dibuktikan (¢, d)V(a, b).
(a,b)V(c,d) sehingga
a®d = b®c. (3.2.5)
Karena a, b, c,d € R, dan @ bersifat komutatif maka (3.2.5) dapat
dinyatakan sebagai c@@b = d@®a sehingga memenuhi definisi (¢, d)V(a, b).
Karena (a, b)V(c, d) mengakibatkan (c,d)V(a, b) maka relasi seimbang
bersifat simetris.
(iii)  Akan ditunjukkan relasi seimbang bersifat transitif.
Misal (a, b)V(c,d) dan (c,d)V(e, f). Akan dibuktikan (a, b)V(e, f).
(a, b)V(c, d) memiliki definisi bahwa ad = b@®c. sehingga berdasar
definisi operasi @ di R, diperoleh
maks(a, b) = maks(c,d). (3.2.6)
Pada Persamaan 3.2.6 berlaku minimal satu dari kondisi berikut:
(a=0>b,(iiya=c,(ii)d =b, (iv)d =c. Asumsikan a = c sehingga
(c,d)V(e, ) dapat dinyatakan sebagai
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(a, V(e f). (3.2.7)
Kondisi (3.2.7) menunjukkan (a, bW (e, f). Karena (a,b)V(c,d) dan
(c,d)V (e, f) tidak mengakibatkan (a, b)V (e, f) maka relasi seimbang tidak
transitif.
Relasi V bersifat refleksif dan simetri tetapi tidak bersifat transitif. Terbukti relasi

V bukan relasi ekivalen pada P .m

Oleh karena relasi V bukan relasi ekivalen pada P maka relasi V tidak bisa
digunakan untuk mendefinisikan kelas ekivalen dan himpunan kuosien. Terdapat

relasi lain yang hampir sama dengan relasi seimbang dan dinotasikan dengan B.

Definisi 3.2.5 Diberikan (a, b), (¢, d) eP- .

(a,b)V(c,d) , untuka # bdanc #d

(a,b)B (c,d) jika dan hanya jika { e [ N —

(Baccelli, et al., 2001).

Definisi 3.2.5 menyatakan bahwa relasi B merupakan relasi V pada P. yang
elemen-elemennya memiliki kritria tertentu. Sementara itu, relasi V itu sendiri
berlaku untuk sembarang elemen P¢ yang memenuhi Definisi 3.2.1. Di bawabh ini

diberikan beberapa elemen P yang memenuhi dan tidak memenuhi relasi B.

Contoh 3.2.6 Diberikan (2,5), (1,5), (3,3), (1,3) e P: maka:
() (2,5) B (2,5) karena (2,5) = (2,5);
(i) (2,5)B(1,5) karena (2,5) V (1,5) untuk 2= 5dan 1 # 5;
(i) (1,3),87(3,3) karena (1,3) V (3,3), 1 # 3 tetapi 3 = 3;
(iv) (3,3)/3/(5, €) karena (3,3) V(g,e), 3=3dan € =«.

Lemma 3.2.7 B adalah relasi ekivalen pada P (Schutter, 1996).
Bukti Ambil sebarang elemen (a, b), (c,d), (e, f) € P¢.
Akan dibuktikan B bersifat refleksif.
Karena (a, b) = (a, b) maka sesuai Definisi 3.2.5 jelas bahwa
(a,b)B(a,b). (3.2.8)
Keseimbangan (3.2.8) menunjukkan B bersifat refleksif.
Selanjutnya akan dibuktikan B bersifat simetris.
Misal (a, b)B(c,d). Akan ditunjukkan (c,d)B(a, b). Sesuai Definisi 3.2.4
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berlaku (a, b)V(c,d) di mana a # b dan ¢ # d sehingga sesuai Definisi
3.2.1 diperoleh a®d = b@c. Karena a, b, c,d € R, dan @ pada R, bersifat
komutatif maka a®d = b®c dapat ditulis cb = a®d sehingga
berdasarkan Definisi 3.2.1 didapat (c¢,d)V(a,b). Karenaa # bdan ¢ #d
maka (c, d)V(a, b) memberikan pengertian bahwa (c,d)B(a, b).

berlaku (a,b) = (c,d) atau dapat juga dinyatakan dengan

(c,d) = (a, b). Sesuai Definisi 3.2.4 maka (c,d) = (a,b) memberikan
pengertian bahwa (¢, d)B(a, b).

Sifat simetris dipenuhi oleh relasi B .

Selanjutnya akan dibuktikan B bersifat transitif.
Misal (a, b)B(c,d) dan (c,d)B(e, f). Akan ditunjukkan (a,b)B(e, ). Karena
(a,b)B(c,d) dan (c,d)B(e, f) maka berdasarkan Definisi 3.2.4

(i)

berlaku
(a,b)V(c,d) (3.2.9)
(c,d)V(e, f) (3.2.10)

dimanaa # b,c # d,dane # f.
Sesuai Definisi 3.2.1 maka (3.2.9) memberikan pengertian

a®d = b®c atau maks(a,d) = maks(b,c). (3.2.11)
Karena a # b, c # d maka kondisi yang berlaku pada (3.2.11) adalah a = ¢
atau d = b. Asumsikan d = b sehingga pada (3.2.11) berlaku juga bahwa
c<bdana <b =d. Karenad = b maka (c,d)B(e, f) dapat dinyatakan
sebagai (¢, b)B(e, f) sehingga sesuai Definisi 3.2.5, kondisi (3.2.10)
menjadi

(c,b)V(e,f) (3.2.12)
dimanac # b dan e # f. Sesuai Definisi 3.2.1 maka (3.2.12) memberikan
pengertian bahwa

c®f = b®e atau maks(c, f) = maks(b, e). (3.2.13)
Karena ¢ # b, e # f maka kondisi yang berlaku pada (3.2.13) adalah ¢ = e
atau f = b. Karena pada (3.2.3) telah diasumsikan d = b maka pada
(3.2.13) berlaku f = b sehingga ¢ < f. Karenaa < b dankarena f = b
maka a < f sehingga (3.2.13) dapat juga dinyatakan sebagai

a®f = bDe. (3.2.14)

Universitas Indonesia
Aljabar max-plus..., Risdayanti, FMIPA Ul, 2012



16

Sesuai Definisi 3.2.1 maka (3.2.14) memberikan pengertian bahwa
(a,b)V(e, f). (3.2.15)

Karena a # b, e # f maka (3.2.15) memberikan (a, b)B(e, f). Karena

(a, b)B(c,d) dan (c,d)B(e, f) mengakibatkan (a, b)B(e, f) maka B

bersifat transitif;

(i) berlaku (a, b) = (c,d) dan (c,d) = (e, f) sehingga didapat (a, b) = (e, f).
Karena (a, b) = (e, f) maka sesuai Definisi 3.2.4 didapat pengertian bahwa
(a,b)B(e, f).

Sifat transitif dipenuhi oleh B. Telah terbukti B bersifat refleksif, simetris, dan

transitif maka B merupakan relasi ekivalen pada P: .m

Oleh karena B merupakan relasi ekivalen pada P. maka B dapat

digunakan untuk membangun kelas ekivalen dan himpunan kuosien.

3.3 Kelas Ekivalen dan Himpunan Kuosien pada P¢ terhadap B

Pada Subbab 2.1.4 telah diterangkan definisi kelas ekivalen dan himpunan
kuosien. Pembahasan berikut ini akan menjelaskan kelas ekivalen dan himpunan
kuosien pada . yang dibangun oleh relasi B dan operasi-operasi pada himpunan

kuosien tersebut.

Definisi 3.3.1 Untuk suatu a € R dan & € R; dapat didefinisikan kelas ekivalen

pada 2. yang dibangun oleh relasi B yaitu:

(i) (@9 ={(ax) € P: |x < a}, disebut elemen positif max-plus;
(i) (sa) = {(x,a) € P: | x < a}, disebut elemen negatif max-plus;
(iii) (a,a) = {(a,a) € P.}, disebut elemen seimbang;

(iv) (¢, ¢€) disebut dengan kelas nol max-plus
(Baccelli, et al., 2001).

Jika terdapat kelas ekivalen lain selain kelas-kelas ekivalen di atas maka
berdasarkan Definisi 3.2.5 dan Definisi 3.3.1 dapat diterangkan akibat berikut.

Akibat 3.3.2 Untuk setiap (a, b) € P dengan kondisi:

() a>bmaka(ab) = (ao;
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(i) a<bmaka (a,b) = (§b);
(iii) a = b maka (a,b) = (a,a).

Contoh 3.3.3
() (3¢ =1{(3,2999),,(32),,(31),,(3,05),}

(i) (3,2) ={(3,2999)-,(3,2),,(3,1),,(3,05),-,}
(i) (&7) ={-,27),, &7, (57),-,(67),,(6.999,7)}
(iv) (47)={-, @27, @47),,(57),,(67),(6.999,7)}

Jelas bahwa (3,2) = (3,¢) dan (4,7) = (&, 7).

Sesuai dengan Definisi 3.2.7 diperoleh bahwa untuk setiap a, b € R di mana

R c R, maka a®b,a®b € R, sehingga (b, &), (a®b, &),
(a®b, &) € {(a, &}, (&b), (s adb), (5a®b) € {(ga)} dan
(a®b, a®b), (a®b, a®D) € {(a,a)}. Untuk ¢ € R, maka (& &) € {(5 &)}.

Berdasarkan Definisi 2.1.5 telah diterangkan bahwa himpunan yang elemen-
elemennya terdiri dari kelas-kelas ekivalen disebut dengan himpunan kuosien dan
himpunan kuosien yang dimaksud pada pembahasan ini adalah himpunan kuosien

P: terhadap relasi B, dinotasikan dengan . /B atau S di mana

P./B =S = {(a,€) JU{(s 0)}U{(a, )}U{(z 9)}. (33.1)

Pada himpunan S akan didefinisikan operasi @ dan @ dengan
menggunakan definisi operasi @ dan ® pada 2., seperti yang terdapat pada
Definisi 3.1.1. Operasi @ dan ® pada himpunan S meliputi operasi @ dan ®
pada tiap-tiap himpunan di S dan operasi @ dan ® pada himpunan yang satu
dengan himpunan yang lainnya di S. Terlebih dahulu akan diterangkan operasi @

dan ® pada tiap-tiap himpunan di S.
() Operasi @ dan ® pada {(a,¢) }
Pandang (a,¢),(b,¢) €1{(a,¢) } Berdasarkan Definisi 3.3.1 (i),

(@) ={(ax) €P: |x <a}dan (b,e) = {(b,y) € Pc |y < b}. Ambil
sembarang (a, x), (a,y) € (a,¢) dan (b,y) € (b, ) maka:
e (a,0)®(ay) = (a®a x®y) = (a, xDy).
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Karena x, y < a maka x®y = maks(x,y) < a sehingga

(a, x®y) € (a,9).

Akibatnya (a,£)®(a, &) = (aBa, e®e) = (a,¢) €{(a, &) };
e (a,x)®(b,y) = (a®b,x®y). Karena x < a,y < b maka

maks(x,y) < maks(a, b) sehingga (a®b, x®y) € (a®b,¢).
Akibatnya (a,£)® (b, &) = (a®b, ¢) € {(a,¢) };

e (a,x)®(a,y) = 2aDx®y, aQ@yDdxQa). (3.3.2)
Karena x, y < a maka maks(2a,x + y,) = 2a dan

maks(a +y,x + a) < 2a sehingga (3.3.2) menjadi
(2a,a®@y®x®a) € (2a,¢).
Akibatnya (a,£)®(a, ¢) = (a®a, ) = (2a,¢€) €{(a,¢) };

e (a,x)®(h,y) = (aRbDxQy, a®yDb®x). (3.3.3)
Karena x < a,y < b maka maks(a + b,x + y) = a + b dan

maks(a + y,b + x) < a + b sehingga (3.3.3) memberikan
(a®b,a@y®bRx) € (a®b, ) akibatnya
(a,e)®(b, &) = (a®b,¢) € {(a, €) }

(ii) Operasi @ dan ® pada {(¢, a) }
Pandang (¢, a), (¢,b) € {(&, ) } . Berdasarkan Definisi 3.3.1 (i)

(g,a) ={(x,a) € P: |x <a} dan (&, b) = {(v,b) € P: |y < b} . Untuk
sembarang (x, @), (y,a) € (¢, a) dan (y,b) € (& b) maka:
e (x,a)®(y,a) = (x®y,a®a) = (x®y,a). Karena x,y < a maka
maks(x,y) < asehingga (x®y, a) € (g, a). Akibatnya
(£, )®(g,a) = (5,a®a) = (g,a) €{(s, ) };
e (x,a)®(y,b) = (x®y,a®b). Karenax < a,y < b maka

maks(x,y) < maks(a, b) sehingga (x®y, a®b) € (&, a®b).
Akibatnya (¢, a)® (g, b) = (g,a®b,) € {(¢,a) };
e (x,A)®(y,a) = (xQy®d2a, xQRadaRy). (3.3.4)

Karena x,y < a maka maks(x + y,2a) = 2a dan

maks(x + a,a + y) < 2a sehingga (3.3.4) menjadi
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(2a, x®a®a®y) € (2a,¢) . Akibatnya
(c,0)®(g,a) = (a®a, ¢) = (2a,¢) € {(a,¢) };

e (x,)®(y,b) = (xQyDa®b, x@bHa®y) (3.3.5)
Karena x < a,y < b maka maks(x + y,a+ b) = a + b dan

maks(x + b,a +y) < a + b sehingga (3.3.5) memberikan
(a®b, x®bDa®y) € (a®b, €) . Akibatnya
(c,a)®(&,b) = (a®b,¢) € {(a, &) }.

(iii) Operasi @ dan ® pada {(a,a) }

Pandang (a, a), (b,b) € {(a, a) } . Berdasarkan Definisi 3.3.1 (iii),
(a,a) = {(a,a) € P.}dan (b, b) = {(b,b) € P.}. Ambil (a,a) € (a,a)
dan (b, b) € (b, b) maka:
e (a,a)®(b,b) = (a®b,a®b) € (a®b, a®b).
Akibatnya (a, a)®(b, b) = (a®b,a®b,) € {(a,a) };
e (a,a)®(b,b) = (a@bDa®b, a@bDa®b) = (a®b, a®b). (3.3.6)
Jelas (a®b, a®b) € (a®b, a®b). Akibatnya
(a,a)®(b,b) = (a®b,a®b) € {(a, a) }.

(iv) Operasi @ dan ® pada {(s, €) }

Pandang (¢, &) €{(g,€)}. Ambil (¢, &) € (e, &) maka:
o (58)®(ge) = (eBe, eDe) = (g, ¢) € (&,€):
Akibatnya (e, £)® (¢, €) = (g,€) € {(c, ) };
¢ (£08(5 ) = (5,8 € (5 0).
Akibatnya (g, €)®(g, €) = (g,€) € {(¢, ) }.

Pendefinisian berikutnya adalah definisi operasi @ dan ® pada himpunan

yang satu dengan himpunan yang lainnya di S.

(v) Operasi @ dan ® pada {(a, €) } dengan {(¢, a) }
Pandang (a,¢) € {(a,¢) }, (¢,a), (&,b) € {(¢,a) } . Untuk sembarang

(a,%) € (a,£) ,(y,a) € (¢,a) dan (y,b) € (¢, b) maka:
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¢ (a,x)®(y,a) = (ady, xDa). (3.3.7)
Karena x,y < a maka (3.3.7) memberikan (a, a) € (a, a) sehingga
(a,8)®(s,a) = (a,a) €{(a,a) };

e (a,x)®(y,b) = (a®y, x®b) (3.3.8)
Untuk a > b (3.3.8) memberikan (a,x) € (a,¢) atau (a,b) € (a,¢).

Untuk a < b (3.3.8) memberikan (y,b) € (g, b) atau (a, b) € (g, a).

Sehingga (a, £)® (g, b) = (a®e, bDe) = (a, b). Berdasar Akibat 3.3.2
()-(ii), (a,b) = (a, &) € {(a,&) } untuk a > b

dan (a,b) = (&, b) € {(¢,a) } untuk a < b;

e (a,x)®(y,a) = (aQ®yPx®a, aQaPxQy). (3.3.9)
Karena x,y < a maka maks(a + a,x +y) =a+ a = 2a dan
maks(a +y,x + a) < 2a sehingga (3.3..9)

(a®y®x®a,2a) € (¢,2a) . Akibatnya

(a,8)R(s, a) = (aQe®:®a, aQabd Q<)) = (¢,2a) € {(¢,a) };

e (a,x)®(y,b) = (aQyPxQb, a®bDxRY). (3.3.10)
Karena x < a,y < b maka maks(a + b,x + y) = a + b dan
maks(a + y,x + b) < a + b sehingga (3.3.10) memberikan
(a®yDx®b, a®b) € (¢,a®b) dan akibatnya

(a,e)®(g,b) = (¢,a®b) € {(s, Q) }

(vi) Operasi @ dan ® pada {(a, ¢) } dengan {(a, @) }

Pandang (a,€) € {(a,¢) } dan (a,a), (b,b) € {(a,a@) }. Ambil sembarang

(a,x) € (a,¢),(a a) € (a,a) dan (b,b) € (b, b) maka

e (a,x)®B(a,a) = (aBa,xDa). (3.3.11)
Karena maks (a,a) = a dan karena x < a maka (3.2.11) memberikan
(a,a) € (a,a) sehingga (a,€)®(a,a) = (a,a) € {(@a)};

e (a,x)®(b,b) = (a®b,x®D). (3.3.12)

Untuk a > b persamaan (3.3.12) memberikan (a,x) € (a,¢) atau

(a,b) € (a,¢). Untuk a < b maka persamaan (3.3.12) menjadi

(b,b) € (b,b) . Sehingga
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(a, &)®(b,b) = (a®b, b®e) = (adb, b) € {(a, &) }U{(a,a) };

e (a,x)®(a,a) = (a®adx®a, aQadxQa). (3.3.13)
Karena dan x < a maka maks (a + a,x + a) = a + a = 2a sehingga
(3.3.13) memberikan (2a, 2a) € (2a, 2a) akibatnya
(a,)®(a,a) = (2a,2a) € {(a,a) }.

¢ (a,x)®(b,b) = (aQ@bDx®b, aQ@bDx®D). (3.3.14)
Karena dan x < a maka maks (a + b, x + b) = a + b sehingga

(3.3.14) memberikan (a®b, a®b) € (a®b, a®b) akibatnya
(a,£)®(b,b) = (a®b,a®b) € {(a,a) } .

(vii) Operasi @ dan ® pada {(a, €) } dengan {(¢, €) }

Pandang (a, ) € {(a,¢) } dan (g, ¢) € {(s,&) } . Ambil sembarang
(a,x) € —(Te) dan (g, ¢) € m maka:

o (a,x)®(g¢) = (aPe, xDe). (3.3.15)

Karena a,¢ € R, dan & merupakan unsur nol pada operasi @ di
R, maka (3.3.15) menjadi (a, x) € (a, €) sehingga
@9 o) = (@0 e{(@e) };
e (a,1)Q(g¢) = (aARePx®¢s, a®cPx®¢) = (¢, €). (3.3.16)
Karena (g,¢) € @ maka (a,&)®(e ) = (g,¢) € {(s, £) }

(viii) Operasi @ dan ® pada {(¢, @) } dengan {(a, a) }

Pandang (¢, @) € {(¢, a) } dan (a,a), (b,b) € {(a,a) }. Ambil sembarang
(x,a) € (g a), (a,a) € (aa),(b,b) € (b, b) maka sesuai Definisi 3.1.1
e (x,a)®(a,a) = (x®Da,a®a). (3.3.17)
Karena x < a dan maks (a,a) = a maka (3.3.17) memberikan
(a,a) € (a,a) sehingga (¢, 0)®(a, a) = (a,a) € {(@a)};
e (x,)®D,b) = (x®b,a®b). (3.3.18)

Untuk a > b persamaan (3.3.18) memberikan (x,a) € (¢, a) atau

(b,a) € (&,a). Untuk a < b maka persamaan (3.3.18) memberikan
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(b,b) € (b,b). Sehingga (¢,a)® (b, b) = (b,a®b) = (¢,a)U(b, b) di
mana (g, a) € {(¢,a) } dan (b,b) € {(a,a) };
e (x,)®(a,a) = (x®a®a®a, xQ@ada®a). (3.3.19)

Karena x < a maka maks (x + a,a + a) = a + a = 2a sehingga

(3.3.19) memberikan (2a, 2a) € (2a,2a). Akibatnya

(a,&)®(a,a) = (2a,2a) € {(a,a) }.
e (x,a)®(b,b) = (xbDa®b, xbDa®b). (3.3.20)
Karena x < a makamaks (x + b,a + b) = a + b sehingga (3.3.20)

memberikan (a®b, a®b) € (a®b,a®b). Akibatnya
(e,a)®(b, b) = (a®b, a®b) € {(a,a) }.

(ix) Operasi @ dan ® pada {(e, @) } dengan {(¢, &) }

)

Pandang (¢,a) € {(¢,a) }, (¢, &) € {(¢¢) }. Ambil sembarang

(x,a) € {(e,a) }, (¢, &) € {(¢, &) } maka sesuai Definisi 3.1.1

e (x,a)®D(s¢) = (xDs,abe). (3.3.22)
Karena a, x, ¢ € R, dan & merupakan unsur nol untuk operasi @ di R,
maka (3.3.22) memberikan (x, a) € (¢,a) sehingga
(e0)®(s,e) = (g,a) € {(ca) };

o (x,a)®(s¢) = (xRePa®e, xReDa®c). (3.3.23)

Karena & merupakan unsur penyerap untuk operasi @ di R, maka

(3.3.23) memberikan (&, €) sehingga (¢, )R (g, &) = (¢, ¢) € {(5, ¢) }.

Operasi @ dan ® pada {(a, ) } dengan {(z, ¢) }
Pandang (a,a) € {(a,a) }, dan (¢,¢) € {(c,¢) }.

Ambil (a,a) € (a,a) dan (g, €) € (g, &) maka sesuai Definisi 3.1.1

e (a,a)®(g¢) = (aBPe,a®e) = (a,a). (3.3.24)
maka (3.3.24) memberikan (a, a) € (a, a) sehingga
(@, )®(s,¢) = (a,a) €{(a, ) };

e (a,a)®(g¢) = (aQRePa®s, aQcPa®¢) = (¢, €). (3.3.25)
Karena (¢, &) € (g, &) maka (a,a)® (g, €) = (g,¢) € {(g, &) }.
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Berdasarkan uraian (i) - (x) di atas, dapat disimpulkan bahwa operasi @ dan
® pada kelas-kelas ekivalen yang merupakan elemen S seperti yang

dideskripsikan pada tabel berikut.

Tabel 3.3.1 Operasi @ dan ® pada himpunan S

No | Himpunan Operasi @ Operasi ®
Operasi @ dan ® pada suatu himpunan di S
@oe@e =@e | @80 =0s9
1 F B €{(a )} €{(ae)}
{@a)}
(a,e) ®(b,e) = (a®b,¢) (a,e) ®(b,g) = (a®b,¢)
e{@o)} e{(ao}
(,)®(g,a) = (¢,a) (,a)®(g,a) = (& 2a)
N E{(s,a)} E{(s,a)}
2 | {(e0)}
(e,a)®(g,b) = (g,adb) (,)®(¢&,b) =(€,a®b)
e{(ea)} e{(ea)}
(a,a)®(a,a) = (a,a) (a,0)®(a,a) = (2a, 2a)
- e {(aa)} €{(aa)}
3| {(a0)}
(a,a)®(b,b) = (a®b,a®b) | (a,a)®(b,b)
e{(aa)} = (a®b,a®b) € {(a,a) }
(,)®(c,¢) = (g ¢) (£,9)R(g,¢) = (g,¢)
41 {te)} i -
€{(e9)} e{(s9)}
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Operasi @ dan ® pada himpunan yang satu dengan himpunan yang lainnya di S

(a,e)®(g,a) =(a,a) (a,¢) ®(g,a) =(¢,2a)
{(a'g)} E{(a,a)} E{(s,a)}
5 dan
(a,e) ®(¢g,b) =(a,b) (a,¢) ®(¢&,b) =(g,aQ b)
{(e)} -
€{(ae) }U{(sa)} e{(ea)}
(a,¢) ®(a,a) =(a,a) (a,¢)®(a,a) =(2a,2a)
{(a,9)} _
. o e{(aa)} €{(aa)}
(a,e) ®(b,b) = (a®b,b) | (a,e) ®(b,b)
{(aa)}
€{(a e }U{(a a)} = (a®b,a®b) € {(a,a) }
((a.8)] (a,6) (& ¢) = (a¢) (a,8) ®(&¢) = (5 ¢)
7 dan I
=) € {(a9)} € {(¢0)}
(,a)D(a,a) =(a,a) (e,0) ®(a,a) = (2a,2a)
{(g,a)} E{(a,a)} E{(a,a)}
8 dan (&,a)®(b,b)
(&,a) (b, b)
{(aa)} | =(ba®b) BRS¢ (o)
= (a®b,a €i(a,a
€f{(sa)}U{(aa)}
(e}
(g,0) ®(&¢) =(g,a) (6a)®(¢g¢) =(g¢)
9 dan
E{(s,a)} E{(e,e)}
{(eo)}
{(aa)}
(a,a)®(¢&e) =(a,a) (a,a)®(¢&¢e) =(g¢)
N il {(a.0)} {(e9))}
_ €(a,a) RN
{0}

Pada Tabel 3.1.1 telah ditunjukkan bahwa operasi @ dan ® pada S

memenuhi sifat tertutup. Selanjutnya pada Tabel 3.1.1 terdapat bahwa
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(a,&)®(b, ) = (a®b, ) dan (a, )@ (b, &) = (a®b, €) sehingga untuk
penyederhanaan (a, €) dapat diasosiasikan sebagai a, ditulis

(a,e) =a (3.3.26)
sehingga

{(a, e)} U {(e, e)} = {alva € R } (3.3.27)

dan disebut dengan himpunan kelas positif atau kelas nol max-plus, dinotasikan

dengan S®. Akibatnya R, dapat diidentifikasikan sebagai himpunan $®.

Jika (a, €) diasosiakan sebagai @ maka (e, a) dan (a, a) dapat juga
diasosiasikan sebagai suatu elemen di R, . Dengan menggunakan formula pada
Definisi 3.1.3 (ii)-(iii) maka untuk setiap (a, x) € . dan (a,x) € (a, ¢) didapat:
() O (ax)=(xa)€ (g a). Pada Definisi 3.3.1 (i) dan Formula 3.3.26

dijelaskan bahwa (a, €) = {(a, x) € P.|x < a} = a sehingga

O (ae)=0{ax)eP)= {(x,a) e P.}=(5,a) =O a.

Tulis

A (3.3.28)

Karena (¢, a) € {(¢,a)} maka {(¢, @) }U{(g, &)} = {© alva € $®}

dan disebut himpunan elemen negatif max-plus atau kelas nol max-plus,

dinotasikan dengan S$°.

(i)  (a,x)* = (a®x, abx). (3.3.29)
Karena (a, x) € (a, £) maka sesuai Definisi 3.3.1 (i) diketahui x < a
sehingga (3.3.29) menjadi (a,a) € (a,a). Pada Definisi 3.3.1 (i) dan
Formula 3.3.26 telah diterangkan bahwa (a, ) = {(a,x) € .} = a

sehingga

(a, e). ={(a,x) € R} ={(a,x)* € P.} ={(a,a) € P.} =a’. Tulis

(a,a) = a’. (3.3.30)

Karena (a, a) € {(a, @)} maka {(a,@)}U{(e, &)} = {a*| a € R,} dan disebut

himpunan elemen seimbang, dinotasikan dengan S°.

Penggabungan $®, $©, $* memberikan
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seuseus® = [{@ a}u{Ea}| ul{Eau{Ea}u

[{Gea}uiEa)]

= {(a, e)} U {(s, a)} U {(a, a)} U {(s, s)}. (3.3.31)

Himpunan pada (3.3.31) adalah sama dengan himpunan pada (3.3.1)
sehingga himpunan S dapat dinyatakan menjadi
S = SPUSeUS". (3.3.32)
Berdasarkan Formula (3.3.26), (3.3.28), dan (3.3.30) diperoleh bahwa elemen-
elemen himpunan S adalah

S = {a |a € ]Rg} U {@ a |a € Rg} U {a‘ a e RE}. (3.3.33)

Gabungan S$® dan S© membentuk himpunan SV dan elemen-elemen pada
himpunan SV disebut dengan signed. Elemen bersama dari himpunan $®, S©, dan
S* adalah

S®NSONS* = (g,e) = ¢ (3.3.34)
Sehingga
E=Qe=¢". (3.3.35)

Himpunan S pada (3.3.33) merupakan perubahan bentuk dari himpunan
S pada (3.1.1). Untuk penggunaan notasi pada pembahasan selanjutnya akan
digunakan himpunan S pada (3.3.33) sehingga operasi @ dan ® pada S tidak
dilakukan dengan mengoperasikan kelas-kelas ekivalen tetapi dengan
mengoperasikan elemen-elemen yang telah diasosiasikan. Pada tabel berikut ini
akan dideskripsikan ketersesuaian antara operasi @ dan ® pada himpunan S yang
elemen-elemennya belum diasosiasikan dengan operasi @ dan ® yang elemen-
elemennya telah diasosiasikan. Terlebih dahulu dideskripsikan operasi @ pada

himpunan §S.
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Tabel 3.3.2 Operasi @ pada himpunan S

) sebelum asosiasi o
No | Himpunan setelah asosiasi
(terdapat pada tabel 3.3.1)
Operasi @ pada suatu himpunandi S
(a,e) ®(a,e) =(a,¢) a®a=a
1 $®
(a,e) B(b,e) = (a®b,¢) a®b =a®b
(,0)®(g a) = (g,a) Qa®d(©a)=0a
2 §©
(5,0)®(e,b) = (c,a®b) | ©a®(©Ob) =O (a ®b)
(a,a)®(a,a) = (a,a) a*®a* =a’
3 S*
(a,a)®(b,b) = (a®b,a®b) a® ®b* = (adb)*

Operasi @ pada himpunan yang satu dengan himpunan yang lainnya di S

(a,¢) ®(& a) = (a a) a®(@a) =a’
5 | $® dan S°© -
@O @®(5D) = (@h) |a®©b) = { mes>?,
@9 ®(@a) = (@ad) a®a’ =
0 sl auntuka > b
(a,£)®(h,b) = (a®b;b) = | a &b = {b' untuk a < b
(e,a) ®(a,a) =(a,a) ©a®a® =a’
7 | S©dan S° 3 ——
(5,0) ®(b,b) = (b,a®b) |©a®b = ) meia >

Selanjutnya akan diberikan perbandingan operasi ® pada himpunan $

yang elemennya belum diasosiasikan dengan operasi ® pada himpunan S yang

elemennya telah diasosiasikan.
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Tabel 3.3.3 Operasi @ pada S

] Sebelum asosiasi
No | Himpunan setelah asosiasi
(terdapat pada tabel 3.3.1)
Operasi @ pada suatu himpunandi S
(a,e) ®(a,e) =(2a,¢) a®a=2a
1 s®
(a,e) @(b,e) = (a®b,¢) a®b =a®b
(¢,a)®(&,a) = (2a,¢) ©a®(@a)=2a
2 §©
(¢,)® (¢, b) = (a®b, ¢) ©a®(@b) =a®b
(a,)®(a,a) = (2a,2a) a’®a’® = 2a°
3 S*
(a,a)®(b,b) = (a®b,a®b) a* ®b* = (a®b)*

Operasi ® pada himpunan yang satu dengan himpunan yang lainnya di S

(a,8) ®(&,a) = (&,2a) a®(©a) =6 (2a)
4 |S® dan S©
(a,&) ®(& b) = (a,b) a®(© b) =6 (a®b)
(a,8) ®(a,a) = (2a,2a) a®a® =(2a)°
5 | $®dan S°
(a,e) ®(b,b) == (a®b, a®b) a®b® = (a®b)*
(,0) ®(a,a) = (2a,2a) © a®a’® = (2a)*
6 |S©danS*
(s,a) ®(b,b) = (a®b,a®b) O a®b*® = (a®b)*
Contoh 3.3.4

(i) (—4,8)®(10,¢) = —46010=10
(i) (3,6 ®(55 =3B(O5) =05
(i) 29 B =2001) =2
(iv) (4,9 @(54) = 40(04) =4
v B9 ®(55) =38(O5) =0 8.
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Pendefinisian operasi @ dan @ pada himpunan § menggunakan Definisi
3.1.1 sehingga semua sifat yang terdapat pada Lemma 3.1.2 berlaku pada
himpunan S. Sifat-sifat elemen yang bertanda © dan (.)*, yaitu semua elemen

yang terdapat pada S© dan S* akan dijelaskan pada lemma berikut.

Lemma 3.3.5 Untuk setiap a, b € S® maka
() a=©a)=a":

(i) a®b* = (a®b)";

(i) ©(©a)=a;

(iv) © (a® b) =(© a)®(O b);

(V) © (a®b) =(© a)®b = a®(O b).
(Schutter, 1996).

Bukti

) ©ar=Ga) = (@) =(aa) = a" dan
a* = (a,a) = (a®a,ada) = (a,a) = a;
(i) a®b® = (a,9)® (b,b) = (a@bD @b, aQbDeRD) =
((a®2)®b, (aDe)®b) = (a®b, a®b) = (a®b)*;
(i) ©(©a)=0(5a) =(ae)=a;
(iv) © (a®db) =© (a®b,e) = (¢,a®b) = (B¢, a®db) =
(e, )® (e, b) =© a®(O b);
(v) O (a®b) =0 (a®b,¢) = (¢,a®b) =
{(a®e€Be®b, a®bBe®e) = (a,8)®(e,b) = (a,8)R(¢,b) = a®(O b)

(e@bBa®s, cQcda®b) = (5,a)®(b,e) = (5,a)®(b, ) = (O a)®b
Lemma terbukti. m

Sifat-sifat pada Lemma 3.3.5 ini sama dengan sifat-sifat yang berlaku pada
P., seperti telah dijelaskan pada Lemma 3.1.4. Lemma 3.3.5 (i)-(ii) menunjukkan
bahwa (-)* pada himpunan S memiliki sifat penyerapan. Sedangkan Lemma
3.3.5 (iii)-(v) menunjukkan bahwa © pada himpunan S memiliki sifat yang sama
dengan - pada himpunan bilangan real R (Bart De Schutter, 1996). Perbandingan
kedua operator ini dapat dilihat pada tabel berikut.
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Operator - pada R

Operator © pada S

—(—a)=a

©©a)=a

—(a+b) =—a+ (—b)

© (a®b) =0 a®(O b)

—a+ (—b) =—(a+b)

© a®(©)b =0 (adb)

a+ (=b)=a—b jikaa>b

a®(@©b)=aOb=a jikaa>h

a+(=b)=—=(b—a)jikaa<bh

a®(@b)=a@b=0O0Db jikaa<bh

—(axb) =—-axb=ax(=b)

© (a®b) =© a®b = a®(O b)

—ax(=b)=axb

© a®(©)b = a®b

a+(-a)=a—-a=0

a®(©a)=aB®a=a"

Contoh 3.3.6

() O((—2011") =0 (9°) =9°=02011°' =020 O 11°
(i) 28(05@4) = 28(05) =05

(i) (20 O 5)D4=0504=05

(iv) 1@3B®6%) =1®6° = 7°

v) (1®3)®(1R6°) =407 =7

Setelah membahas operasi-operasi dan contoh-contoh operasi pada himpunan

S, pada subbab berikut akan dibahas relasi seimbang pada himpunan S.

3.4 Relasi Seimbang dan Sifat-Sifatnya pada Himpunan S

Pada Subbab 3.2 telah diterangkan relasi seimbang pada himpunan P,. Oleh

karena pada 2., maka relasi seimbang yang terdapat pada Definisi 3.2.1 adalah

relasi seimbang antara pasangan terurut yang satu dengan pasangan terurut yang

lainnya. Pada subbab ini akan dibahas relasi seimbang antar elemen pada
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himpunan S yang dinyatakan pada (3.3.33) dan sifat-sifat relasi seimbang tersebut.

Sebelumnya akan diterangkan kondisi berikut ini:

(i)

(if)

(iil)

ambil sembarang a € $®. Pada Formula 3.3.26 telah diketahui bahwa

(a, £) = a. Bilangan a pada (a, €) disebut dengan a® dari a € S® dan
bilangan ¢ padam disebut dengan a® dari a € S9;

ambil sembarang a € S©. Nyatakan a =@ p sehingga sesuai Formula
3.3.28 didapat (¢, p) =O p = a. Bilangan ¢ pada (¢, p) disebut dengan a®
dari a € S© dan bilangan p pada (g, p) disebut dengan a®© dari a € S°.
Berdasarkan sifat operator © maka p =@ (© p) =© a sehingga a® dari a
dapat juga dinyatakan sebagai © a;

ambil sembarang a € S*. Nyatakan a = p* sehingga sesuai Formula 3.3.30
didapat bahwa W = p°* = a. Bilangan p yang merupakan komponen
pertama pada W disebut dengan a® dari a € $* dan bilangan p yang

merupakan komponen kedua pada (p, p) disebut dengan a® daria € S°.

Berdasarkan uraian (i)—(iii) di atas, a® menotasikan bagian positif dari

a € S dan a®© menotasikan bagian negatif dari a € S . Uraian di atas akan

diringkas pada definisi di bawah ini.

Definisi 3.4.1 Pandang S = S®PUS®PUS* dana € S,

(1)
(i)
(i)

jikaa € S® maka a® = a dan a® = ¢;
jikaa € S© maka a® = e dan a® =O a;
jika a € S* maka terdapat bilangan p € R, sedemikian sehingga a = p°®

dana® =a® =p

(Schutter, 1996).

Akibat 3.4.2 Pandang S = SPUSOUS*. Untuk setiap a € S maka:

(1)
(i)
(i)

a®,a® € R;;
a=a®0a®;

la] = a®®a®.
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Dengan menggunakan kondisi pada Definisi 3.4.1 akan diberikan definisi
relasi seimbang V pada himpunan § = SPUSCUS".

Definisi 3.4.3 Diberikan a,b € S. aVb jika dan hanya jika a®®b° = a®®b®
(Schutter, 1996).

Pada Akibat 3.4.2 telah diketahui bahwa a®, b, a®, b® € R, sehingga
(a®,a®), (b®, b®) € P, . Berdasarkan Definisi 3.1.6, persamaaan yang terdapat
pada Definisi 3.4.3 memiliki pengertian bahwa

(@®, a®)V(b®, b©). (3.4.1)
Jika a, b € S® maka (3.4.1) menjadi
(a,e)V(b, €). (3.4.2)

Karena (a,¢) € (a,&) dimana (a,€) = a dan (b, ¢) € (b, &) dimana (b,e) = b
maka (3.4.2) dan (3.4.1) menjadi

avbh. (3.4.3)
Jika a, b € $© maka terlebih dahulu nyatakan a =© p dan b =@ q sehingga
(3.4.1) menjadi

(e,p)V(e q). (3.4.4)
Karena (&, p) € (¢,p) dimana (g,p) =@ p = a dan (¢, q) € (¢,q) di mana
(¢,q9) =O q = b maka (3.4.4) dan (3.4.1) menjadi

aVb. (3.4.5)
Jika a, b € S$* maka terlebih dahulu nyatakan a = p* dan b = g° sehingga (3.4.1)
(. PIV(q, q). (3.4.6)

Karena (p,p) € (p,p) dimana (p,p) =p° = a dan(g,q9) € (¢,q) dimana
(¢,9) = q° = b maka (3.4.6) dan (3.4.1) menjadi
avb. (3.4.7)

Dengan membandingkan (3.4.1) terhadap (3.4.3) , (3.4.5), dan (3.4.7) dapat
disimpulkan bahwa relasi V pada § memiliki pengertian yang sama dengan relasi
V pada 2., sehingga Definisi 3.4.3 merupakan reformulasi dari Definisi 3.1.6. Hal
lain yang dapat diterangkan dari Definisi 3.4.3 dijelaskan pada Lemma di bawah

ini.
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Akibat 3.4.4 Pandang S = SPUSPUS® dan a, b € S maka:

() aVe untuk setiap a € S°;

(i) aﬁ € untuk setiap a € SV;

(ili) aVb untuk setiap a = b di S" atau untuk setiap a, b € S* atau untuk setiap

a € $* di mana |a| = |b]|.

Contoh 3.4.5

(i) Diketahui a =© 4. Tentukan |a|!
(i)  Tunjukkan 1Ve6°!
(i) Tunjukkan3 ¥ ©e
Penyelesaian
(i) a =0 4€S° makaa® = ¢ dan a® = 4 sehingga |a| = ¢®4 = 4.
(i)  Karena1l € S® maka 1® = 1 dan 1© = &. Karena 6®° € S* maka (6°)® =

(6°)° = 6. Sehingga

120(6°)° = 106 = 6 = c®6 = 1°@(6°)®. Benar bahwa 1V6*.
(iii) 3 € S® maka 3® = 3, 39 = s dan © e € S© maka

60 ) EalBN O )0 =8

Karena 3°@(0 ¢)© = 3 # & = 39@(Q e)® maka3 ¥ Oe.

Relasi seimbang V pada P, memiliki sifat refleksif dan simetris. Hal ini telah
diterangkan pada pembuktian Lemma 3.2.1. Pada penjelasan Definisi 3.4.3 telah
diterangkan bahwa relasi V pada S merupakan reformulasi dari relasi V pada ..

Lemma berikut menjelaskan sifat-sifat relasi V pada S.

Teorema 3.4.6 Relasi V pada himpunan § memiliki sifat-sifat berikut:

(1)  refleksif: aVa;

(i)  simetris: aVb < bVa,

(iii) aVb & a © bVs;

(iv) {aVb,cVd} = a®cV bd,

(V) aVb = a®cVbQc

(Baccelli, et al., 2001).

Bukti Pembuktian teorema ini berdasarkan Definisi 3.4.1 dan Definisi 3.4.3.

(i)  Akan ditunjukkan a®@®a® = a®®a®. Telah diketahui
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a®,a® € R,. Karena @ di R, bersifat komutatif maka benar bahwa
a®®a® = a®®a®. Terbukti aVa;

(i) =akan dibuktikan bahwa aVbh = bVa. aVh maka a®@®b® = a©®b®
Karena @ di R, bersifat komutatif maka a®@®b© = a®@b® dapat ditulis
menjadi b®@a® = bO@a® sehingga hal ini menunjukkan hVa. Dengan
cara yang similar dapat dibuktikan bahwa bVa = aVb;

(iif) akan dibuktikan bahwa a © bVe = bVa. Karena a © bVe maka sesuai
Akibat 3.4.4 jelas bahwa a © b € S° sehingga b = a. Karena @ di R,
bersifat komutatif maka a®@®a® = a®@a®. Karena b = a maka
a®®b® = a®®b®, sehingga aVh. Dengan cara yang similar dapat
dibuktikan bahwa aVbh = a © bVs;

(iv) aVb dan cVd memiliki definisi berturut-turut:

a®@®b® = aPPp® (3.4.8)

c®®dC = cCPDd® . (3.4.9)
Dengan menambahkan c®@®d® pada (3.4.8) diperoleh

a®@rCB®c®D®dC = aPPb®Pc®Da® (3.4.10)
Subsitusi (3.4.9) ke (3.4.10) diperoleh

a®@rCDc®DdC = aPOHbeBcCPa® (3.4.11)
Karena berlaku sifat asosiatif pada R,, (3.4.11) menjadi

(a®@®c®)BBPDAC) = (aPBcO)D(BHODd®) (3.4.12)
Asumsikan a, b, ¢,d € S®

(a®c)®D(bDA)® = (a®c)9D(bDd)® (3.4.13)

Persamaan 3.4.13 menunjukkan a@®cVb®d.

(v) Berdasarkan (iii), aVb & a © bVe. Jelas bahwaa © b € S*. Ambil
sembarang ¢ € S. Sesuai sifat penyerapan pada $* (lihat Lemma 3.3.5(ii))
(a © b)®c € S* sehingga (a © b)QcVe atau
a®c © bQcVe. Berdasar (iii) diperoleh a®cVbQc.m

Teorema 3.4.6 (i)-(ii) menunjukkan relasi V pada S memiliki sifat yang
sama dengan relasi V pada .. Kesamaan sifat ini jelas benar sebagai akibat dari
kesamaan definisi. Meskipun V tidak transitif, beberapa sifat ketransitifan berlaku

ketika suatu variabel merupakan signed.
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Contoh 3.4.7

(i)

(if)
(iii)
(iv)

v)

Sifat refleksif: 2V2, © 3V O 3, -1°V-1°, 2}4 © 2.

Sifat simetris: 2V6°® maka 6°V2.

4V5°* & 5° © 4Ve atau dapat juga ditulis 5°Ve.

© (—=7)V5°dan 1V1 maka © (—=7)®1 V5°@1 atau dapat ditulis juga
dengan 1V5°.

—2V8*. Ambil 9 € S® maka —2®9V8°®?9 atau dapat ditulis juga dengan
7V17°.

Teorema 3.4.8 Pandang S = SYUS® dan a, b € S maka berlaku sifat:

(1)
(i)
(iii)

subsitusi lemah: jika xVa, c®xVb, dan x € SY maka caVb;
transitif lemah: jika xVa, xVb, dan x € S maka aVb;

reduksi dari seimbang : jika xVy dan x,y € SY maka x =y

(Baccelli, et al., 2001).
Bukti

(i)

Asumsikan x € S® Ambil sembarang (a’,a’’), (b’,b"), dan
(c’,c¢") dimana (a’,a"), (b’,b"), (c’, c"") berada di kelas yang bersesuaian
dengan a dan b. Karena x € S® dan xVa maka (x, £)V(a’,a’) sehingga
diperoleh

x@a" =a'. (3.4.14)
Karena c®xVb maka (c’, c")®(x, &) V(b’, b""). Dengan menggunakan
definisi @ pada P.diperoleh

c'Q@x®b" = c"Qx®b’". (3.4.15)
Tambahkan c'®@a" @c"”" ®a" pada (3.4.16) sehingga
c'Qa"®c"Ra"®c’'@x®b" =c'Qa"Bc"®a"Bc”"@x®b'. Dengan

menggunakan sifat asosiatif pada R, maka

C'®(x®a")®c"®a"®b" — C”®(x®a”)®cl®a”® (3416)
Subsitusi (3.4.14) ke (3.4.16)
(C'®a'®c"®a")®b" — (C”®a’®cl®a”)®b’ ) (3417)

Persamaan 3.4.17 mendefinisikan bahwa
(C'®a'®c"®a", Cl®all®cll®al)v(bl' bll)
(Cl, c”)®(a’, a”)V(b’, b//)
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c®aVb
(i)  Kasus (ii) ini mengasumsikan bahwa pada kasus (i) berlaku ¢ = e
(iii) Pandang xVy maka x®@®y® = xC@y®. Untuk x,y € S® maka
x®@y© = xO@y® ekivalen dengan x®s = @y sehingga x = y. Untuk
x,y € S© maka x®@y®© = xO@y® ekivalen dengan e® (O y) =
(© x)®s sehingga © x =© y atau x = y.
Teorema terbukti. m

Contoh 3.4.9

() ©O6Ve', 4@ Q6V21" (48 O 6 =0 10) maka 4®6° V21 atau 10° V21°.
(i) 8V10*,8V13* maka 10°V13".

(i) —2°V1, —2°V — 5 tetapi 1¥'—5 karena x = —2° bukan signed.

(iv) 7°V© 3, 7°V4* maka © 3V4*

(V) 4°V4, 4°V1, 4Y1

(Vi) 4°V—2°, 4°V21° maka —2°V21°

(vil) 12V12 maka 12 =12

(viii) karena © 12 # —12 maka © 12y —12

Jika pada Teorema 3.4.9 (ii) x € S* dengan kondisi:

() a€S ataub€eS’. Jikaa€eS' b€ SV di mana |a| > |b| maka sifat transitif
lemah berlaku. Kondisi ini telah diberikan pada Contoh 3.4.9 (iv).

(i) a,b €S’ Apapunkeadaan a, b Teorema 3.4.9 (ii) berlaku. Kondisi ini diberikan
pada contoh (vi)

(iii) untuk a,b & S° sifat transitif lemah tidak berlaku. Kondisi ini diberikan pada
contoh (v).

Sedangkan Teorema 3.4.9 (iii) menyatakan bahwa setiap elemen signed yang sama

jelas akan seimbang dan setiap elemen signed yang berbeda jelas tidak

seimbang.

Teorema 3.4.10 Untuk setiap a,b,c € S, a © cVb jika dan hanya jika aVb@®c
(Schutter, 1996).

Bukti Misal a © cVb sehingga berdasarkan Teorema 3.4.6 (iii) berlaku

a ®© c © bVe sehingga a © (bc)Ve akibatnya aVbDc.
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Contoh 3.4.11

(i) 56 (—11)V5* jika dan hanya jika 5V5°@(—11) atau 5V5°.
(i) 10° © 2V8 jika dan hanya jika 10°V8@2 atau dapat juga ditulis 10°V8.

Lemma 3.4.6 (iii)-(v) , Teorema 3.4.7, dan teorema 3.4.8 menunjukkan
bahwa sifat-sifat relasi V pada himpunan S mengikuti sifat relasi = pada
himpunan bilangan real R.

Pada Tabel 3.3.2 telah ditunjukkan bahwa untuk setiap a € S® atau a € R¢

a®(@a)=aBa=a"#e¢.
di mana & merupakan unsur nol pada R¢ . Sesuai Definisi 3.4.1 didapat

a*® =a°© = adan ¢® = ¢© = ¢ sehingga

a*®Pe® = a*CPe®, (3.4.18)
Persamaan 3.4.18 memberikan pengertian bahwa untuk setiap a € S maka

a*Ve atau © aVe . (3.4.19)

Karena untuk a # ¢ berlaku a © a # ¢ tetapi a © aVe di mana € merupakan
unsur nol pada Rs maka pada himpunan S akan digunakan relasi V sebagai
pengganti relasi =.

Setelah diterangkan tentang himpunan S beserta operasi @, ®, dan relasi
V pada S maka selanjutnya akan dijelaskan tentang sifat-sifat @ , ® pada S yang

disertai dengan relasi V.

Sifat 3.4.12 Pandang S = SPUS©US*. Untuk setiap a, b,c € S maka

(i) (S, ®) memilikat sifat:
e asosiatif: [a @ (bDc)|V[(a®b)Dc];
e komutatif: [a®b]V[bDal;
o [a®x*]V[x*®a]Va untuk setiap x € S®. x* disebut elemen nol;
e [a®(© a)]VI(E a)Pa]Vx* . O a disebut invers dari a
(i) (S, ®) memiliki sifat:
e asosiatif: [a®(bQc)]V[(a®b)Rc] ;
o komutatif: [a®b]V[bQal];
e [a®e]V[eQ®a]Va. e disebut elemen satuan

e untuk a # ¢ terdapat —a € S sehingga
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[a ® —a]V[—a®a]Ve. Bilangan —a dikatakan invers dari a;

Berdasarkan Sifat 3.4.12 dapat didefinisikan bahwa sistem matematika

(S, ® ®) yang disertai dengan relasi simbang V disebut dengan aljabar max-plus

yang simetri, dinotasikan dengan S,,,, (Schutter, 1996). Tabel di bawah ini

menunjukkan analogi antara R dan S,,,4-

Tabel 3.4.4 Analogi antara R dan S,,,,,

No

Kategori R = (R, +,%X) Sax = (S, D, Q)
1 | Operasi penjumlahan + ®
2 | Operasi perkalian X ®
3 | Operasi pengurangan - =)
4 | Operasi pembagian = ®
5 | Relasi kesamaan = v
6 | Unsur nol 0 x*(untuk setiap x<R,
7 | Unsur satuan 1 e(e=0€R,)
8 | Invers penjumlahan —auntuk a € R Qauntuk a €S
9 | Invers perkalian 1+ a untuka € R —auntuk a €S
R* g®
10 | Himpunan bagian R- | R=R*UR™ | §© | § =S®9USPUS"
- S’

Aljabar max-plus..., Risdayanti, FMIPA Ul, 2012
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BAB 4
PENUTUP

4.1 Rangkuman

Sebagai penutup pada penulisan tesis ini akan diberikan ringkasan dari hasil
pembahasan terhadap topik penelitian. Pembahasan tesis ini adalah terkait dengan
perluasan dari aljabar max-plus (R;,qxs)-

Pada Definisi 2.2.1 telah didefinisikan himpunan R, = RU{—} dengan
dua operasi biner @ dan @ di mana untuk setiap a, b € R,,
a®b = maksimum(a, b) dan a®b = a + b. (R, @, ®) disebut aljabar max-
plus, dinotasikan dengan R,,,xs. Perbedaan utama antara (R, +,%) dan
R,,.qxs adalah pada R,,.xs tidak terdapat elemen invers untuk operasi @ kecuali
elemen &, sebagaimana yang terdapat pada Sifat 2.2.2 dan Tabel 2.2.1.

Perluasan aljabar max-plus diawali dengan Definisi 3.3.1 yang memberikan
penjelasan operasi @ dan @ pada himpunan R, X R, = P.. Kemudian
dilanjutkan dengan Definisi 3.2.1 yang menjelaskan relasi seimbang V. Karena
relasi V bukan relasi ekivalen maka Definisi 3.2.5 memberikan relasi seimbang
yang memiliki kriteria khusus, dinotasikan dengan B di mana B merupakan relasi
ekivalen sehingga dapat digunakan untuk membangun kelas ekivalen dan
himpunan kuosien P, /B = S, seperti telah dijelaskan pada Definisi 3.3.1 dan
Persamaan 3.3.1. Kemudian dengan menggunakan definisi operasi &, ® dan
relasi seimbang V pada P, terbentuk sistem (S, ®, ®) dengan penjelasan sebagai
berikut:

(iy Sistem (S, ®, ®) yang disertai dengan relasi V disebut dengan aljabar max-
plus yang simetri (S,,qxs). Relasi seimbang V dianalogikan sebagai relasi
kesamaan, =, pada himpunan bilangan real R.

(i)  Elemen-elemen dari himpunan S adalah kelas ekivalen (Persamaan 3.1.1) yang
dibangun oleh relasi B yang kemudian setiap kelas ekivalen diasosiasikan dengan

suatu elemen atau elemen bertanda © dan (.)* di R,. Himpunan S setelah

asosiasi (Persamaan 3.3.33) dinyatakan sebagai $ = SPUS©US" di mana

S@={a|aERg},S@={@a|aeRg },S'={a' aEIR{E}.
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(iii) Operasi @ dan ® pada himpunan S yang elemen-elemennya terdapat pada
Persamaan 3.3.3 adalah Operasi @ dan ® yang berlaku pada himpunan R,
yang terdapat pada Definisi 2.2.1 (i)-(ii)

(iv)  Sifat-sifat operasi dan relasi V pada S,,,4xs dan perbandingannya dengan sifat-

sifat operasi di R dan R, diperlihatkan pada tabel berikut ini:

Tabel 4.4.1 Perbandingan sifat operasi pada R, R,,4xs, dan S, qxs

No Sifat-sifat operasi & Rimats Smaks
(R,+X)| (R, D RQ) (S, 0,®)
1 Asosiatif Ya Ya Ya
2 Komutatif Ya Ya Ya
3 Terdapat unsur nol Ya Ya Ya
4 Terdapat unsur satuan Ya Ya Ya

Terdapat invers )
5 ] Ya Tidak Ya
penjumlahan

Terdapat invers perkalian
6 Ya Ya Ya
untuk elemen tak nol

Distributif perkalian
7 ) Ya Ya Ya
terhadap penjumlahan

Terdapat operasi balikan )
8 [ Ya Tidak Ya
penjumlahan

Terdapat operasi balikan
9 ) Ya Ya Ya
perkalian

Idempoten terhadap i
10 ) Tidak Ya Ya
penjumlahan

Terdapat elemen penyerap )
11 ) Tidak Ya Ya
pada perkalian

4.2 Saran

Penelitian ini bisa dilanjutkan pada permasalahan keseimbangan linear dan

sistem keseimbangan linear pada aljabar max-plus yang simetri.
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