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ABSTRAK

Tugas akhir ini membahas penyelesaian persoalan matching lengkap
dengan menggunakan graf bipartite sebagai modelnya. Teori yang digunakan
untuk menentukan penyelesaian persoalan tersebut adalah teorema Hall.
Dan algoritma yang dibahas untuk menjawab ada atau tidaknya matching

lengkap pada persoalan tersebut adalah algoritma Hungarian.

Kata kunci : matching lengkap; algoritma Hungarian; teorema Hall.
v + 33 him.

Bibliografi : 4 (1996-2001)
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam skripsi ini akan dibahas penyelesaian persoalan matching
lengkap. Untuk membahas persoalan ini akan dibahas pula teori yang digu-
nakan untuk menentukan syarat perlu dan cukup agar persoalan dapat dise-
lesaikan dan sebuah algoritma yang akan menghasilkan penyelesaian. Teori
dimaksud adalah Teorema Hall dan algoritma dimaksud adalah algoritma
Hungarian.

Persoalan matching lengkap akan dijelaskan melalui contoh berikut.
Pada suatu perusahaan dibutuhkan beberapa tenaga untuk mengisi bebe-
rapa lowongan. Sejumlah pelamar yang mempunyai keahlian tertentu
melamar untuk menempati sejumlah terbatas lowongan yang tersedia
dengan kebutuhan keahlian tertentu. Ada satu persyaratan mutlak yaitu kese-
suaian antara keahlian yang dikuasai oleh pelamar dengan kebutuhan di
tempat kerja. Pihak personalia harus melakukan penempatan yang tepat,
yaitu pelamar harus dapat memperoleh penempatan yang sesuai dengan
keahliannya. Tidak tertutup kemungkinan ada pelamar yang memiliki kuali-
fikasi yang cocok untuk lebih dari satu posisi yang ditawarkan perusahaan

tersebut.
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Tugas ini mungkin terasa berat bagi pihak personalia. Karena apabila
ini tidak dijalankan dengan tepat akan berpengaruh terhadap produktivitas
perusahaan tersebut. Kemudian pertanyaan yang muncul dalam benak pihak
personalia adalah apa syaratnya agar perusahaan tersebut dapat berhasil
menempatkan pegawai baru yang sesuai dengan kualifikasi yang diharapkan
di tempat yang tepat.

Persoalan ini, yang dikenal dengan nama persoalan matching lengkap,
dapat dipecahkan dengan menggunakan graf. Philip Hall pada tahun 1935
memecahkan persoalan seperti ini yang disebutnya sebagai persoalan perka-
winan. Persoalan perkawinan ini adalah sebagai berikut: jika diberikan
sebuah himpunan berhingga dari anak gadis dan sebuah himpunan
berhingga dari anak pria, di mana setiap anak gadis mengenal beberapa
anak pria, maka syarat apa yang diperlukan agar semua anak gadis dapat
dikawinkan dengan anak pria yang dikenalnya ?

Hal ini yang mendasari penulis untuk mencoba mengaplikasikannya
pada permasalahan lain yaitu persoalan penempatan himpunan pelamar
pada himpunan lowongan pekerjaan yang tepat sesuai dengan kualifikasi
yang dimiliki pelamar. Kemudian mencoba menyelesaikannya menggunakan
algoritma Hungarian untuk mengetahui ada atau tidaknya matching lengkap

pada persoalan tersebut.
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1.2 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan ini adalah untuk menyelesaikan persoalan matching
lengkap dengan menggunakan graf bipartite sebagai model. Untuk dapat
menyelesaikan persoalan ini akan dibahas teorema Hall dan algoritma

Hungarian untuk menjawabnya.

1.3 Metodologi Penulisan

Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah studi

literatur dan analisa masalah.

1.4 Sistematika Penulisan

Berikut ini adalah pembahasan dari tiap-tiap bab yang akan dibahas
dalam penulisan tugas akhir ini.
Bab | Berisi pendahuluan mengenai latar belakang masalah, tujuan
penelitian serta metode yang digunakan dalam penulisan.
Bab Il Berisi dasar-dasar teori dari penyelesaian masalah.
Bab Ill Berisi penggunaan teorema Hall untuk menyelesaikan permasalahan
tersebut.
Bab IV Berisi pembahasan metode Hungarian untuk menjawab perma-

salahan tersebut.
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Bab V Merupakan penutup dari pembahasan yang dirangkum dalam suatu
kesimpulan mengenai kegunaan teorema Hall dan algoritma

Hungarian untuk menyelesaikan masalah matching lengkap.
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BAB I

LANDASAN TEORI

Sebelum masuk kedalam masalah tersebut, berikut ini akan dibahas
teori-teori yang mendukung dan merupakan bagian dari masalah matching
lengkap ini. Persoalan ini sangat erat hubungannya dengan graf. Sebelum
pembahasan dilanjutkan, berikut ini akan diberikan beberapa definisi dari

teori graf untuk digunakan dalam penyelesaian masalah di atas.

2.1 Definisi Graf

Definisi 2.1.1

Suatu graf G(V,E) didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E) di
mana V adalah himpunan berhingga dan tidak kosong dari simpul-simpul
(vertices atau nodes) dan E adalah himpunan berhingga dari busur-busur
(edges).

Biasanya graf ini sering hanya ditulis sebagai graf G, tanpa menya-
takan himpunan V dan E-nya. Busur pada graf digambarkan sebagai garis
yang kedua ujungnya merupakan simpul. Simpul dinyatakan dengan huruf
kecil u, v,... atau vy, vo,... atau dengan bilangan asli 1, 2, 3,... dan digam-
barkan sebagai bulatan kecil. Sedangkan busur dinyatakan dengan e, ey, ...

atau dengan kedua ujungnya (v1,Vv2), (V1,v3),... (lihat gambar 2.1a dan 2.1b).
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¥1 o2 ¥1
1
¢ e2 e3 es
¥2 o ¥3 ¥2 4 vs
G, G,
(a) (b)
Gambar 2.1

Pada G, himpunan simpulnya adalah V; = {v1,v2,v3} dan himpunan
busurnya adalah E; = {e1,e2,e3} = {(v1,v2), (V1,V3), (V2,v3)} dan pada G,
himpunan simpulnya adalah V3 = {v1,v2,v3} dan himpunan busurnya adalah
E, = {e1,e2,€3,€4,65} = {(V1,v2), (V1,v2), (V1,V3), (V2,V3), (V3,V3)}. Pada G, busur
es disebut sebagai gelang (loop) dan busur e; dan e; disebut sebagai busur
ganda (multiple edges) karena kedua busur ini menghubungi dua simpul

yang sama yaitu simpul v; dan va.

Definisi 2.1.2

Graf sederhana (simple graph) adalah graf yang tidak mengandung
gelang dan busur ganda.

Banyaknya simpul pada suatu graf G(V,E), yaitu V[, dinyatakan

dengan huruf n, sedangkan banyaknya busur, yaitu CE[], dinyatakan dengan
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huruf m. Dua buah simpul v; dan v, dikatakan bertetangga (adjacent) bila
dalam graf tersebut terdapat busur e dengan v; dan v, sebagai ujungnya;
atau dengan kata lain, dalam himpunan busur E terdapat busur e = (v1,v2).
Busur e = (v1,V2) dikatakan hadir (incident) pada simpul v; dan v, (demikian
pula sebaliknya, v; dan v, hadir pada busur e). Demikian pula halnya dengan
busur, dua buah busur dikatakan bertetangga bila kedua busur tersebut
mempunyai suatu simpul persekutuan v (bertemu pada simpul v). Banyaknya
busur yang hadir pada suatu simpul v disebut sebagai derajat (degree) dari

simpul v dan ditulis sebagai d(v).

2.2 Jenis-jenis Graf

Graf sendiri terdiri dari berbagai macam antara lain:

a. Graf Berarah (Directed Graphs), yaitu suatu graf di mana pada setiap
busurnya diberikan suatu orientasi arah.

b.  Graf Kosong (Null Graphs), yaitu suatu graf di mana himpunan
busurnya merupakan himpunan kosong dengan kata lain graf ini
berbentuk sebagai himpunan dari n buah simpul terisolasi.

c. Graf Lengkap (Complete Graphs), yaitu suatu graf sederhana di mana
setiap pasang simpulnya bertetangga.

d. Graf Teratur (Regular Graphs), yaitu suatu graf di mana setiap

simpulnya mempunyai derajat yang sama.
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e. Graf Bipartite (Bipartite Graphs), yaitu suatu graf G di mana himpunan
simpulnya dapat dipisah menjadi dua himpunan bagian V; dan V5,
sedemikian sehingga setiap busur di G menghubungkan sebuah simpul
di V1 ke sebuah simpul di V,.

f. Graf Lingkaran dan graf roda (Cycles dan Wheels), yaitu suatu graf
yang bentuknya menyerupai lingkaran.

g. Graf Lintasan (Paths), yaitu suatu graf yang bentuknya menyerupai
sebuah garis lurus.

h.  Graf Planar (Planar Graphs), yaitu suatu graf yang dapat digambarkan
pada suatu bidang datar di mana busur-busurnya tidak saling berpo-
tongan.

I Graf Platonic (Platonic Graphs), yaitu graf yang dibentuk dari simpul
dan busur lima benda Platonic teratur: tetrahedron, octahedron, cube
(kubus), icosahedron dan dodecahedron.

Pada pembahasan selanjutnya graf yang akan digunakan untuk menyele-

saikan permasalahan di atas adalah graf bipartite.

2.3 Graf Bipartite

Definisi 2.3.1
Graf bipartite adalah suatu graf G dimana himpunan simpulnya dapat

dipisah menjadi dua himpunan bagian X dan Y sedemikian sehingga setiap
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busur di G menghubungkan sebuah simpul di X ke sebuah simpul di Y (E O X
x Y) dan dinyatakan sebagai G(XY, E) dimana X nY=[1.

Apabila setiap simpul di X bertetangga dengan semua simpul di Y,
maka G(X[Y, E) disebut sebagai graf bipartite lengkap (complete bipartite
graph) dan ditulis sebagai K; s, dimana r = [IX[Odan s = [IY[l.

Graf bipartite ini dapat disesuaikan dengan pokok persoalan matching
lengkap, misalnya himpunan X adalah himpunan gadis dan himpunan Y
adalah himpunan pria. Busur-busur dari X ke Y menunjukkan relasi kenal,
yaitu bila terdapat busur (x;, y;) maka ini berarti gadis x; kenal pria y;. Dengan
model ini persoalan matching lengkap atau persoalan perkawinan akan di-

selesaikan.

gadis pria yang dikenal gadis

G P1 P4 Ps

G; R

Gs P> P3 Py

Gy Py Py
Gambar 2.2
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P>

P3

P4

Gambar 2.3

Contoh model di atas dapat juga dimodifikasi untuk model penem-

patan tenaga kerja, seperti ditunjukkan pada gambar berikut:

lowongan pekerjaan pelamar
Teknisi (T) P1 P3
Operator (O) Ps Ps
Desainer (D) P, P3
Akuntan (A) Pa
Gambar 2.4

Penyelesaian persoalan ..., Pitua Siallagan, FMIPA Ul, 2003

10



11

Gambar 2.5

Dari model di atas, diharapkan perusahaan tersebut mendapatkan calon
pegawai yang memenuhi kualifikasi tertentu. Untuk kasus di mana sudut
pandang yang digunakan dari sisi penyalur tenaga kerja, himpunan anggota
X yang semula beranggotakan himpunan lowongan pekerjaan diganti dengan
himpunan pelamar. Hal ini berlaku juga sebaliknya untuk anggota himpunan
Y.

Semua model permasalahan di atas dapat ditunjukkan dalam graf

bipartite atau graf bagian (subgraph) dari graf bipartite lengkap.
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Definisi 2.3.2

Suatu graf G1(V1,E1) disebut sebagai graf bagian (subgraph) dari graf
G(V,E) apabila dipenuhi V; [0 V dan E; [ E yaitu bila himpunan simpul dan
busur dari G; merupakan himpunan bagian dari himpunan simpul dan busur
dari G.

Pada pemodelan di atas dimana setiap pelamar melamar pada lo-
wongan pekerjaan yang berbeda seperti yang ditunjukkan pada gambar 2.3
dan gambar 2.5 merupakan salah satu contoh persoalan matching yaitu

matching lengkap.

2.4 Matching

Definisi 2.4.1
Matching pada suatu graf G adalah sebuah himpunan M dari busur-
busur di G dimana tidak ada pasangan busur-busur pada M yang saling

bertetangga (hadir di satu simpul)

Definisi 2.4.2
Matching lengkap dari X ke Y pada graf bipartite G(X,Y) sebagai
hubungan satu-satu antara simpul-simpul di X dengan simpul-simpul di Y,
sedemikian sehingga semua simpul di X mempunyai pasangan di Y.
Definisi terakhir ini merupakan dasar dari ditemukannya teorema Hall

dan akan dibahas dalam bab selanjutnya.
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BAB |l

TEOREMA HALL

Dari bab sebelumnya telah diberikan gambaran singkat penggunaan
graf bipartite untuk memodelkan persoalan matching lengkap. Pada bab ini
akan dibahas pemodelan persoalan matching lengkap secara lebih rinci dan

syarat perlu dan cukup untuk memperoleh penyelesaian.

3.1 Permasalahan

Perrmasalahan matching lengkap dapat dimodelkan sebagai berikut:
Sebuah perusahaan kontraktor mengiklankan lowongan pekerjaan untuk
tukang batu (B), tukang kayu (K), tukang listrik (L), tukang pipa (P) dan
tukang cat (C). Ada 5 pelamar {P1, P2, P3, P4, Ps} yang melamar pada peru-
sahaan kontraktor tersebut dengan keahlian sebagai berikut:

- Seorang dengan keahlian tukang batu dan tukang kayu (P1)
- Seorang dengan keahlian tukang batu dan tukang listrik (P>)
- Seorang dengan keahlian sebagai tukang kayu, tukang listrik, tukang
pipa dan tukang cat (P3)
- Dua orang dengan keahlian sebagai tukang batu dan tukang pipa (P4
dan Ps)
Pertanyaannya adalah, dapatkah persoalan ini diselesaikan dengan syarat

bahwa semua lowongan pekerjaan diisi oleh tukang yang tepat ? Persoalan
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ini dapat digambarkan dalam bentuk graf bipartite G(X,Y) dimana himpunan
lowongan pekerjaan merupakan himpunan simpul X dan himpunan pelamar
merupakan himpunan simpul Y.

Hal ini dapat ditunjukkan dalam gambar tabel sebagai berikut.

lowongan pekerjaan pelamar
B P, P, Py Ps
K P: P3
L P, P3
P Ps P; Ps
C Ps3

Gambar 3.1
B P1

Gambar 3.2
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Dari gambar 3.2 ditunjukkan kemungkinan penyelesaian dari perso-
alan di atas yaitu tukang batu diisi oleh pelamar Ps, tukang kayu diisi oleh
pelamar P31, tukang listrik diisi oleh pelamar P,, tukang pipa diisi oleh pelamar

P4, dan tukang cat diisi oleh pelamar Ps.

P

= =
I =
> Ps

\/

Gambar 3.3

Dari gambar 3.3 ditunjukkan kemungkinan penyelesaian yang lain dari
persoalan di atas yaitu tukang batu diisi oleh pelamar P4, tukang kayu diisi
oleh pelamar P;, tukang listrik diisi oleh pelamar P,, tukang pipa diisi oleh
pelamar Ps, dan tukang cat diisi oleh pelamar P3.

Dari contoh sederhana di atas terlihat adanya beberapa kemungkinan

jawaban dari persoalan ini. Oleh karena itu untuk memperoleh jawaban dari

Penyelesaian persoalan ..., Pitua Siallagan, FMIPA Ul, 2003



16

persoalan perlu dilakukan dua hal, yaitu yang pertama menentukan apakah
persoalan ini akan mempunyai jawaban dan yang kedua mencari sebuah
jawaban dari persoalan. Di bawah ini akan dibahas syarat perlu dan cukup
agar persoalan dapat diselesaikan. Sedangkan untuk memperoleh sebuah
jawaban akan dibahas pada Bab IV, yaitu dengan menggunakan Algoritma

Hungarian.

3.2 Syarat Perlu dan Cukup

Untuk menyelesaikan persoalan di atas perlu dicari syarat perlu dan
cukup agar semua persoalan seperti ini dapat ditentukan mempunyai penye-
lesaian atau tidak mempunyai penyelesaian. Dari ilustrasi graf bipartite
seperti pada gambar 3.2 dan gambar 3.3, terlihat secara nyata bahwa syarat
perlu agar persoalan ini dapat dipecahkan adalah jumiah pelamar harus lebih
besar atau sama dengan banyaknya lowongan pekerjaan (Y [>[IX[]). Syarat
cukupnya adalah banyaknya anggota sub himpunan pelamar dengan suatu
keahlian harus lebih besar atau sama dengan jumlah anggota sub himpunan
lowongan pekerjaan yang sesuai dengan keahlian sub himpunan pelamar
bersangkutan.

Syarat perlu dan cukup ini dinyatakan dalam teorema Hall.
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3.3 Teorema Hall

Teorema Hall

Misalkan graf G = G(X,Y) adalah graf bipartite, maka akan terdapat

suatu matching lengkap dari himpunan simpul X ke himpunan simpul Y

jika dan hanya jika CN(S)(=0SO untuk setiap himpunan bagian

SUX
Catatan: Notasi N(S) adalah himpunan simpul-simpul yang merupakan
tetangga dari simpul-simpul di S. Untuk selanjutnya, bila kita membahas graf
bagian G; atau G,, maka notasi N(S) di G; atau G, akan disesuaikan
menjadi, masing-masing, N1(S) untuk graf G; dan N»(S) untuk graf G..
Pembuktian terdiri dari dua bagian, yang pertama adalah syarat perlu dan
yang kedua adalah syarat cukup.
Bukti :

(=) Diketahui terdapat matching lengkap dari X ke Y, akan dibuktikan
OSOX maka ON(S)(=0SOL Hal ini jelas, karena terdapat matching
lengkap dari X ke Y, maka bila kita ambil sembarang SUX, maka
OxOS akan mempunyai yYON(S)OY yang berbeda. Maka CIN(S)[(>0SL[L

(O ) Diketahui IN(S)(=00SO OSOX , akan dibuktikan terdapat matching
lengkap dari X ke Y. Secara umum akan dibuktikan menggunakan

induksi matematik terhadap jumlah simpul.
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Misalkan CIX[= r maka:
» Untuk r =1 halini jelas.
» Misalkan benar untuk XK r.
»  Akan dibuktikan benar untuk CIX=r.
Dalam pembuktian ini terdapat dua kasus yang perlu diperhatikan:
1. ON(S)>LSOuntuk setiap S O X dan S # 0.

2. ON(X;)(FX;0untuk suatu X; O X dan X; # [.

Kasus |
Perhatikan gambar 3.4.
Misalkan [IN(S)(>0SO untuk setiap S 0 X dan S # (0. Dan busur

€ = uv.

Gambar 3.4
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Pada graf G;, himpunan V(G1)=V(G) -{u,v}, X=X -{u}, Y1=Y -{v}, dan
Gi1(X1,Y1) adalah graf bipartite.

Pada graf G, [X;1[K r dan N1(S)=N(S)-{v}, maka [N;(S)CEON(S)- 1 =
OSOatau N1 (S)[(=0S0untuk setiap S 0 X;. Oleh karena itu sesuai
dengan asumsi induksi bahwa X[k r dan [IN(S)[=00SCuntuk setiap

S 0 X pada G;, maka terdapat matching lengkap dari X; ke Y.
Dengan demikian , apabila pada graf G; ditambahkan busur e=uv, kita

akan memperoleh matching lengkap dari X ke Y untuk graf G.

Kasus Il
Perhatikan gambar 3.5.
ON(X1) =X 0 untuk suatu X; O X dan X; # 0.
Misalkan X = X; [ X, dengan X; n X, = ;
Yi=N(Xy)danY =Y, 0O Y,dengan Yy n Yo =[1
maka Y, [ N(X,) karena ada kemungkinan x [J X, dan
N(X) O Ya.
Bila G; adalah graf yang dibentuk oleh X; dan Y; yaitu G;(X;1,Y1) dan
G, adalah graf yang dibentuk oleh X, dan Y yaitu G(X2,Y>).
Untuk membuktikan teorema, yang harus dilakukan adalah menun-
jukkan bahwa pada graf G; dan G, terdapat matching lengkap dari X;

ke Y, untuk graf G; dan dari X, ke Y, untuk graf G,.
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X G Y
Gambar 3.5
X1 NG
S N1(S)
G:
Gambar 3.6

Perhatikan gambar 3.6.
Dalam graf Gi, [IX;[K rdan X; # [0, maka
N(S)=N(S) , OOS O X; karena Y1=N(X31)
Oleh karena itu , di G1, N1(S)=N(S) =0SOatau [N.(S)C=0SO, OS O X,
Sesuai dengan asumsi induksi bahwa [0X; K r dan [ON4(S)[(=0S0,

S O X3 , maka di G; terdapat matching lengkap dari X; ke Yj.

Penyelesaian persoalan ..., Pitua Siallagan, FMIPA Ul, 2003



X]_ Yl

G,

Gambar 3.7

Perhatikan gambar 3.7.
Dalam graf G,, [IXo[k r dan X, # [0, maka akan dibuktikan bahwa
[No(S)=0SOuntuk setiap himpunan bagian S 0 X5 .
Pembuktian ini dengan kontradiksi, misalkan bahwa [ON,(S)[<OST
untuk suatu S [1 X, di G,. Perhatikan dua himpunan simpul X; dan S,
X1 n S =0, maka untuk N(X; [ S) di G berlaku hubungan :
> N(X1 O S) = N(X1) O N(S) = Y1 O No(S), karena Y1 = N(Xy)
> ON(X1 O S)CE OV, 0+ ONR(S)O= OX. 0+ ON»(S)0, karena

OY 1= ON(X)CEOX, O
> ON(X; O S)[k [X;[0+ OS[, karena pemisalan [N,(S)[k [OST
- ON(X; O S)Ik OX; O SO, dimana Xy n S=0.
Hasil akhir ini kontradiksi dengan asumsi teorema yaitu pada graf G

berlaku ON(S)(=CSCOuntuk setiap himpunan bagian S O X. Oleh
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karena itu pemisalan di G, bahwa [N,(S)[k OS[tidak benar, yang

berarti [IN,(S)[> OSCuntuk setiap himpunan bagian S [ X, Sesuai

dengan asumsi induksi bahwa [X,[k r dan [N,(S)O0= 0SO, 0 S O X,

maka di G, terdapat matching lengkap dari X, ke Y.
Karena untuk G; dan G, terdapat matching lengkap, maka di G = G; 0 G,
terdapat matching lengkap dari X = X; [0 Xo ke Y =Y; O Ya.

Contoh lain dari matching lengkap di atas adalah sebagai berikut:
Jika terdapat graf bipartite G(X, Y), dengan busur menghubungkan elemen-
elemen di X ke elemen-elemen di Y. Misalkan X = {1, 2,3} dan Y = {4, 5, 6,
7}. Matching pada graf bipartite di halaman berikut adalah sekumpulan busur
dimana setiap busur menghubungkan setiap elemen di X ke elemen Y yang
berbeda antara yang satu dengan yang lainnya. Dalam contoh di atas, {14,
25, 36) adalah matching. Matching lain yang dapat terjadi adalah {14, 25, 37}.

Teorema Hall membuat kondisi dimana matching itu ada. Sebagai
contoh:

({1}) = {4}, ({2}) = {4, 5}, {3h=1{6,7}

({1, 2}) = {4, 5}, {1,3)={4.6,7} ({2.3)={4,56,7}

({1,2,3})={4,5, 6, 7}.
Jumlah anggota himpunan tetangga dari dari sembarang subset A di X lebih
besar atau sama dengan jumlah anggota himpunan di A, maka kondisi Hall
terpenuhi, dan dapat ditarik kesimpulan bahwa matching ada dalam contoh

tersebut.
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Gambar 3.8

Sebaliknya, misalkan busur yang menghubungkan 2 ke 5 dihilangkan. Maka
tidak terdapat matching, walaupun 1 dan 2 terhubung dengan 4. Kondisi Hall
tidak terpenuhi, karena

A 1

({1, 2)0O< 1, 2300
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BAB IV

METODE HUNGARIAN

Teorema Hall yang telah dibahas pada bab Il dapat dipergunakan
pula pada berbagai macam aplikasi. Jenis aplikasi yang dapat meng-
gunakan teorema Hall ini biasanya berbentuk memasangkan atau
mengawinkan dua himpunan yang berbeda. Anggota himpunan pertama
dipasangkan dengan anggota dari himpunan kedua sedemikian sehingga
setiap anggota dari himpunan pertama akan habis dipasangkan dengan
anggota yang berbeda dari himpunan kedua. Ini dikenal dengan nama
matching lengkap. Untuk dapat menyelesaikan suatu persoalan matching
lengkap diperlukan suatu algoritma.

Ada beberapa algoritma yang dapat digunakan untuk memecahkan
masalah di atas. Salah satunya adalah metode Hungarian. Metode ini
akan memberikan algoritma yang menyelesaikan persoalan ada atau
tidaknya matching lengkap.

Secara umum, algoritma ini terdiri dari dua bagian, yaitu:

1. membangun dahulu suatu pohon yang disebut dengan pohon

M-alternating, dan

2. mencari penyelesaiannya.

Algoritma Hungarian akan mencari lintasan-lintasan augmenting. Lintasan
M-augmenting adalah lintasan M-alternating di mana simpul awal dan
akhirnya merupakan anggota M-unmatched-simpul v dari G yang tidak

ada dalam busur M-sedangkan lintasan M-alternating, busurnya bisa ada
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dalam E(G)-M dan M. Untuk mencari lintasan M-augmenting pada graf G,
algoritma ini membangun pohon M-alternating. Setelah pohon M-alter-
nating dibentuk, barulah algoritma Hungarian mencari jawab persoalan
matching lengkap. Kedua proses ini dituliskan dalam satu algoritma yaitu
algoritma Hungarian.
Pohon M-alternating (T) adalah pohon yang memiliki sifat-sifat
sebagai berikut:
1. Akar r dari T adalah himpunan simpul yang belum mempunyai
pasangan (M-unmatched) dari himpunan simpul X
2. Untuk setiap bilangan ganjil i yang lebih kecil dari kedalaman (depth)
pohon T, setiap busur di T yang menghubungkan suatu simpul pada
tingkat (level) ke i ke suatu simpul pada tingkat ke i+1 merupakan
lintasan yang menghubungkan simpul yang matching (matched)

3. Simpul daun dari T adalah anggota X

ALGORITMA HUNGARIAN

Procedure Hungarian(G,M,S)

Input: G (graf bipartite yang simpulnya telah dipartisi (X,Y)
M (matching awal, mungkin juga kosong)

Output: M (matching lengkap jika ada satu)
S (sekumpulan simpul yang memenuhi kondisi [N(S)ISO
jika tidak ada matching lengkap)

AugmentingM:=.true.
while AugmentingM do
if semua simpul di X ada dalam M then {M adalah matching lengkap}
AugmentingM:=.false.
else {buat pohon T M-alternating}
r:= sembarang M yang belum mempunyai pasangan di X
T:= pohon yang terdiri dari satu simpul r
GrowingTree:=.true.
while GrowingTree do
if N(XT) = Yt then
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S:=Xr {ON(S)xOsSO)
GrowingTree:=.false.
AugmentingM:=.false.
else
y:= sembarang simpul di N(X1)-Y~
x:= sembarang simpul di Xt yang bertetangga dengan y

if y ada dalam M then {T augment}
z:= M(y) {z adalah pasangan y dalam M}
T=T0OxyOyz

else {didapat lintasan M-augmenting}
P:= lintasan dalam T dari r ke X bersama dengan

busur xy

M= M O E(P) {M augment}
GrowingTree:=.false.

endif

endif
endwhile
endif
endwhile

end Hungarian

Catatan: M 00 E(P) = (M O E(P)) - (M n E(P)).

26

Algoritma Hungarian

Contoh:

L

K ‘\‘\<> P

L o Ps
<
P . 4 P4
[ = \
Cr * Ps
Gambar 4.1
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Bila algoritma Hungarian diterapkan pada graf bipartite gambar 4.1 maka:
Iterasi 1: Matching awal = (BP1, LP3, PPy)
Himpunan M-matched = (B, L, P)
Himpunan M-unmatched = (K, C)
Karena tidak semua simpul di X matching maka perlu dibuat
pohon M-alternating. Tentukan r dari himpunan M-unmatched.

Dalam contoh di atas, r = K dapat dilihat pada gambar 4.2.

akarr K
Py Ps
tingkat 1
B L
tingkat 2
P
tingkat 3 a
tingkat 4 5
Gambar 4.2

Himpunan X1 = (B, K, L, P)
Himpunan Yt = (Pq, P3, P4)

N(Xt) # Y1. Kemudian tentukan x dany.
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Dari pohon M-alternating gambar 4.2 didapat y = P,, x = B.
Karena y tidak termasuk dalam M-matched, maka lintasan
pertama M-augmenting-nya adalah P = K P, B P».

M =M O E(P) = {BP,, KP;, LP3, PP,4} sepeti yang ditunjukkan
pada gambar 4.3.

L P3
< P<
P o . P4
2 \
Ce * Ps
Gambar 4.3

Graf di atas belum matching lengkap.

Iterasi 2: Matching awal {BP,, KP1, LP3, PP4}
Himpunan M-matched = (B, K, L, P)
Himpunan M-unmatched = (C)
Kemudian kembali lagi mencari pohon M-alternating yang baru
seperti yang ditunjukkan pada gambar 4.4.
Tentukan r dari himpunan M-unmatched

Didapat r = C.
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akar r ¢

Ps
tingkat 1
: L
tingkat 2

P2
tingkat 3
tingkat 4 a
tingkat 5 Py Ps
tingkat 6 K P

Gambar 4.4

Himpunan X7 = (B, K, L, P, C)

Himpunan Yt = (Py, P2, P3, Py)

N(X7) # Y1. Kemudian tentukan x dan y.

Dari pohon M-alternating gambar 4.4 didapat y = Ps, X = B.
Karena y tidak termasuk dalam M-matched, maka lintasan kedua
M-augmenting-nya adalah P = C P3 L P, B Ps.

M =M O E(P) = {BPs, KP;, LP,, PP,4, CP3} seperti yang

ditunjukkan pada gambar 4.5 pada halaman berikut.
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‘\‘\‘“» P,

S
4"‘
v * P,
> \
=

P
C%

Gambar 4.5

Graf di atas telah matching lengkap.

Maka algoritma Hungarian telah selesai mencari matching lengkap.
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BAB V

PENUTUP

Dari hasil pembahasan teorema Hall serta algoritma Hungarian pada
bab sebelumnya, maka semua persoalan yang dapat dimodelkan menjadi
matching lengkap dapat diselesaikan. Yang perlu diingat dalam menyele-
saikan persoalan ini adalah dipenuhinya syarat perlu dan cukup. Setelah itu
algoritma Hungarian dapat digunakan untuk mencari satu dari beberapa
kemungkinan penyelesaian.

Di samping algoritma Hungarian, ada lagi beberapa algoritma seperti
algoritma Murty, algoritma Chegireddy dan Hamacher. Algoritma-algoritma ini
bukan hanya menyelesaikan persoalan matching lengkap sederhana, akan
tetapi telah berhasil menyelesaikan persoalan matching lengkap yang sudah
diubah. Perubahan dimaksud adalah pada persoalan matching lengkap di
mana setiap busurnya telah diberikan suatu bobot dan penyelesaian yang
dicari bukan hanya matching lengkap saja, tetapi matching lengkap yang
optimal sesuai dengan kriteria optimal dari persoalan. Juga algoritma-
algoritma tersebut, seperti disebutkan dalam referensi, bilamana digunakan
hanya untuk mencari matching lengkap (semua bobot di busur diabaikan)
kalah efisien dibandingkan dengan algoritma Hungarian.

Melalui pembahasan teorema Hall dan algoritma Hungarian, diha-
rapkan skripsi ini dapat berguna dan diterapkan dalam menjawab persoalan-

persoalan sejenis. Karena pembahasan pada penulisan ini contoh metode
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yang digunakan hanya Metode Hungarian, untuk penulisan berikut agar
kiranya pembahasan dapat diperluas pada metode-metode lain yang dapat
mengungkap adanya matching lengkap pada model graf bipartite dan juga
dibuat program komputernya. Sehingga dapat dibandingkan secara numerik

setiap metode yang ada dan diperoleh kesimpulan yang lebih baik.
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