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ABSTRAK

Nama . Adi Gunaryo
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Judul : Pengujian Kesamaan Koefisien Korelasi dari Beberapa Populasi

Pengujian kesamaan koefisien korelasi digunakan untuk membandingkan

beberapa koefisien korelasi antara dua variabel. Pengujian tersebut didasarkan pada
metode uji rasio likelinood. Metode ini akan diterapkan pada suatu contoh kasus
untuk menguji kesamaan koefisien korelasi antara jumlah pembelian dan jumlah
maksimum kredit yang diberikan oleh suatu distributor obat di Jakarta dari tiga
kelompok pelanggan yaitu supermarket, toko obat dan warung.

Kata Kunci : rasio likelihood, koefisien korelasi, kesamaan beberapa koefisien
korelasi.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Koefisien korelasi adalah suatu ukuran yang digunakan untuk mengetahui
besarnya kekuatan hubungan linear antara dua variabel. Besarnya nilai koefisien
korelasi yaitu antara atau sama dengan -1 dan 1. Koefisien korelasi bernilai nol
menyatakan tidak ada hubungan linear antara dua variabel. Jika koefisien korelasi
bernilai 1 menyatakan hubungan linear positif yang sempurna antara dua variabel.
Sedangkan koefisien korelasi bernilai -1 menyatakan hubungan linear negatif yang

sempurna antara dua variabel.

Korelasi antara dua variabel menunjukkan sejauh mana perubahan perilaku
variabel yang satu akan berkaitan dengan perubahan perilaku variabel yang lainnya.
George G. Roussas di dalam buku nya yang berjudul A Course in Mathematical
Statistics (1997) menunjukkan jika dua variabel berkorelasi maka dapat dibentuk
garis yang menyatakan hubungan linear antara variabel tersebut. Dengan persamaan
garis tersebut, jika diketahui nilai salah satu variabel maka nilai variabel lain dapat
diprediksi. Prediksi nilai variabel tersebut akan akurat jika nilai koefisien korelasi

antara variabel terkait adalah 1 atau -1.

Seringkali dalam penelitian-penelitian tertentu yang dilakukan di beberapa
populasi yang saling lepas, peneliti perlu mengetahui apakah besar koefisien korelasi
yang signifikan di beberapa populasi tersebut sama atau tidak. Jika ternyata besar
koefisien korelasi di beberapa populasi tersebut sama, maka besarnya koefisien
korelasi dari variabel terkait dapat dicari dan diartikan secara keseluruhan atau dipilih
untuk satu populasi kemudian digeneralisasi. Tetapi jika hasilnya berbeda, maka
besarnya koefisien korelasi antara variabel terkait perlu dicari dan diartikan untuk

setiap populasi secara terpisah.

1 Universitas Indonesia
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Untuk variabel yang berdistribusi normal, pengujian ada tidaknya korelasi
antar dua variabel seringkali dilakukan dengan menggunakan statistik uji yang
didasarkan pada koefisien korelasi pearson. Biasanya metode statistik yang dipelajari
berkaitan dengan koefisien korelasi antara dua variabel hanya dibatasi pada mencari
taksiran titik dan pengujian koefisien korelasi dari satu populasi. Namun masalahnya
adalah bagaimana mengetahui kesamaan koefisien korelasi dari beberapa populasi
atau dengan kata lain bagaimana melakukan uji hipotesis untuk menguji kesamaan
koefisien korelasi dari beberapa populasi. Dalam tugas akhir ini akan dibahas
mengenai pengujian hipotesis untuk menguji kesamaan koefisien korelasi dari
beberapa populasi. Metode yang digunakan dalam tugas akhir ini adalah uji rasio
likelihood.

Metode ini akan diterapkan pada suatu contoh kasus untuk menguji kesamaan
koefisien korelasi antara jumlah pembelian dan jumlah maksimum kredit yang
diberikan oleh suatu distributor obat di Jakarta dari tiga kelompok pelanggan yaitu
supermarket, toko obat dan warung. Data pada contoh tersebut adalah data

administrasi yang diterima penulis.

1.2 Permasalahan
Bagaimana melakukan pengujian hipotesis untuk menguji kesamaan koefisien

korelasi dari beberapa populasi.

1.3 Tujuan Penulisan
Melakukan pengujian hipotesis untuk menguji kesamaan koefisien korelasi

dari beberapa populasi.
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1.4

1.5

Pembatasan Masalah

e Kedua variabel yang akan dicari korelasi nya berdistribusi bivariat normal

untuk setiap populasi.

e Pengujian kesamaan koefisien korelasi dilakukan dengan metode uji rasio
likelihood.

Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan pada tugas akhir ini adalah sebagai berikut:

Bab 1

Bab 2

Bab 3

Bab 4

Bab 5

Terdiri dari latar belakang, permasalahan, tujuan penulisan,

pembatasan masalah dan sistematika penulisan.

Berisi uraian mengenai teori-teori dasar yang relevan dengan
permasalahan yang dikaji, seperti koefisien korelasi, distribusi bivariat

normal, taksiran maksimum likelihood dan uji rasio likelihood.

Berisi penjelasan mengenai pengujian hipotesis untuk menguji
kesamaan koefisien korelasi dari beberapa populasi dengan metode

rasio likelihood.

Berisi suatu contoh kasus pengujian kesamaan koefisien korelasi
antara jumlah pembelian dan jumlah maksimum kredit yang diberikan
oleh suatu distributor obat di Jakarta dari tiga kelompok pelanggan

yaitu supermarket, toko obat dan warung.

Berisi kesimpulan dan saran.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas teori-teori yang mendasari tugas akhir ini yaitu
teori mengenai koefisien korelasi, distribusi bivariat normal, taksiran maksimum

likelihood dan uji rasio likelihood.

2.1 Koefisien Korelasi

Koefisien korelasi adalah suatu ukuran yang digunakan untuk mengukur

besarnya kekuatan hubungan linear antara dua variabel.

Misalkan X dan Y adalah variabel-variabel acak yang memiliki pdf bersama

f(x,y). Misalkan u(x, y) adalah fungsi dari x dan y dan diasumsikan ekspektasi

u(x, y) yaitu E[u(X,Y)1 = [© [ u(x,y)f(x, y)dxdy terdefinisi.

Variabel acak X memiliki pdf marginal yaitu f;(x) = ffooo f (x,y)dy dan variabel

acak Y memiliki pdf marginal yaitu f,(y) = [ f(x, y)dx .

Jika u(x,y) = x,
ElulX,Y)] = EX) = f fxf(x,y)dydx= fx[jf(x,y)dy dx
= f xf;(x)dx = p, (mean dari X) .
Jkau(x,y) =y ,
el = B0 = [ [ yreyasay= [y [ reoyax|ay
4 Universitas Indonesia
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[ee]

= f y2(y)dy = p, (mean dari Y) .

—00

Jikau(x,y) = (x — u,)?,

BluCr ] = B0 - w2 = [ [ =027 Geyddya

—00 —00

dx

= f(x—ux)zl ff(x,y)dy

= f(x — U,)?*f1(x)dx = 0,2 (variansi dari X) .

Jikau(x,y) = (v — 1,)?,

oo

Flueq 0] = B0~ 2l = [ [ = i) rGoyddnay

—00 —o0

dy

= f(y I [ ff(x,y)dx

f(y - 11,)*f,(y)dy = 0,,* (variansi dari Y) .

Dapat dibuktikan bahwa 0,2 = E(X?) — u,2 .
0’ = E[(X — 11)?] = E(X? — 2Xp, + 11,%)
= E(X?) — 2u, E(X) +
= E(X?) — 20y + 11,°

Universitas Indonesia
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= E(X?) — 2u,” + 1,2
= E(Xz) _.ux2

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa 0,* = E(Y?) — p,* .

Jikau(x,y) = (x — )y — 1)

oo  ©o

Blu@, ] = B0 - )0 =)l = [ [ - oo - rGay)ayax

=cov(X,Y) (covariansidariXdany).
Dapat dibuktikan bahwa cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) .
cov(X,Y) = E[(X — )Y — )] = EQXY = Xy, — Yo + potty)

= E(XY) W .uyE(X) - .uxE(Y) gl Ux Ly

EQXY) gt = tally + Hxlly
= EXY) — pypy
= E(XY) —E(X)E(Y)
Definisikan

_covX,Y) E[X—u)(Y — )| EXY) —

0,0,y 0,0,y 0,0,

sebut p adalah koefisien korelasi dari X dan'Y .

Dapat dibuktikan bahwa —1 < p < 1. Untuk membuktikan —1 < p < 1 diperlukan

lemma dan teorema di bawah ini:

Universitas Indonesia
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Lemma 2.1.1
Misalkan X dan Y adalah variabel acak dimana
EX)=E()=0dan 0,2=0,2=1
maka dapat dibuktikan E2(XY) < 1yang equivalen dengan —1 < E(XY) < 1.
Bukti:
0<EX-Y)’=E(X?-2XY +Y?
SOy — 2EYWHE )
= 0,* + w2 — 2E(XY) + 0% + p,)?
=1+0—-2E(XY)+1+0
=2 —2E(XY)
E(XY) <1
0<EX+Y)?=EX?+2XY +Y?)
= E(X?) + 2E(XY) + E(Y?)
= Saber® udll SREF (XY ISR OB s
=1+0+2EXY)+1+0
=2+ 2E(XY)
E(XY) = -1

Terbukti —1 < E(XY) < 1 yang equivalen denganE2(XY) < 1.
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Teorema 2.1.2

Misalkan X dan Y adalah variabel acak dengan mean p, , u, dan variansi o,*, 0,2

maka E2[(X — u)(Y — )] < 0,2 0,2 .

Yy
Bukti:
Bentuk
X = Y —
X, = e, v, = Iy
0, Oy
X — EX) — -
E(X1)=E( ux): ) NE B Ly
X OX O-X
Y—u EYV)=—u, p—p
E(Yl):E< y): . Y — ya Y — 0
Yy Yy Yy

X — Uy 1
var(X,) = var( ) =— var(X — u,.)
Oy o

X

> var(X) =

X X

Z X
5 0" =1

Y —p, - s
var(Yy) = var( = > ~ 4 var(Y — w,)

1 1
=—var(Y)=— .0 =B
Oy
Karena diperoleh E(X;) = E(Y;) = 0, var(X;) = var(Y;) = 1 oleh karena itu

berdasarkan lemma 2.1.1 maka E2(X,Y;) < 1.

EZ(XlYl)s1<—>Ezl(X;“x)<Y_“y>ls1

Oy

P (Y =)

0,2 07

o B[ - i) (Y )| < 02 0,2
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Terbukti E2[(X — p)(Y — )] < 0,2 0,2

Berdasarkan teorema 2.1.2, diperoleh

EZ[(X_.ux)(Y_.uy)] <1

0,° ayz

E X~ i)Y~ )] < o0 o

opt<loe-1<p<1
sehingga terbukti bahwa -1 < p < 1.

Nilai p > 0 menyatakan adanya hubungan linear positif antara dua variabel (X dan
Y). Dengan perkataan lain, jika nilai X semakin besar maka nilai Y semakin besar
dan sebaliknya jika nilai X makin kecil maka nilai Y semakin kecil. Nilai p < 0
menyatakan adanya hubungan linear negatif antara dua variabel (X dan Y). Dengan
perkataan lain, jika nilai X semakin besar maka nilai Y semakin kecil dan sebaliknya
Jika nilai X makin kecil maka nilai Y semakin besar. Nilai p = 0 menyatakan tidak

adanya hubungan linear antara dua variabel (X dan Y) .

Sebut pdf bersyarat dari Y diberikan X = x adalah

f(x,y)
fl(x)

flx) =

maka mean bersyarat dari Y diberikan X = x adalah

[0e] [ee]

B = [ yrObedy =

— 0o

3
JRG

dy = u(x) .

Jika u(x) adalah fungsi linear dari x, yaitu u(x) = a + bx maka mean bersyarat dari

Y diberikan X = x adalah linear dalam x atau dengan perkataan lain ada konstanta
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a dan b sedemikian sehingga mean bersyarat dari Y diberikan X = x dapat dituliskan

sebagai u(x) = a + bx .

Pandang

o T fwy
EWM)iiyﬂﬂ@@himyfm@dY—a+m
f yf(xy)dy = (a + bx) f;(x) . (2.1.1)

—00

Jika persamaan (2.1.1) dikalikan dengan x kemudian diintegralkan terhadap x maka

akan diperoleh

v [ vy = @+ b)) )

co (oe]

fx(fyf(x,y)dy)dx= f(ax+bx2)f](x)dx

— —

o oo o co

f fxyf(x,y)dxdy= faxfl(x)dx+ fbxzfl(x)dx

E(XY) =a fxfl(x)dx+b fxzfl(x)dx

E(XY) = aE(X) + bE(X?) = au, + bE(X?)

pOx0y, + [ty = ai, + bE(X?). (2.1.2)
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Jika persamaan (2.1.1) diintegralkan terhadap x maka akan diperoleh

f fyf(x, y)dxdy = f(a + bx)f;(x)dx

—00 —00

[ee]

E(Y)=a ffl(x)dx+b fxfl(x)dx

E(Y) =a+ bEX)
KUy, =a+ bu,. (2.1.3)

Dengan menyelesaikan persamaan (2.1.2) dan (2.1.3) secara bersama-sama maka
akan diperoleh

o o
a=,uy—p0—j:,ux dan bngy-.

X

Sehingga mean bersyarat dari Y diberikan X = x linear dalam x adalah

Ty Oy
E(Y|x) = a+bx =, —P e tp
X

X
0.
E(YIx) =gy +p—=(x =) . (2.1.4)
X

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa mean bersyarat dari X diberikan

Y = y linear dalam y adalah

0.
EXIY) =pe+p—(y—uy)-
Yy
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2.2 Distribusi Bivariat Normal

Variabel acak X dan Y berdistribusi bivariat normal jika X dan'Y mempunyai
pdf bersama

1 =q
fl,y) = ez , -—o<x<ow, —w0<y<o

210, 0,41 — p?

dimana g, >0, g, >0, —1<p < 1dan

2 2
<x-ux> __zp(x'_#x)<y'_#y>4_<y'_ﬂy> _
Hy & Oy Oy

1
— p?

q:1

Jika X dan Y berdistribusi bivariat normal maka dapat ditunjukkan:

L[5 [0 fCoy)dydx =1
2. X berdistribusi N (g, 0,2) dan Y berdistribusi N(x,, ,2)
3. p adalah koefisien korelasi dari X dan Y

Bukti:

Terlebih dahulu akan ditunjukkan

f ff(x,y)dydx =1

—C0 —Co

dan X berdistribusi N (i, 0,2) , Y berdistribusi N (g, 0,,2) .

Perhatikan bentuk:

1 [ — e\ X = e\ (¥ — 1 Y — iy’
= () 2 () () (2
P Oy Oy oy ay

Universitas Indonesia
Pengujian kesamaan ..., Adi Gunaryo, FMIPA Ul, 2011



a(1—p?) = (x ;xux)z 2 (x ;xux) <y ; uy> N (
q(1—p?) = (x ;xﬂ")z —2p (x ;x#x) <y ; #y> + p? ( —

q(1—-p?) = (y ;y;@) = p( Gxﬂx)r + (189%) (
q(1-p?) = (y ;y“ y) - G—lypay ( ;x“")]z +(1-p)(

_1 A
q(l _pZ) o O'_<(y _,uy) —,DO'y (x O'x’u ))

<

_ 2
q(1—p?) = ai y—(uy+P0y(x;x#x)> ] +(1—p2)(x_

y

y Ox

2
[ N
q(1—p?) = U—(y—b)> +(1 - pz)( )

x —
dimana b = g, + po, (G—Mx)
X

(y - b)2+(1 z)(x ux)
q — y
(1-p2)

_ (x _#x)z (y - b)z
T o2 p

Jika f; (x) adalah pdf marginal dari X maka diperoleh

13
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A= [ ryay

[ee]

1 —q
fw= | e7dy
J 2mo,0,,1 - p?

[ee]

_ ! a2 Uk
i) = _-!; 210,00,/ 1 — p? R < 20,° 20,%(1 — ,02)> ’

y f L <_ (x — ux)2> 1 . (_ﬂ) dy
T e, 20,2 ) VzZnoyJ1=p2 20,°(1 - p?)

falx) =

< (x — pp)? (y — b)* )
exp| — d

1 f 1 (
exp| ——5——
\2mo, 20,* > J \2may\/1~ p? i 20,*(1 - p?)

karena faktor kedua pada ruas kanan adalah pdf dari distribusi normal

(b, 0, 2 Gif— pz)) maka

[—Lb (AR
J Vamoi=p P\ 20,70-p9) %

1 — i1,)? 1 — 11)?
fl(x):maxexp<—%>.1: exp(—u>

sehingga terbukti

f ff(x,y)dydx = _Z filx)dx = f \/Z_jmx exp <—%> =1.

—00 —00
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Berdasarkan perhitungan diatas diperoleh

1 ( (x — ux)2>
ex e
Vzro, T\" 20,2
maka variabel acak X berdistribusi N (u,, 0,.2). Dengan cara yang sama dapat
dibuktikan

filx) =

_ O=n)
fZ(y)_\/Z_nayexp< 20,2 >

yang berarti variabel acak Y berdistribusi N (yy, ayz) .

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa p adalah koefisien korelasi dari X dan'Y.
Bukti:

Perhatikan bentuk:

4 1 _(3’_‘}’)2_>
feoy) = fi(x) VZroy 1= p? exP( 20,%(1 — p?)

x pa—
dimana b = u, + pa, (—Tt—ﬂ—x—)
X

o fEN 1 @—m2>

= ex e —
() V2may, /1 p? p( 20,*(1 - p?)

x_#x)

X

dimana b = u, + po, (

Pdf bersyarat dari Y diberikan X = x pada persamaan diatas merupakan pdf normal

dengan mean p,, + p? (x — ) dan variansi 0,,*(1 — p?) .
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Berarti pada distribusi bivariat normal, mean bersyarat dari Y diberikan X = x adalah

linear dalam x yaitu
Oy

E(Y|x) = p, +PU—(X—#x)- (2.2.1)
X

Pada (2.1.4) jika E(Y|x) merupakan fungsi linear dari x telah diperoleh mean
bersyarat dari Y diberikan X = x adalah E(Y|x) = u, + p? (x — w,) dimana p

merupakan koefisien korelasi dari X dan Y. Dengan membandingkan (2.1.4) dan
(2.2.1) dimana E (Y|x) merupakan fungsi linear dari x maka dapat disimpulkan p
pada distribusi bivariat normal merupakan koefisien korelasi dari X dan Y.

2.3 Taksiran Maksimum Likelihood

Misalkan X, X», ..., X,, adalah suatu sampel acak berukuran n dari suatu
distribusi dengan pdf f(x; 0), yang bergantung pada 6¢f2, Q disebut ruang parameter.
Karena X;, X5, ..., X, merupakan sampel acak, pdf bersama dari X;, X5, ..., X,, dapat

dinyatakan sebagai:

f Ceagy vy i 0) = f (0. 0): £ (235 0 o (i ).«

Pdf bersama dari X;, X,, ..., X,, mengandung parameter 6, sehingga f (x, X5, ..., X,; 0)

dapat dianggap sebagai fungsi dari & dan dituliskan sebagai berikut:

n

L(0; %1, %gy oy %) = [ (213 0). (20 0) o f(2,:6) = 1_[ £ 0) (2.3.1)

i=1
L(0) disebut fungsi likelihood.

Taksiran maksimum likelihood dari € adalah nilai dari 8 yang memaksiumkan
L(0). Untuk mempermudah perhitungan dalam mencari nilai 6, L(6) seringkali

dimodifikasi ke dalam bentuk In, karena nilai & yang memaksimumkan In L(#) sama

Universitas Indonesia
Pengujian kesamaan ..., Adi Gunaryo, FMIPA Ul, 2011



17

dengan nilai & yang memaksimumkan L(6). Sehingga persamaan (2.3.1) dapat
dimodifikasi menjadi:

InL() = In (H Flxs 9)) = Z In f(xs0).

Nilai 6 yang memaksimumkan In L(6), diperoleh dengan mendifferensialkan In L(6)
terhadap @ dan menyamakannya dengan O dan memastikan bahwa turunan keduanya
kurang dari O atau dengan perkataan lain

dInL(6) g
do

d2InL(6)
T <0
Nilai & yang memaksimumkan In L(6) disebut sebagai taksiran maksimum likelihood

dari @ dan dinotasikan dengan 6.

2.4  Uji Rasio Likelihood

Misalkan X;, X,, ..., X;, menyatakan n variabel acak yang saling bebas dan
masing-masing memiliki pdf f; (x;; 64,6,,..,0,,) untuk i=1,2, ...., n. Himpunan
yang terdiri dari setiap titik parameter (61, 6, ..., 6n) dinotasikan dengan £ yang
disebut ruang parameter dengan dimensi m . Misalkan w merupakan subset dari
ruang parameter Q dan w berdimensi r; r < m . Misalkan akan diuji hipotesis
Hy: (64,0,,..,0,,)€ w terhadap Hy: (64,0,,..,0,,) € w .

Definisikan fungsi likelihood sebagai berikut:

n
L((l)) :Hﬁ(xi;el,ez,..,em) ’ (91,92,..,9"1)6(0
i=1
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dan

n
L(Q) :Hﬁ(xi;el,ez,..,em) y (91,92,..,9m)69.
i=1

Misalkan L(@) adalah nilai maksimum dari L(w) dan L(ﬁ) nilai maksimum dari
L(Q). Rasio dari L(®) dan L(&) disebut rasio likelihood dan dinotasikan dengan
_L@)
T L(Q)
Karena L(®) dan L(ﬁ) bernilai non negatif sehingga A akan bernilai non negatif atau
dengan perkataan lain A = 0 . Kemudian karena w adalah subset dari {2 maka

L(®) < L(Q) yang berarti nilai A < 1. Sehingga diperoleh 0 <A < 1.
Jika H, benar maka A ~ 1 dan jika H, salah maka A = O .

Oleh karena itu untuk menguji hipotesis di atas dapat digunakan aturan keputusan
berdasarkan statistik uji sebagai berikut:

H, akan ditolak jika A bernilai kecil (mendekati nol) atau dengan perkataan lain
untuk suatu tingkat signifikansi « , H, akan ditolak jika A < c dimana c adalah suatu
konstanta sedemikian sehingga Pr(A < c¢) = a. Untuk memperoleh ¢, diperlukan

distribusi dari A tetapi distribusi dari A sulit untuk didapatkan.

Untuk mengatasi hal tersebut, akan dicari statistik uji lain yang merupakan fungsi

dari A dengan menggunakan teorema sebagai berikut:
Teorema 2.4.1

Misalkan X,, X,, ..., X;, menyatakan n variabel acak yang saling bebas dan masing-
masing memiliki pdf f; (x;; 04, 60,,..,0,,) untuki = 1,2,...,n, (0,4,0,,..,0,,)€Q
dimana ( adalah ruang parameter dengan dimensi m dan misalkan w adalah subset
dari Q yang berdimensi r . Dapat dibuktikan bahwa distribusi asymptotic dari

A* = —=2InA adalah y2,_, . (bukti terdapat pada lampiran 2)
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Sehingga diperoleh suatu aturan keputusan sebagai berikut:

H, akan ditolak jika A* = —2InA > c* dimana c* adalah suatu konstanta dari tabel
x2,_, yang memenuhi Pr (A* > c¢*) = a dimana a merupakan suatu tingkat

signifikansi yang digunakan.
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BAB 3
PENGUJIAN KESAMAAN KOEFISIEN KORELASI
DARI BEBERAPA POPULASI

Sebelum menjelaskan tentang pengujian kesamaan koefisien korelasi dari
beberapa populasi, terlebih dahulu akan dijelaskan mengenai taksiran maksimum
likelihood untuk parameter-parameter pada distrbusi bivariat normal.

3.1  Taksiran Maksimum Likelihood untuk Parameter-Parameter pada Distribusi

Bivariat Normal

Misalkan (Xl-j,Yij) , j=12,..,n; , i =1,2,..., k merupakan n; sampel acak
dari populasi ke — i yang berdistribusi bivariat normal dengan mean (i, fty;) ,
standar deviasi (o,;, gy;) dan koefisien korelasi p; . Dengan demikian fungsi

likelihood nya dapat dinyatakan sebagai
L(x,y) = (f(xn: Vi) f (x12,Y12) --.f(xlnllylnl))

(f(xzp Va1)f (X22, ¥22) ---f(x2n2:}’2n2))

(f(kaYIcl)f(ka'ykz) '"f(xknkryknk))
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1

nq nq 5
L(x,y) = exp| — 1 2 (xlj _ .le)
' 2101014/ 1 — pf 2(1-p7) = Ox1

_, (xu—uxl) Yy ), (V=B
P Ox1 O-yl O-yl

ny na
1 ! 1 Z (xz,- - uxz)z
210,30,/ 1 — p3 2(1-p3) = Ox2

. (xz,-—#xz) Vo “Hya) (Y= He
e Oyx2 Uyz O-yz

Nk ng
1 Lot - 1 Z (xkj - .uxk)z
210y 0y 1 — pf 2(1—=pp) = Oxk

2
— (xkj = .uxk) (}’kj - llyk> + (3’ch B ﬂyk) )
5 Oxk Oyk Oyk

Fungsi log likelihood nya yaitu

[(x,y) = InL(x,y)

na

1
=lIn
<27wx10y1

7’11 1
+ In
V1- pf) <2ﬂ0x20y2\/ 1- p%)

1

nk
+ln< > -
zno-xko-yk V 1- pl%
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ny
1 z (xlj - .Ux1)2 ~2p (xlj - .Ux1) <3’1j - .Uy1>
2(1 - Pf) = Ox1 ! Ox1 O-yl
2
N (&) ) _
Oy1
n2
1 Z (xz]- F uxz)2 9 (xz,- = uxz) <yz,- - .uy2>
2(1 = Pf) = Ox2 2 Ox2 O-yz
2
N (&) ) =
Oy2

g
ot 1 z (xkj n .ka)2 ~2p (ij A .uxk) (yk]' - #yk)
2(1 _,0]%) ey Oyl k Ok ayk
2
y <ykj B :uylc> )
O-yk
2\ 1
lx,y) = —ny (ann +In ((gxlgyl) )2 Y p12>§> B

o
2

n, (ann + In ((axzayz)z) + In(1 — P%)%> =

1
—ny, (ann +In ((axkayk)z)z +In(1- p,%)%) —

ny
1 Z (xlj - .uxl)z ~2p (xlj - .Ux1) <}’1j - .uy1>
2(1 - Pf) = Ox1 ! Ox1 O-yl
2
N (&) ) _
Oy1
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—z (M) _zp (xzj AU'XZ) <3’2] .uy2>
2(1 p ) Oyo Oy O-yZ
n (J’Zj _.uy2> > _
O-y2

ng
i 1 z (xkj B .uxk)z 2 (xkj - .ka) (ykj - ﬂyk)
2(1 = P;%) =i Oxk & Oxk O-yk
2
n <3’kj 1 .uyk> >
O-yk
I, y) = —(ny+n, + -+ + ny)In2m —

1
z i (Inoy? + Ino ) Zanln(l p?) —

i=1

z (xl, uxl) W (xU um) (3’11 uy1>
2(1 ,0 ) x1 OXT O-yl
i <}’1j _.uy1> > B
01
—Z (xZ]—'uxz) _Zp (le lu'JCZ) <3’21 .uy2>
2(1 p ) (%) z Oy2 O-yZ
2
n <3’2j _ﬂyz> > _
Ty
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z (xkj .ka) ~2p (xkj —.ka) <ykj —ﬂyk>
2(1 Pi ) ; Oxk O-yk
Vij — tyic\
+< kj yk) >
O-yk

Selanjutnya akan dicari taksiran maksimum likelihood untuk p; , iy; , 0y;* , 0,;% dan

p; dimanai =12, .., k.

Fungsi log likelihood untuk populasi 1 (i = 1) dapat dinyatakan sebagai

I(x,y) = —nqyIn2m — —(lncrx1 + Inoy,?) ——ln(l p3) —

nq
1 z (xlj —uxl)z (xlj —uxl) (ylj —uy1>
gl > — S N ¥ 0
2(1-p7) . Ox1 Ox1 0y
2
o <3’1j _,uy1> )
Oy

Langkah pertama adalah mencari taksiran maksimum likelihood untuk populasi 1

(i = 1) yaitu Hx1 By O-xlz , Gylz dan P1

ol

=0
a:uxl

nl (xlj - :uxl) P1 27;1(3’11' - .uyl)

_ =0
xlz(l P1 ) O-xlo-yl(l - p12)

Z;'lilxlj - Z;lil Hx1 _ P1(Z7§1 Vij — 27;1 nuyl) _
O-xlz(l - pf O-xlo-yl(l - P12)

N1 (X1 — lx1) n1p1(371 - :uyl)

_ =0
lez(l_pf) o-xlo-yl(l_plz)
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Ny ((971 — Hx1) _ p (7 — .Uy1)> -0

le(l - pf) Ox1 O0y1

(X1 — Hz1) _ P1(3_’1 - .uy1)
Ox1 O-yl

(3.1.1)

ol
a:uyl -

Z;li1(y1j . ,uyl) = P1 2;1;1(x1j I .uxl) -0
0,12(1=p3) 01051 (1 = p7)

Z;l;1 ylj = 27;1 ,uyl _ .01(2;1;1 xlj _Z;‘l_i_l .uxl) .

0
Gye (5= p3) 0,10y (1 = p7)

n](371 e /lyl) _ up, (X1 = ty1) y
aylz(l_plz) leayl(l_plz)

0

ny <(3_’1 = ,Uy1) o oflSr .o .ux1)> —0

Oy1 (1 i p12) Oy1 Ox1

(3_/1 s :uyl) o pl(fl - .uxl)
Oy1 Ox1

(3.1.2)

Dengan menyelesaikan persamaan (3.1.1) dan (3.1.2) maka akan diperoleh
X1 =M1 =V1— U1 =0
Hx1 = Xq

Hy1 = V1
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sehingga taksiran taksiran maksimum likelihood untuk g, dan w,, berturut-turut

adalah

o
00,2

nq Z;'l;1(x1j e :uxl)2 9 P1 Z;lil(xlj S .uxl)(ylj - .uyl) _

A 0
20’x12 20x14(1 - .012) 2(1 - p12)6y16x13

5 (R ter)’ o ZL (e — )0y = )
O-xl

—n.(1=p2) + 0
e & O0x10y1
3
P (x1'_ll 1) pi 2l (x1'_.ux1)(3’1'_ll1)
R =~ Y .\ (3.13)
X x1VYy
o' A
0oy,
2
m Z?él(ylj - :uyl) _ P1 Z;Lil(xu _.le)(yU _.uyl) ~ 0
20012 20,,*(1-p7) 2(1 = pf)0y10y,°
2
) Z;Lil(}ﬁj - .uy1) P1 Zyil(xlj _.uxl)(ylj - .uyl)
—n,(1—p7) + 2 — = =0
y1 x1%y1
2
22 (J’1' —H 1) PlZ’-li (xl' —Hu 1)()’1' —H 1)
n,(1—p2) =22 012 AL ) 2 ’U ;‘ LA (3.1.4)
y1 x1%y1
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Jika persamaan (3.1.3) ditambah dengan persamaan (3.1.4) maka akan diperoleh

Z;li1 xlj - :uxl)z n Z;‘gl(ylj - .uyl)z

_p2) =
2n,(1 - p7) EE Uylz
2p, Z?él(xu - #x1)(3’1j - .uyl)
_ . (3.1.5)
O-xlo-yl
dl 24
0py
nq 2 nq 2
P P1 2j=1(x1j =3 #x1) 7, P1 Zj:l(ylj _.uyl)
(1-p3) (1-p?)2 Ox1? (Lesiping Oy1?
y 27;1(x1j = #xl)()’lj = :“yl) 1+ p?) o
O0x10y1 (1 - p12)2
27, (g ) il Si0)”
h (1—,02) _ j=1 1j Hxq _ j=1 }/1} .uyl
: y Oy1? 0'y12
5 (1+pd) 27;1(951;' - #xl)(YU )y “sﬂ) _ 0
P1 O-xlo-yl
T Gy =)’ 2700 = )
5 j=1\*1j ~ Hx1 j=1\Y1j = Hy1
n(1—p7) = > + >
Oyx1 Oy1
@ +pD) Y72 (1) = ) 1y — 1y1) . (3.1.6)

P1 051041

Jika persamaan (3.1.5) dikurang dengan persamaan (3.1.6) maka akan diperoleh

(1+pP) Z}‘él(xu - .uxl)(ylj - P‘yl)

P1 051041

n,(1 —Pf) =

B 2p4 Z;lél(xlj - .Ux1)(J’1j - 'uyl)

O-xlo-yl
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2 2 n1 — —
o (1TPT 2p1 z:j=1(xlj ) (1) — Hy1)
n(1—pi) = -
P1 P1 0x10y1
2y _ —
o~ (1=p7) Zj:l(xlj #xl)(ylj P‘yl)
ny(1-p7) =
P1 051041

B Z;lil(xu - :uxl)(ylj _.Uy1)

;=
N10%10y1

(3.1.7)

Dengan mensubstitusi persamaan (3.1.7) ke persamaan (3.1.3) dan (3.1.4) diperoleh

2
o Zyil(xlj 2 :uxl)
Ox1” = ’
n

2 Z;};1(y1j - :uyl)2

g.
1 n,

Sehingga taksiran maksimum likelihood untuk o,,* , o,,;* dan p; berturut-turut
adalah

A 2 Zyél(xlj _ﬁxl)z 5 27;1(751}' s JE1)2
x1 Tl1 = nl y

2 _ Z}I;l(yu - :ayl)z _ 27;1(3’11' > 371)2

01 ,
Y Ny nq

by = Z;Lil(xu - ﬁxl)(}ﬁj - :ayl) _ Zyil(xlj - JE1)(3’1;’ - }_’1)
1= = .

PN

N10x1041 N10x1

A

y1
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Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan untuk i = 2 taksiran maksimum likelihood

untuk fiy, , lys , 052 , 0y, dan p, berturut-turut adalah
Hy2 = X2,
ﬂyz =Y,

2 2321(?62]' = .ﬁxz)2 _ Zyil(xzj - 3?2)2

,o =
* n; n,

’

Ny 2?21(3’2j i ﬁyz)z - Z;lil(}hj N )_’2)2
Y2 = -
n, Ny

’

Z}Zl(xn F ﬁxz)(YZj = ﬁyz) _ Z}Zl(xz,' = fz)(yzj = J_’z)

A

N20x20y2 N20520y7

P2 = :
Sehingga dengan cara yang sama dapat ditunjukkan untuk i = 1,2, ..., k taksiran

maksimum likelihood untuk giy; , f1,; , 05 , 0,,;* dan p; berturut-turut adalah

Hyi = X,

tayi :}7['

L2 D, o — ﬁxi)z - X8, — fi)z

- i ’

n; n;

xi

2 _ Zyél(ylj _ﬁyi)z _ Z;ll:l(ylj _}_}i)z

vt n; n;

A

Z;Lil(xij — ) iy — i) B Z?Ll(xij — %) (vij — 91)

NiO0xi0y; Ni0x;i0y;

i
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3.2 Pengujian Kesamaan Koefisien Korelasi
3.2.1 Untuk Dua Populasi

Misalkan (X;;,Y:;) , j = 1,2,..,n; , i = 1,2 merupakan n; sampel acak dari

jr
populasi ke — i yang berdistribusi bivariat normal dengan mean (i, pt,,;) , standar
deviasi (0, 0,;) dan koefisien korelasi p; . Dengan demikian fungsi likelihood nya

dapat dinyatakan sebagai
L(x,y) = (f(xn: Vi f (X12, V12) ---f(xml:}ﬁnl))
(f(x21; V21)f (X22,¥22) -"f(x2n2'y2n2))

1

nq ng
exp| — 1 Z (xlj _.uxl)
210,101y 1 — pf 2(1-p7) = Ox1

i (xlj_:uxl) Vij — Hy1 e Y1j — Hy1 2)
P1 Oy 0,1 Oy1

M%w=<

n, ny
1 exp | Jl Z (ij - .sz)z
2050y 1 — p3 2(1—p3) = Ox2

_5 (ij_.uxz) Y2j = Hy2 + Y2j — Hy2 2)
P2 Ox2 Uyz O-yZ

Fungsi log likelihood nya yaitu

[(x,y) = InL(x,y)

1 1

nq na
=In +In —
<2n0x10-y1 Y 1- p12> <2n0-x20-y2 V 1- p%)
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ni
;z (M)z 2 (xu - uxl) <yu - uy1>
2(1 - Pf) = Ox1 ! Ox1 Oy1
2
" (ylj _.uy1> > _
Oy1
N2
;Z (M)z - (xzj- - uxz) <yzj - uyz>
2(1 F P%) = Oyx2 z Oyx2 Oy
2
. <3’2j = ﬂy2> >
Ty2

5 1
I(x,y) = —n, <ln2n + In ((UXIUyl)Z)Z +in(1— p12)5> .

N =

n, (ann +1n((0520,2)°)

72 (xl; l‘xl) ~2p, (x11 ﬂx1)<3’1] Hy1>
201 —gu) Ix1 Ox1 Oy1
+<y1j _.uy1> >_
01
—z (M) 2. (xz; uxz) <3’21 .uy2>
2(1=p2) Ox2 Ox2 Oy2
+<y2_] _.u'y2> >
0y2

l(xl Y) = —(n1+n2)ln27'[ -

2 2
1 1
Ez n; (Inoy® + Inoy;?) - EE :”i In(1-pf) -

+ In(1 — p3 )2)
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ny
1 z (xlj - .Ux1)2 ~2p (xlj - .Ux1) <3’1j - .Uy1>
2(1 - Pf) = Ox1 ! Ox1 O-yl
2
N (&) ) _
Oy1
n2
1 Z (xz]- F uxz)2 9 (xz,- = uxz) <yz,- - .uy2>
2(1 = Pf) = Ox2 2 Ox2 O-yz
2
. <3’2j _#y2> > .
Oy2

Pada subbab sebelumnya diperoleh u,; = x; dan y,; = y; untuk i = 1,2 sehingga

I(x, y) dapat dinyatakan sebagali

I(x,y) = =(ny+n,)In2mw —

2

2
1
Z n; (Inoy? + Inoy,;?) — 52 n; In(1 —p?) —
=1

=1
ng gl 2 Fat r
il Z (x1j —xl) %P (xlj - x1) (3’1j _3’1>
2(1 — ,Df) = Ox1 ? Ox1 Gyl
— \ 2
n <ylj y1> )_
Oy1
na _ 2 — _
1 Z (xzj —xz) ~2p (xzj —xz) <}’2j —}’2>
2(1 - P%) = Ox2 2 Oyx2 O-yZ
— \ 2
+<3’2j }’2> >
Oy

N =
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I(x,y) = —NIn2m ——z i (Ingy? + Inoy,?) — 2271 In(1—p?)

1< 1 Syi? 20:P;SiSvi Syi?
_z l( xi >_< PiPiSxi yl>+< yi )l
2 =1 (1 - PLZ) O-xiz O-xio-yi O-yiz

dimana

2 n; n;
2
N = zni s Z(xij VR = z(yij - 371')2 ,
=1 =

i=1

b Z(xu %) (i ~ 7).

lesyl
Misalkan akan diuji hipotesis:

Ho:py = p, = p dan Hy: py # p,

maka fungsi log likelihood di bawah asumsi H, benar

n n
lo = —Nin2m — 7’(111%2 + Inay,?) —f—(lnaxz2 + Ino,,?) — ln(l p2) —
ny 1 Sx1” 2p1P15x15y1 Sy1’
gt () Y2 , (5
2 £2 2(1 = Pf) ( O-xlz Ox10y1 Gylz
1 <5x22> _ <2p2)625x25y2> + <Sy22>
2(1 Pz) xz2 o O-y Uy22

lo :—Nann——(lnax1 + lno 12)——(ln0x2 + lno. 22)——ln(1 p?) —

ny 1 Sx1’ 2pP15x15y1 Sy1’
—In(1-p?) — - 4 4 —
2 n(l = p%) 2(1—p?) <<0x12> < Ox10y1 * 012
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1 <Sx22> _ <29ﬁ25x23y2> + <Sy22>
2(1 - pZ) szz O-xZO-yZ O-yZZ
I. = —NI e} 2 2 N2 2 2
o = —NIn2m — 7(ln0x1 + Inoy, ) - (lnax2 + lnoy, ) —

1
Eln(l —p)(ny +np) —

1 (5x12 B 2pP15x15y1 + Sy12> B
2

2(1 - ,02) O-xl2 O-xlo-yl O-yl

1 SEl SZaash S S.02
<"2 e y2+y22>. (3.2.1.1)

2(1 - pZ) O-x22 b szayz Uyz

Taksiran maksimum likelihood untuk o.;* , 0,;% , p dimana i = 1,2 di bawah asumsi

H, benar.
Untuk (i = 1)
alO _ ny Sx12 pﬁlsxlsm -0

— g + —
aO-xlz 20x12 20—3{14(1 " 4 pZ) 2(1 5 p2)0y10x1 3

2 A
Sx1 n PP1Sx15y1

20,8 =P 20,7 " 201~ p)oys e

Sx1’ _ (1 =p%)  PP1Sx1Sy1

4 2 3
Ox1 Ox1 0x170y1
D1S,1Sy10.
2 2y, PP1Sx1Sy10x1
Sx1” = Ox1 n1(1—P)+0—
y1

0151510
2 o _ . 2 PP15x15y10x1
0x1°11 (1 = p?) =54 T,
y1

Sv10x1

y1

2 2y _ 2 PN
01’ (1 = p?) =541 — PP1Sx1
y1
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Sx1 — 0x1
karena "*1/s = "*1/g , maka

Ux12n1(1 - PZ) = Sx12 — PP1Sx15x1
Ux12n1(1 - PZ) = Sx12 - Pﬁ15x12
leznl(l - pZ) = lez(l - pﬁl)

s _Sx’(1=ppy)

o, 3.2.1.2
! (5 ( )
dengan cara yang sama akan didapatkan
sy1°(1 = ppy)
R yl 1
U niis= (3.2.1.3)
Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan untuk (i = 2) akan didapatkan
5 Sx2°(1 = ppy)
Ox2” = le(l o pz) ’ (3214‘)
S,,2(1 —pp
o, , P Pin (32.1.5)

o R

Fungsi log likelihood di bawah asumsi H, benar seperti pada persamaan (3.2.1.1)

dapat dinyatakan sebagai

lo =—NIn2m —

ﬁ(ln Sx1°(1—ppy) nsylz(1 - Pﬁ1)> _
2 n,(1-p?) n,(1-p?)

n; < Sx22(1—ppy) Syzz(l = pp2)

1
2\ T -pD - p?) >_§l”(1—92)(n1+n2)—
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1 <Sx12n1(1 ) _ 2pP1Sx15y1n (1 —p?)  5,%n, (1 — P2)>
2(1—=p2) \\ 54421 — ppy) Sx15y1(1 — ppy) sy12(1— ppy)

<5x22n2(1 - p?) _ Zpﬁzsxzsyznz(l - p?)
Sx22(1 = pp,) szsyz(l — pP2)

N Sy2°n(1 — pz))
Syzz(l — pp2)

ﬂ(ln Sa’(L=ppy) o5y °(1 = pﬁ1)> i
2 n,(1-p?) n,(1—p?)

lo = —NIn2m —

n; < Sx22(1 = pp,) iy Sy22(1 B Pﬁz)) _1

2 ) _
> n o n W~ 2ln(l p?)(ny +n,)

1 ( nq B 2ppiny n N4 )
2\\(A-pp) @-pp) @Q-pp)

+ ( n, ) 2ppyn; 4 n, )
(1—=pp) A—pp) (1—pp,)

n
lo = —NIn2m — —2—1(lnsx12 + In(1 - ppy) — Inny —In(1 - p?) +Ins,,°

L Gl ="Inn, —In(l.= pz)) -

n
?2 (lnsxz2 + In(1 - pp,) — Inny — In(1 — p?) + Ins,* + In(1 — pp,)

—Inn, — In(1 = pz)) -

1(2711 —2ppiny | 2np — Zpﬁznz)

n, n,
Lin(1-p?) - 2in(1-p?) - A -
2 p 2 m1=p) =5 (1-ppy) (1-pp)

n n n n
lo = —NIn2m — élnsm2 - 711115y12 - Tzlnsxz2 - 7zlnsy22 —nyn(1—pp;) —

nyIn(1 — pp,) + nylnn, + nylnn, + nyin(l — p2) + nyIn(1 — p?) —
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n n 1
%ln(l—pz) —72ln(1 - p?) ——<

2

2n;(1—ppy) | 2ny(1— Pﬁ2)>
(1-pp1) (1-pp2)

n n
lo = —NIn2m — %(lnsxl2 + Insy,2) — ?Z(Zns‘xz2 +Ins,,%) —nyin(1— ppy) —

n n
n,In(1 — pp,) + nylnn, + nylnn, + 7lln(1 —p?) + ?Zln(l —p?) —

(ny +ny)

2

2 2
1
lo = —NIn2m — Ez n;(Insy? + Insy;2) — z n;n(1 — pp;) + Z n;lnn, +

' i=1 i=1

i=1
N
Eln(l —p?)—N.

Terlebih dahulu akan dicari taksiran maksimum likelihood untuk p di bawah asumsi

H, benar

e nypy N2, np n2p

B A-pp)  Toppy) O-pD A=pp)

NP1 np NP2 n;p

1 R i

nipy — niPp1p? = nip + mpPip? | nypy — NpPap® — npp + nypyp’ ~0
(1-pp) (1 —p?) (1=pp)(1—p?)

NP1 —Mp Nap2 — NP

A—pp)A—pD  A=ppd—pD °

n,(p1 — p) ny(p2 — p)

A—pp)d—pD  U=pppd—pD °

(P —p) | na(p —p) —0
(1-pp)  A=pp)

Universitas Indonesia
Pengujian kesamaan ..., Adi Gunaryo, FMIPA Ul, 2011



38

sehingga diperoleh taksiran maksimum likelihood untuk p di bawah asumsi H, benar

yaitu dengan menyelesaikan persamaan

n1(ﬁ1 - ﬁ) n, (ﬁz - )5)
~=~ ——=0. 3.2.1.6
(1-ppy) @A -ppy) ( )

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.2.1.6) pada persamaan (3.2.1.2) sampai
dengan (3.2.1.5) akan diperoleh taksiran maksimum likelihood untuk o,;* , 0

dimana i = 1,2 berturut-turut adalah

Y Sx12(1 — ppy)

6’ == Ty (3.2.1.7)
8y, = %%gl), (3.2.1.8)
G — S’;i((ll—:g%). (3.2.1.9)
8y," = -Syri%__%ﬁ;—) (3.2.1.10)

Selanjutnya akan dicari fungsi log likelihood secara umum.

Telah dibuktikan pada sub bab (3.1) bahwa taksiran maksimum likelihood untuk o, ;2

, 0y, dan p; pada distribusi bivariat normal berturut-turut adalah

2 .2
Sxi /n. ,Sy‘ /ni,ﬁl- dimana i = 1,2 . Sehingga fungsi log likelihood secara umum

[

dapat dinyatakan sebagai

n Sy1? $12\ n Syp? S22
L :—Nln27r——1<ln x1 +lnL>——2<ln X2 +ln£>—
2 ny ny

Universitas Indonesia
Pengujian kesamaan ..., Adi Gunaryo, FMIPA Ul, 2011



39

Din(1-p?) - 21 - p,7) -

2 A2 2
1 <Sx1 Ny 2P17Sx1Sy1M +Sy1 nl)

A 2 2 2
2(1 — pP1 ) Sx1 Sx1Sy1 Sy1

2 A 2 2
1 (sz Ny 2Dy Sx2SyaN; +Sy2 n2>

A 2 2 2
2(1 — P2 Sx2 Sx2Sy2 Sy2

n n
l, = —Nin2m — %(lnsxl2 + Ins, %) — %(lnsxz2 + Ins,y?) + nylnny +

n,lnn, — %ln(l = ,512) . %ln(l — ﬁzz) =

e
201-p)

(2n,(1-p,%)) (2n,(1 - 5,%))

1
2(1-p,°)
- e 2 2 N2 2 2

I, ==NIn2r — ?(lnsx1 + Ins,, ) 5 (lnsx2 + Ins,, ) +nyilnn, +

n n
nylnn, — ?]ln(l - ﬁ,z) - ?Zln(l - ,622) —(ny +ny)
2

2 2
1 1
l, = —NIn2m — Ez n;(Insy? + Insy;?) + Z nilnn, — 52 nin(1-p;°) —N.
i=1 i=1

i=1

Selanjutnya akan dicari statistik uji dan aturan keputusan untuk menguji hipotesis

Ho:pr = p, =pdanHy:py #p, .

Akan digunakan statistik uji A* = —2InA untuk menguji hipotesis di atas.

L
A = —2InA = —sz—“ =—2(lp — 1) = 2(1; — L)
1
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2 2
* 1 2 2
N =2 —NIn2m — Ez ni(lnsxi + Insy, ) + z n;lnn,
i=1 i=1

2

2

i=1

2
1
n;in(1 - p;>) = N + NIn2m + 52 n;(Ins,? + Ins,;?)

2 2
N
+ Z ndn(1—pp;) — z nylnn, — iln(l —p?) + N)
i=1 i=1
2 2
A =2 _Ez n;n(1-p;°) + Zniln(l —ppy) — Eln(l —p?)
i=1 i=1

1% L, Ic A
A =2 Ez 2n;ln(1 = pp;) — —Z nin(1-p%) — 52 n;ln(1 — p?)
i=1

1=1 i=1
1 2
EZTL 2in(1 — ppl)—ln(l plz) In(1- )))

i=1

2
A= Z n (In(1 = pp)? = in(1 = p;2) = In(1 = p?))

”‘i”' ) (=pp)
“LM\a-na-p)

Dengan menggunakan teorema (2.4.1) , statistik uji A* = —2InA yang dalam hal ini

2

. _ (1 —ppy)? >
n=pm (“‘(1—;33)(1—;32)

i=1

akan berdistribusi chi square dengan derajat bebas 1.

H, akan ditolak jika A* > c* dimana c* adalah suatu konstanta dari tabel y? (chi
square dengan derajat bebas 1) yang memenuhi Pr (A* = ¢*) = a dimana «

merupakan suatu tingkat signifikansi yang digunakan.
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3.2.2  Untuk k Populasi

Misalkan (X;;,Y;) , j = 1.2,..,n; , i = 1,2,..,k merupakan n; sampel acak
dari populasi ke — i yang berdistribusi bivariat normal dengan mean (i, iy;)
standar deviasi (oy;, 0,,;) dan koefisien korelasi p; . Dengan demikian fungsi

likelihood nya dapat dinyatakan sebagali
L(x,y) = (f(xn; Vi) f (12, Y12) '"f(xlnlrylnl))

(f(x21;3’21)f(x22'3’22) ---f(xznZ;J’2n2))

(FGotr, YD F Ctis Yi2) o F Ceins Vi)

1 nq 1 nq % N 2
L= vy ' 2 ( 1) xl)
210,101/ 1 — pF 2(1—,01)}.:1 Ox1

W (xu—.um) Vij — Ky T Y1j 7 Hy1 2)
& Ox1 0y Oy1

1
2100y,

ny np
oxp | = 1 2 <x2j = .uxz)2
1/:[—pzz 2(1_)0%)},:1 Ox2

_5 (ij_nu'JCZ) Y2j = Hy2 + Y2j — Hy2 2)
P2 Ox2 Oy2 Oy2
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ng ng
1 exp| — 1 2 (xkj - .ka)z
210 Oy 1 — p? 2(1-pp) = Oxkc

_9 (xkj —.ka) Vij — Hyk n Vij — Hyk 2
P Oxk O-yk O-yk

Fungsi log likelihood nya yaitu

[(x,y) = InL(x,y)

ny

1 y 1
=lIn +in
(27T0-x10-y1\/ iy ,012> <27T0x20y2V 1- P%)

1 b
+in o
<27ka0yk«/ 1-— p,%)
ni
1 z (xu' —.ux1)2 A2 (xlj . .Ux1) <3’1j = .Uy1>
2(1-p7) R Ox1 3 Ox1 Oy1
Vi = Hy1\
+ (u) ) h
Oy
nz
1 Z (xz,- = /va2)2 % (xz,- - uxz) (3’2}' - uyz>
2(1 A p%) = Oyx2 g Oyx2 0y2
2
N (w) ) _
Ty2

ng
B 1 Z (xkj - .uxk)z ~2p (xkj - .ka) <}’kj - Hyk)
2(1 - P;%) = Oxk ; Oxk O-yk
2
n <ykj _.uyk> >
O-yk
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Dengan cara yang sama seperti pada subbab (3.2.1) , fungsi log likelihood pada

persamaan di atas dapat dinyatakan sebagai

k k
1 1
I(x,y) = —=NIn2m — EZ n; (Inoy? + Inoy,?) — Ez n; In(1 — p?) —

i=1 i=1

k ~
lz 1 [(sxi2> [ <2PiPiniSyi> B (Syi2>l
2 =1 (1 - plz) O-xiz OxiOyi O-yiz

dimana

k ng n;

2 2 g Z

N:an y Sxi _Z(xij_xl) » Syi _Z(yl] yl) ’

i=1 j=1 Jj=1

n;

A 1 = -
20 e _Z(xij _xi)(yij —J’i)-

xioyi =

Misalkan akan diuji hipotesis:
Hy:py = p; = - = pi = p dan H;: tidak demikian

maka fungsi log likelihood di bawah asumsi H, benar

n n
lo = —NIn2m — é(lnaxlz + Ing, %) — 72 (Inoy,? + Inoy,?) —
ng 1 1
—7(ln0xk2 + Inoy,.?) —Eln(l —pny+ny + 4+ my) — 20=9
Sx1? 2pP15x15y1 5y12 Sx2” 2PP2Sx25y2 Sy22
2 + 2|t 2 + z) T
Ox1 O-xlo-yl O-yl Ox2 O-xZO-yZ O-yZ
Sy’ 2PPiSxkS Syr
+< xk_ ZPPRSxyk y"2> . (3.2.2.1)
Oxk O-xko-yk Uyk
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Selanjutnya akan dicari taksiran maksimum likelihood dari o,;* dan ,,;* dimana

i =1,2,..,k di bawah asumsi H, benar.

Pada subbab (3.2.1) telah diperoleh taksiran maksimum likelihood dari o,;* dan o,,;>
dimana i = 1,2 di bawah asumsi H, benar seperti pada persamaan (3.2.1.7) sampai
dengan (3.2.1.10) , dengan cara yang sama untuk i = 1,2, ..., k diperoleh taksiran
maksimum likelihood dari o,;* dan o,;* dimana i = 1,2, ..., k di bawah asumsi H,
benar yaitu

6_ _2 :SXLZ(l_p\ﬁl)
= T

(o A syi2(1—ppy)
O P

Fungsi log likelihood di bawah asumsi H, benar seperti pada persamaan (3.2.2.1)

dapat dinyatakan sebagai

2(1—pp S,12(1 = pp
lo:—NanH—n]<l LY A pp’)>—

— | n n
2 n,(1=p?) n, (1 —-p?)

E( n5x22(1 — pp2) nsyzz(1 = Pﬁz)) -
2 n,(1— p?) ny(1—p2?)

e () Sx> (1 — ppy) Syr” (1 = ppy)
——=|In ~— tin > -
2 n, (1 — p?) ne (1 —p?)

1
Eln(l —pA(y +ny + 4 my) —
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1 <Sx12n1(1 ) _ 2pP1Sx1Sy1ni (1 —p?)  sp%n (1 — P2)>
2(1=p2) \\ 5:42(1 = ppy) Sx15y1(1 — ppy) Sy12(1— ppq)

<5x22n2(1 -p?) _ Zpﬁzsxzsyznz(l - p?)
Sx22(1 = pp,) szsyz(l — pP2)
Sy2°n, (1 — P2)> N

Syzz(l —pp2)

<Sxk2nk(1 - p?) B 20P1SxSyri (1 — p?)
Sy 2(1 — ppy) SxiSyk (1 — ppy)

ONOA PZ)>
s> =pp) ) )

Dengan cara yang sama seperti pada subbab (3.2.1) , fungsi log likelihood di bawah

asumsi H, benar pada persamaan di atas dapat dinyatakan sebagai
1 k k k
lo ==NIn2m — Ez ni(lnsm—2 - lnsyiz) — Z n;n(1— pp;) + Z n;lnn, +
i=1 i=1 i=1

N
517’1(1 - ,02) —N

Selanjutnya akan dicari taksiran maksimum likelihood untuk p di bawah asumsi H,

benar.

Pada subbab (3.2.1) telah diperoleh taksiran maksimum likelihood untuk p di bawah
asumsi H, benar seperti pada persamaan (3.2.1.6) , dengan cara yang sama untuk
k populasi diperoleh taksiran maksimum likelihood untuk p di bawah asumsi H,,

benar yaitu dengan menyelesaikan persamaan

ni(py —p) ny(p, —p) (P — P) —0
(1-pp)  (A-ppy) (1-pp)
k
i —p) _
(1 pp:) '
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Selanjutnya akan dicari fungsi log likelihood secara umum.

Telah dibuktikan pada sub bab (3.1) bahwa taksiran maksimum likelihood untuk o,;?

o,;* dan p; pada distribusi bivariat normal berturut-turut adalah
S .2 S 2 . . .
xi /Tli ;o /nl. ,p; dimana i = 1,2, ..., k sehingga dengan cara yang sama seperti

pada sub bab (3.2.1) fungsi log likelihood secara umum dapat dinyatakan sebagai

k

k k
1 1
l; = —=Nin2m — EZ n;(Ins,? + Insy;?) + Z n;lnn, — EZ nin(1—-p*) = N.
=1 i=1

i=1

Selanjutnya akan dicari statistik uji dan aturan keputusan untuk menguji hipotesis

Hy:py = p; = - = pi = p dan H;: tidak demikian .

Akan digunakan statistik uji A* = —2InA untuk menguji hipotesis di atas.

L
A* = =2InA = —21nL—° S (e | )
1

1 k k
A =2 (—Nann - Ez N (Insg2tins,;2) + Z n;lnn,
i=1 i=1
K

1
—5 ) min(1=p?) = N+ Nin2m+ - Z (Ins,? + Ins,,2)

i=1

N
+ z ndn(1—pp;) — 2 n;lnn, — Eln(l —p?) + N)
i=1 i=1

k

1
A =2 —EZniln(l 2)+ann(1 ppl)——ln(1 p?)

i=1
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k K k
1 1 1
Ez 2nn(1 - pp;) — EZ nIn(1 - p;*) — 52 niln(1— ﬁ2)>

( i=1 i=1 i=1

k
%z n; (2ln(1 —pp) —In(1—p,*) — In(1 - ﬁz))>

i=1

k
A = z n (In(1 = pp)? = In(1 = p;) = In(1 - p2))

3 (1—ppy)?
* (l"(l e - ﬁ2)>'

i=1

Dengan menggunakan teorema (2.4.1) , statistik uji A* = —2InA yang dalam hal ini
k

b (1—-ppy)?
=y, <1n = ﬁ2)> (32.2.2)

i=1

akan berdistribusi chi square dengan derajat bebas (k — 1) .

H, akan ditolak jika A* > c¢* dimana c* adalah suatu konstanta dari tabel )((Zk_l) (chi

square dengan derajat bebas (k — 1)) yang memenuhi Pr (A* = c¢*) = a dimana a

merupakan suatu tingkat signifikansi yang digunakan.
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BAB 4
CONTOH PENERAPAN

Dalam bab ini akan diberikan contoh dalam menguji kesamaan koefisien
korelasi dari beberapa populasi yaitu korelasi antara jumlah pembelian dan jumlah
maksimum kredit yang diberikan oleh suatu distributor obat di Jakarta dari tiga
kelompok pelanggan yaitu supermarket, toko obat dan warung.

Jumlah pembelian seharusnya berkorelasi positif dengan jumlah maksimum
kredit. Jika tidak berkorelasi atau berkorelasi negatif maka dicurigai terdapat indikasi
kecurangan yang terjadi dalam pemberian kredit. Oleh karena itu adanya korelasi
antara jumlah pembelian dan jumlah maksimum kredit perlu diperhatikan. Karena
pelanggan dari distributor obat tersebut terdiri dari supermarket, toko obat dan
warung maka koefisien korelasi di tiga kelompok pelanggan tersebut akan
dibandingkan.

Jika diperoleh hasil pengujian kesamaan koefisien korelasi dari tiga kelompok
pelanggan berbeda maka besarnya koefisien korelasi antara variabel jumlah
pembelian dan jumlah maksimum kredit perlu dicari dan diartikan secara terpisah
untuk masing-masing kelompok pelanggan. Jika diperoleh hasil pengujian kesamaan
koefisien korelasi dari tiga kelompok pelanggan tidak berbeda maka besarnya
koefisien korelasi antara variabel jumlah pembelian dan jumlah maksimum kredit
dapat dicari dan diartikan secara keseluruhan atau dipilih untuk satu populasi

kemudian digeneralisasi sehingga biaya pengambilan sampel dapat direduksi.

4.1 Sumber Data

Data yang akan dianalisis adalah data dari suatu distributor obat di Jakarta.

Data meliputi variabel jumlah pembelian dan jumlah maksimum kredit yang
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diberikan dari tiga kelompok pelanggan yaitu supermarket, toko obat dan warung.
Dalam contoh analisis ini akan dilakukan pengujian kesamaan koefisien korelasi
antara jumlah pembelian dalam skala rupiah (selanjutnya disebut pembelian) dan
jumlah maksimum kredit yang diberikan dalam skala rupiah (selanjutnya disebut
kredit limit) dari tiga kelompok pelanggan yaitu supermarket, toko obat dan warung.
Banyaknya data dari tiga kelompok tersebut adalah 330 pelanggan dimana 107
pelanggan supermarket, 119 pelanggan toko obat dan 104 pelanggan warung. Data

terlampir.

4.2 Analisis Data

Berdasarkan data yang ada, sudah diperiksa bahwa pembelian dan kredit limit
berdistribusi bivariat normal untuk setiap. Selanjutnya akan dicari koefisien korelasi
antara pembelian dan kredit limit untuk masing-masing kelompok pelanggan yaitu
supermarket, toko obat dan warung. Dari data diperoleh koefisien korelasi antara
pembelian dan kredit limit untuk pelanggan supermarket, toko obat dan warung
berturut-turut adalah p;, = 0.815 , p, = 0.393 , p; = 0.552 .

Kemudian akan dilakukan pengujian hipotesis sebagai berikut:

Hy: p; = p, = p3 = p (Koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit dari

ketiga kelompok pelanggan adalah sama)

H,:tidak demikian (koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit dari ketiga

kelompok pelanggan adalah tidak sama) .

Untuk menguji hipotesis di atas akan digunakan statistik uji seperti pada persamaan
(3.2.2.2) yaitu
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3

L (o a-pa)
=) (ln(l—ﬁf)(l—ﬁ2)>

i=1

dimana n; adalah banyak data pada populasi ke-i dan p adalah taksiran maksimum

likelihood dari p .

Dengan aturan keputusan H, akan ditolak jika A* = c* dimana c* adalah suatu
konstanta dari tabel yZ (chi square dengan derajar bebas 2) yang memenuhi Pr (A* >

c*) = a dimana a merupakan suatu tingkat signifikansi yang digunakan.

Dari data diperoleh p = 0.639 dan A* = 30.99 . Oleh karena nilai A* = 30.99 >
5.99 (konstanta dari tabel y# dengan nilai a = 0.05) maka diperoleh suatu aturan

keputusan yaitu H, ditolak.

Dengan demikian koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit dari ketiga
kelompok pelanggan adalah tidak sama dengan tingkat kepercayaan 95% . Dari hasil

tersebut diperoleh kesimpulan

e Koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit bergantung pada kelompok
pelanggan

e Untuk mencari dan mengartikan koefisien korelasi antara pembelian dan kredit
limit, faktor kelompok pelanggan perlu diperhatikan. Dengan demikian untuk
kasus ini, besarnya koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit untuk
supermarket, toko obat dan warung perlu dicari dan diartikan secara terpisah untuk

masing-masing kelompok, sebagai berikut :
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Tabel 4. 1

Hasil koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit untuk kelompok

supermarket

Correlations

pembelian | kredit limit
pembelian Pearson Correlation 1 .815*%
Sig. (2-tailed) .000
N 107 107
kredit_limit ~ Pearson Correlation .815*% 1
Sig. (2-tailed) .000
N 107 107

**. Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).

Berdasarkan tabel di atas diperoleh koefisien korelasi antara pembelian dan kredit
limit untuk kelompok supermarket adalah g, = 0.815 . Berarti untuk kelompok
supermarket semakin besar pembelian maka semakin besar kredit limit dan
sebaliknya semakin kecil pembelian maka akan semakin kecil kredit limit. Dari tabel
di atas juga dapat disimpulkan bahwa koefisien korelasi tersebut signifikan. Karena
diperoleh p, = 0.815 (cukup besar) maka dengan mengetahui besar pembelian,

prediksi terhadap penentuan kredit limit dapat ditentukan dengan “akurat”.

Tabel 4. 2

Hasil koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit untuk kelompok toko obat

Correlations

pembelian kredit limit
pembelian Pearson Correlation 1 .393*
Sig. (2-tailed) .000
N 119 119
kredit_limit  Pearson Correlation .393* 1
Sig. (2-tailed) .000
N 119 119

**. Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).
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Berdasarkan tabel di atas diperoleh koefisien korelasi antara pembelian dan kredit
limit untuk kelompok toko obat adalah g, = 0.393 . Berarti untuk kelompok toko
obat semakin besar pembelian maka semakin besar kredit limit dan sebaliknya
semakin kecil pembelian maka akan semakin kecil kredit limit. Dari tabel di atas juga
dapat disimpulkan bahwa koefisien korelasi tersebut signifikan. Walaupun signifikan,
nilai p, = 0.393 tidak cukup besar untuk memprediksi secara “akurat” penentuan
kredit limit berdasarkan jumlah pembelian walaupun ada kecenderungan semakin
besar jumlah pembelian maka semakin besar kredit limit dan sebaliknya.

Tabel 4. 3

Hasil koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit untuk kelompok warung

Correlations

pembelian | kredit limit
pembelian Pearson Correlation 1 .552*
Sig. (2-tailed) .000
N 104 104
kredit_limit  Pearson Correlation .552* 1
Sig. (2-tailed) .000
N 104 104

**. Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).

Berdasarkan tabel di atas diperoleh koefisien korelasi antara pembelian dan kredit
limit untuk kelompok warung adalah p; = 0.552 . Berarti untuk kelompok warung
semakin besar pembelian maka semakin besar kredit limit dan sebaliknya semakin
kecil pembelian maka akan semakin kecil kredit limit. Dari tabel di atas juga dapat
disimpulkan bahwa koefisien korelasi tersebut signifikan. Walaupun signifikan, nilai
p3 = 0.552 tidak cukup besar untuk memprediksi secara “akurat” penentuan kredit
limit berdasarkan jumlah pembelian walaupun ada kecenderungan semakin besar

jumlah pembelian maka semakin besar kredit limit dan sebaliknya.
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Jika koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit secara keseluruhan (tidak
memperhatikan kelompok pelanggan) tetap dicari maka akan diperoleh hasil seperti
pada tabel 4.4

Tabel 4. 4

Hasil koefisien korelasi antara pembelian dan kredit limit secara keseluruhan

Correlations

pembelian | kredit limit
pembelian Pearson Correlation 1 .378*
Sig. (2-tailed) .000
N 330 330
kredit_limit ~ Pearson Correlation .378* 1
Sig. (2-tailed) .000
N 330 330

**. Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).

Berdasarkan tabel di atas diperoleh koefisien korelasi antara pembelian dan kredit
limit secara keseluruhan (tidak memperhatikan kelompok pelanggan) adalah 0.378 .
Berarti secara keseluruhan semakin besar pembelian maka semakin besar kredit limit
dan sebaliknya semakin kecil pembelian maka akan semakin kecil kredit limit. Dari
tabel di atas juga dapat disimpulkan bahwa koefisien korelasi tersebut signifikan.
Walaupun signifikan, nilai 0.378 tidak cukup besar untuk memprediksi secara
“akurat” penentuan kredit limit berdasarkan jumlah pembelian walaupun ada
kecenderungan semakin besar jumlah pembelian maka semakin besar kredit limit dan
sebaliknya. Padahal saat di analisis secara terpisah, pada kelompok pelanggan
supermarket diperoleh prediksi yang “akurat” penentuan kredit limit berdasarkan

jumlah pembelian.
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BAB 5
PENUTUP

51  Kesimpulan

Pengujian kesamaan koefisien korelasi dari beberapa populasi dapat dilakukan
dengan pengujian rasio likelihood berdasarkan statistik uji yang berdistribusi chi

square.

5.2 Saran

« Pengujian kesamaan koefisien korelasi dari beberapa populasi dapat

menggunakan metode lain seperti metode c(alfa) statistik

« Metode dalam tugas akhir ini dapat digunakan untuk memeriksa dipenuhinya
asumsi dalam penggunaan koefisien realibilitas Alpha Chronbach
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LAMPIRAN

Lampiran 1

Menunjukkan bahwa 6 memaksimumkan L(0) jika dan hanya jika 6

memaksimumkan In L( 9) .

Bukti bahwa jika 6 memaksimumkan L(6) maka 8 memaksimumkan In L( 6).

Karena & memaksimumkan L(60) maka:

L(O)
o

L(O) 1 o) _ 1 olnl(®) _
26 L) 80 _LO) - 98

92L(0)

TE

0L Gl T

302 I ~ %1 ~ 902 Lo ~°

~ % (L(le)) ' 62(96) N 029(29) : L(19) 2 % (ﬁ) : %
- % (L(16)> ' afa(:) * azaz(f) 'L(19) < % (ﬁ) 0+0
- % (L(16)> ' afa(:) * azaz(f) 'L(19) <

=53y 90) <0~ 3550 ) <0
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2InL(6)
% —_—
262

Dengan perkataan lain 6 juga memaksimumkan In L( 9).

Bukti bahwa jika & memaksimumkan In L( ) maka & memaksimumkan L(8).

Karena 6 memaksimumkan InL(6) maka:

amaLe(e) "y
az:;Lg(e) e _)ﬁ_ag_(:) B L(g)_%‘g).ag—(:): L(9).0
20 g
% (L(%)%) W %(L(lé’)) ' aLa(:) . azalé(f) ' L(le) =
@_L_L@ < 0.L(6)
002 "L(6)

Dengan perkataan lain 8 juga memaksimumkan L(6).

Terbukti bahwa 6 memaksimumkan L(0) jika dan hanya jika 6 memaksimumkan

InL( 6).
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Lampiran 2

Teorema 2.4.1

Misalkan X;, X,, ..., X, menyatakan n variabel random yang saling bebas dan masing-
masing memiliki pdf f;(x;; 04, 6,,..,0,,) untuki = 1,2,....,n, (64,0,,..,0,,)eQ
dimana () adalah ruang parameter dengan dimensi m dan misalkan w adalah subset

dari Q yang berdimensi r . Dapat dibuktikan bahwa distribusi asymptotic dari

L(®)

A =g N
n n()

adalah y2,_, .

Bukti

Misalkan diambil nilai taksiran parameter @ dari ruang taksiran parameter & dan

taksiran parameter 8,,,,,s dari ruang taksiran parameter Q. , maka statistik uji A* dapat
ditulis sebagai berikut :

Ao E.¥ N9
A = 21nL(§mm)_ 2(1(8) = L(Baks)) - (1D

Pendekatan deret Taylor orde 2 untuk mencari nilai 1(8), saat nilai @ = 8 adalah :

al(B) s 7 0%1(0) N
P +§(9 Fa B)TW lo=a(6 — 0) (2)

31(9)

1(8) =1(8) + (8 - e)

karena 8 merupakan taksiran maksimum likelihood untuk & maka ——|4-5 = 0 .

Dan l(e) merupakan suatu kostanta sehingga persamaannya menjadi

1 _.70%1(8) _
1(8) ~ K + E(«9 -9) szg(e -9)

jika persamaan diatas dinyatakan dalam bentuk eksponensial akan menjadi

7 0°1(0 _
p(6lx) ~ Cexp< (6-8) 22|, (o - e)) 3

dengan C adalah suatu konstanta.
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Perhatikan peubah acak X berdistribusi multivariate normal (u , A™") , pdf nya adalah
—(x — )T A(x - u))

1
fx) = n—exp<
(2m)z/]A 1| 2

(4)

Jika persamaan (3) dan (4) dibandingkan maka dapat disimpulkan bahwa p(8|x)

memiliki bentuk fungsional yang sama dengan distribusi multivariate normal dimana

3%1(0)
A= <_W |e:a>

sehingga distribusi multivariat normal sering digunakan untuk mengaproksimasi
distribusi p(0|x),

p@lx) ~ N(8,(1(8)) )

dimana
0°1(6
I(6) = (—% |9:a)

karena @ adalah vektor parameter maka I(8) adalah matriks.
Dengan menggunakan informasi tersebut maka dengan menggunakan dalil
limit pusat akan didapat
0-86
W ~ N(0,1)

sehingga

(6-8)'16)(6—-8) ~2.

Persamaan (2) dapat ditulis sebagai berikut :
_ 1 _ _
1(6) - 1(8) ~ -5 (6 - 9)'1(6)(6 — 8)

sehingga akan diperoleh —2 (l(e) - l(@)) ~ (6 -0)'1(6)(6 — 8) (5)
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Dari persamaan (1) akan diperoleh
A ==2(1(8) = U(Brmaxs) )
=2 (U(Bmars) — 1(B))
= 2[(1(Brmaks) = 1Bmars)) — (1(8) — 1(8)) + (LB mars) — 1(8))]
2 (1(Brmaks) — 1Brmaks)) = 2 (U(B) = 1(O)) + 2(1(B mars) — 1(B)) (6)

Berdasarkan persamaan (5), kita mengetahui bahwa suku pertama pada persamaan (6)
diatas berdistribusi chi square dengan derajat bebas m, sementara suku kedua
berdistribusi chi square dengan derajat bebas r, dan suku ketiga merupakan suatu

konstanta.

Jadi terbukti bahvia A* = 2 (U(8) — U(Bimaks)) ~ X2

m—r °
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Lampiran 3

Data pembelian dan kredit limit dari tiga kelompok pelanggan

61

supermarket toko obat warung
pembelian | kreditlimit | pembelian | kredit limit | pembelian kredit limit

5250028 11111942 340925 | 20000000 487109 6177062
4182711 10995811 345862 | 20000000 399752 5697698
2971119 10817501 | 348502.6 | 20000000 289266 5519021
2864936 10754453 432875 10000000 242232 5442871
2830270 9929517 437600 | 10000000 152955 5167848
2544825 9604649 465750 | 10000000 18320 5129074
2236423 9228499 465750 | 10000000 | 133332.1 4137012
2214805 9016810 466800 9795806 | 323598.9 3874815
1989761 8733983 480125 9389303 | 329345.5 3707192
1948050 8326754 | 488867.5 9304412 | 467754.7 3551372
1892476 8324939 491150 8632082 554441 3550545
1886859 8084923 | 505252.6 8151283 | 587350.5 3397206
1819273 7762135 528275 8142002 652543 3378582
1785924 7521665 | 529884.9 7910506 | 842045.7 2961725
1782355 7247025 543312 7792602 | 859765.6 2772734
1749556 6927480 549780 7482392 1116083 20816869
1734082 6702542 561000 6457094 1128822 14620721
1635182 6629034 | 563042.5 6158553 1249943 13498435
1440549 6233953 563255 6142415 1391202 13427984
1399467 6149769 571340 5603840 1437743 12099429
1355493 32722835 591025 374337 1484039 11188404
1331203 24643543 601725 501051 1561543 10917820
1329503 24204242 604400 735799 1588800 10883242
1315995 23992352 657600 959704 1645053 10832319
1285802 22846391 659736 1007524 1705219 9740982
1029640 21037211 664000 1334657 1780065 8765813
998930 19857291 679140 1654403 1892402 7921624
8747.01 19602166 679140 2127712 2038762 7363463
46738.43 17728363 691802 2656100 3673718 7016286
79754.2 16730157 693000 2739584 3795122 6524235
83728.9 15753103 693150 3169998 3974580 299212
154250.6 15179267 698625 3317178 3994780 280701
156358 14770886 | 708212.5 3578413 9510990 190310
168780.2 14437006 | 708212.5 3622490 7160978 9860.54
197606.2 14046332 | 708212.5 4437503 6175818 318483.4
217040.1 13688062 | 711392.5 4479625 4961491 402513.5
259770.1 13679296 727650 4571989 4954611 429483.4
277050.9 13452798 | 741749.9 4618071 2902984 455341.8

Universitas Indonesia

Pengujian kesamaan ..., Adi Gunaryo, FMIPA Ul, 2011



286045 11771458 | 741749.9 4625858 2513137 675377.4
286787.3 11403582 764841 4759002 2409087 906019.2
296406.7 5755647 770875 4788743 2088964 2771017
365185.8 5702561 770875 5021917 2016879 2701787
370065.7 5559000 770875 5146363 1904455 2556298
409770.1 5203252 | 779005.7 5351751 1629784 2501494
423428.2 4478591 781375 5434514 1502555 2236498
499574.8 4221807 | 789502.9 5766588 1437723 1960457
522428.8 3979745 810018 5894490 1415199 1881859
526873.6 3811935 | 859742.5 6083798 4540693 1280311
549450.9 3658672 | 896309.9 7193726 4519654 1222865
557424.2 3606930 | 908212.5 7422395 4105214 1052199
615224.5 2475698 | 908212.5 7796882 3814504 1041300
647841.5 2459050 | 908212.5 7828524 3617279 1477635
679654.8 2023319 | 908212.5 8393583 3506180 1832023
680802.6 1798229 | 908212.5 8408521 3361452 1901567

699178 1634314 | 908212.5 8569515 3350673 2045652
716018.1 995855 | 908212.5 8574497 3304317 2780438
781153.5 977071 | 908212.5 9354763 2930200 2939617
789665.2 446563 | 908212.5 9451681 1219639 3254470
805864.4 29759 | 908212.5 9489805 999546 3375055
819468.5 690716.9 | 982387.5 9760296 943165 3441438
884408.8 871532.4 991282 9876548 817508 3618080
933962.4 1020464 1010950 | 10018382 815648 3673672
1004077 1385291 1010950 | 10280880 718449 4269843
1019639 1523611 1036480 | 10985780 676347 4350912
1024132 2083763 682500 | 11129596 4127072 4387866
1122099 2346141 677280 | 11381684 4237748 4423491
1130733 2581040 224664 | 11920971 4364588 5428534
1154626 3067192 144716 | 12057842 4420512 6124005
1227238 3117123 77280 | 12821025 4477476 6557326
1284436 3466690 53295 | 13413590 4504668 6738870
1301410 3852007 45901 | 13594417 2277123 6907161
1444760 4151766 31350 | 14259888 2363094 7149271
1472615 4680117 12144 | 14660052 2531297 7286695
1494381 5108768 | 104417.5 | 14993928 2533944 7448139
1505075 6282024 105600 | 15503531 2537561 7709348
1557026 7561653 132000 | 16277135 2848577 8265594
1567710 9547604 139725 | 16945422 2990340 8458968
1616355 9611399 139725 | 17442517 3003040 9509317
1670012 9919003 139725 | 18010344 3014068 9605365
1702723 10353976 139725 | 18660509 3164781 9750010
1725203 10429521 139725 | 18829257 5703743 10200345
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1791044 10624234 148500 | 18838995 5766949 10387276
1840700 10944650 159780 | 18866424 5924215 10952492
1896206 11047971 186300 | 19438012 6042973 11057218
1910119 11249290 197450 | 19540674 6055760 11162057
1950132 11363993 198000 | 19573872 6141913 11765860
2311741 11740048 213900 | 19970987 6366851 11901883
2319559 12158428 225225 | 20084402 6422651 11921554
2401839 12350274 231000 | 20300005 6772091 11932106
2420559 12570676 231000 | 20732957 6990015 12116049
2435204 12705949 232875 | 22209454 4598819 12116302
2445563 13086509 232875 | 22607940 4744979 13021725
2676146 13112277 232875 | 23095092 4970754 13340999
2732926 13388113 274725 | 23129924 4979552 13929391
2757593 13697092 277200 | 23378635 5013179 15352839
2827337 14351094 280150 | 25110614 5113878 15762803
2839038 14441284 315375 | 25556492 5182999 15883925
2989625 17991338 | 329553.8 | 25604992 5268107 16603565
3117527 18303215 331500 | 26663375 5351653 17322631
3211872 18435030 1042888 | 27816088 5454283 18684585
3244314 18792061 1086805 | 28023088 7248505 19382755
3264894 20452135 1106213 | 28481161 7598754 20554710
3429181 20787890 1111813 | 28731402 8470289 21354955
3535139 23329631 1112010 | 28834007 9388228 22758352
3764266 24215141 1114963 | 30229439
4107733 25059124 1136480 | 32143674
5205048 27534973 1326230 | 32437188

1358280 | 33778232

1358280 | 34557026

1358280 | 35381766

1358280 | 36529628

1358280 | 37816738

1416800 | 40313076

1432510 | 43704333

1488480 | 44088404

1504416 | 46093604

1549284 | 48710773

1788480 | 50599068

1788480 | 50994978
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