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ABSTRAK

Nama - Siti Julaeha
Program Studi : Magister Matematika
Judul : Pemetaan Kompatibel di Ruang Metrik Q-fuzzy

Pada suatu himpunan tak kosong X, dapat ditentukan himpunan fuzzy A € X oleh
sebuah fungsi p,: X — [0,1] yang disebut sebagal fungs keanggotaan di A.
Dengan konsep itu telah didefinisikan ruang metrik fuzzy (X, pu,,,*)dan ruang
metrik Q-fuzzy (X, po,*). Pada ruang metrik (X, ) telah dikenal pemetaan
kompatibel, padatesisini akan dibahas pemetaan kompatibel di ruang metrik,
pemetaan kompatibel di ruang G-metrik, pemetaan kompatibel di ruang metrik
fuzzy dan pemetaan kompatibel di ruang metrik Q-fuzzy.

Kata kunci: ruang metrik, ruang metrik fuzzy, ruang metrik Q-fuzzy, pemetaan
kompatibel.
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ABSTRACT

Name : Siti Julaeha
Study Program: Magister of Mathematics
Title : Compatible Mapping on Q-fuzzy Metric Space

On anonempty set X, can be determined afuzzy set A € X by afunction u,: X -
[0,1] is called amembership function in A. With that concept has been defined
fuzzy metric spaces (X, up,*) and Q-fuzzy metric spaces (X, ug,*). In the metric
space (X, d) has been known compatible mapping, in this thesis will discuss
compatible mapping on metric spaces, compatible mapping on G-metric spaces,
compatible mapping on fuzzy metric spaces and compatible mapping on Q-fuzzy
metric space.

Keywords: metric space, fuzzy metric space, Q-fuzzy metric space, compatible
mapping.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Manusia adalah makhluk berakal yang tak pernahelnérbntuk
memikirkan dan mencoba menyelesaikan masalah-nmagaihe ditemuinya.
Sebagaimana diketahui, dunia ini penuh dengana&igimstian. Seperti informasi
yang diperoleh dari lingkungan, data yang dihasil@ari pengamatan dan
pengertian yang digunakan ada yang tidak jelasseaiar-samar. Gagasan
seperti himpunafuzzy diharapkan bisa menangani ketidakpastian tersimgan

cara lebih matematis dan jelas.

Pada tahun 1965 konsep himpumazzy pertama kali didefinisikan oleh
Zadeh. Sejak saat itu banyak peneliti yang memgelajmpunarfuzzy dan
aplikasinya. Khususnya Kramosil dan Michalek (19d@ngan konsep himpunan
fuzzy mereka memperkenalkan ruang metukzy. George dan Veeramani (1994)
memodifikasi gagasan ruang metfuizzy dengan bantuan norm-t kontinu. Lalu
Mustafa dan Sims (2006) yang memperkenalkan defuasig G-metrik sebagai
perumuman dari ruang metrik. Terakhir Guangpengkiar(2010)
mendefinisikan ruang metrik @zzy yang bisa dianggap sebagai perumuman dari

ruang metrikfuzzy .

Gagasan metrikuzzy berkembang dalam dua perspektif yang berbeda.
Satu kelompok ahli matematika mempertimbangkaniknkizzy sebagai fungsi
bernilai real tak negatif yang memenuhi aksiomagepada metrik biasa,
sedangkan kelompok lain lebih mempertimbangkan gatfazzy’an di metrik itu
sendiri. Pendekatan yang digunakan dalam tesed@ah menurut perspektif
yang kedua.

Sampai saat ini telah banyak penelitian mengemaegean di ruang
metrik fuzzy untuk berbagai tujuan. Kebanyakan penelitian iesupakan
pengembangan dari ruang metrik biasa. Pada ruatrikr®, d) telah dikenal

pemetaan kompatibel. Oleh karenanya di tesis ianakbahas mengenai
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pemetaan kompatibel di ruang metrilkf@zy. Selain itu, akan dibahas pula
pemetaan kompatibel di ruang G-metrik dan pemédtaarpatibel di ruang metrik

fuzzy.

1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang dibahas pada tesis ini adalabemanruang metrik,
ruang G-metrik, ruang metrikuzzy, ruang metrik (fuzzy dan pemetaan

kompatibel di masing-masing ruang metrik tersebut.
1.3  Tujuan Pendlitian

Berdasarkan latar belakang dan permasalahan ditaji@sn penelitian ini
adalah untuk mempelajari ruang metrik, ruang G-taatuang metrikiuzzy,
ruang metrik Qluzzy dan pemetaan kompatibel di masing-masing ruangkmet

tersebut.

1.4  Metode Pendlitian
Penelitian dilakukan dengan mempelajari karya-kédngeh yang
disajikan dalam bentuk buku, tesis ataupun makgdalg relevan dengan topik

penelitian.

Universitas Indonesia
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Tujuan dari bab ini adalah untuk memberikan infasnt@ntang definisi-
definisi dan beberapa contoh yang berguna untukapaman tentang ruang
metrik Qfuzzy. Pembahasan akan dimulai dari himpuhamy, ruang metrik,
ruang G-metrik, ruang metrikizzy dan pemetaan kompatibel di masing-masing

ruang metrik tersebut.
2.1  Himpunan Fuzzy

Ada berbagai macam jenis himpunan di sekitar Kigdapi tidak semua
himpunan itu terdefinisi secara jelas. Misalnya uiman orang kaya, himpunan
orang pintar, himpunan orang tinggi dan lain selvaga Pada himpunan orang
tinggi, tidak dapat ditentukan secara tegas apakaborang tinggi atau tidak.
Misal didefinisikan bahwa “orang tinggi” adalah ngayang tinggi badannya
lebih tinggi atau sama dengan 180 cm. Maka orangatetinggi badan 179 cm
menurut definisi itu tidak termasuk orang tinggiliSditerima bahwa orang
dengan tinggi badan 179 cm bukan orang tinggi.itdahenunjukkan bahwa
batas antara kelompok orang tinggi dengan orang ydak tinggi tidak dapat
ditentukan secara jelas. Oleh karena itu untuk r@sgpermasalahan himpunan
dengan batas yang tidak jelas itu, Zadeh pada th865, memperkenalkan
konsep himpunafuzzy.

Dalam bahasa Indonesia, katazzy” berarti kabur atau tidak jelas. Misal
X adalah sebuah himpunan sembarang dengan anggokadiaotasikan sebagai
x. Himpunarfuzzy A di X dikarakterisasikan oleh suatu fungsi yang dinamaka
fungsi keanggotaan daki Nilai fungsi ini pada suatu di X disebut tingkat
keanggotaaw di A. Dalam teori himpunan klasik, fungsi keanggotaaternilai
0 atau 1 dan disebut fungsi karakteristik dari hingmA.

Secara matematis himpunfuzzy bisa didefinisikan sebagai berikut:
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Definisi 2.1 (Zadeh, 1965)
Himpunanfuzzy A di X ditentukan oleh fungsi,: X — [0,1]. Dengan demikian
himpunanfuzzy dapat dinyatakan sebagai berikut:
A = {(x,ua(x)): x € X dan u,(x) menyatakan tingkat keanggotaan x di A}
(2.1.1)

Selanjutnya diberikan contoh dari himpuriazzy.

Contoh 2.2
MisalnyaX = {1,2,3, ...,20}, padaX bisa didefinisikan sebuah himpuniamzy A
dengan fungsi keanggotaap: X — [0,1] sebagai berikut:

1
1+(x—10)2

a(x) = (2.1.2)

Maka diperoleh:

(1,0.01), (2,0.01)(3,0.02), (4,0.02), (5,0.03), (6,0.05), (7,0.1),
A=1{ (80.2),(90.5),(10,1),(11,0.5), (12,0.2), (13,0.1), (14,0.05), }(2.1.3)
(15,0.03), (16,0.02), (17,0.02), (18,0.01), (19,0.01), (20,0.009)

Himpunanfuzzy A disebut sebuah himpunan bilangan asli yang “dedt0”.

Contoh 2.3 (Klir dan Yuan, 1995)

Misal X adalah himpunan orang. Paddisa didefinisikan himpunaiuzzy A,, 4,
danA; yang merepresentasikan secara berurutan konsegp pardihbaya dan tua
terkait umur seorang manusia pada interval (0d@dpan fungsi keanggotaan

Uas: X — [0,1] sebagai berikut:

1 ,x < 20
yAl(x)z{(BS—x)/15 ,20<x <35 (2.1.4)
0 ,x =35
(0 , x<20ataux = 60
- !% , 20 < x < 35 215
Uy (x) = .
Az @20, 45<x<60
1 ’ 35SXS4‘5
0 ,x < 45
yA3(x)={(x—45)/15 ,45 < x <60 (2.1.6)
1 ,X = 60

tiga fungsi keanggotaan tersebut dapat dilihatdaeafik di gambar 2.1.
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JIN G

Muda A, Paruhbaya Ac Tua As

Umur

Gambar 2.1 Grafik Fungs Keanggotaan untuk Himpunan Fuzzy 44, A, dan
A

Terdapat beberapa macam fungsi keanggotaan datapuhanfuzzy, diantaranya
sebagai berikut:

1. Fungsi Keanggotaan Linier (Klir dan Yuan, 1995)

Pada fungsi keanggotaan linier, fungsi keanggotgadigambarkan
sebagai suatu garis lurus. Bentuk ini paling sesi@dan menjadi pilihan yang
baik untuk mendekati suatu konsep yang kurang.jelasgsi keanggotaan linier
terdiri dari dua bentuk, yaitu fungsi keanggotaaref naik dan fungsi
keanggotaan linier turun. Pada fungsi keanggotaser haik, garis lurus dimulai
pada nilai yang memiliki tingkat keanggotaan naigeeak ke kanan menuju nilai
yang memiliki tingkat keanggotaan lebih tinggi dandungsi keanggotaan
sebagai berikut:

0 rx<a
px) =y(x—a)/(b—aya<x<b (2.1.7)
1 v x=2b

Gambar grafik fungsi keanggotaan linier naik adalah
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n(x) a

Gambar 2.2 Grafik Fungsi Keanggotaan Linier Naik

Sedangkan pada fungsi keanggotaan linier turuins ggaus dimulai dari
nilai dengan tingkat keanggotaan tertinggi padieksis kemudian bergerak
menurun ke nilai yang memiliki tingkat keanggotéeinih rendah dengan fungsi
keanggotaan sebagai berikut:

1 , x<a
ux) =4b—-x)/(b—a) , a<x<b (2.1.8)
0 y x=b

A
#(x)

Gambar 2.3 Grafik Fungsi Keanggotaan Linier Turun

2. Fungsi Keanggotaan Segitiga (Klir dan Yuan, 1995)

Fungsi keanggotaan segitiga pada dasarnya merugakamgan antara

dua garis. Adapun persamaan untuk bentuk segnigadalah:

Universitas Indonesia
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(2.1.9)

0 rx <aataux = ¢
px)={(x—-a)/(b—a) a<x<b
(c—x)/(c—b)r b<x<c
Gambar grafik fungsi keanggotaan segitiga adalah:
n(x) A
_1 ____________
0 X

Gambar 2.4 Grafik Fungs Keanggotaan Segitiga

3. Fungsi Keanggotaan Trapesium (Klir dan Yuan, 1995)

Kurva trapesium pada dasarnya seperti bentukigagitanya saja ada

beberapa titik yang memiliki nilai keanggotaan Hafun persamaan untuk kurva

trapesium ini adalah :

0 , x<aataux =>d
.t . 5 as<x<bh
HG) = 1 ) b<x<c
d—x)/(d-c) > ¢ = x sarl

Grafik fungsi keanggotaannya adalah:

(2.1.10)

pw(x) A

Gambar 2.5 Grafik Fungsi Keanggotaan Trapesium
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Selanjutnya akan dibahas operasi yang berlaku pagaunanfuzzy

seperti pada himpunan biasa.

211  Operas pada Himpunan Fuzzy (Zadeh, 1965)

Misalkan himpuna® danB merupakan dua himpuné&uzy dengan
fungsi keangotaan, (x) danug(x) untuk setiapc € X. Adapun operasi-
operasi dasar himpunéuezy terdiri dari :

1. A = B jika dan hanya jika,(x) = ug(x) untuk setiapx € X.
2. Komplemen himpunafuzzy A diberi tandad yang memiliki fungsi
keanggotaan:
pa(x) =1 —=p,(x) (2.1.11)
3. A c B jika dan hanya jikg,(x) < ug(x) untuk setiapc € X.
4. Gabungan dua himpunduezy A danB adalah himpunafuzzy C yang
memiliki fungsi keanggotaan:
Ue(x) = max {py(x), up(x)} untuk setiapc € X (2.1.12)

atau disingkat dengan

e =HaV Up (2.1.13)
5. lIrisan dua himpunafuzzy A danB adalah himpunafuzzy C yang

memiliki fungsi keanggotaan:

e () = min {u,(x), ug (x)} untuk setiapc € X (2.1.14)

atau disingkat dengan

Ue = Ha N Up (2.1.15)

Contoh 2.4

Pada contoh 2.3 sebelumnya telah didefinisikan himapfuzzy A, A, danA,
yang merepresentasikan secara berurutan konsep pardabaya dan tua
terkait umur seorang manusia pada interval (0d@dpan fungsi keanggotaan

Ua: X = [0,1] sebagai berikut:

1 ,x <20
pa,(x) ={(35-x)/15 ,20 <x <35
0 ,x =35
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0 , x<20ataux = 60
(x —20)
-, 20< x < 35
Ha, (x) = 6015

60—=x) 45 < x < 60
L 115 : 35 < x < 45

0 , X < 45
fa, (x) = {(x —45)/15 ,45 <x <60

1 ,x = 60

Maka

1. Ay # Ay, Ay # Az dand; # As Karenau,, (x) # ug, (%), pa,(x) #
Ha, (x) danuy, (x) # py, (x) untuk setiape € X.
2. Gabungan dua himpun#mzzy A, dan A, adalah himpunafuzzy C

yang memiliki fungsi keanggotaan:

pe(x) = maks {pg, (x), ua, ()} (2.1.16)
1 , x<20atau35 <x <45
% : 20 < x < 27.5
_ ) (x=20)
-1 ] 275 < x < 35 (2.1.17)
(60-%) 45 < x < 60
15 ’ x = 60
)

3. Irisan dua himpunafuzzy A, dan A, adalah himpunafuzzy D yang

memiliki fungsi keanggotaan:

up (%) = min {pg, (%), ta, (0} (2.1.18)
0 , x<20ataux > 35
(x=20)
— s , 20<x <275 (2119)
(CE)) 27.5 < x < 35

15 !

Grafik hasil operasi gabungan dan irisan himpunazy A, dan A, bisa dilihat di
grafik berikut:
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#e (X)), 425 (X)

80

Umur

Keterangan

e (X)
—_— i, (X)

Gambar 2.6 Grafik Operasi Gabungan dan Irisan Himpunan Fuzzy A; dan
A

22 RuangMetrik

Pada materi kalkulus telah dipelajari fungsi-fungsng terdefinisi pada
himpunan bilangan re&. Selain itu juga telah dipelajari jarak dari sutil ke
titik lain yaitu: jarak antara titik dany dengarnx, y € R yang didefinisikan
dengan:

d(x,y) = |x — y|, untuk setiap,y € R. (2.2.1)

Dapat pula dipelajari jarak pada ruang yang lelitumn dan fungsi yang
didefinisikan pada ruang tersebut. Metode yangrth@an untuk jarak dan fungsi
padaR akan membantu dalam memahami jarak dan fungsimeatg yang lebih

umum.
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Definisi 2.5 (Istratescu, 1981)
Misal X adalah sebuah himpunan tak kosong. Sebuah meti&Xpadalah

sebuah pemetaah X x X - R* U {0}, yang memenuhi syarat-syarat berikut:

(i) d(x,y) = 0 untuk setiap, y € X;

(i)  d(x,y) = 0 jika dan hanya jika = y;

(i)  d(x,y) = d(y,x) untuk setiapr,y € X;

(iv) d(x,z) <d(x,y)+d(y, z) untuk setiap, y, z € X.

PasangaiiX, d) disebut ruang metrik.

Contoh 2.6 (Istratescu, 1981)
Himpunan bilangan re& dengan fungsi yang didefinisikan oleb (a, b) =
|a — b| untuk setiam, b € R adalah sebuah ruang metrik di himpunan bilangan

real R.

Penjelasan:

(i)  d(a,b) =|a—b| =0 untuk semua, b € R;
(i) d(a,b) =|a—b| =0 jika dan hanya jika = b;
(i) d(a,b) =|a—b|=1|b—al =d(b,a) untuk semua,b € R;
(iv) d(a,c)=la—c|
= (VoS (D — C ]
<l|a—b|+|b—c|
=d(a,b) + d(b,c).

Dari (i)-(iv) terbukti bahwa R, d) adalah ruang metrik.
Selanjutnya akan dibahas suatu barisan di ruangkni&t d).

Definisi 2.7 (Shirali, 2000)

Misal (X, d) ruang metrik. Suatu funggt N — X disebut barisan sedemikian
sehingga untuk setiape N, f(n) = x,, € X. Suku-suku,, di X merupakan
barisan titik diX dan dinotasikan dengdw,,).
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Definisi 2.8 (Istratescu, 1981)
Suatu barisaiix,,) dalam ruang metrikX, d) konvergen ke € X jika untuk
setiape > 0, adan, € N sedemikian sehingga,

d(x,,x) <& Vn=n, (2.2.2)

Contoh 2.9
MisalkanX = R* U {0} dengan metriki(x,y) = |x — y|. Maka barisargx,,)

yang didefinisikan olel,, = % untukn € N di dalam ruang metrikX, d)

konvergen ke 0.

Penjelasan:
Ambil sembarang > 0, maka menurut sifat Archimedean terdapae N

sedemikian sehingga, > % Oleh karena itu, jika = n, maka% < ni Sehingga
0
untuk setiap > n, berlaku
o[ =i =t<i<e.
n n n no
Jadi barisanx,, konvergen ke 0.

Definisi 2.10 (Istratescu, 1981)
Suatu barisafix,) dalam ruang metrikX, d) disebut barisan Cauchy jika untuk
setiape > 0, adan, € N sedemikian sehingga,

d(xp, Xm) < €, Yn,m 2 n, (2.2.3)

Setiap barisafix,,) yang konvergen disebut barisan Cauchy.

Contoh 2.11
Barisan(x,) denganx,, = % untukn € N di ruang metrik X, d) pada contoh 2.9

adalah barisan Cauchy.

Penjelasan:

Ambil sembarang > 0, maka menurut sifat Archimedean terdapge N

sedemikian sehingga, > 2 Oleh karena itu, jika,m > n, maka% < ni dan
0

<L Sehingga untuk setiapm > n, berlaku

No

3r
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F-o<i+i<Z<e
n m ng

n m

Jadi barisanx,, adalah barisan Cauchy.

Definisi 2.12 (Istratescu, 1981)
Ruang metrik X, d) disebut lengkap jika setiap barisan Caugty) adalah

konvergen ke suatu titik &i.

Contoh 2.13
Barisan(x,,) denganx,, = % untukn € N di ruang metrik X, d) pada contoh 2.9

sebelumnya telah dibuktikan konvergen dan Cauclgh ®arenanya menurut

definisi 2.12, ruang metrikX, d) adalah ruang metrik lengkap.
Selanjutnya akan dibahas pemetaan kompatibel dgroeetrik (X, d).

Definisi 2.14. (Jungck, 1986)
Dua pemetaafi: X - X dang: X — X pada ruang metrikX, d) disebut

kompatibel jikalim,,_, f (x,) = lim,_,. g(x,;) mengakibatkan

lim,,_,o, d (f(g(xn)),g(f(xn))) = 0 untuk sembarang barisén,) di X.

Contoh 2.15
Misal (x,,) adalah barisan di ruang met(iR, d). Makaf (x) = x3 dan

g(x) = 2 — x adalah pemetaan kompatibel.

Penjelasan:

Karena |f(x,) —gx)| =lx, —1||x2+x,+2| >0 jika x,—1 dan

lim,, o |[F (g () — 9(f(xn))| = limy 0 6], — 112 = 0 jika x, > 1 maka f
dang adalah pemetaan kompatibel di ruang metRkd).

2.3. Ruang G-metrik
Penelitian tentang ruang metrik terus berkembangaaakhirnya

Mustafa dan Sims (2006) memperkenalkan ruang Giretbagai berikut:
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Definisi 2.16 (Mustafa dan Sims, 2006)
Misal X adalah himpunan tak kosong danX x X x X - R* U {0} adalah

sebuah fungsi yang memenuhi:

(G1) G(x,y,z) =0jikax =y = z;

(G2) G(x,x,y) > 0 untuk setiapr, y € X denganx # y;

(G3) G(x,x,y) < G(x,y,z) untuk setiapc,y, z € X dengare # y;

(G4) G(x,y,2) =G(x,2,y) =G(y,z,x) =G(y,x,2) = G(z,x,y) = G(z,y,x)
untuk setiap, y, z € X (sifat simetri).

(G5) G(x,y,z) < G(x,a,a) + G(a,y,z) untuk setiapc, y,z,a € X.
(sifat ketaksamaan segiempat)

FungsiG disebut sebuah G-metrik padadan pasangarX(G) adalah ruang G-

metrik.

Definisi 2.17 (Mustafa dan Sims, 2006)
Ruang G-metri X, G) disebut simetris jik& (x,y,y) = G(x, x, y) untuk setiap
x,y €X.

Selanjutnya diberikan contoh ruang G-metrik.

Contoh 2.18 (Mustafa dan Sims, 2006)

Misal (X, d) adalah ruang metrik. Definisikadh X x X x X - R* U {0} dengan
G(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) + d(z,x).

(X, G) adalah ruang G-metrik.

Penjelasan:
(G1) Akan ditunjukkanG(x,y,z) = d(x,y) + d(y,z) + d(z,x) = 0 jika

xX=y=z.
Karenax = y = z, makaG (x,y,z) = d(x,x) + d(x,x) + d(x,x) = 0.

(G2) Akan ditunjukkanG (x,y,z) = d(x,y) + d(y,z) + d(z,x) > 0 untuk

setiapx,y,z € X dengamnx # y.
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karenad adalah sebuah metrik dan= y, makad(x,y) > 0, d(y,z) = 0 dan
d(z,x) = 0, sehingga:

G(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) + d(z,x) > 0.

(G3) Akan ditunjukkanG (x,x,y) < G(x,y, z) untuk setiapx, y,z € X dengan
ZFYy.
Karena

G, x,y) =d(x,x) +d(x,y) +d(y,x)

sedangkaml (x, x) = 0, sehingga:
G(x,x,y) = d(x,y) +d(y,x)
Karenad metrik, makad(y,x) < d(y,z) + d(z, x). Sehingga:
G(x,x,y) =d(x,y) +d(y,x) <d(x,y) +d(y,z) + d(z,x)
=G6(x,y,2)
JadiG(x,x,y) < G(x,y,z) untuk setiapc, y,z € X dengarz + y.

(G4) Sifat simetri dibuktikan berdasarkan sifat komditdéin asosiatif

penjumlahan bilangan real dan sifat metrik:
d(x,y) =d(y,x),d(y,z) = d(z,vy) dand(z,x) = d(x, z). Sehingga:

e Gx,y,z)=dxy)+dy,z)+d(zx)
=d(z,x) +d(y,z) +d(x,y)
=d(x,z) +d(z,y)+d(y, x)
=G(x,zYy)

e G(x,y,z)=d(x,y)+d(y,z) +d(z,x)
=d(y,z) +d(z,x) +d(x,y)
=Gy, 2 x)

e G(x,y,z)=d(x,y)+d(y,z) +d(zx)
=d(x,y) +d(z,x) +d(y, z)
=d(y,x)+d(x,z) +d(z,y)
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=Gy, x,2)

e G(x,y,z)=d(x,y)+d(y,z) +d(z,x)
=d(z,x) +d(x,y) +d(y, z)
=G(z,x,y)

e G(x,y,z)=d(x,y)+d(y,z) +d(z,x)
=d(y,z) +d(x,y) +d(z,x)
=d(z,y) +d(y,x) +d(x,z)
=G(z,y,%)

Jadi G(x,y,2) = G(x,z,v) =G(¥,2,x) = G(y,x,2) = G(z,x,y) = G(z,y,x)

(G5) Sifat ketaksamaan segiempdtx, v,z) < G(x,a,a) + G(a,y, z) untuk
setiapx, y, z, a € X dibuktikan sebagai berikut:

Karenad adalah sebuah metrik, maka berlaku:
d(x,y) <d(x,a) +d(a,y)
d(z,x) <d(z,a) +d(a,x)
Jadi,
G(x,y,z) =d(x,y) +d(y,z) +d(z,x) <d(x,a) +d(a,y) + d(y,z)
+d(z,a) +d(a,x)

< (d(x, a)+d(a,a) + d(a, x))

+(d(a, y) +d(y,z) +d(z, a))
=G(x,a,a) +G(a,y,2)

Dari (G1) - (G5) terbukti bahwd X, G) adalah ruang G-metrik.

KarenaG (x,y,y) = d(x,y) + d(y,y) + d(y,x)
=d(y,y) +d(x,y) +d(y,x)
=d(x,y) +d(y,x)
=d(x,x)+d(x,y)+d(y x)
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= G(x,x,y) untuk setiapc,y € X

maka ruang G-metrikX, G) disebut simetris.

Selanjutnya dibahas suatu barisan di ruang G-metrik

Definisi 2.19 (Mustafa dan Sims, 2006)
Misal (X, G) adalah ruang G-metrik, maka barigar) di X disebut G-Cauchy
jika untuk setiag > 0, terdapat, € N sedemikian hingg& (x,, x,,, x;) < &,

untuk setiapr, m,l > n,.

Definisi 2.20 (Mustafa dan Sims, 2006)
Misal (X, G) adalah ruang G-metrik, maka baridar)) di X disebut G-konvergen
ke x jika lim, e G(X, x4, %) = 0. Artinya untuk setiap > 0, terdapat

ny € N sedemikian hinggé (x, x,,, x,,) < € untuk setiap, m > n,.

Definisi 2.21 (Mustafa dan Sims, 2006)
Ruang G-metrik(X,G) dengan setiap barisan G-Cauchy(XiG) adalah G-

konvergen disebut ruang G-Metrik lengkap.

Selanjutnya akan dibahas mengenai pemetaan kdmpati ruang G-

metrik yang didefinisikan oleh Kumar (2012).

Definisi 2.22 (Kumar, 2012)

Dua pemetaanf:X —» X dan g: X —» X pada ruang G-metriKX,G) disebut
kompatibel jika lim,, e f(x,) = lim,,_ g(x,) mengakibatkan
limye0 G (£ (g0en)), 9(f Gn)), 9(f () ) = 0 untuk sembarang barisén,) di
X.

Contoh 2.23
Misal X = [—1,1] danG adalah G-metrik padé x X x X denganG(x,y,z) =
|x —y| + |y — z| + |z — x|, untuk setiap, y,z € X.
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Misal (x,,) adalah barisan di. Definisikanf: X — X dang: X — X dengan
flx) = § dang(x) = ’2—6 Makaf, g adalah pemetaan kompatibel di ruang G-

metrik.

Penjelasan:

Karenalf(x,) — g(x,)| = élxnl - 0 jika |x,| = 0 dan

lim,, . G (f (%") , g (x?") 0] (%")) - e (%,%,%) = 0 makaf dang

adalah pemetaan kompatibel di ruang G-metrik.

24  Ruang Metrik Fuzzy

Cara mendefinisikan ruang metfikzy adalah salah satu masalah
mendasar dalam matematika. Menurut Grabiec (198R)aknya ada lima konsep
yang berbeda tentang ruang mefukzy. Dalam tesis ini konsep yang akan
digunakan tentang ruang metfikzzy adalah menurut Kramosil dan Michalek
(1975). Mereka berpendapat bahwa dalam praktelargé fidak akan pernah
bisa diukur secara tepat. Hal ini bisa dilihat deeiberapa kali pengukuran jarak
yang sama, hasilnya mungkin berbeda. Biasanyamiiairata yang diambil
dalam kasus seperti itu.

Berdasarkan konsep ruang meftikzy yang didefinisikan oleh Kramosil
dan Michalek itulah, George dan Veeramani padand®94 memodifikasi
pengertian ruang metrikizzy dengan bantuan norm-t kontinu. Sebelum
membahas definisi ruang metfikzzy, terlebih dahulu akan dijelaskan mengenai

norm-t kontinu sebagai berikut:

Definisi 2.24 (Schweizer dan Sklar, 1960)

Operasi binek: [0,1] x [0,1] — [0,1] disebut norm-t kontinu jika memenuhi
kondisi:

0) * komutatif dan assosiatif;

(i) * kontinu;

(i)  ax*1 = auntuk setiam € [0,1];

(iv) Jikaa < cdanb < d, makaa * b < c * d untuka, b, c,d € [0,1].
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Contoh 2.25 (Schweizer dan Sklar, 1960)
Operasi binek: [0,1] x [0,1] — [0,1], didefinisikan dengan:
a*xb=ab,a b€ [01] (2.4.1)

Maka * adalah norm-t kontinu.

Penjelasan:
0] a * b = ab danb * a = ba (komutatif)
ax* (b *c) =ax*(bc) =abc = (ab) * c = (a * b) * ¢ (assosiatif)
(i) Akan ditunjukkan * kontinu.
* adalah sebuah fungsi yang didefinisikan olef0,1] x [0,1] - [0,1] ,
dimanax (a,b) = ab, a,b € [0,1].
Karenaa, b € [0,1] kontinu maka (a, b) = ab kontinu.
Jadix* kontinu.
(i)  a=*1 = auntuk setiam € [0,1].

(iv)  Akan ditunjukkan Jika < ¢ danb < d, makaa * b < ¢ * d untuk

a,b,cde]|01].
Jikaa < cmakaa*b =ab<cbh=cxb (2.4.2)
Jikab <d makab *c = bc <dc=d*c (2.4.3)

Dari persamaan (2.4.2) dan (2.4.3) diperalehb = ab < cb = bc <
dc =cd = cx*d sehinggar *b < c * d.
Dari (i) — (iv) terbukti bahwa * adalah norm-t kami.

Selanjutnya adalah definisi ruang mefukzy yang didefinisikan oleh George dan
Veeramani (1995):
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Definisi 2.26 (George dan Veeramani, 1994)

X adalah himpunan tak kosongadalah norm-t kontinu davf adalah himpunan
fuzzy padaX x X x (0, o) dengan fungsi keanggotaag yang memenuhi
kondisi berikut, untuk setiap y,z € X,s,t > 0,

D pu(x,y,t) > 0;

(f2) puy(x,y,t) = 1jika dan hanya jika = y;

(F3) um(x,y,t) = pu (v, x, 8);

FD un(x,y,6) * uy(y,2,5) < pu(x, 2, t + 5);

(f5) un(x, v,-):(0,0) = [0,1] kontinu.

uy disebut metrikuzzy padaX danuy, (x, y, t) merepresentasikan derajat

kedekatan antaradany terhadap. Maka 3-tupel X, u,,*) disebut ruang metrik

fuzzy.

Lemma 2.27 (Aphane, 2009)
Jika (X, up,*) adalah ruang metrik fuzzy, makg (x, y, t) adalah fungsi tak

turun terhadap untuk setiapc, y € X.

Bukti:
Andaikanu, (x,y,t) > uy(x,y,s) untuk0 < t < s. Menurut definisi 2.26 sifat
(f4), diperoleh:

(Y, 0) * py (v, v, s = ) < py (6, y,5) < uy(x,y,t) (2.4.4)
Karenauy (y,y,s —t) = 1 makauy, (x,y,t) < uy(x, y,t), kontradiksi. Jadi
haruslahuy, (x, y, t) fungsi tak turun terhadapuntuk setiapc,y € X. m

Selanjutnya diberikan contoh sebuah ruang méiaky. Yaitu:

Contoh 2.28 (Aphane, 2009)

Misal (X, d) adalah sebuah ruang metrik dengas R. Definisikana * b = ab
untuk semua, b € [0,1] dan misalkarM adalah himpunafuzzy padaX x X x
(0, ) dengan fungsi keanggotaan yang didefinisikan sabzagikut:

Uy, y,t) = [exp (ﬂ)]_l (2.4.5)

t

untuk setiape, y € X dant > 0. Maka(X, uy,,*) adalah ruang metrikizzy.
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Penjelasan:

Bisa ditunjukkan bahwa,, adalah sebuah metrilizzy, yaitu:

_ lx-yl\]7! ,
(D) uy(x,y,t) = [exp (T)] > 0 untuk setiap, y € X dant > 0.

, . _ le=yN\T7t .
(f2) Akan dibuktikanuy(x,y,t) = [exp( - )] = 1 jika dan hanya jika

X=1y.
(=)

Jikax = y makauy (x,y,t) = [exp ('x yl)] S

vt > 0, misalx = y maka|x — y| = 0. Sehingga
e (524
exp e =1

,UM(X,y,t) = 1.

Jadi,

=)
Jikapy, (x,y,t) = 1 makax = y.

Karenauy (x,y,t) =1 maka[exp( ')] = 1. Jadi

exp( yl) = exp(0)

P |x—J/|=0
t
& Jx—y|l=0

= xX=y
Sehingga terbukti bahwa, (x, v, t) = [exp (' y')] = 1 jika dan hanya jika
x=Yy.

(f3) Akan dibuktikanu, (x,y,t) = uy(y, x, t).
Karenalx — y| = |y — x| makauy, (x,y,t) = uy(y, x, t).

(f4) Akan dibuktikaru, (x, y,t) * uy (v, z,5) < uy(x,z,t + s). Untuk setiap
x,y,z € X dant,s > 0 berlaku
lx —z| < |x—y|+ |y —z| (2.4.6)

|x—z|£(1+§)|x—y|+(1+§) ly — z| (2.4.7)
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t
v =21 < (%) lx =yl + (5) ly - 21 (2:4.8)
atau
-zl  x-yl |yl (2.4.9)
t+s t S

Karenaexp(x) adalah fungsi naik, maka

exp (IHjI) < exp (lx:yl) exp (IySZI) (2.4.10)

= o 2 fpED] [ ean

Jadi terbukti bahway, (x, v, t) * uy(v,2,s) < uy(x,z,t + s).

(f5) Akan dibuktikaru, (x, y,-): (0,00) — (0,1] kontinu.
Ambil barisan(t,,) € (0, «) sedemikian sehingga baris@t ) konvergen ke
t € (0, ) yaitu
1170 oA P LN (2.4.12)

~i [x —yl

ﬂ.

saat(t,) konvergen ke. Oleh karena itw,,(x, y,"): (0, ) — [0,1] adalah fungsi

Karena fungsexp(t) adalah fungsi kontinu d, maka

konvergen ke ——

kontinu.
Dari (f1) — (f5) terbukti bahwaX, u,,,*) adalah ruang metrikizzy.

Pada contoh 2.28 himpunan bilangan Rddisa diganti dengan himpunan
tak kosongX dan metrik biasa pad@ diganti dengan metrik sembarasig
Contoh selanjutnya menunjukkan bahwa ruang metekgmduksi ruang metrik

fuzzy.

Contoh 2.29 (George dan Veeramani, 1994)
Misal (X, d) adalah sebuah ruang metrik. Definisika®n b = ab untuk semua
a,b € [0,1] dan misalkarM adalah himpunafuzzy padaX x X x (0, c0) dengan

fungsi keanggotaan yang didefinisikan sebagai berik

t
t+d(x,y)

tuy (6, y,t) = (2.4.13)

untuk setiapr, y € X dant > 0. Maka(X, py,,*) adalah ruang metrikizzy. py,,
disebut metrikuzzy standar yang diinduksi oleh metrik
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Penjelasan:

t
t+d(x,y) > 0.

(f1) Akan dibuktikanuy,(x,y,t) =

Karenad metrik, makad(x,y) = 0 dan karena > 0 diperoleh:

t
tuy (X, Y, 1) = tTdoy) >0
(f2) Akan dibuktikanuy, (x,y,t) = Hdzxy) = 1 jika dan hanya jika = y.
=)
Karena——— = 1, makat = ¢ + d(x,y). Sehinggal(x,y) = 0, karenad

t+d(x,y)

metrik, makax = y.

(<)

Karenax =y, makad(y,y) = 0 sehinggauy,(x,y,t) = t+dley) 4 % B
(f3) Akan dibuktikanu,(x,y,t) = uy,(y, x, t).
g (X, ¥, 1) = t+dxy)
karenad metrik makad(x, y) = d(y, x). Sehingga:
14069, 6) = s = s = g, 0. )

(f4) Akan dibuktikanuy, (x,y,t) * uy, (v, 2,8) < uy,(x,z,t + ).

t S
%
t+d(x,y) s+d(y,z)

/’[Md(x'y't) & ,LlMd(y,Z,S) i

ts
T (t+d () (s+d(v,2))

Karenad metrik dans, t > 0, maka
d(x,z) <d(x,y) +d(y,z), untuk setiap,y,z € X
Sehingga:
tsd(x,z) < ts(d(x,y) +d(y, z))

& (t+s)ts +tsd(x,z) < (t + s)ts + ts(d(x,y) + d(y,2))

< (t+s)ts + tsd(x,y) + tsd(y, z) + t?d(y,z)

+s2d(x,y) + (t + s)d(x,y)d(y, z)
=(t+s)ts+ (t+ s)sd(x,y) + (t + s)td(y, z)

+(t + s)d(x,y)d(y,z)
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= (t+s)(ts +sd(x,y) + td(y,z) + d(x,y)d(y, z)
=(t+ s)(t + d(x, y))(s + d(y, z))

= ts < t+s
(t+d(x)(s+d(¥,2)) ~ t+s+d(x,2)

Jadi,

ts t+s
‘uMd(x’ yt)* #Md(y' z,5) = (t+d(x,»))(s+d(y,2)) = t+s+d(x,z)

= .uMd(x) z,t+ S)'

(f5) Akan dibuktikanuy, (x,y,t): (0,00) — [0,1] kontinu.
g (x, y, t) = <
Misal

) ... s
na 30 = AT H T 9

Karenaf (t) = t > 0 kontinu darng(t) = t + d(x,y) > 0 kontinu, makm

kontinu.
Dari (f1) — (f5) terbukti bahwaX, uy,,*) adalah ruang metritizzy.

Selanjutnya akan dibahas suatu barisan di ruangknfigtzy (X, w,*)

yaitu:

Definisi 2.30 (Aphane, 2009)
Misal (X, upy,*) adalah ruang metrikizzy. Maka
1. Suatu barisafx,) di X konvergen ker € X jika untuk setiag > 0 dan
t > 0, adan, € N sedemikian sehingga, (x,, x,t) > 1 — £ untuk setiap
n = ny.
2. Suatu barisafx,) di X disebut Cauchy jika untuk setiap> 0 dant > 0,
adan, € N sedemikian sehingga, (x,, x,,,t) > 1 — € untuk setiap
n,m = ny.
3. Ruang metrikuzzy dengan setiap barisan Cauchy konvergen disebut

lengkap.
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Akibat 2.31 (Aphane, 2009)
Misal (x,,) adalah suatu barisan di ruang megifkd), maka barisafx, ) adalah

barisan Cauchy diX, d) jika dan hanya jikdx,) barisan Cauchy diX, py,,*)

t
t+d(x,y)’

dengaryy, (x,y,t) =
Selanjutnya diberikan contoh ruang meftikzy lengkap.

Contoh 2.32
Pada contoh 2.29 sebelumnya telah dibuktikan babxya, ,*) dengan

t
t+d(x,y)

(¥, ) = untuk setiapc, y € X dant > 0 adalah ruang metrikizzy.

Misal X = R* U {0} dengan metrik yang didefinisikan sebagai berikut, y) =
|x — y|. Maka barisargx,) yang didefinisikan olel,, = % untukn € N di dalam

ruang metrikfuzzy (X, uy,,+) adalah barisan Cauchy. J&#i uy,,*) adalah
ruang metrikiuzzy lengkap.

Penjelasan:

Pada contoh 2.11 telah ditunjukkan bahwa barisas % untukn € N di dalam

ruang metrik(X, d) adalah barisan Cauchy, maka barisans= % untukn € N di

dalam ruang metrikX, %) adalah barisan Cauchy. J&di u,, ,,+) adalah
ruang metrikkuzzy lengkap.

Beberapa jenis pemetaan di ruang mdtriy telah banyak diteliti untuk
berbagai tujuan. Kebanyakan penelitian itu merupgengembangan dari
pemetaan di ruang metrik biasa. Adapun pemetaag akan dibahas di tesis ini
adalah pemetaan yang dikembangkan oleh Jungck X ¥886 pemetaan
kompatibel. Oleh karena itu selanjutnya akan dijgd@ mengenai pemetaan

kompatibel di ruang metrituzzy.

Definisi 2.33 (Jungck, 1986)
Dua pemetaafi: X — X dang: X — X pada ruang metrikuzzy (X, up,*) disebut

kompatibel jikalim,,_, f (x,) = lim,_, g(x,) mengakibatkan

limy, o0 iy (F(9(xn)), 9(f (1)), t) = 1 untuk sembarang barisés,) di X.
Universitas Indonesia

Pemetaan kompatibel..., Siti Juleha, FMIPAUI, 2012



26

Contoh 2.34

Pada contoh 2.29 sebelumnya telah dibuktikan babxya, ,*) dengan

X = R* u {0} adalah ruang metrikizzy. Misal (x,,) adalah barisan di. Maka
f:X - X dang: X — X yang didefinisikan dengaf(x) = x3 dang(x) = x

adalah pemetaan kompatibeldi

Penjelasan:

Karenalf (x,) — g(xn)| = |x,1lx3 — 1| = 0 jika |x,| — 0 dan

1m0 g, (F(9G6)), 9 (F G, £) = limyoser iy, (63, 3, ) = 1 makaf dang
adalah pemetaan kompatibeldi

Setelah mempelajari definisi-definisi, operasi dantoh-contoh tentang
himpunanfuzzy, ruang metrik, ruang G-metrik, dan ruang mefuigy serta
barisan dan pemetaan kompatibel, bab berikut alemjetaskan tentang ruang
metrik Qfuzzy yang merupakan perumuman dari ruang méteky. Akan

dibahas pula barisan dan pemetaan kompatibel dgrieasebut.
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BAB 3
RUANG METRIK Q-FUZZY

Bahasan utama pada bab ini adalah tentang ruang metrik Q-fuzzy serta
contoh dan pemetaan kompatibel di ruang metrik tersebut.

3.1 Ruang Metrik Q-fuzzy

Guangpeng dan Kai (2010) mengenalkan definisi ruang metrik Q-fuzzy
yang bisa dianggap sebagai perumuman dari ruang metrik fuzzy. Berikut adalah
definisinya

Definisi 3.1 (Guangpeng dan Kai, 2010)

X adalah himpunan tak kosong, * adalah norm-t kontinu dan Q@ adalah himpunan
fuzzy pada X x X x X x (0, ) dengan fungsi keanggotaan u, yang memenuhi
kondis berikut, untuk setiap x,y,z,a € X dan s, t > 0:

QD) poCx,x,y,t) > 0dan ug(x,x,¥,t) < po(x,y,z t) untuk setiap x, y, z € X

denganz =y
(Q2) po(x,y,zt) = 1jikadan hanyajikax =y = z
(@Q3) ue(x,y,2,6) = (v, %,2,t) = ey, 2, x,t) = po (¥, x, 2, t)
= po(z,%,y,t) = po(2,y,%,t) = po(x,y, z,t) (Smetri)
(Q4) uo(x,a,a,t) x po(a,y,z,s) < pg(x,y,z,t +s)
(@5) ue(x,y,2,:):(0,0) — [0,1] kontinu.

U disebut metrik Q-fuzzy pada X dan uq (x, y, t) merepresentasikan dergjat
kedekatan antara x, y dan z terhadap t. Maka 3-tupel (X, uq,*) disebut ruang
metrik Q-fuzzy.

Ruang metrik Q-fuzzy disebut simetrisjika g (x,y,y,t) = ug(x, x,y, t) untuk
Setiap x,y € X.
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Contoh 3.2 (Guangpeng dan Kai, 2010)

Misa (X,G) adalah ruang G-metrik yang simetris. Definisikan a * b = ab untuk
semuaa, b € [0,1] dan misakan Q adalah himpunan fuzzy padaX x X x X X
(0, ) dengan fungsi keanggotaan yang didefinisikan sebagai berikut:

t
t+G(x,y,2)

to(x,y,2,t) = (3.1.1

untuk setiap x,y,z € X dan t > 0. Maka (X, ,uQ,*) adalah ruang metrik Q-fuzzy.

Penjelasan:

t
t+G(x,x,y) .

(Q1) Akan dibuktikan uq (x, x,y,t) =

t
t+G(x,x,y)

Karena G adalah G-metrik dant > 0, maka o (x, x,y,t) =

Selanjutnya, akan dibuktikan py(x, x,y,t) < puo(x,y,z,t) untuk setiap x,y, z €
X dengan z = y. Maka

t

po(x,x,y,t) = AT (3.1.2
Ho (6 Y, 7, 0) = pror——s (313)
Karena G adalah G-metrik yang simetris maka
G(x,x,y) =G(x,y,y) (3.1.3)
sehingga untuk t > 0:
: - (3.1.4)

t+G(xxy) — t+G(xy.y)

t t
t+G(xx,y) — t+G(xyy)  t+6(xy,2)

Jadi, po(x,x,y,t) = = uo(x,y,z,t) untuk

semuax,y,z € X denganz = y.
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(Q2) Akandibuktikan py(x,y,z,t) = 1 jikadan hanyajikax =y = z;

(=)

t
t+G(x,y,2z)

Karenapuy(x,y,z,t) = =1makat =t + G(x,y,z). Sehingga

G(x,y,z) = 0, karena G adalah G-metrik makax =y = z.

(=)
_ ] e N
Karenax =y = z maka ug (x, x, x,t) = B I
(@3) Akan dibuktikan ug(x,y, z,t) SImetri.
Karena G adalah G-metrik, maka:
t t X t n t o] t

Ko (x' Yo Zs t) = t+G(x,y,2) - t+G(x,zy) t+G(zxy) t+G(.zx)  t+G(¥,x,2)

t
- t+G(z,y,x)

‘Jadl MQ(X,_’)/,Z, t) = .UQ(X,Z')’J) = .uQ(Z'x'y' t) . MQ(y,Z,x,t) = [.lQ(y,x,Z,t)
= po(z,y,x,t) (Smetri)

(Q4) Akan dibuktikan py(x, a,a,t) * uy(a,y,2,5) < pe(x,y,2,t + s).

s
k
t+G(x,a,a) s+G(ay,z)

,uQ(x,a,a, t) *,uQ(a'y’Z'S) =

ts
- (t+G(x,a,a))(s+G(a,y,z))

Karena G adalah G-metrik dan s, t > 0, maka
G(x,v,z) <G(x,a,a) + G(a,y,z) untuk setiap x,y,z € X
tsG(x,y,z) < ts(G(x,a,a) + G(a,y,2))
(t+5)ts + tsG(x,y,2) < (t + s)ts + ts(G(x,a,a) + G(a,y,7))
< (t+ s)ts +tsG(x,a,a) + tsG(a,y,z)
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+(t+5)G(x,a,a)G(a,y,2)
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=(t+s)ts+ (t+s)sG(x,a,a)+ (t +s)tG(a,y,z)

+(t+5)G(x,a,a)G(a,y,2)
=(t+5s)(ts+sG(x,a,a) +tG(a,y,z)
+G(x,a,a)G(a,y,z))

=(t+s)(t+G6xaa))(s+6(ay2)

ts t+s
L= <
(t+G(x,a,0))(s+G(a,y,2)) = (t+s)+G(x,y,2)

Jadi,

ts L t+s
(t+G(x,a,0))(s+G(ay,z)) — (t+s)+G(xy,2)

po(x,a,a,t) * tg(a,y,z,5) =

(@5) Akan dibuktikan pq(x, y,z,t): (0, %) — [0,1] kontinu.

t

Ho(x,y,2,t) = t+G(xy,2)
Misal

t _f@®
t+ G(x,y,2z) g(t)

,UQ(X,y,Z, t) =

Karenaf(t) =t > 0 kontinu, dan g(t) =t + G(x,y, z) > 0 kontinu, maka

t

kontinu.
t+G(x,y,2z)

:uQ(x'ylZ' t) =
Dari (Q1) - (Q5) terbukti bahwa (X, uq,*) adalah ruang metrik Q-fuzzy.

Karena,uQ(x;y,y, t) = m

t
- t+G(x,x,y)

= up(x,x,y,t) untuk setiap x, y € X

maka ruang metrik Q-fuzzy (X, uo,*) disebut simetris.

= po(xy zt+s)
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Berikut akan dibahas mengenal sifat-sifat dari ruang metrik Q-fuzzy yaitu:

L emma 3.3 (Guangpeng dan Kai, 2010)
Jika (X, po,*) adalah ruang metrik Q-fuzzy, maka p, (x,y, z, t) adalah fungsi tak
turun terhadap t untuk setiap x, y, z di X.

Bukti:
Misa a = x, menurut definis 3.1 sifat Q(4), diperoleh:

o (%, %, %,t) * g (x,y,2,5) < po(x,y,2,t + 5) (3.1.9)

Karenapg(x,x,x,t) = 1 makapug(x,y,z,t +s) = py(x,y,z,t) untuk setiap

xX,Y,Z€EX. m

Definis 3.4 (Guangpeng dan Kai, 2010)

Pada ruang metrik Q-fuzzy (X, po,*), apabilalim,, ., x, = x dan lim, ., y, = y
dan lim,,_,., z,, = z dan lim,,_,, uo (%, y, 2, t,) = po(x,y, z,t) mengakibatkan
im0 o (X, Vs Zns tn) = 1o (x,y, 2, t) makap, disebut fungsi kontinu pada
XXX XX X(0,0).

Selanjutnya dibahas tentang barisan di ruang metrik Q-fuzzy. yaitu:

Definisi 3.5 (Guangpeng dan Kai, 2010)
Misal (X, pg,*) adalah ruang metrik Q-fuzzy. Maka
1. Suatu barisan (x,) di X konvergenkex € X jikae > 0 dansetigpt > 0,
adan, € N sedemikian sehingga Q (x;,, xp,, x, t) > 1 — & untuk setiap
n,m = ny.
2. Suatu barisan (x,,) di X disebut Cauchy jika untuk setigp 0 < € < 1 dan
t >0, adan, € N sedemikian sehingga po (%, X, x5, t) > 1 — € untuk
setigp [,m,n = n,.
3. Ruang metrik Q-fuzzy dengan setiap barisan Cauchy konvergen disebut
lengkap.

Selanjutnya akan dibahas pemetaan kompatibel di ruang metrik Q-fuzzy,
yaitu:
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3.2  Pemetaan Kompatibel di Ruang Metrik Q-Fuzzy
Selanjutnya akan dibahas tentang pemetaan kompatibel pada ruang metrik

Q-fuzzy.

Definisi 3.6 (Guangpeng dan Kai, 2010)

(X, po,*) adalah ruang metrik Q-fuzzy. Dua pemetaan f: X — X dan g: X - X
pada ruang metrik Q-fuzzy (X, ug,*) disebut kompatibel jika

lim,,_, f(x,) = lim,_ g(x,) mengakibatkan

limy, 00 g (f (9 (Xn)), g (f (X)), g (f (%)), £) = 1 untuk sembarang barisan (x;,)
di X.

Contoh 3.7
Pada contoh 3.2 sebelumnya telah dibuktikan bahwa (X, p,*) dengan

t
t+G(x,y,z)

Q-fuzzy. Misa (x,,) adalah barisan di X. Maka f: X — X dan g: X - X dengan
f(x) = x3 dan g(x) = x adalah pemetaan kompatibel di X.

Ho(x,y,2,t) = untuk setiap x,y, z € X dan t > 0 adalah ruang metrik

Penj elasan:
Karenalf(xn) - 4 g(xn)l = |xn||x721 = 1| e Ojikalxn| - 0 dan
limy 0 g (F (9 (), 9(f (), 9(F (), ©) = 1Mo 1 (33, 263, X35, £) = 1, maka f dan

g adalah pemetaan kompatibel di X.
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BAB 4
PENUTUP

4.1 Rangkuman

Sebagai penutup pada penulisan tesisini akan diberikan ringkasan dari
hasil pembahasan terhadap topik penelitian. Pembahasan tesisini adalah terkait
dengan perluasan ruang metrik ke ruang metrik Q-fuzzy dan pemetaan kompatibel
di ruang tersebut.

Pada definis 3.1 telah dipelgari definisi ruang metrik Q-fuzzy, yaitu misal
X adalah himpunan tak kosong, * adalah norm-t kontinu dan @ adalah himpunan
fuzzy pada X X X X X x (0, %) dengan fungsi keanggotaan ., yang memenuhi
kondis berikut, untuk setiap x,y,z,a € X dan s, t > 0:

(Q1) po(x,x,y,t) > 0dan ug(x,x,y,t) < po(x,y, 2 t) untuk setiap x, y, z € X
denganz =y
(Q2) pe(x,y,zt) = 1jikadan hanyajikax =y = z
(Q3) we(x,y,2,t) =gy, x,2,t) = po(y,2,%,t) = po(y,%,2,t)

= Uo(z,x,y,t) = uo(z,¥,x,t) = uo(x,y,z,t) (simetri)
Q1) pno(x,a,a,t) x uy(a,y,2,5) < uo(x,y, z,t +s)
(Q5) po(x,y,2,):(0,0) - [0,1] kontinu.
1o disebut metrik Q-fuzzy pada X dan p, (x, y, t) merepresentasikan derajat
kedekatan antara x, y dan z terhadap ¢. Maka 3-tupel (X, u,,*) disebut ruang
metrik Q-fuzzy.
Ruang metrik Q-fuzzy disebut smetrisjika g (x,y,y,t) = ugp(x, x,y,t) untuk
Setiap x,y € X.

Telah dibahas pula pemetaan kompatibel di ruang metrik Q-fuzzy. Y aitu,
dua pemetaan f: X — X dan g: X — X padaruang metrik Q-fuzzy (X, ug,*)
disebut kompatibel jikalim,,_, f(x,) = lim,_ g(x;), mengakibatkan
limy, o0 1o (f (g (X)), g (f (xn)), g (f (x2)), £) = 1 untuk sembarang barisan (x;,)
di X.

33 Universitas Indonesia

Pemetaan kompatibel..., Siti Juleha, FMIPAUI, 2012



34

42  Saran
Penelitian ini bisa dilanjutkan pada ruang metrik yang lebih umum
misalnya ruang metrik dengan hinpunan fuzzy padaX x X x X x X x (0, ).
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