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ABSTRAK 
 
 
 
Nama  : Siti Julaeha 
Program Studi : Magister Matematika 
Judul  : Pemetaan Kompatibel di Ruang Metrik Q-fuzzy  
 
Pada suatu himpunan tak kosong �, dapat ditentukan himpunan fuzzy � � � oleh 
sebuah fungsi ��: � � 	0,1 yang disebut sebagai fungsi keanggotaan di �. 
Dengan konsep itu telah didefinisikan ruang metrik fuzzy ��, ��,��dan ruang 
metrik Q-fuzzy ��, �� ,��. Pada ruang metrik ��, �� telah dikenal pemetaan 
kompatibel, pada tesis ini akan dibahas pemetaan kompatibel di ruang metrik, 
pemetaan kompatibel di ruang G-metrik, pemetaan kompatibel di ruang metrik 
fuzzy dan pemetaan kompatibel di ruang metrik Q-fuzzy.   

Kata kunci: ruang metrik, ruang metrik fuzzy, ruang metrik Q-fuzzy, pemetaan 
kompatibel. 
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ABSTRACT 
 

 
 
Name   : Siti Julaeha 
Study Program: Magister of Mathematics 
Title   : Compatible Mapping on Q-fuzzy Metric Space  
 
On a nonempty set �, can be determined a fuzzy set � � � by a function ��: � �
�0,1� is called a membership function in �. With that concept has been defined 
fuzzy metric spaces �, ��,�� and Q-fuzzy metric spaces ��, �� ,��. In the metric 
space �, �� has been known compatible mapping, in this thesis will discuss 
compatible mapping on metric spaces, compatible mapping on G-metric spaces, 
compatible mapping on fuzzy metric spaces and compatible mapping on Q-fuzzy 
metric space. 

Keywords: metric space, fuzzy metric space, Q-fuzzy metric space, compatible 
mapping. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Manusia adalah makhluk berakal yang tak pernah berhenti untuk 

memikirkan dan mencoba menyelesaikan masalah-masalah yang ditemuinya. 

Sebagaimana diketahui, dunia ini penuh dengan ketidakpastian. Seperti informasi 

yang diperoleh dari lingkungan, data yang dihasilkan dari pengamatan dan 

pengertian yang digunakan ada yang tidak jelas atau samar-samar. Gagasan 

seperti himpunan fuzzy diharapkan bisa menangani ketidakpastian tersebut dengan 

cara lebih matematis dan jelas.  

Pada tahun 1965 konsep himpunan fuzzy pertama kali didefinisikan oleh 

Zadeh. Sejak saat itu banyak peneliti yang mempelajari himpunan fuzzy dan 

aplikasinya. Khususnya Kramosil dan Michalek (1975), dengan konsep himpunan 

fuzzy mereka memperkenalkan ruang metrik fuzzy. George dan Veeramani (1994) 

memodifikasi gagasan ruang metrik fuzzy dengan bantuan norm-t kontinu. Lalu 

Mustafa dan Sims (2006) yang memperkenalkan definisi ruang G-metrik sebagai 

perumuman dari ruang metrik. Terakhir Guangpeng dan Kai (2010) 

mendefinisikan ruang metrik Q-fuzzy yang bisa dianggap sebagai perumuman dari 

ruang metrik fuzzy .     

Gagasan metrik fuzzy berkembang dalam dua perspektif yang berbeda. 

Satu kelompok ahli matematika mempertimbangkan metrik fuzzy sebagai fungsi 

bernilai real tak negatif yang memenuhi aksioma seperti pada metrik biasa, 

sedangkan kelompok lain lebih mempertimbangkan pada ke”fuzzy”an di metrik itu 

sendiri. Pendekatan yang digunakan dalam tesis ini adalah menurut perspektif 

yang kedua.  

Sampai saat ini telah banyak penelitian mengenai pemetaan di ruang 

metrik fuzzy untuk berbagai tujuan. Kebanyakan penelitian itu merupakan 

pengembangan dari ruang metrik biasa. Pada ruang metrik ��, �� telah dikenal 

pemetaan kompatibel. Oleh karenanya di tesis ini akan dibahas mengenai 
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pemetaan kompatibel di ruang metrik Q-fuzzy. Selain itu, akan dibahas pula 

pemetaan kompatibel di ruang G-metrik dan pemetaan kompatibel di ruang metrik 

fuzzy. 

1.2 Perumusan Masalah 

Permasalahan yang dibahas pada tesis ini adalah mengenai ruang metrik, 

ruang G-metrik, ruang metrik fuzzy, ruang metrik Q-fuzzy dan pemetaan 

kompatibel di masing-masing ruang metrik tersebut. 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan latar belakang dan permasalahan di atas, tujuan penelitian ini 

adalah untuk mempelajari ruang metrik, ruang G-metrik, ruang metrik fuzzy, 

ruang metrik Q-fuzzy dan pemetaan kompatibel di masing-masing ruang metrik 

tersebut.  

1.4 Metode Penelitian 

Penelitian dilakukan dengan mempelajari karya-karya ilmiah yang 

disajikan dalam bentuk buku, tesis ataupun makalah yang relevan dengan topik 

penelitian. 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

Tujuan dari bab ini adalah untuk memberikan informasi tentang definisi-

definisi dan beberapa contoh yang berguna untuk pemahaman tentang ruang 

metrik Q-fuzzy. Pembahasan akan dimulai dari himpunan fuzzy, ruang metrik, 

ruang G-metrik, ruang metrik fuzzy dan pemetaan kompatibel di masing-masing 

ruang metrik tersebut. 

2.1 Himpunan Fuzzy 

Ada berbagai macam jenis himpunan di sekitar kita. Tetapi tidak semua 

himpunan itu terdefinisi secara jelas. Misalnya himpunan orang kaya, himpunan 

orang pintar, himpunan orang tinggi dan lain sebagainya. Pada himpunan orang 

tinggi, tidak dapat ditentukan secara tegas apakah seseorang tinggi atau tidak. 

Misal didefinisikan bahwa “orang tinggi” adalah orang yang tinggi badannya 

lebih tinggi atau sama dengan 180 cm. Maka orang dengan tinggi badan 179 cm 

menurut definisi itu tidak termasuk orang tinggi. Sulit diterima bahwa orang 

dengan tinggi badan 179 cm bukan orang tinggi. Hal ini menunjukkan bahwa 

batas antara kelompok orang tinggi dengan orang yang tidak tinggi tidak dapat 

ditentukan secara jelas. Oleh karena itu untuk mengatasi permasalahan himpunan 

dengan batas yang tidak jelas itu, Zadeh pada tahun 1965, memperkenalkan 

konsep himpunan fuzzy. 

Dalam bahasa Indonesia, kata “fuzzy” berarti kabur atau tidak jelas. Misal � adalah sebuah himpunan sembarang dengan anggota dari � dinotasikan sebagai �. Himpunan fuzzy � di � dikarakterisasikan oleh suatu fungsi yang dinamakan 

fungsi keanggotaan dari A. Nilai fungsi ini pada suatu � di � disebut tingkat 

keanggotaan � di �. Dalam teori himpunan klasik, fungsi keanggotaan ini bernilai 

0 atau 1 dan disebut fungsi karakteristik dari himpunan A.  

Secara matematis himpunan fuzzy bisa didefinisikan sebagai berikut: 
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Definisi 2.1 (Zadeh, 1965) 

Himpunan fuzzy � di � ditentukan oleh fungsi ��: � � �0,1�. Dengan demikian 

himpunan fuzzy dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 �  ���, ������: � � � dan ����� menyatakan tingkat keanggotaan � di �  
(2.1.1)   

 Selanjutnya diberikan contoh dari himpunan fuzzy. 

Contoh 2.2 

Misalnya �  !1,2,3, … ,20%, pada � bisa didefinisikan sebuah himpunan fuzzy � 

dengan fungsi keanggotaan ��: � � �0,1� sebagai berikut: �����  &&'�()&*�+        (2.1.2) 

Maka diperoleh: 

�  , �1,0.01�, �2,0.01��3,0.02�, �4,0.02�, �5,0.03�, �6,0.05�, �7,0.1�,�8,0.2�, �9,0.5�, �10,1�, �11,0.5�, �12,0.2�, �13,0.1�, �14,0.05�,�15,0.03�, �16,0.02�, �17,0.02�, �18,0.01�, �19,0.01�, �20,0.009� 4 (2.1.3) 

Himpunan fuzzy � disebut sebuah himpunan bilangan asli yang “dekat ke 10”.  

Contoh 2.3 (Klir dan Yuan, 1995) 

Misal � adalah himpunan orang. Pada � bisa didefinisikan himpunan fuzzy �&, �5 

dan �6 yang merepresentasikan secara berurutan konsep muda, paruhbaya dan tua 

terkait umur seorang manusia pada interval (0, 80] dengan fungsi keanggotaan ��: � � �0,1� sebagai berikut: 

��7���  8 1              , � 9 20�35 : �� 15⁄   , 20 < � < 350              , � = 35 >     (2.1.4) 

��+��� 
?@A
@B 0 , � 9 20 atau � = 60�()5*�&D , 20 < � < 35�E*)(�&D1 ,, 45 < � < 6035 9 � 9 45

>    (2.1.5) 

��F���  8 0              , � 9 45�� : 45� 15⁄   , 45 < � < 601              , � = 60 >     (2.1.6) 

 

tiga fungsi keanggotaan tersebut dapat dilihat dalam grafik di gambar 2.1. 
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Gambar 2.1 Grafik Fungsi Keanggotaan untuk Himpunan Fuzzy GH, GI dan GJ 

 

Terdapat beberapa macam fungsi keanggotaan dalam himpunan fuzzy, diantaranya 

sebagai berikut: 

1. Fungsi Keanggotaan Linier (Klir dan Yuan, 1995) 

Pada fungsi keanggotaan linier, fungsi keanggotaannya digambarkan 

sebagai suatu garis lurus. Bentuk ini paling sederhana dan menjadi pilihan yang 

baik untuk mendekati suatu konsep yang kurang jelas. Fungsi keanggotaan linier 

terdiri dari dua bentuk, yaitu fungsi keanggotaan linier naik dan fungsi 

keanggotaan linier turun. Pada fungsi keanggotaan linier naik, garis lurus dimulai 

pada nilai yang memiliki tingkat keanggotaan nol bergerak ke kanan menuju nilai 

yang memiliki tingkat keanggotaan lebih tinggi dengan fungsi keanggotaan 

sebagai berikut: 

����  8 0�� : K� �L : K�⁄1
,,,  � 9 K  K 9 � 9 L� = L >     (2.1.7) 

Gambar grafik fungsi keanggotaan linier naik adalah: 
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                      ����  

                              1    

 

 

                             

                              0     a                                     b            x                     

Gambar 2.2 Grafik Fungsi Keanggotaan Linier Naik 

 

Sedangkan pada fungsi keanggotaan linier turun, garis lurus dimulai dari 

nilai dengan tingkat keanggotaan tertinggi pada sisi kiri, kemudian bergerak 

menurun ke nilai yang memiliki tingkat keanggotaan lebih rendah dengan fungsi 

keanggotaan sebagai berikut: 

����  8 1 , � 9 K�L : �� �L : K�⁄ , K 9 � 9 L0 , � = L >     (2.1.8) 

                                                                  ����  

                                1                                        

                          

 

                                 

                                0      a                                   b       x                                                     

Gambar 2.3 Grafik Fungsi Keanggotaan Linier Turun 

 

2. Fungsi Keanggotaan Segitiga (Klir dan Yuan, 1995) 

Fungsi keanggotaan segitiga pada dasarnya merupakan gabungan antara 

dua garis. Adapun persamaan untuk bentuk segitiga ini adalah: 
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����  8 0�� : K� �L : K�⁄�M : �� �M : L�⁄
,,,
 � 9 K atau � = MK 9 � 9 LL 9 � 9 M >    (2.1.9) 

Gambar grafik fungsi keanggotaan segitiga adalah: 

                           ���� 
                                 1                                        

                          

 

                               

                                 0           a            b           c       x                                         

Gambar 2.4 Grafik Fungsi Keanggotaan Segitiga 

 

3. Fungsi Keanggotaan Trapesium (Klir dan Yuan, 1995) 

 Kurva trapesium pada dasarnya seperti bentuk segitiga, hanya saja ada 

beberapa titik yang memiliki nilai keanggotaan 1. Adapun persamaan untuk kurva 

trapesium ini adalah : 

����  N 0 , � 9 K atau � = O�� : K� �L : K�⁄ , K 9 � 9 L1�O : �� �O : M�⁄ ,, L 9 � 9 MM 9 � 9 O >    (2.1.10) 

Grafik fungsi keanggotaannya adalah: 

                           ���� 
                                1                                       

                                 

 

                              

                                0       a        b                 c         d         x                                               

Gambar 2.5 Grafik Fungsi Keanggotaan Trapesium 
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Selanjutnya akan dibahas operasi yang berlaku pada himpunan fuzzy 

seperti pada himpunan biasa.  

2.1.1 Operasi pada Himpunan Fuzzy (Zadeh, 1965) 

 Misalkan himpunan A dan B merupakan dua himpunan fuzzy dengan 

fungsi keangotaan ����� dan �P��� untuk setiap � � �. Adapun operasi-

operasi dasar himpunan fuzzy terdiri dari :  

1. �  Q jika dan hanya jika �����  �P��� untuk setiap � � �. 

2. Komplemen himpunan fuzzy A diberi tanda �R yang memiliki fungsi 

keanggotaan: ��R���  1 : �����      (2.1.11) 

3. � ⊂ Q jika dan hanya jika ����� 9 �P��� untuk setiap � � �. 

4. Gabungan dua himpunan fuzzy A dan B adalah himpunan fuzzy S yang 

memiliki fungsi keanggotaan: �T���  max  !�����, �P���% untuk setiap � � �   (2.1.12� 

atau disingkat dengan 

�T  �� V  �P       (2.1.13) 

5. Irisan dua himpunan fuzzy A dan B adalah himpunan fuzzy C yang 

memiliki fungsi keanggotaan: �T���  min !�����, �P���% untuk setiap � � �   (2.1.14) 

atau disingkat dengan 

�T  �� W  �P       (2.1.15) 

 

Contoh 2.4 

Pada contoh 2.3 sebelumnya telah didefinisikan himpunan fuzzy �&, �5 dan �6 

yang merepresentasikan secara berurutan konsep muda, paruhbaya dan tua 

terkait umur seorang manusia pada interval (0, 80] dengan fungsi keanggotaan ��: � � �0,1� sebagai berikut: 

��7���  8 1              , � 9 20�35 : �� 15⁄   , 20 < � < 350              , � = 35 > 
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��+��� 
?@
A
@B

0 , � 9 20 atau � = 60�� : 20�15 , 20 < � < 35�60 : ��151
,, 45 < � < 6035 9 � 9 45

> 

��F���  8 0              , � 9 45�� : 45� 15⁄   , 45 < � < 601              , � = 60 > 
Maka 

1. �& X  �5, �5 X �6 dan �& X  �6 karena ��7��� X ��+���, ��+��� X��F��� dan ��7��� X ��F��� untuk setiap � � �. 

2. Gabungan dua himpunan fuzzy �& dan  �5 adalah himpunan fuzzy S 

yang memiliki fungsi keanggotaan: �T���  maks  ���7���, ��+���      (2.1.16) 

                   
?@@
A@
@B 1 , � 9 20 atau 35 9 � 9 45�6D)(�&D , 20 < � 9 27.5�()5*�&D�E*)(�&D0

,,, 27.5 < � < 3545 < � < 60� = 60
>  (2.1.17) 

3. Irisan dua himpunan fuzzy �& dan  �5 adalah himpunan fuzzy Z yang 

memiliki fungsi keanggotaan: �[���  min  ���7���, ��+���     (2.1.18) 

      N 0 , � 9 20 atau � = 35�()5*�&D , 20 < � 9 27.5�6D)(�&D , 27.5 < � < 35 >   (2.1.19) 

Grafik hasil operasi gabungan dan irisan himpunan fuzzy �& dan  �5 bisa dilihat di 

grafik berikut: 
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Gambar 2.6 Grafik Operasi Gabungan dan Irisan Himpunan Fuzzy GH dan 

GI 

 

2.2 Ruang Metrik 

Pada materi kalkulus telah dipelajari fungsi-fungsi yang terdefinisi pada 

himpunan bilangan real \. Selain itu juga telah dipelajari jarak dari suatu titik ke 

titik lain yaitu: jarak antara titik x dan y dengan �, ] � \ yang didefinisikan 

dengan: O��, ]�  |� : ]|, untuk setiap �, ] � \.    (2.2.1) 

Dapat pula dipelajari jarak pada ruang yang lebih umum dan fungsi yang 

didefinisikan pada ruang tersebut. Metode yang digunakan untuk jarak dan fungsi 

pada \ akan membantu dalam memahami jarak dan fungsi pada ruang yang lebih 

umum.  
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Definisi 2.5 (Istratescu, 1981) 

Misal � adalah sebuah himpunan tak kosong. Sebuah metrik pada � adalah 

sebuah pemetaan O: � _ � � \' ` !0%, yang memenuhi syarat-syarat berikut: 

(i) O��, ]� = 0 untuk setiap �, ] � �; 

(ii)  O��, ]�  0 jika dan hanya jika �  ]; 

(iii)  O��, ]�  O�], �� untuk setiap �, ] � �; 

(iv) O��, a� 9 O��, ]� b O�], a� untuk setiap �, ], a � �. 

Pasangan ��, O� disebut ruang metrik. 

Contoh 2.6 (Istratescu, 1981)  

Himpunan bilangan real \ dengan fungsi O yang didefinisikan oleh O�K, L� 
|K : L| untuk setiap K, L � \ adalah sebuah ruang metrik di himpunan bilangan 

real \. 

Penjelasan: 

(i) O�K, L�  |K : L| = 0 untuk semua K, L � \; 

(ii)  O�K, L�  |K : L|  0 jika dan hanya jika K  L; 

(iii)  O�K, L�  |K : L|  |L : K|  O�L, K� untuk semua K, L � \; 

(iv) O�K, M�  |K : M|                |�K : L� b �L : M�|                9 |K : L| b |L : M|                 O�K, L� b O�L, M�. 

Dari (i)-(iv) terbukti bahwa �\, O� adalah ruang metrik.  

Selanjutnya akan dibahas suatu barisan di ruang metrik ��, O�. 

Definisi 2.7 (Shirali, 2000) 

Misal ��, O� ruang metrik. Suatu fungsi c: d � � disebut barisan sedemikian 

sehingga untuk setiap e � d, c�e�  �f � �. Suku-suku �f di � merupakan 

barisan titik di � dan dinotasikan dengan ��f�.  
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Definisi 2.8 (Istratescu, 1981) 

Suatu barisan ��f� dalam ruang metrik ��, O� konvergen ke � � � jika untuk 

setiap g h 0, ada e* � d sedemikian sehingga, 

O��f, �� < g,  ie = e*      (2.2.2) 

Contoh 2.9 

Misalkan �  \' ` !0% dengan metrik O��, ]�  |� : ]|.  Maka barisan ��f� 

yang didefinisikan oleh �f  &f untuk e � d di dalam ruang metrik ��, O� 

konvergen ke 0. 

Penjelasan: 

Ambil sembarang g h 0, maka menurut sifat Archimedean terdapat e* � d 

sedemikian sehingga e* h &j. Oleh karena itu, jika e = e* maka 
&f 9 &fk. Sehingga 

untuk setiap e = e* berlaku  

l&f : 0l  l&fl  &f 9 &fk < g. 

Jadi barisan �f konvergen ke 0.  

Definisi 2.10 (Istratescu, 1981) 

Suatu barisan ��f� dalam ruang metrik ��, O� disebut barisan Cauchy jika untuk 

setiap g h 0, ada e* � d sedemikian sehingga, 

O��f, �m� 9 g,  ie, n = e*      (2.2.3) 

Setiap barisan ��f� yang konvergen disebut barisan Cauchy.  

Contoh 2.11 

Barisan ��f� dengan �f  &f untuk e � d di ruang metrik ��, O� pada contoh 2.9 

adalah barisan Cauchy. 

Penjelasan: 

Ambil sembarang g h 0, maka menurut sifat Archimedean terdapat e* � d 

sedemikian sehingga e* h 5j. Oleh karena itu, jika e, n = e* maka 
&f 9 &fk dan 

&m 9 &fk. Sehingga untuk setiap e, n = e* berlaku  
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l&f : &ml < &f b &m < 5fk < g. 

Jadi barisan �f adalah barisan Cauchy.  

Definisi 2.12 (Istratescu, 1981) 

Ruang metrik ��, O� disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy ��f� adalah 

konvergen ke suatu titik di �. 

Contoh 2.13  

Barisan ��f� dengan �f  &f untuk e � d di ruang metrik ��, O� pada contoh 2.9 

sebelumnya telah dibuktikan konvergen dan Cauchy. Oleh karenanya menurut 

definisi 2.12, ruang metrik ��, O� adalah ruang metrik lengkap.  

Selanjutnya akan dibahas pemetaan kompatibel di ruang metrik ��, O�. 

Definisi 2.14. (Jungck, 1986) 

Dua pemetaan c: � � � dan o: � � � pada ruang metrik ��, O� disebut 

kompatibel jika limf�q c��f�  limf�q o��f� mengakibatkan 

limf�q O rc�o��f��, o�c��f��s  0 untuk sembarang barisan ��f� di �. 

Contoh 2.15 

Misal ��f� adalah barisan di ruang metrik �\, O�. Maka c���  �6 dan 

o���  2 : � adalah pemetaan kompatibel. 

Penjelasan: 

Karena |c��f� : o��f�|  |�f : 1||�f5 b �f b 2| � 0 jika �f � 1 dan 

limf�qtc�o��f�� : o�c��f��t  limf�q 6|�f : 1|5  0 jika �f � 1 maka c 

dan o adalah pemetaan kompatibel di ruang metrik �\, O�.  

 

2.3.  Ruang G-metrik  

Penelitian tentang ruang metrik terus berkembang sampai akhirnya 

Mustafa dan Sims (2006) memperkenalkan ruang G-metrik sebagai berikut: 
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Definisi 2.16 (Mustafa dan Sims, 2006) 

Misal X adalah himpunan tak kosong dan u: � _ � _ � � \' ` !0% adalah 

sebuah fungsi yang memenuhi: 

�u1�  u��, ], a�  0 jika �  ]  a; 

�u2�  u��, �, ]� h 0 untuk setiap �, ] � � dengan � X ]; 

�u3�  u��, �, ]� 9 u��, ], a� untuk setiap �, ], a � � dengan a X ]; 

�u4�  u��, ], a�  u��, a, ]�  u�], a, ��  u�], �, a�  u�a, �, ]�  u�a, ], �� 

untuk setiap �, ], a � � (sifat simetri). 

�u5�  u��, ], a� 9 u��, K, K� b u�K, ], a� untuk setiap �, ], a, K � �.  

(sifat ketaksamaan segiempat) 

Fungsi G disebut sebuah G-metrik pada X, dan pasangan (X,G) adalah ruang G-

metrik. 

Definisi 2.17 (Mustafa dan Sims, 2006) 

Ruang G-metrik ��, u� disebut simetris jika u��, ], ]�  u��, �, ]� untuk setiap �, ] � �. 

 Selanjutnya diberikan contoh ruang G-metrik. 

Contoh 2.18 (Mustafa dan Sims, 2006) 

Misal ��, O� adalah ruang metrik. Definisikan u: � _ � _ � � \' ` !0% dengan u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, ��.  ��, u� adalah ruang G-metrik.  

Penjelasan: �u1�  Akan ditunjukkan u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, ��  0 jika �  ]  a.  

Karena �  ]  a, maka u��, ], a�  O��, �� b O��, �� b O��, ��  0. 

�u2�  Akan ditunjukkan u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, �� h 0 untuk 

setiap �, ], a � � dengan � X ]. 
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karena d adalah sebuah metrik dan � X ], maka O��, ]� h 0, O�], a� = 0 dan 

O�a, �� = 0, sehingga: 

u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, �� h 0. 

�u3�  Akan ditunjukkan u��, �, ]� 9 u��, ], a� untuk setiap �, ], a � � dengan a X ]. 

Karena u��, �, ]�  O��, �� b O��, ]� b O�], �� 

sedangkan O��, ��  0, sehingga:   

u��, �, ]�  O��, ]� b O�], �� 

Karena d metrik, maka O�], �� 9 O�], a� b O�a, ��. Sehingga:  

u��, �, ]�  O��, ]� b O�], �� 9 O��, ]� b O�], a� b O�a, ��   

                                                          u��, ], a�  

Jadi u��, �, ]� 9 u��, ], a� untuk setiap �, ], a � � dengan a X ]. 

�u4�  Sifat simetri dibuktikan berdasarkan sifat komutatif dan asosiatif 

penjumlahan bilangan real dan sifat metrik:  

O��, ]�  O�], ��, O�], a�  O�a, ]� dan O�a, ��  O��, a�. Sehingga: 

• u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, ��  

                  O�a, �� b O�], a� b O��, ]�                      O��, a� b O�a, ]� b O�], ��                      u��, a, ]�  

• u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, ��                      O�], a� b O�a, �� b O��, ]�                      u�], a, ��  

• u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, ��                      O��, ]� b O�a, �� b O�], a�                      O�], �� b O��, a� b O�a, ]�  
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                    u�], �, a�  

• u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, ��                      O�a, �� b O��, ]� b O�], a�                      u�a, �, ]�  

• u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, ��                      O�], a� b O��, ]� b O�a, ��                      O�a, ]� b O�], �� b O��, a�                      u�a, ], ��  

Jadi  u��, ], a�  u��, a, ]�  u�], a, ��  u�], �, a�  u�a, �, ]�  u�a, ], �� 

�u5�  Sifat ketaksamaan segiempat u��, ], a� 9 u��, K, K� b u�K, ], a� untuk 

setiap �, ], a, K � � dibuktikan sebagai berikut: 

Karena d adalah sebuah metrik, maka berlaku: 

O��, ]� 9 O��, K� b O�K, ]� 

O�a, �� 9 O�a, K� b O�K, �� 

Jadi, 

u��, ], a�  O��, ]� b O�], a� b O�a, �� 9 O��, K� b O�K, ]� b O�], a�  

                                                                            bO�a, K� b O�K, ��   

                                                                           9 �O��, K� b O�K, K� b O�K, ���  

                                                                                b�O�K, ]� b O�], a� b O�a, K��   

                                                                             u��, K, K� b u�K, ], a�  

Dari �u1� - �u5� terbukti bahwa ��, u� adalah ruang G-metrik.  

Karena u��, ], ]�  O��, ]� b O�], ]� b O�], �� 

                              O�], ]� b O��, ]� b O�], ��                                    O��, ]� b O�], ��                                    O��, �� b O��, ]� b O�], ��  
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                                  u��, �, ]� untuk setiap �, ] � � 

maka ruang G-metrik ��, u� disebut simetris.  

 

 Selanjutnya dibahas suatu barisan di ruang G-metrik. 

Definisi 2.19 (Mustafa dan Sims, 2006) 

Misal ��, u� adalah ruang G-metrik, maka barisan ��f� di � disebut G-Cauchy 

jika untuk setiap g h 0, terdapat e* � d sedemikian hingga u��f, �m, �v� < g, 

untuk setiap e, n, w = e*.  

Definisi 2.20 (Mustafa dan Sims, 2006) 

Misal ��, u� adalah ruang G-metrik, maka barisan ��f� di � disebut G-konvergen 

ke � jika limf,m�q u��, �f, �m�  0. Artinya untuk setiap g h 0, terdapat e* � d sedemikian hingga u��, �f, �m� < g untuk setiap e, n = e*.  

Definisi 2.21 (Mustafa dan Sims, 2006) 

Ruang G-metrik ��, u� dengan setiap barisan G-Cauchy di ��, u� adalah G-

konvergen disebut ruang G-Metrik lengkap. 

 

 Selanjutnya akan dibahas mengenai pemetaan kompatibel di ruang G-

metrik yang didefinisikan oleh Kumar (2012). 

Definisi 2.22 (Kumar, 2012) 

Dua pemetaan c: � � � dan o: � � � pada ruang G-metrik ��, u� disebut 

kompatibel jika limf�q c��f�  limf�q o��f� mengakibatkan limf�q u rc�o��f��, o�c��f��, o�c��f��s  0 untuk sembarang barisan ��f� di �. 

Contoh 2.23 

Misal �  �:1,1� dan u adalah G-metrik pada � _ � _ � dengan u��, ], a� |� : ]| b |] : a| b |a : �|, untuk setiap �, ], a � �.  
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Misal ��f� adalah barisan di �. Definisikan c: � � � dan o: � � � dengan 

c���  (E dan o���  (5. Maka c, o adalah pemetaan kompatibel di ruang G-

metrik. 

Penjelasan: 

Karena |c��f� : o��f�|  &6 |�f| � 0 jika |�f| � 0 dan 

limf�q u xc r(y5 s , o r(yE s , o r(yE sz  limf�q u r(y&5 , (y&5 , (y&5s  0 maka c dan o 

adalah pemetaan kompatibel di ruang G-metrik.  

 

2.4  Ruang Metrik Fuzzy 

Cara mendefinisikan ruang metrik fuzzy adalah salah satu masalah 

mendasar dalam matematika. Menurut Grabiec (1988) setidaknya ada lima konsep 

yang berbeda tentang ruang metrik fuzzy. Dalam tesis ini konsep yang akan 

digunakan tentang ruang metrik fuzzy adalah menurut Kramosil dan Michalek 

(1975). Mereka berpendapat bahwa dalam prakteknya jarak tidak akan pernah 

bisa diukur secara tepat. Hal ini bisa dilihat dari beberapa kali pengukuran jarak 

yang sama, hasilnya mungkin berbeda. Biasanya nilai rata-rata yang diambil 

dalam kasus seperti itu.  

Berdasarkan konsep ruang metrik fuzzy yang didefinisikan oleh Kramosil 

dan Michalek itulah, George dan Veeramani pada tahun 1994 memodifikasi 

pengertian ruang metrik fuzzy dengan bantuan norm-t kontinu. Sebelum 

membahas definisi ruang metrik fuzzy, terlebih dahulu akan dijelaskan mengenai 

norm-t kontinu sebagai berikut: 

Definisi 2.24 (Schweizer dan Sklar, 1960) 

Operasi biner {: �0,1� _ �0,1� � �0,1� disebut norm-t kontinu jika { memenuhi 

kondisi: 

(i) { komutatif dan assosiatif; 

(ii)  { kontinu; 

(iii)  K { 1  K untuk setiap K � �0,1�; 
(iv) Jika K 9 M dan L 9 O, maka K { L 9 M { O untuk K, L, M, O � �0,1�. 
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Contoh 2.25 (Schweizer dan Sklar, 1960)  

Operasi biner {: �0,1� _ �0,1� � �0,1�, didefinisikan dengan: 

K { L  KL, K, L � �0,1�       (2.4.1) 

Maka * adalah norm-t kontinu. 

Penjelasan: 

(i) K { L  KL dan L { K  LK (komutatif) 

K { �L { M�  K { �LM�  KLM  �KL� { M  �K { L� { M (assosiatif) 

(ii)  Akan ditunjukkan * kontinu. 

{ adalah sebuah fungsi yang didefinisikan oleh: {: �0,1� _ �0,1� � �0,1� , 
dimana { �K, L�  KL, K, L � �0,1�. 
Karena K, L � �0,1� kontinu maka { �K, L�  KL kontinu.  

Jadi { kontinu. 

(iii)  K { 1  K untuk setiap K � �0,1�. 
(iv) Akan ditunjukkan Jika K 9 M dan L 9 O, maka K { L 9 M { O untuk 

K, L, M, O � �0,1�. 
Jika K 9 M maka K { L  KL 9 ML  M { L    (2.4.2) 

Jika L 9 O maka L { M  LM 9 OM  O { M     (2.4.3) 

Dari persamaan (2.4.2) dan (2.4.3) diperoleh K { L  KL 9 ML  LM 9
OM  MO  M { O sehingga K { L 9 M { O.   

Dari (i) – (iv) terbukti bahwa * adalah norm-t kontinu.  

 

Selanjutnya adalah definisi ruang metrik fuzzy yang didefinisikan oleh George dan 

Veeramani (1995): 
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Definisi 2.26 (George dan Veeramani, 1994) � adalah himpunan tak kosong, { adalah norm-t kontinu dan | adalah himpunan 

fuzzy pada � _ � _ �0, ∞� dengan fungsi keanggotaan �~ yang memenuhi 

kondisi berikut, untuk setiap �, ], a � �, �, � h 0,  �c1�  �~��, ], �� h 0; �c2�  �~��, ], ��  1 jika dan hanya jika �  ]; �c3�  �~��, ], ��  �~�], �, ��; �c4�  �~��, ], �� { �~�], a, �� 9 �~��, a, � b ��; �c5�  �~��, ],·�: �0, ∞� � �0,1� kontinu.   �~ disebut metrik fuzzy pada � dan �~��, ], �� merepresentasikan derajat 

kedekatan antara � dan ] terhadap �. Maka 3-tupel ��, �~,{� disebut ruang metrik 

fuzzy. 

Lemma 2.27 (Aphane, 2009) 

Jika ��, �~,{� adalah ruang metrik fuzzy, maka �~��, ], �� adalah fungsi tak 

turun terhadap � untuk setiap �, ] � �. 

Bukti: 

Andaikan �~��, ], �� h �~��, ], �� untuk 0 < � < �. Menurut definisi 2.26 sifat �c4�, diperoleh: �~��, ], �� { �~�], ], � : �� 9 �~��, ], �� < �~��, ], ��   (2.4.4) 

Karena �~�], ], � : ��  1 maka �~��, ], �� < �~��, ], ��, kontradiksi. Jadi 

haruslah �~��, ], �� fungsi tak turun terhadap � untuk setiap �, ] � �. ■ 

  

Selanjutnya diberikan contoh sebuah ruang metrik fuzzy. Yaitu: 

Contoh 2.28 (Aphane, 2009) 

Misal ��, O� adalah sebuah ruang metrik dengan �  \. Definisikan K { L  KL 

untuk semua K, L � �0,1� dan misalkan | adalah himpunan fuzzy pada � _ � _�0, ∞� dengan fungsi keanggotaan yang didefinisikan sebagai berikut: 

�~��, ], ��  �exp r|()�|� s�)&
      (2.4.5) 

untuk setiap �, ] � � dan � h 0. Maka ��, �~,{� adalah ruang metrik fuzzy. 
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Penjelasan: 

Bisa ditunjukkan bahwa �~ adalah sebuah metrik fuzzy, yaitu: 

�c1�  �~��, ], ��  �exp r|()�|� s�)& h 0 untuk setiap �, ] � � dan � h 0. 

�c2�  Akan dibuktikan �~��, ], ��  �exp r|()�|� s�)&  1 jika dan hanya jika �  ].  ���  

Jika �  ] maka �~��, ], ��  �exp r|()�|� s�)&  1. i� h 0, misal �  ] maka |� : ]|  0. Sehingga 

�exp �|� : ]|� ��)&  1 

Jadi, �~��, ], ��  1. ���  

Jika �~��, ], ��  1 maka �  ]. 

Karena �~��, ], ��  1 maka �exp r|()�|� s�)&  1. Jadi 

      exp r|()�|� s  exp�0�  

�            |()�|�  0  �       |� : ]|  0  �                 �  ]  

Sehingga terbukti bahwa �~��, ], ��  �exp r|()�|� s�)&  1 jika dan hanya jika �  ].  

�c3�   Akan dibuktikan �~��, ], ��  �~�], �, ��. 
Karena |� : ]|  |] : �| maka �~��, ], ��  �~�], �, ��. 
�c4�   Akan dibuktikan �~��, ], �� { �~�], a, �� 9 �~��, a, � b ��. Untuk setiap �, ], a � � dan �, � h 0 berlaku |� : a| 9 |� : ]| b |] : a|       (2.4.6) |� : a| 9 r1 b ��s |� : ]| b r1 b ��s |] : a|    (2.4.7) 
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|� : a| 9 r�'�� s |� : ]| b r�'�� s |] : a|     (2.4.8) 

atau 

|()�|�'� 9 |()�|� b |�)�|�         (2.4.9) 

Karena exp��� adalah fungsi naik, maka 

exp r|()�|�'� s 9 exp r|()�|� s exp r|�)�|� s    (2.4.10) 

� �exp r|()�|�'� s�)& = �exp r|()�|� s�)& �exp r|�)�|� s�)&
   (2.4.11) 

Jadi terbukti bahwa �~��, ], �� { �~�], a, �� 9 �~��, a, � b ��. 
�c5�   Akan dibuktikan �~��, ],·�: �0, ∞� � �0,1� kontinu. 

Ambil barisan ��f� � �0, ∞� sedemikian sehingga barisan ��f� konvergen ke � � �0, ∞� yaitu limf�q|�f : �|  0        (2.4.12) 

 

Karena fungsi exp��� adalah fungsi kontinu di \, maka 
|()�|

�y
 konvergen ke 

|()�|

�
 

saat ��f� konvergen ke �. Oleh karena itu �~��, ],·�: �0, ∞� � �0,1� adalah fungsi 

kontinu. 

Dari �c1� – �c5� terbukti bahwa ��, �~,{� adalah ruang metrik fuzzy.  

Pada contoh 2.28 himpunan bilangan real ℛ bisa diganti dengan himpunan 

tak kosong � dan metrik biasa pada ℛ diganti dengan metrik sembarang O. 

Contoh selanjutnya menunjukkan bahwa ruang metrik menginduksi ruang metrik 

fuzzy.  

Contoh 2.29 (George dan Veeramani, 1994) 

Misal ��, O� adalah sebuah ruang metrik. Definisikan K { L  KL untuk semua 

K, L � �0,1� dan misalkan | adalah himpunan fuzzy pada � _ � _ �0, ∞� dengan 

fungsi keanggotaan yang didefinisikan sebagai berikut: 

�~�
��, ], ��  �

�'��(,��
       (2.4.13) 

untuk setiap �, ] � � dan � h 0. Maka ��, �~� ,{� adalah ruang metrik fuzzy. �~� 

disebut metrik fuzzy standar yang diinduksi oleh metrik O. 
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Penjelasan: 

�c1�  Akan dibuktikan �~�
��, ], ��  �

�'��(,��
h 0.  

Karena O metrik, maka O��, ]� = 0 dan karena � h 0 diperoleh: 

�~�
��, ], �� 

�
� b O��, ]�

h 0 

�c2�  Akan dibuktikan �~�
��, ], ��  �

�'��(,��
 1 jika dan hanya jika �  ]. 

���  

Karena 
�

�'��(,��
 1, maka �  � b O��, ]�. Sehingga O��, ]�  0, karena d 

metrik, maka �  ]. 

���  

Karena �  ], maka O�], ]�  0 sehingga �~�
��, ], ��  �

�'��(,��
 �

�
 1. 

�c3�   Akan dibuktikan �~�
��, ], ��  �~�

�], �, ��. 

�~�
��, ], �� 

�
� b O��, ]�

 

karena d metrik maka O��, ]�  O�], ��. Sehingga: 

�~�
��, ], �� 

�
� b O��, ]�


�

� b O�], ��
 �~�

�], �, �� 

�c4�   Akan dibuktikan �~�
��, ], �� { �~�

�], a, �� 9 �~�
��, a, � b ��. 

�~�
��, ], �� { �~�

�], a, ��  �

�'��(,��
{ �

�'���,��
  

                                                  ��

��'��(,�����'���,���
  

Karena d metrik dan �, � h 0, maka 

O��, a� 9 O��, ]� b O�], a�, untuk setiap �, ], a � � 

Sehingga: 

                              ��O��, a� 9 ���O��, ]� b O�], a��  

⟺  �� b ���� b ��O��, a� 9 �� b ���� b ���O��, ]� b O�], a��  

                                                9 �� b ���� b ��O��, ]� b ��O�], a� b �5O�], a�  

                                                     b�5O��, ]� b �� b ��O��, ]�O�], a�   

                                            �� b ���� b �� b ���O��, ]� b �� b ���O�], a�  

                                              b�� b ��O��, ]�O�], a�  
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                                         �� b ����� b �O��, ]� b �O�], a� b O��, ]�O�], a�  

                                                �� b ���� b O��, ]���� b O�], a��  

⟺ 
��

��'��(,�����'���,���
9 �'�

�'�'��(,��
 

Jadi, 

�~�
��, ], �� { �~�

�], a, ��  ��

��'��(,�����'���,���
9 �'�

�'�'��(,��
 �~�

��, a, � b ��.  

�c5�  Akan dibuktikan �~�
��, ], ��: �0, ∞� � �0,1� kontinu. 

�~�
��, ], �� 

�
� b O��, ]�

 

Misal 

�~�
��, ], �� 

�
� b O��, ]�


c���
o���

 

Karena c���  � h 0 kontinu dan o���  � b O��, ]� h 0 kontinu, maka 
�

�'��(,��
 

kontinu. 

Dari �c1� – �c5� terbukti bahwa ��, �~� ,{� adalah ruang metrik fuzzy.  

Selanjutnya akan dibahas suatu barisan di ruang metrik fuzzy ��, �~,{� 

yaitu: 

Definisi 2.30 (Aphane, 2009) 

Misal ��, �~,{� adalah ruang metrik fuzzy. Maka 

1. Suatu barisan ��f� di � konvergen ke � � � jika untuk setiap g h 0 dan 

� h 0, ada e* � d sedemikian sehingga �~��f, �, �� h 1 : g untuk setiap 

e = e*. 

2. Suatu barisan ��f� di � disebut Cauchy jika untuk setiap g h 0 dan � h 0, 

ada e* � d sedemikian sehingga �~��f, �m, �� h 1 : g untuk setiap 

e, n = e*. 

3. Ruang metrik fuzzy dengan setiap barisan Cauchy konvergen disebut 

lengkap. 
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Akibat 2.31 (Aphane, 2009) 

Misal ��f� adalah suatu barisan di ruang metrik ��, O�, maka barisan ��f� adalah 

barisan Cauchy di ��, O� jika dan hanya jika ��f� barisan Cauchy di ��, �~� ,{� 

dengan �~���, ], ��  ��'��(,��. 

 Selanjutnya diberikan contoh ruang metrik fuzzy lengkap. 

Contoh 2.32 

Pada contoh 2.29 sebelumnya telah dibuktikan bahwa ��, �~� ,{� dengan 

�~���, ], ��  ��'��(,�� untuk setiap �, ] � � dan � h 0 adalah ruang metrik fuzzy. 

Misal �  \' ` !0% dengan metrik yang didefinisikan sebagai berikut O��, ]� 
|� : ]|. Maka barisan ��f� yang didefinisikan oleh �f  &f untuk e � d di dalam 

ruang metrik fuzzy ��, �~� ,{� adalah barisan Cauchy. Jadi ��, �~� ,{� adalah 

ruang metrik fuzzy lengkap. 

Penjelasan: 

Pada contoh 2.11 telah ditunjukkan bahwa barisan �f  &f untuk e � d di dalam 

ruang metrik ��, O� adalah barisan Cauchy, maka barisan �f  &f untuk e � d di 

dalam ruang metrik ��, �~� ,{� adalah barisan Cauchy. Jadi ��, �~� ,{� adalah 

ruang metrik fuzzy lengkap.  

    

Beberapa jenis pemetaan di ruang metrik fuzzy telah banyak diteliti untuk 

berbagai tujuan. Kebanyakan penelitian itu merupakan pengembangan dari 

pemetaan di ruang metrik biasa. Adapun pemetaan yang akan dibahas di tesis ini 

adalah pemetaan yang dikembangkan oleh Jungck (1986) yaitu pemetaan 

kompatibel. Oleh karena itu selanjutnya akan dijelaskan mengenai pemetaan 

kompatibel di ruang metrik fuzzy. 

Definisi 2.33 (Jungck, 1986) 

Dua pemetaan c: � � � dan o: � � � pada ruang metrik fuzzy ��, �~,{� disebut 

kompatibel jika limf�q c��f�  limf�q o��f� mengakibatkan 

limf�q �~�c�o��f��, o�c��f��, ��  1 untuk sembarang barisan ��f� di �.  
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Contoh 2.34 

Pada contoh 2.29 sebelumnya telah dibuktikan bahwa ��, �~� ,{� dengan 

�  \' ` !0% adalah ruang metrik fuzzy. Misal ��f� adalah barisan di �. Maka 

c: � � � dan o: � � � yang didefinisikan dengan c���  �6 dan o���  � 

adalah pemetaan kompatibel di �. 

Penjelasan: 

Karena |c��f� : o��f�|  |�f||�f5 : 1| � 0 jika |�f| � 0 dan 

limf�q �~��c�o��f��, o�c��f��, ��  limf�q �~���f6, �f6, ��  1 maka c dan o 

adalah pemetaan kompatibel di �.  

 

Setelah mempelajari definisi-definisi, operasi dan contoh-contoh tentang 

himpunan fuzzy, ruang metrik, ruang G-metrik, dan ruang metrik fuzzy serta 

barisan dan pemetaan kompatibel, bab berikut akan menjelaskan tentang ruang 

metrik Q-fuzzy yang merupakan perumuman dari ruang metrik fuzzy. Akan 

dibahas pula barisan dan pemetaan kompatibel di ruang tersebut.  
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BAB 3 

RUANG METRIK Q-FUZZY 

 

Bahasan utama pada bab ini adalah tentang ruang metrik Q-fuzzy serta 

contoh dan pemetaan kompatibel di ruang metrik tersebut. 

3.1  Ruang Metrik Q-fuzzy 

Guangpeng dan Kai (2010) mengenalkan definisi ruang metrik Q-fuzzy 

yang bisa dianggap sebagai perumuman dari ruang metrik fuzzy. Berikut adalah 

definisinya: 

Definisi 3.1 (Guangpeng dan Kai, 2010) 

� adalah himpunan tak kosong, � adalah norm-t kontinu dan � adalah himpunan 

fuzzy pada � � � � � � �0, ∞	 dengan fungsi keanggotaan 
� yang memenuhi 

kondisi berikut, untuk setiap �, , �, � � � dan �, � � 0:  

��1	  
���, �, , �	 � 0 dan 
���, �, , �	 � 
���, , �, �	 untuk setiap �, , � � � 

dengan � �  

��2	  
���, , �, �	 � 1 jika dan hanya jika � �  � � 

��3	  
���, , �, �	 � 
��, �, �, �	 � 
��, �, �, �	 � 
��, �, �, �	  

                                � 
���, �, , �	 � 
���, , �, �	 � 
���, , �, �	 (simetri) 

��4	  
���, �, �, �	 � 
���, , �, �	 � 
���, , �, � � �	  

��5	  
���, , �,·	: �0, ∞	 �  0,1! kontinu.   


� disebut metrik Q-fuzzy pada X dan 
���, , �	 merepresentasikan derajat 

kedekatan antara �,  dan � terhadap �. Maka 3-tupel ��, 
� ,�	 disebut ruang 

metrik Q-fuzzy. 

Ruang metrik Q-fuzzy disebut simetris jika 
���, , , �	 � 
���, �, , �	 untuk 

setiap �,  � �.  
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Contoh 3.2 (Guangpeng dan Kai, 2010) 

Misal (X,G) adalah ruang G-metrik yang simetris. Definisikan � � " � �" untuk 

semua �, " �  0,1! dan misalkan Q adalah himpunan fuzzy pada � � � � � �

�0, ∞	 dengan fungsi keanggotaan yang didefinisikan sebagai berikut: 


���, , �, �	 � #

#$%�&,',(	
       (3.1.1) 

untuk setiap �, , � � � dan � � 0. Maka 3�, 
� ,�4 adalah ruang metrik Q-fuzzy.  

Penjelasan: 

��1	  Akan dibuktikan 
���, �, , �	 � #

#$%�&,&,'	
� 0.  

Karena G adalah G-metrik dan � � 0, maka 
���, �, , �	 � #

#$%�&,&,'	
� 0. 

Selanjutnya, akan dibuktikan 
���, �, , �	 � 
���, , �, �	 untuk setiap �, , � �

� dengan � � . Maka  


���, �, , �	 � #

#$%�&,&,'	
       (3.1.2) 


���, , , �	 � #

#$%�&,','	
       (3.1.3) 

Karena G adalah G-metrik yang simetris maka  

6��, �, 	 � 6��, , 	       (3.1.3) 

sehingga untuk � � 0: 

#

#$%�&,&,'	
� #

#$%�&,','	
        (3.1.4) 

Jadi, 
���, �, , �	 � #

#$%�&,&,'	
� #

#$%�&,','	
� #

#$%�&,',(	
� 
���, , �, �	 untuk 

semua �, , � � � dengan � � . 
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��2	    Akan dibuktikan 
���, , �, �	 � 1 jika dan hanya jika � �  � �; 

�7	      

Karena 
���, , �, �	 � #

#$%�&,',(	
� 1 maka � � � � 6��, , �	. Sehingga 

6��, , �	 � 0, karena G adalah G-metrik maka � �  � �. 

�8	      

Karena � �  � � maka 
���, �, �, �	 � #

#$%�&,&,&	
� #

#
� 1. 

��3	  Akan dibuktikan 
���, , �, �	 simetri. 

Karena G adalah G-metrik, maka: 


���, , �, �	 � #

#$%�&,',(	
� #

#$%�&,(,'	
� #

#$%�(,&,'	
� #

#$%�',(,&	
� #

#$%�',&,(	
  

                        � #

#$%�(,',&	
  

Jadi 
���, , �, �	 � 
���, �, , �	 � 
���, �, , �	 � 
��, �, �, �	 � 
��, �, �, �	  

                             � 
���, , �, �	   (simetri) 

��4	  Akan dibuktikan 
���, �, �, �	 � 
���, , �, �	 � 
���, , �, � � �	.  


���, �, �, �	 � 
���, , �, �	 � #

#$%�&,9,9	
� :

:$%�9,',(	
  

                                                 � #:
�#$%�&,9,9		�:$%�9,',(		

  

Karena G adalah G-metrik dan �, � � 0, maka 

                        6��, , �	 � 6��, �, �	 � 6��, , �	 untuk setiap �, , � � � 

                            ��6��, , �	 � ��36��, �, �	 � 6��, , �	4  

     �� � �	�� � ��6��, , �	 � �� � �	�� � ��36��, �, �	 � 6��, , �	4  

                                                  � �� � �	�� � ��6��, �, �	 � ��6��, , �	  
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                                                 ��;6��, , �	 � �;6��, �, �	  

                                                        ��� � �	6��, �, �	6��, , �	  

                                                  � �� � �	�� � �� � �	�6��, �, �	 � �� � �	�6��, , �	  

                                                       ��� � �	6��, �, �	6��, , �	  

                        � �� � �	��� � �6��, �, �	 � �6��, , �	 

                                                       �6��, �, �	6��, , �		   

                                                 � �� � �	3� � 6��, �, �	43� � 6��, , �	4  

< 
#:

�#$%�&,9,9		�:$%�9,',(		
� #$:

�#$:	$%�&,',(	
 

Jadi, 


���, �, �, �	 � 
���, , �, �	 �
��

���6��,�,�		���6��,,�		
�

���

����	�6��,,�	
� 
���, , �, � � �	  

��5	  Akan dibuktikan 
���, , �, �	: �0, ∞	 �  0,1! kontinu.   


���, , �, �	 �
�

� � 6��, , �	
 

Misal 


���, , �, �	 �
�

� � 6��, , �	
�

=��	
>��	

 

Karena =��	 � � � 0 kontinu, dan >��	 � � � 6��, , �	 � 0 kontinu, maka  


���, , �, �	 � #

#$%�&,',(	
 kontinu.  

Dari ��1	 - ��5	 terbukti bahwa ��, 
� ,�	 adalah ruang metrik Q-fuzzy.  

Karena 
���, , , �	 � #

#$%�&,','	
 

                                      � #

#$%�&,&,'	
� 
���, �, , �	 untuk setiap �,  � �  

maka ruang metrik Q-fuzzy ��, 
� ,�	 disebut simetris. 
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Berikut akan dibahas mengenai sifat-sifat dari ruang metrik Q-fuzzy yaitu: 

Lemma 3.3 (Guangpeng dan Kai, 2010) 

Jika 3�, 
� ,�4 adalah ruang metrik Q-fuzzy, maka 
���, , �, �	 adalah fungsi tak 

turun terhadap t untuk setiap x, y, z di X. 

Bukti: 

Misal � � �, menurut definisi 3.1 sifat ��4	, diperoleh: 


���, �, �, �	 � 
���, , �, �	 � 
���, , �, � � �	    (3.1.5) 

Karena 
���, �, �, �	 � 1 maka 
���, , �, � � �	 ? 
���, , �, �	 untuk setiap 

�, , � � �. ■   

 

Definisi 3.4 (Guangpeng dan Kai, 2010) 

Pada ruang metrik Q-fuzzy 3�, 
� ,�4, apabila limB�∞ �B � � dan limB�∞ B �  

dan limB�∞ �B � � dan limB�∞ 
���, , �, �B	 � 
���, , �, �	 mengakibatkan 

limB�∞ 
���B, B, �B, �B	 � 
���, , �, �	 maka 
� disebut fungsi kontinu pada 

� � � � � � �0,∞	. 

 Selanjutnya dibahas tentang barisan di ruang metrik Q-fuzzy. yaitu: 

Definisi 3.5 (Guangpeng dan Kai, 2010) 

Misal 3�, 
� ,�4 adalah ruang metrik Q-fuzzy. Maka 

1. Suatu barisan ��B	 di � konvergen ke � � � jika C � 0  dan setiap � � 0, 

ada DE � F sedemikian sehingga ���G, �B, �, �	 � 1 H C untuk setiap 

D, I ? DE. 

2. Suatu barisan ��B	 di � disebut Cauchy jika untuk setiap 0 J C J 1 dan 

� � 0, ada DE � F sedemikian sehingga 
���G, �B, �K , �	 � 1 H C untuk 

setiap L, I, D ? DE. 

3. Ruang metrik Q-fuzzy dengan setiap barisan Cauchy konvergen disebut 

lengkap. 

Selanjutnya akan dibahas pemetaan kompatibel di ruang metrik Q-fuzzy, 

yaitu: 
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3.2  Pemetaan Kompatibel di Ruang Metrik Q-Fuzzy 

 Selanjutnya akan dibahas tentang pemetaan kompatibel pada ruang metrik 

Q-fuzzy. 

Definisi 3.6 (Guangpeng dan Kai, 2010)  

3�, 
� ,�4 adalah ruang metrik Q-fuzzy. Dua pemetaan =: � � � dan >: � � � 

pada ruang metrik Q-fuzzy 3�, 
� ,�4 disebut kompatibel jika 

limB�M =��B	 � limB�M >��B	 mengakibatkan 

limB�M 
��=�>��B		, >�=��B		, >�=��B		, �	 � 1 untuk sembarang barisan ��B	 

di �. 

Contoh 3.7 

Pada contoh 3.2 sebelumnya telah dibuktikan bahwa 3�, 
� ,�4 dengan 


���, , �, �	 � #

#$%�&,',(	
untuk setiap �, , � � � dan � � 0 adalah ruang metrik 

Q-fuzzy. Misal ��B	 adalah barisan di �. Maka =: � � � dan >: � � � dengan 

=��	 � �N dan >��	 � � adalah pemetaan kompatibel di �.  

Penjelasan: 

Karena |=��B	 H >��B	| � |�B||�B
; H 1| � 0 jika |�B| � 0 dan 

limB�M 
��=�>��B		, >�=��B		, >�=��B		, �	 � limD�∞ 
�3�D
3, �D

3, �D
3, �4 � 1, maka = dan 

> adalah pemetaan kompatibel di �. 
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BAB 4 

PENUTUP 

 

4.1  Rangkuman 

Sebagai penutup pada penulisan tesis ini akan diberikan ringkasan dari 

hasil pembahasan terhadap topik penelitian. Pembahasan tesis ini adalah terkait 

dengan perluasan ruang metrik ke ruang metrik Q-fuzzy dan pemetaan kompatibel 

di ruang tersebut. 

 Pada definisi 3.1 telah dipelajari definisi ruang metrik Q-fuzzy, yaitu misal  

� adalah himpunan tak kosong, � adalah norm-t kontinu dan � adalah himpunan 

fuzzy pada � � � � � � �0, ∞	 dengan fungsi keanggotaan 
� yang memenuhi 

kondisi berikut, untuk setiap �, , �, � � � dan �, � � 0:  

��1	  
���, �, , �	 � 0 dan 
���, �, , �	 � 
���, , �, �	 untuk setiap �, , � � � 

dengan � �  

��2	  
���, , �, �	 � 1 jika dan hanya jika � �  � � 

��3	  
���, , �, �	 � 
��, �, �, �	 � 
��, �, �, �	 � 
��, �, �, �	  

                                � 
���, �, , �	 � 
���, , �, �	 � 
���, , �, �	 (simetri) 

��4	  
���, �, �, �	 � 
���, , �, �	 � 
���, , �, � � �	  

��5	  
���, , �,·	: �0, ∞	 �  0,1! kontinu.   


� disebut metrik Q-fuzzy pada X dan 
���, , �	 merepresentasikan derajat 

kedekatan antara �,  dan � terhadap �. Maka 3-tupel ��, 
� ,�	 disebut ruang 

metrik Q-fuzzy. 

Ruang metrik Q-fuzzy disebut simetris jika 
���, , , �	 � 
���, �, , �	 untuk 

setiap �,  � �. 

 Telah dibahas pula pemetaan kompatibel di ruang metrik Q-fuzzy. Yaitu, 

dua pemetaan ": � � � dan #: � � � pada ruang metrik Q-fuzzy $�, 
� ,�% 

disebut kompatibel jika lim)�* "��)	 � lim)�* #��)	, mengakibatkan 

lim)�* 
��"�#��)		, #�"��)		, #�"��)		, �	 � 1 untuk sembarang barisan ��)	 

di �. 
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4.2  Saran 

 Penelitian ini bisa dilanjutkan pada ruang metrik yang lebih umum 

misalnya ruang metrik dengan hinpunan fuzzy pada � � � � � � � � �0, ∞	. 

 

 
 
 
 
 
 
 

     

Pemetaan kompatibel..., Siti Juleha, FMIPAUI, 2012



35 

 

DAFTAR PUSTAKA 

 

Aage, C. T., dan Salunke, J. N. (2010). On Fixed Point Theorems in Fuzzy 

Metric Spaces. Int. J. Open Problems Compt. Math., Volume 3 No. 2 

halaman 123-131. 

Aphane, M. (2009). On Some Results of Analysis in Metric Spaces and Fuzzy 

Metric Spaces. Thesis. University of South Africa. 

Cho, Y. J., Jungck, G. dan Kang, S. M., (1990). Common Fixed Points of 

Compatible Mappings. Internat. J. Math. Sci., Volume 13 No. 1 

halaman 285-288. 

Butt, A. R. (2010). Fixed Points of Set Valued Maps. Thesis. Department of 

Mathematics , Lahore University of Management Science: Lahore, 

Pakistan.  

George, A. dan Veeramani, P. (1994). On Some Results in Fuzzy Metric 

Spaces. Fuzzy Sets and Systems, Volume 64 halaman 395 – 399. 

Grabiec, M. (1988). Fixed Points in Fuzzy Metric Spaces. Fuzzy Sets and 

Systems, Volume 27 halaman 385-389. 

Guangpeng, S. dan Kai. Y. (2010). Generalized Fuzzy Metric Spaces with 

Properties. Research Journal of Applied Science, Engineering and 

Technology, Volume 2 No. 7 halaman 673-678. 

Mustafa, Z. dan Sims, B. (2006). A New Approach to Generalized Metric 

Spaces. Journal of Nonlinier and Convex Analysis, Volume 7 No. 2 

halaman 289-297. 

Istratescu. V. I. (1981). Fixed Point Theory: An Introduction. D. Reidel 

Publishing Company, Dordrecht: Holland. 

Jungck, G. (1986). Compatible Mappings and Common Fixed Points. 

Internat. J. Math. Sci., Volume 9 No. 4 halaman 771-779. 

Klir, G. J. dan Yuan, B. (1995). Fuzzy Sets and Fuzzy Logic: Theory and 

Application. Prentice Hall: USA. 

 
 
 
 
 
 
 

     

Pemetaan kompatibel..., Siti Juleha, FMIPAUI, 2012



36 

 

Kramosil, I., dan Michalek, J. (1975). Fuzzy Metrics and Statistical Metric 

Spaces. Kybernetika, Volume 11 No. 5 halaman 336-344. 

Kumar, M. (2012). Compatible Maps in G-Metric Spaces. Int. Journal of 

Math. Analysis, Volume 6 No. 29 halaman 1415 – 1421. 

Sapena, A. (2001). A Contribution to The Study of Fuzzy Metric Spaces. 

Applied General Topology, Volume 2 No. 1 halaman 63-75. 

Sessa, S. (1982). On a Weak Commutativity Condition of Mappings in Fixed 

Point Considerations. Publications De L’ Institut Mathematique 32 (46) 

halaman 149-153. 

Schweizer, B. dan Sklar, A. (1960). Statistical Metric Spaces. Pacific J. Math. 

10, halaman 313 – 334. 

Shirali, S. dan Vasudeva, H. L. (2006). Metric Spaces. SPI Publisher Services: 

Pondichery, India. 

Zadeh, L. A. (1965). Fuzzy Sets, Information and Control, volume 8 halaman 

338 – 353. 

 

 
 
 
 
 
 
 

     

Pemetaan kompatibel..., Siti Juleha, FMIPAUI, 2012


	Halaman awal
	Abstrak
	Daftar isi
	Bab I
	Bab II
	Bab III
	Bab IV
	Daftar Pustaka

