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ABSTRAK

Nama : Siti Ayu Setia Nastiti
Program Studi : Matematika
Judul : Fungsi Pembangkit dari Polinomial Chebyshev dengan Ekspansi

Binomial (1 — te?)=#

Pada tugas akhir ini akan dibahas mengenai fungsi pembangkit dari polinomial
Chebyshev. Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan
kedua diturunkan dari ekspansi binomial (1 —te‘®)™#. Sedangkan fungsi

pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat diturunkan dari
i i0

hasil kali ekspansi binomial (1 —te®)™* dengan ez. Selanjutnya dengan

mengintegrasikan ekspansi binomial (1 — te®)™* terhadap te’® untuk p =1

akan didapat fungsi pembangkit lainnya dari Chebyshev polinomial jenis pertama

dan kedua. Sedangkan fungsi pembangkit dari Chebyshev polinomial jenis ketiga

dan keempat didapat dari hasil kali integrasi ekspansi binomial (1 — te®)=*
i i0

terhadap te'® dengan e 2.

Kata Kunci : fungsi pembangkit, polinomial Chebyshev, ekspansi binomial
XIII + 61 halaman ; 4 gambar
Daftar Pustaka : 14 (1972-2010)

iX Universitas Indonesia

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA Ul, 2012



ABSTRACT

Name : Siti Ayu Setia Nastiti
Study Program : Mathematics
Title : Generating Function of Chebyshev Polynomials derived from

Binomial Expansion of (1 — teie)—u

In this minithesis, a study on generating functions of Chebyshev polinomials is
carried out. The generating functions of Chebyshev polinomials of the first and
second kind are derived from binomial expansion (1 — te‘®)™#. In addition, the
generating functions of the Chebyshev polinomials of the third and fourth kind
i0
can be derived from the product of binomial expansion (1 — te‘®)™* and ez.
Furthermore, by integrating binomial expansion (1 — te®®)™* to te® foru = 1,
the other generating function of Chebyshev polinomial of the first and second
kind can be derived. Moreover, the other generating functions of Chebyshev

polinomial of the third and fourth kind can be derived from the product of the
i0
result of the integration and e 2 foru = 1.

Keyword : generating function, Chebyshev polynomials, binomial
expansion
XIII + 61 pages ;4 pictures
Bibliography : 14 (1972-2010)
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam menyelesaikan masalah matematika, ada banyak sekali metode atau
pendekatan yang dapat digunakan. Misalnya saja metode kontraposisi ataupun
induksi matematika dapat digunakan dalam metode pembuktian.

Begitu juga dalam matematika diskrit, ada banyak metode yang dapat
digunakan untuk menyelesaikan permasalahan. Salah satunya adalah dengan
menggunakan fungsi pembangkit atau generating function.

Fungsi pembangkit adalah salah satu metode yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan beberapa permasalahan dalam bidang matematika. Dengan
mentransformasi persoalan ke dalam bentuk fungsi pembangkit, maka sifat-sifat
khusus dari fungsi pembangkit dapat digunakan sebagai jalan untuk memecahkan
masalah. Fungsi pembangkit ini bisa diperlakukan sebagaimana fungsi-fungsi
pada umumnya. Misalnya saja pada fungsi pembangkit dapat dilakukan operasi
penjumlahan, perkalian dengan suatu konstanta, maupun diferensial.

Fungsi pembangkit memiliki banyak kegunaan, misalnya untuk
menyelesaikan permasalahan rekurensi, counting, membuktikan identitas
kombinatorika, maupun aplikasi-aplikasi lain yang beragam. Dalam hal ini, fungsi
pembangkit pada polinomial Chebyshev dapat digunakan untuk menyederhanakan
formula deret yang rumit menjadi ekspresi aljabar sederhana.

Dalam tugas akhir ini akan dicari fungsi pembangkit dari keempat jenis

polinomial Chebyshev dengan menggunakan ekspansi binomial.

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup Masalah

Dalam tugas akhir ini, yang menjadi permasalahan adalah bagaimana

penurunan fungsi pembangkit untuk keempat jenis Polinomial Chebyshev?

1 Universitas Indonesia
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Ruang lingkup masalah pada tugas akhir ini hanya menggunakan ekspansi
binomial (1 — teie)_ﬂ untuk nilai g = 1, 2,%, — %, —-1,-2

1.3 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah menurunkan fungsi pembangkit dari

keempat jenis polinomial Chebyshev dengan menggunakan ekspansi binomial.

1.4 Metode Penelitian

Metode penelitian pada tugas akhir ini adalah studi literatur.

Universitas Indonesia
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan definisi fungsi pembangkit dan definisi polinomial
Chebyshev. Selain itu akan dibahas beberapa teorema dan lemma yang diperlukan
untuk mencari fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev dengan

menggunakan ekspansi binomial.
2.1 Fungsi Pembangkit

Fungsi pembangkit adalah salah satu metode yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan berbagai permasalahan dalam dunia matematika antara lain
permasalahan rekurensi, counting, membuktikan identitas kombinatorika, maupun
aplikasi-aplikasi lain yang beragam. Dengan mengaitkan persoalan ke dalam
dunia fungsi pembangkit, maka sifat-sifat khusus dari fungsi pembangkit dapat
digunakan sebagai jalan untuk memecahkan masalah.

Fungsi pembangkit ini dapat diperlakukan sebagaimana fungsi-fungsi pada
umumnya. Misalnya suatu fungsi pembangkit dapat didiferensialkan.

Berikut ini akan diberikan definisi dari fungsi pembangkit.

Definisi 2.1 Diberikan barisan S (tak hingga atau terhingga)
ay(&),a, (§),a,(&), ... dapat didefinisikan bentuk

G(x) = ap(§) + a,()x + a()x* + az(§)x® + - (2.1)
atau G(x) = X2, a; (§)x! sebagai fungsi pembangkit dari barisan S.
(Rosen, 1995)
Selanjutnya akan didefinisikan keempat jenis polinomial Chebyshev

2.2 Polinomial Chebyshev

Definisi 2.2 Polinomial Chebyshev jenis pertama T, (x) adalah polinomial dalam

x dengan derajat n yang didefinisikan dengan hubungan

T,,(x) = cosnb,

3 Universitas Indonesia
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dimana x = cos8 ,x € [-1,1] ,68 € [0,r],n € N. (2.2)

(Mason & Handscomb, 2003)

T,(x) T,(x) T.-,(x}

|/ Ty(x)_~
|I I|

L]
-1

T,(x)

Gambar 2. 1 Polinomial Chebyshev jenis pertama

[Sumber : http://mathworld. wolfram.com/ChebyshevPolynomialoftheFirstKind.html]

Gambar 2.1 merupakan representasi polinomial Chebyshev jenis pertama untuk
nilain =1,2,3,4,5.

Definisi 2.3 Polinomial Chebyshev jenis kedua U,, (x) adalah polinomial dalam x

dengan derajat n yang didefinisikan sebagai

sin(n + 1)0
Up(x) = I 1
dimana x = cos@,x € [-1,1],0 € [0,t],n € N. (2.3)

(Mason & Handscomb, 2003)
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(%)

Gambar 2. 2 Polinomial Chebyshev jenis kedua

[Sumber: http://mathworld. wolfram.com/ChebyshevPolynomialoftheSecondKind.html]

Gambar 2.2 merupakan representasi polinomial Chebyshev jenis kedua untuk nilai

n=1,2,3,4,5.

Definisi 2.4 Polinomial Chebyshev jenis ketiga V,, (x) adalah polinomial dalam x
dengan derajat n yang didefinisikan sebagai

cos(n + 1/,)0
YT /2

V, ()

)

dimana x = cos@,x € [—1,1],0 € [0,],n € N. (2.4)
(Mason & Handscomb, 2003)

Definisi 2.5 Polinomial Chebyshev jenis keempat W, (x) adalah polinomial dalam

x dengan derajat n yang didefinisikan sebagai

oy = S0 +91/ 2
sin?/,

dimana x = cos@,x € [-1,1],0 € [0,7],n € N. (2.5)

(Mason & Handscomb, 2003)
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Untuk menentukan fungsi pembangkit dengan menggunakan ekspansi
binomial diperlukan beberapa identitas dalam bilangan kompleks. Oleh karena itu,

berikut ini akan dibahas definisi dan beberapa sifat dari bilangan kompleks.

2.3 Bilangan Kompleks dan Sifat-sifatnya

2.3.1 Definisi Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks didefinisikan sebagai pasangan berurut (x, y) dari
bilangan real yang dapat diinterpretasikan sebagai suatu titik di bidang kompleks.
Karena bilangan real x dinyatakan sebagai titik (x, 0) pada sumbu real, maka
himpunan bilangan real merupakan subset dari himpunan bilangan kompleks.
Bilangan kompleks dalam bentuk (0, y) merujuk pada titik di sumbu y dan
disebut pure imaginary numbers atau bilangan imajiner asli. Sumbu y yang

dimaksud adalah sumbu imajiner dalam bidang kompleks.

Definisi 2.6 Bilangan kompleks (x, y) didefinisikan sebagai berikut
z=(x,y)=x+iy. (2.6)
Bilangan real x dan y disebut bagian real dan imajiner dari z, maka dapat ditulis
Re (z) = x danIm (z) = y. 2.7)

(Brown & Churchill, 2004)

Sebuah bilangan kompleks z = x + iy juga dapat dinotasikan dalam bentuk

eksponensial yang dinyatakan sebagai berikut.
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Definisi 2.7 Misalkan r dan 6 adalah kordinat polar dari titik (x,y) yang
bersesuaian dengan sebuah bilangan kompleks tidak nol z = x + iy. Karena

x = rcos @ dan y = rsin 8, bilangan z dapat ditulis dalam bentuk polar sebagai
z=r(cosf +isinf) (2.8)
denganr = /x? + y? dan § = arg z.

Notasi e? atau exp (if) dikenal sebagai Euler’s formula dan didefinisikan

sebagai berikut
e = cos@ +isinf, (2.9)

dimana 6 diukur dalam satuan radian. Persamaan (2.8) dapat ditulis sebagai

berikut
BT cf (2.10)
(Brown & Churchill, 2004)

Arti geometri r dan @ pada bidang kompleks ditunjukkan pada diagram berikut:

Gambar 2. 3 Diagram Argand dari titik x+iy

[sumber : http://mathworld.wolfram.com/ComplexNumber.html]
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2.3.2 Sifat-Sifat Bilangan Kompleks

Dalam menurunkan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev diperlukan

beberapa sifat bilangan kompleks yang dinyatakan sebagai berikut.

Jika z; = (x1,y,) dan z, = (x,,y,) maka hasil penjumlahan dan perkalian dari z,

dan z, didefinisikan sebagai berikut
71+ 23 = (xp,y1) + (62, 2) = (1 + x5, 51 + ¥2), (2.11)

212y = (%1,Y1) (X2, ¥2) = (X1X3 — ¥1¥2, V1%, + VoX1) . (2.12)

(Brown & Churchill, 2004)

Jika z; = r;e'®1 dan z, = r,e%2maka hasil perkalian dari z, dan z, didefinisikan

sebagai berikut

Zgiiage - U 1, agifitnal’: SypenaiE (2.13)
(Brown & Churchill, 2004)
Lemma 2.1
Untuk sebuah bilangan kompleks z = x + iy maka

N+ x T — x>
x+iy= +isgn , 2.14
VX +iy < P gn (y) 7 (2.14)

denganr = \/x? + y?

dan
-1,y<0

sgn(y) ={ 0,y=0.
1,y>0
(Abramowitz & Stegun, 1972)

Bukti

Karena r > |x| maka persamaan berikut berlaku

<\/T+x>2:r+x

V2 2
(Vr—x)z_r—x
) 7
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Dari kedua persamaan di atas diperoleh

Vr+xVr—x Vrz—x? |yl

vZoovzZ 2 2

Maka
<\/T+x+,\/r—x>2 Ll
i =x+1ilyl.
V2 V2 Y
Untuky > 0
<\/r+x+,\/r—x>2 iy
i =x+1i
V2 V2 Y
Untuk y < 0
<\/r+x ,\/r—x>2 ,
— i =x—1i
V2 V2 Y
Maka terbukti
\/T <\/r+x+_ ()\/r—x>
x+iy= isgn
y 2 gn (y V2
dengan
-1,y<0
sgn(y)={0,y=0.
1,y>0
Lemma 2.2

Untuk suatu bilangan kompleks z = x + iy maka

1 = (\/r +x —sgn (Y)Vr — x)

2.15
Jx +iy V2r ( )
denganr = /x? + y?
dan
-1,y<0
sgn(y) =[ 0,y=0.
1,y>0
Bukti :

Dari Lemma 2.1 diperoleh

i r+x rT—X
Jx+iy= T+Lsgn(y) >
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Maka

. . ( L2E—isgn () /r;x>
Jatly <\[T+Tx+isgn(3’)\[r;x)<\[r;x—isgn(J’) /r5x>

r+x . r—Xx r+x . r—Xx
s——isgn(y) |— 7 —isgn (V) [~ 2
= X_
r V2

r;x+£:z
Vr+x—sgn (WVr—x
= ..
Terbukti bahwa
iy, VI v
Vit V2r '
dengan
-1,y<0
sgn(y) =4 0,y=0.
1,y>0
Lemma 2.3

Untuk suatu bilangan kompleks z = x + iy berlaku identitas berikut

Inz=1Inr +i6. (2.16)
Bukti

Untuk suatu bilangan kompleks z = re®® lakukan operasi logaritma natural pada
kedua ruas persamaan (2.16) maka diperoleh

Inz=In(re®) =Inr +Ine? =Inr+i0.

2.4 Ekspansi Binomial dalam Bilangan Kompleks

Dalam subbab ini dibahas beberapa definisi dan teorema yang digunakan dalam
ekspansi binomial pada bilangan kompleks seperti deret Taylor, deret Maclaurin

dan teorema binomial.
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2.4.1 Deret Taylor

Definisi 2.8 Suatu fungsi dengan peubah bilangan kompleks f(z) dikatakan
analitik di daerah R jika dapat didiferensialkan di setiap titik pada daerah R.
(Bak & Newman, 2010)

Definisi 2.9 Sebuah cakram dengan pusat z, dan radius r, dinotasikan dengan

|z — zy| < r adalah himpunan titik titik z yang jaraknya dari z, kurang dari r.

Gambar 2.4 merupakan contoh cakram terbuka dengan pusat z, dan radius r

——————

1 \
I 1
I 1
1 ZO 1
\ 1

~~~~~~~

Gambar 2. 4 Cakram dengan pusat 7z, radius r

Sumber : http://mathworld.wolfram.com/OpenDisk.html

Teorema 2.1
Misalkan sebuah fungsi f analitik pada sebuah cakram |z — z,| < R, . Maka f(2)

mempunyai representasi deret

o)

f(z) = Z an(z—2)" ; |z— 2yl <Ry, (2.17)
n=0
dimana
M (5
L= % in =012, ... (2.18)

Deret pada persamaan (2.17) konvergen ke f(z) ketika z berada di dalam cakram
yang terbuka dengan pusat z, dan jari-jari Ry,

(Brown & Churchill, 2004)
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Persamaan (2.17) merupakan ekspansi dari fungsi f(z) dalam deret Taylor di
sekitar titik z,, dengan kesepakatan bahwa f(®(z,) = f(z,) dan 0! =1 .

Persamaan (2.17) dapat ditulis menjadi

F@) = £ + 1520 (o = ) + 20

Untuk z, = 0 persamaan dapat ditulis menjadi

(z—29)%2+- (219

f@=fO)+E224+ 22240 2| <R, (2.20)

yang merupakan bentuk khusus dari deret Taylor yaitu deret Maclaurin.

Selanjutnya pada subbab berikut dibahas mengenai teorema binomial dan

koefisien binomial pada bilangan kompleks.

2.4.2 Teorema Binomial

Dalam matematika, teorema binomial adalah rumus penting yang memberikan
ekspansi pangkat dari penjumlahan. Pertama-tama akan didefinisikan koefisien
binomial. Koefisien binomial dapat didefinisikan dalam bentuk fungsi faktorial

sebagai berikut.

Definisi 2.10 Untuk k € N, p € R, maka kombinasi k£ dari p didefisikan sebagai b
(p) Bore ., AV AT g T
e = :

k el (2.21)
Selanjutnya akan didefinisikan bentuk umum dari deret binomial.
Definisi 2.11 Bentuk umum deret binomial dapat dinyatakan sebagai
p
(a+x)P = Z (z) xkaP=k (2.22)
k=0

(Abramowitz, Stegun, 1972)

Selanjutnya akan dibuktikan sebuah lemma yang akan menjadi dasar dalam

pembuktian teorema-teorema pada Bab 3.
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Lemma 2.4

Untuk suatu bilangan kompleks z , maka persamaan berikut berlaku

[ee]

1
(1—2)f1 Z (" : ﬁ) z" (2.23)

n=0

Bukti

untuk f(z) = (1 —2z)~®+Y maka £(0) = 1

@)= +1)(A—-2)F2maka f'(0) = +1

f"(@) =B+ DB +2)(1—2)7F maka f”(0) = (§ + V(5 +2)

Dari deret Maclaurin diperoleh

@ =@+ L0, L0

f@=1+@+Dz+ B+ +2)z*+ -

YNGR

___z n+,8

2.5 Fungsi Gamma
Definisi 2.11 Fungsi Gamma dari bilangan p atau ditulis sebagai I'(p) untuk p
bilangan real positif didefinisikan sebagai

oo

I'(p) =fxp‘1e‘x dx . (2.24)

0

Karena I'(1) = 1 maka untuk p bilangan real positif berlaku persamaan berikut
T(p+1) =pl(p). (2.25)

Selanjutnya untuk p = n dimana n adalah bilangan bulat positif berlaku
F'n)=m-1)!. (2.26)

(Bronson, 2003)
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BAB 3
FUNGSI PEMBANGKIT DARI POLINOMIAL CHEBYSHEV
BERDASARKAN EKSPANSI BINOMIAL (1 — tei®)~*

Pada bab ini dibahas himpunan fungsi pembangkit dari polinomial
Chebyshev jenis pertama, kedua, ketiga, dan keempat. Ada beberapa cara yang
dapat digunakan untuk menentukan fungsi pembangkit dari polinomial
Chebyshev. Pada tugas akhir ini digunakan ekspansi binomial (1 — te'®)™* untuk
memperoleh fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev. Dari ekspansi
binomial (1 — te®)™# diperoleh bentuk umum utama dari fungsi pembangkit

polinomial Chebyshev jenis pertama, kedua, ketiga dan keempat yaitu

— Zut
(1 —tei®)r — n! N :

Dari bentuk umum utama ini dapat diperoleh fungsi pembangkit dari polinomial
Chebyshev jenis pertama dan kedua. Jika kedua ruas pada persamaan yang

i0
menyatakan bentuk umum utama ini di kalikan dengan e 2 maka akan didapat

i

ﬁzi%t"(cos(n+%@+isin(n+%)9)

yang merupakan bentuk umum dari fungsi pembangkit polinomial Chebyshev
jenis ketiga dan keempat. Bila kedua ruas pada persamaan yang menyatakan
bentuk umum utama ini di integralkan terhadap te® untuk u = 1 diperoleh
bentuk umum yang lain dari fungsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis

pertama dan kedua yaitu

thtle i(n+1)6

—In(1 - te'?) = Z 1

-6
Jika kedua ruas dari persamaan diatas dikalikan dengan e 2z akan diperoleh
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x+1 11(1 2xt+t2) + 1—xt [tV —x?

2 2" x T+x 0\ 1%t
T iy P O Wl L S AL
A x T+x 0\ 1%t

yang merupakan bentuk umum fungsi pembangkit yang lain dari polinomial

Chebyshev jenis ketiga dan keempat.

Pada Subbab 3.1 dibahas penurunan bentuk umum utama dari semua
fungsi pembangkit polinomial Chebyshev berdasarkan ekspansi binomial
(1 — te®)~#. Dari bentuk umum utama ini diturunkan bentuk umum dari masing-
masing fungsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis pertama, kedua, ketiga dan

keempat.

Pada Subbab 3.2 dibahas fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev
jenis pertama dan kedua untuk nilai ¢ = 1, 2, %, — %, —1,—2. Sedangkan pada
Subbab 3.3 dibahas fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshv jenis ketiga dan

keempat untuk nilai p = 1, 2,%, — %, —1, —2. Untuk selanjutnya akan digunakan

notasi x = cosf ,y =sinf, danR = V1 — 2xt + t2.

3.1 Bentuk Umum Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev

Pertama-tama akan dibahas bentuk umum utama dari fungsi pembangkit
polinomial Chebyshev jenis pertama, kedua , ketiga dan keempat seperti yang

dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 3.1.1

Untuk [t| < 1, ekspansi binomial dari (1 — te'®)™ dinyatakan sebagai berikut

; = thHeMG
(1 —tei®)u £ nl I'(w) '
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Bukti :

Dari Lemma 2.4 didapat

[ee]

1 n+p\ n
(1—Z)ﬁ+1_z( n )Z ’
n=0
Untuk z = te'® dan 8 + 1 = u diperoleh

1 g _ .
Ty i Z (n +ﬁ 1) (tei®)n

n=0

=(n+u—1)(n+u—2)...(u+1)# F(#)t

X n ,infd
n! I'(w
E n+u—-1Dn+pu—-2)..(u+DI'(u+1) i
n!T'(u)
— Z F(n 3 IJ‘) theind
n!T(W '
n=0
Jadi terbukti bahwa
;’: ZMtneinG (3.1)
(1 —teld)H . n!T (W) ' '
n=

Persamaan (3.1) merupakan bentuk umum dari fungsi pembangkit dari
polinomial Chebyshev jenis pertama, kedua, ketiga dan keempat. Fungsi
pembangkit untuk polinomial Chebyshev jenis pertama bisa diturunkan dari
bagian real pada persamaan (3.1) untuk berbagai nilai p . Sedangkan bagian
imajiner pada persamaan (3.1) dapat diturunkan menjadi fungsi pembangkit dari

polinomial Chebyshev jenis 2 untuk berbagai nilai pu.

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua
dapat pula diturunkan dari hasil integrasi persamaan (3.1) terhadap te‘® untuk

nilai u = 1. Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dapat
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diturunkan dari bagian real hasil integrasi tersebut sedangkan fungsi pembangkit
dari polinomial Chebyshev jenis kedua diturunkan dari bagian imajinernya.

Berikut ini dibuktikan suatu identitas yang merupakan fungsi pembangkit

dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk nilai g = 1.
Teorema 3.1.2
Untuk nilai |¢| < 1 maka persamaan berikut berlaku

tn+1 i(n+1)6

—In(1 - te¥) = Z ]

Bukti:

Dari persamaan (3.1) diperoleh

M o Z DO+ 1) g
(1 — tel@) —~ n! (W) :

Integralkan kedua ruas pada persamaan (3.1) terhadap te®® untuk u = 1.

Susbtitusikan u = 1 — te'® , maka diperoleh hasil integrasi ruas kiri persamaan
(3.1) adalah

f ! d(te?) = fld
1—tet® W ¢
=—Inu+c=-In(1—-te?)+c. (3.2)

Sedangkan hasil integrasi ruas kanan persamaan (3.1) adalah

rn+1) | . ol . .
fz n|nr(1) tneind d(teze) :fzon!?(l) tneind d(tele)

-/ Z(te”) a(te') = Z (o)™
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had tn+lei(n+1)9
= Z BEEE (33)
n=0

Dari persamaan (3.2) dan (3.3) didapat

tn+1 i(n+1)6

~In(1 - te®) = Z — (3.4)

Persamaan (3.4) merupakan bentuk umum dari fungsi pembangkit polinomial

Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk nilai y = 1.
Selanjutnya akan dibuktikan suatu identitas yang didapat dari hasil kali kedua ruas

i0
persamaan (3.1) dengan e 2 yang merupakan bentuk umum fungsi pembangkit

untuk polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat dan dinyatakan sebagai

berikut.
Teorema 3.1.3

Bentuk umum fungsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat

adalah

i0 ==

s 43 m{n+ 1))

(1—1’6[9)“_ . n'F(u) cosin > Lsin\n > .
n:

Bukti:

Dari persamaan (3.1) didapat

v i T+ e
(1 — tei®)x —~ n!T(w) '

i0
Jika kita kalikan kedua ruas persamaan (3.1) dengan e 2 maka didapat

i0 -

ez T+ o

S — 77 inf ,5
(1—te)H Z; IO
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NI e
—Z O el

=i%t”(cos(n+%)0+isin(n+%)9). (3.5)
n=0

Maka terbukti bahwa persamaan (3.5) merupakan bentuk umum dari

fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat.

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga bisa diturunkan
dari bagian real pada persamaan (3.5) untuk berbagai nilai u . Sedangkan bagian
imajiner pada persamaan (3.5) dapat diturunkan menjadi fungsi pembangkit dari

polinomial Chebyshev jenis keempat untuk berbagai nilai p.

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat

—-i0
dapat pula diturunkan dari hasil kali persamaan (3.4) dengan e 2 . Fungsi

pembangkit polinomial Chebyshev jenis ketiga dapat diturunkan dari bagian real
—i0
hasil kali persamaan (3.4) dengan e 2 . Sedangkan fungsi pembangkit dari

polinomial Chebyshev jenis keempat dapat diturunkan dari bagian imajinernya.

Berikut ini akan dibuktikan suatu teorema yang merupakan fungsi
pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat dan dinyatakan

dalam persamaan berikut
Teoremsa 3.1.4

Untuk nilai |t| < 1 maka persamaan berikut berlaku

x+1 11 1 — 2%t +£2) + 1—xt L (tV1—x?
2 A =2xt + )+ | an T
PP ik (TS P IR Link UMy (A Sk
"2 M =2xt+ 1) + Jmtan T (o

2t cos(n + %)0 + i t"*1sin(n + %)9
B Z n+1 '
n=0
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Bukti

Pertama-tama akan dicari bentuk lain dari persamaan (3.4) . Dari persamaan (3.4)

diperoleh

tn+1 i(n+1)6

—In(1 - te¥) = Z e

Ruas kiri dari persamaan (3.4) dapat juga dinyatakan sebagai berikut
—In(1—te?)=—In(1—tcosh — itsinf). (3.6)

Berdasarkan Lemma 2.3 maka persamaan (3.6) dapat ditulis kembali menjadi

, —tsin @
—In(1—te®®) = -1 Tt 6)? —tsinf?)) —it _1(——)
n( e'?) n(y/( cos )% + (—tsin0?)) —i tan | A—
= —In(y/1 — 2t cos B + t2 cos? 6 + t2 sin? 6)
Ne _1< tsin 6 )
% 1—tcosf
) tv1l — x2
=—Ilny1—-2tx+t2+i tan | ——
Tty
I 4
= —1In(1 — 2xt + t?)/2 +i tan™?! <——)
S X
1 tv1l —x?
:—Eln(l—th+t2)+itan‘1 <ﬁ> . (37)

Sedangkan untuk ruas kanan dari persamaan (3.4) dapat dinyatakan sebagai

berikut

i tntteln)d i t"*1(cos(n + 1)8 + isin(n + 1)6)
n+1 B n+1

(3.8)

B i t"*1cos(n+ 1)6 + i t"*sin(n + 1)9
B — n+1

Universitas Indonesia

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA Ul, 2012



21
Berdasarkan persamaan (3.7) dan (3.8) maka didapat

1 , tv1l — x?
_Eln(l — 2xt + tz) +itan ! —

1—tx

(3.9)

3 i t™*1cos(n+1)0 + i t"*sin(n + 1)0
B n+1 '
n=0

Persamaan (3.9) merupakan bentuk lain dari persamaan (3.4) .Selanjutnya akan
—-i0
dicari hasil kali kedua ruas persamaan (3.9) dengan e 2 .

-if

Kalikan ruas kiri persamaan (3.9) dengan e z maka diperoleh

-i0 : -ig/ 1 tv1l — x?
ez (—In(1—te))=e2 (—=In(1 — 2xt +t?) +i tan™' | ———
2 & xt
—( g "9> e W, sk
= |\cos5 —ising 2n( X ) + itan & 7
E - 6?1 1—2xt+t?) +i 6’t -1 (.
= —5 0S5 n( G ) fcos— tan s
+'1 i 01 1—2xt + t?
lzsmzn( X )
y £ A O}
E- Sl =120 |
/2 1 — af
I sl tv1l — x2
=—= In(1— 2xt + t2) + i tan”!| ——
2 2 V2 1—xt
1vl—x
+i= In(1 — 2xt + ¢t
V1—x [tV —x?
+ tan~ _—
V2 1—xt
\/x+1< 11 (1-2 t+t2)+V1_xt _1<t\/1—x2>>
= —=In(1 —2x an™ ' ———
7z \72 VItx 1—xt
v1—x<1
+ i =In(1 — 2xt + t*
vz ™ )
V1—x tv1l — x?
+ tan~! (—) : (3.10)
V14 x 1—xt
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i0
Sedangkan hasil kali ruas kanan persamaan (3.9) dengan e zadalah

. 1
i0 had tn+l i(n+1)6 tn+l l(”"‘f)@

e 2 _— = _—
n+1 n+1

2, t™* cos n + ))0 + i t™*1sin (n + ;) 0
Z RNGREY

n+1

Dari persamaan (3.10) dan (3.11) diperoleh

Vx+1 1l - TR < T A
\/_2_ (-E n( iRl t )+mtan <ﬁ)>

P N ) il —
i N 5 In x \/_an 8
= t™*1 cos n+%)9+1t"+1 ( )
Z (3.12)
— n+1

Persamaan (3.12) merupakan bentuk umum lainnya dari fungsi pembangkit

polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai g = 1.

3.2 Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev Jenis Pertama dan Kedua

Pada subbab ini akan diturunkan fungsi pembangkit polinomial Chebyshev
jenis pertama dan kedua dengan menggunakan bagian real dan bagian imajiner
dari kedua ruas persamaan (3.1). Teorema — teorema yang menyatakan fungsi

pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua merupakan

akibat dari Teorema 3.1.1 untuk nilai y = 1, 2,%, — %, -1,—2.

Selain itu juga akan diturunkan fungsi pembangkit dari polinomial
Chebyshev jenis pertama dan kedua dengan menggunakan bagian real dan
imajiner dari kedua ruas persamaan (3.4) . Teorema — teorema yang menyatakan
fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua

merupakan akibat dari Teorema 3.1.2 untuk nilai u = 1.
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Akibat 3.2.1

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk

nilai 4 = 1 adalah

[ee]

n 1—xt
zt L) =150 re

n=0

o0}

1
Z ) T

n=0

Bukti

Dari persamaan (3.1) didapat

; — Z Mtneina
(1 —tel@) E n! (W)

Oleh karena itu, untuk nilai 4 = 1 persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut

1 F 6 OhW 4 S S\
—_— Ve T Z4npind — Z —_theind — z theind
(1 2 tele) Z all(L) = © adl ¢
n=0 n=0 n=0
= Z t"(cosnd + isinno) . (3.13)
n=0

1

Bentuk P dapat dinyatakan sebagai berikut

1 1 1
1—te?® 1—t(cos@ +isinf) 1—tcosH —itsinb

_( 1 ) (1 —tx)+ity B (1—tx)+ity
T\l —tx—ity/\(A —tx) +ity) (i —tx)? + (—ty)?
_ 1—tx+ity _1-tx+ity
11— 2tx+t2x2 +t2(1—x2)  1-—2tx +t2

(3.14)
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Jadi dari persamaan (3.13) dan (3.14) didapat

[00]

Z t"(cosnb + isinnf) =

n=0

1—tx+ity

1—2tx+t2° (3.15)

Dari persamaan (3.15) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev
jenis pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan
(3.15).

Untuk bagian real persamaan (3.15) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis pertama, yaitu

itn( 8) = 1—tx
S8 oo
n=0
= 1—xt
LA =
Z n () 1 —2xt+t2
n=0

Untuk bagian imajiner persamaan (3.15) didapat fungsi pembangkit untuk

polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu,

o)

Ztn(' h ¢ t sinf
2E )_1—2tx+t2
n=0
0+§:t” inng) = t sinf
Syl 1—2tx + t?
n=1
it““ sin(n + 1)0 = _ tsmb
T 1—2tx +t2
n=0
it“ in(n +1)0 = —0
sin(n +1)8 = 1—2tx + t?
n=0
z o sin(n + 1)60 _ 1
sin @ 1— 2tx + t2
n=0
S e
”(x)_l—th+t2'
n=0
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Akibat 3.2.2

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk

nilai 4 = 2 adalah

i( e ( )_1—2tx+2x2t2—t2
" " 2+ £2)2
n=0
- 2(1 — xt)
2) ™ = :
Z)(n-'_ ) U (x) (1 — 2tx + t2)?
ns

Bukti

Dari persamaan (3.1) diperoleh

. Z DEF Wy,
(1 —tei®)u Z. n! T (W) s

Oleh karena itu, untuk nilai 4 = 2 persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut

L
(1 —tei?)? . n!T(2)
n=

v @+ D)
N n!'1!

n,in6

n=0

o)

= Z(n + 1) t"ein®

n=0

= Z(n + 1) t"(cosnb + isinnf)
n=0

= Z(n +1)t"cosnb + i(n+ 1)t"sinnb. (3.16)

n=0

Sedangkan - > dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut

(1-tei®)
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1 1

(1—te®)2 1 —2t(cosh + isinB) + t2(cos 26 + i sin 20)

1
" 1—2tcosO + t2cos26 + i(—2tsin O + t2 sin 26)

1—2tcos@ + t?cos26 —i(—2tsin @ + t?sin 260)
1—2tcos8 + t2cos26 —i(—2tsinf + t2sin 20)

a2 t?2 cos 260 + i(2t sin @ — t? sin 26)
(1 —2tcosO + t2cos260)2 + (—2tsinf + t2sin26)2 "

(3.17)

Jika dimisalkan
a=(1-—2cos0 + t?cos 20)?
= (1 —2tcos8)? + 2(1 — 2t cos B)t? cos 20 + (t? cos 20)>
=1—4tcosf + 4t?cos? O + 2t% cos 20 — 4t3 cos O cos 20 + t* cos? 26
dan
b = (=2t sin 8 + t? sin 20)?
= 4t%sin? 0 — 4t3 sin @ sin 20 + t* sin? 20
Maka didapat

a+b=1-—4tcosO + 4t?(cos? 8 + sin® 8) + 2t? cos 26
— 4t3(cos 6 cos 20 + sin 0 sin 20) + t*(cos? 20 + sin? 20)

=1—4tcosO + 4t? + 2t2(2cos?> 0 — 1) — 4t3cos O + t*
=1—4tcosO + 4t% + 4t%cos? 6 — 2t% — 4t3 cos O + t*.
Maka persamaan (3.17) dapat ditulis sebagai berikut

1 1—2tcos@ + t?cos20 +i(2tsin O — t?sin 20)

(1 —te®)2  1—4tcosO + 4t2 + 4t2cos? 0 — 2t2 — 4t3 cos O + t*

_ 1—2tcosf +t?(2cos?6 — 1) + i(2tsin§ — t*2sin 6 cos )
B 1 — 4tx + 4t% + 4t2x2 — 2t2 — 4t3x + t*

Universitas Indonesia

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA Ul, 2012



27

_1-2tx+t?(2x* = 1) + i 2t(1 — xt)sin 6

(1— 2tx + £2)2 (3.18)
Jadi dari persamaan (3.16) dan (3.18) didapat
Z(n + 1) t"cosnf + i(n + 1)t"sinnod
n=0
1—2tx+t?’@2x%>=1)+i2t(1—xt)sinO
= . (3.19)

(1 —2tx + t2)2

Dari persamaan (3.19) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis

pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.19).

Untuk bagian real persamaan (3.19) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial

Chebyshev jenis pertama yaitu,

i e feasng) < LT + 2282 = 1)
(@ )" E = (1 — 2tx +t2)2
n=0
= 1—2tx + t2(2x% = 1)
n =
Z(n + 1)t" T, (x) 0 2ix 1 0702
n=

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.19) didapat fungsi pembangkit
untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu,

2t(1 — xt)sin @
(1 —2tx +t2)2

Z(n + 1) t"sinnf =
n=0

2t(1 — xt)sin @
(1 —2tx +t2)2

0 +Z(n+ 1) t"sinnf =
n=1

2t(1 — xt)sin®@
(1 —2tx +t2)2

Z(n +2)t"*sin(n + 1)0 =
n=0

= LSin(n+ 16 2(1 —xt)
;(n +2)t -

in@ (1= 2tx +t2)2
- 2(1 — xt)
2)t"U =
Z,)(" TG = g oy
n=
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Akibat 3.2.3

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk

nilai u = - adalah

o 1
F(”"‘j) ., V1—xt+R
2, ) =
o 3
| " V2RVT—xt + R’

dimana R = V1 — 2tx + t2.
Bukti:

Dari Teorema 3.1 didapat

o k] Zut
(1 — tei®)x P n!T(W) :

Oleh karena itu, untuk nilai y = %persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut

1 zir(n-l_%)tneine

T i)

F(n+1)

t"(cosnf + isinnb)

2

_r(nrg)
2wl

(t" cosnb + it" sinnf). (3.20)

Sedangkan bentuk dapat dinyatakan sebagai berikut

1
Vi-tei®

1 1
V1—te® /1—t(cosf +isinf)
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1
 V1—tcos@ —itsin@

(3.21)

Berdasarkan Lemma 2.2 , persamaan (3.21) dapat ditulis sebagai berikut

1
V1 —tcos6 —itsinf

\[1 —tcos@ + /(1 —tcosO)? + (—tsin 6)2
V2,/(1 = t cos 6)2 + (—tsin )2

i\/\/(l —tcosB)? + (—tsin0)? — (1 — tcosH)
V2,/(1 — t cos 0)% + (—tsin )2

- \[1 —tcosO + V1 —2tcosh + t2cos?0 + t?sin?6
V21 = 2t cos 6 + t2cos20 + t2sin?6

\/\/1 — 2t cos 0 + t%cos20 + t2sin?0 — (1 — tcos 8)

V21 = 2t cos 6 + t2cos20 + t2sin6

- 4

\/1—tx+\/1—2tx+t2 VI 204t — (1= tx)

+1

V2V1 — 2tx + t2 V21 = 2tx + t2
Vi—tx+R JR—-(1-tx)
i\~ +i ', : (3.22)

Jadi, dari persamaan (3.20) dan (3.22) didapat

o 1
F(n+3 Vi—tx+R JR-(1-tx
Z ( 2) (t" cosnb + it" sinnf) = +i ( )

~nir (%) VZR VZR

(3.23)

Dari persamaan (3.23) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis

pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.23)

Untuk bagian real persamaan (3.23) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis pertama yaitu,

Z‘:: n+

7

Vvi—tx+ R
V2R

t" cosnb =

Hl\)lb—\
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i r(n +1%) o o - VI FE
=RAC) VR

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.23) didapat fungsi pembangkit

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu,

i—r(n-'_%)t"sinné?: R-(0-t)
£ () i
0+§:—F(n+%)tnsinn9 :‘/R_(l_tx)<‘/R+(1_tx))
= nr(3) V2R JR+ (1 —tx)

t"lsin(n +1)8 =

R ) <\/R +(1 - tx))

= +1)! r(%) V2R JRT (1—tx)
o 3
r(n+3) SR A=)
—tn+1 : ( + 1)0 -
=+ DIT (%) i VZRJR + (1 — tx)

V@ = 2tx + t2) — (1 — tx)?

—~ 2 nHigin(n+1)6 =
;(nﬂ)!r(%) e VZRJR + (1 = tx)

0 3
F(n+3 1—2tx +t2) — (1 — 2tx + t2x2
EMt”“sin(n+1)0=\/( )¢ )

S+ 1DIT (%) VZRJR + (1 — tx)

Jt2(1 —x?)
V2RVI —xt+ R

t™lsin(n+ 1)0 =

0 3
F(n+7) . tsin @
—t”+151n(n+1)0=\/§R ——
V1—x
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i F(“"‘%) tnsin(n+1)9_ 1

1 i - =
4T (7) sin ¢ V2RV1—xt+R

T V2RVI—xt+ R

Akibat 3.2.4

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk

nilai y = —%adalah
0 1
F(n—j) L V1 =Xt i
s N e
n=0nlr(——)
0 1
Z F(n+§) EHLY (x) = -
5 V2VI—xt+R’

dimana R = V1 — 2tx + t2.
Bukti:

Dari persamaan (3.1) didapat

. 3 g i L@+ 1) o ing
(1 —tei®)u — n! (W) '

Oleh karena itu, untuk nilai g = — % persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai

tneine

———==t"(cosnb + isinnh)

3

O

3_

'—.|
l\JIb—\NH—‘ [\)|p—\l\)|r—\

~— [— O |N—

31
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t" cosnf + it" sinnd. (3.24)

oo 1
-y r(n-9)
- 1
L ()
Sedangkan bentuk V1 — tei® dapat ditulis sebagai berikut

V1 —te® = /1 —t(cosO + isin )

=+v1—tcosf —itsinf . (3.25)

Berdasarkan Lemma 2.1 maka persamaan (3.25) dapat ditulis kembali sebagai

V1 —tcos@ — itsin 0

\/1—t0050+\/(1—tc050)2+(—tsin9)2

V2
\/\/(1 —tcosf)? + (—tsin0)? — (1 — tcosb)
= |
V2
_\/1—tc059+\/1—2tc059+t2c0529+t25in29
B V2
\[ﬁ— 2t cos 0 + t2cos?0 + t%sin%0 — (1 — tcos H)
—1
V2
Vi—tx+Vi—2tx+e2 Vi—2tx+t?—(1-tx)
= —i
V2 V2
vi—-tx+R JR-(1-tx)
= L . (3.26)
V2 V2

Jadi, dari persamaan (3.24) dan (3.26) didapat persamaan berikut

il“(n—%) VIi—tx¥R JR-(1-tx)

t" cosnf +it"sinnf = —1 (3.27)

Zr () 7 7

Dari persamaan (3.27) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev
jenis pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan

(3.27).

Untuk bagian real persamaan (3.27) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial

Chebyshev jenis pertama yaitu,
Universitas Indonesia

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA Ul, 2012



ir(n—_%l)t"cosrw:%
=T (~2) 2

mr(”_% n _VI-tx+R
;M(_%)t 7o) =

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.27) didapat fungsi pembangkit
untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu

i r( —%) - _JR—(1—tx)(JR+ (1—tx)>
nzon!r(—%) V2 JR+ (- tx)

® 1
i —© D T gt
gy E —( 2)t"sinné?:—\/ 1-&)

! n!F(—%) V2/R+ (1 — tx)
= F(l’l +%—) & o 3 \/RZ — (1 —tx)?
nz:(:)(n+ 1)!r(—%)t e VZJR+ (-t

1—2tx +t2)— (1 —tx)?
t“+1sin(n+1)9=—\/( i )~ ( x)

= (n+ 1)!1“(—%) V2R + (1 - tx)

i F(n+%)

t"*lsin(n + 1)0
1
= (n+ 1T (——)

(@ —2tx +t?2) — (1 - 2tx + t2x?2)

- V2R + (1 —tx)

NILIGES JEa=)
;(n+1)![‘(_%)t sm(n+1)9=—\/§\/m
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i I‘(n+§) _ —tsin 6

t"*lsin(n+1)0 =
( ) V2V1—xt+R

o 1
z r(n+3) oSN+ 1O _ _1

1 : = —
S+ (-3) sin 6 V2V1—xt + R

R (n + %) -1
> B N e

Akibat 3.2.5

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk

nilai 4 = —1 adalah

- W) /B :
;n(n Brh = "

tn
;n(n + DI(-1) Un(x) = —1

Bukti:

Dari persamaan (3.1) didapat

; = iwtneine
(1 —tel®)m — n! (W) '

Oleh karena itu, untuk nilai 4 = —1 persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut

l F(n 1) n in
—te'?) = zn'r( Hie™

— (TL—Z)! n,iné
_;n(n—l)(n—Z)!F(—l)t €
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[00]

B tneine
B z n(n — Dr(-1)

n=0

[oe]

t"(cosnb + isinnf)
- Z (3.28)
= n(n—1r(-1)
Sedangkan bentuk 1 — te'® dapat dinyatakan sebagai berikut
1—te?® =1—t(cosO +isinb)
=1—tcosf —itsinf
=1—tx—.ity. (3.29)
Jadi dari persamaan (3.28) dan (3.29) didapat
i t"(cosnf +isinnb) . s 330
n(n=DI1) . (3:30)

Dari persamaan (3.30) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev

jenis pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan
(3.30).

Untuk bagian real persamaan (3.30) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis pertama yaitu

c RO )
Z n— D1 - &

n=0

C L@
Z nn— D=1 %

n=0

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.30) didapat fungsi pembangkit

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu

i t"sinnd Lsing
ntn—nr-y "

n=0
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0+i t"sinng ¢ sin @
n(n—Dr(=1) st
n=1
i t"*1sin(n + 1)0 o tsing
= n(n+ D=1 st

[ee]

Z gl sin(n+1)6
n(n+ 1r(-1) sinf

n=0

[0

tn
Z ntn+ DI—D 2@ =-1.

n=0

Akibat 3.2.6

Fungsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua sebagai untuk

nilai g = —2 adalah

oo t"T,(x) A @ N
;n(n—l)(n—z)[‘(_z)— b 2tx + 2t%e2 — £2
0 tnUn(x) N
;n(" +1)(n—-1r-2) 2(tx — 1).

Bukti

Dari persamaan (3.1) didapat

o)

v Z T+ e
(1 — tei®)x ~ n!T(p) '

Oleh karena itu, untuk nilai 4 = —2 persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut

[00]

N2 I'(n—2 .
(1 _ tel@) — z n!(l;‘(_Z; tneme

n=0

[00]

Z (n—3)! n,ind
= t"e
nn—1)(n—2)(n—3)IT(-2)

n=0
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[00]

B tneine
B Z n(n —1)(n—2)I(=2)

n=0

B i t"(cosnb + isinnf) (331)

n(n —1)(n—2)I'(-2)

n=0
Sedangkan bentuk (1 - te“g)2 dapat dinyatakan sebagai berikut
(1-te®)* = 1= 2te® + 220
=1—2t(cosO +isin @) + t%(cos 20 + i sin 26)
=1—2tcosf —i2tsinf + t? cos 20 + it? sin 20
=1—2tcosO +t?(2cos?6 —1) +i(—2tsin O + 2t?sin 6 cos 6)
=1—2tcosf +t?2cos?0 —t? +i2tsin@ (tcosH — 1)
=1—2tx + 2t?x% — t%2 + i2tsin O (tx — 1). (3.32)

Jadi dari persamaan (3.31) dan (3.32) didapat

c t"(cosnf +isinnf)
Z nn—1)Mn=2r-2)

n=0

1— 2tx + 2t%x? — t? + i2tsin 0 (tx — 1) (3.33)

Dari persamaan (3.33) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev
jenis pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan

(3.33).

Untuk bagian real persamaan (3.33) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis pertama yaitu

= t"(cosnb)
=1—2tx + 2t°x* — t*
Z n(n = D = 2)r(=2) X attx

n=0

t"Tn (%)

=1-2t 2t%x?% — t2.
, (1= D(n - 2)T(~2) X+ attx
n=
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Sedangakan untuk bagian imajiner persamaan (3.33) didapat fungsi pembangkit

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu

i t" sinnd = 2¢sing (¢ "
(= D= 2I(-2) sinf (tx —1)
n=
0+§ t* sig n6 = 2tsin @ (t 1
1n(n—1)(n—2)F(—2)_ sin 6 (tx )
n=

i t"*1 sin(n + 1)8

n(n+1)(n—1)F(—2)= 2tsinf (tx — 1)

n=0

oo tn+l sin(n+1)0

;"(" FDON DI sno s 4
oo tn A 2
;n(n + 1)(n B 1)1“(_2) Un(x) = (tx — 1)

Akibat 3.2.7

Untuk nilai |t] < 1, fungsi pembangkit lainnya dari polinomial Chebyshev jenis

pertama dan kedua adalah

T, o N T, .

— il N SRS O e sl 2
z vd Z = 2ln(1 2xt +t°)
n=0 n=1

i ¢n 0 = tV1 — x2

On+1 ”x_tw/1_x2 an 1—tx )°
n=

Bukti :

Fungsi pembangkit lainnya dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua
didapat dari bentuk lain persamaan (3.4) yang telah dinyatakan pada persamaan
(3.9) yaitu,
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1 ) tv1l — x?
——ln(l — 2xt + tz) +itan | ———
2 1—tx

3 i t™1cos(n+ 1)0 + i t"*1sin(n + 1)0
B n+1
n=0

Dari persamaan ini diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis

pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.9).

Untuk bagian real persamaan (3.9) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial

Chebyshev jenis pertama yaitu,

it"+1cos(n+1)9_ 1l gt
4 n' & g Zn( x )
n=
wadt V.
T - n(1 -3 2
Z) "N > n( xt +t%)
n=
o T, () 1 :
Z 1 ——Eln(1—2xt+t ).
n=1

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.9) didapat fungsi pembangkit

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu,

0]

t™1sin(n + 1)6 tvV1 — x?
Z = arctan| ————
n+1 1—tx
n=0
o ¢+ sin(n + 1)0 1 tvV1 — x? 1
z X — = arc tan X —
n+1 tsind 1—tx tsind
n=0
- t”sin(n+1)9_ 1 - tvV1 — x?
4 (n+1)sinf®  tJ1 —x2 an 1—tx
n=

i ¢n SRS S tV1 — x2
on+1 X N an 1—tx [
n=
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3.3 Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev Jenis Ketiga dan Keempat

Pada subbab ini diturunkan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev
jenis ketiga dan keempat dengan menggunakan bagian real dan bagian imajiner
dari persamaan (3.5). Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga

dan keempat merupakan akibat dari Teorema 3.3 untuk nilai
1 1
l'l - 1; 2;5' _El _1' _2 .
Selain itu juga diturunkan fungsi pembangkit lainnya dari polinomial
Chebyshev jenis ketiga dan keempat dengan menggunakan bagian real dan

i0
imjiner dari hasil kali kedua ruas persamaan (3.4) dengan e 2 . Hasil kali tersebut
dinyatakan pada persamaan (3.12) . Fungsi pembangkit lainnya dari polinomial
Chebyshev jenis ketiga dan keempat merupakan akibat dari Teorema 3.4 untuk
nilaig=1.
Akibat 3.3.1

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk

nilai g = 1 adalah

Eoo £V, (x) = D ¥
B .0 o
n=0

0]

) 1+t
Zt W”(x)=1—2tx+t2'

n=0
Bukti

Dari Teorema 3.3 diperoleh

) .

(1+Zeie)#= ;I;E!nr—-l(_;)l)t" (cos(n+%>9 + isin<n+%)6).

Oleh karena itu untuk nilai ¢ = 1 ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai

berikut
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& g, .. 0
e B Cos7 +isinz (1—tcos¢9+itsin9)
(1—te®) |\ 1—tcos® —itsin@ |\1—tcos@ + itsinh

cos%(l — tcos @) + it sin B cos 9/2 +
(1 —tcos )% + (tsinH)?

ising(l —tcosf) — tsin O sin 9/2
(1 — tcos 6)? + (tsin 9)?

+

cos%(l —tcos@) —tsin@ sin%
(1 — tcos )% + (tsinH)?

(t sin @ cosg + sing(l — tcos 9))

N (1 — tcos 6)? + (tsin 0)?

6 7] = O
E CoS 7 = tcosfcose — tsmisme
1—2tcosB + t%2cos?0 + t%sin2 0

. tsin@cos%+ sing— tsin%cos@

+1
1— 2tcos@ + t%2cos?0 + t2sin? 0

cos% —t (cos%cos@ — sin%sin 9)
1— 2tcosf + t2

sin%+ t (sin@cos%— cos@sin%)
+1i
1 —2tcosB + t2

7] 0 . 0 . 7]
:cosi—tcos (9—7)+ism7+ tsm(@—i)
1—2tx +t2 1—2tx +t2

cosg—tcosg sinQ+tsinQ
_ 2 2+i 2 2
B R? R?

(3.34)

Sedangkan untuk pu = 1 ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai
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il}?r—wt”(cos(n+%>0+isin(n+%>9)

= i tn (cos <n+%>9 + i sin (n +%) 0). (3.35)

Dari persamaan (3.34) dan (3.35) diperoleh

cosQ—tcosQ sinQ+tsinQ
2 2+- 2 B
R? ' R?
= 1 1
= Z (5 (cos (n T E) 0 + isin (n +§) 9). (3.36)

n=0

Dari persamaan (3.36) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis

ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.36).

Untuk bagian real persamaan (3.36) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis ketiga yaitu,

oo 0 0
Z = ( +1)9_C057—tC057
t"cos|n N 72

n=0
= - 1 cosg(l—t)
Zt cos(n+§>9—T

n=0

itncos(n+%)9_1_t
n=0 9

COS =
2

i 1—t
P = T

NgE

S
I
(=]

Untuk bagian imajiner persamaan (3.36) didapat fungsi pembangkit untuk

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu,
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0

> sin%+tsin§
5 o -1t
n=

i sing(1+t)
> s o - 20
n=0

= sm 8 1+t
" 4 v

o

Sln
it”W()— 14¢
] Y 4=
n=

Akibat 3.3.2

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk

nilai g = 2 adalah

. Sy WAZER..
Z(n+1)t Rt %

B h B2 ¢ g )
Z“‘“”W(") (1 — 2tx¥ t?)?

Bukti

Dari Teorema 3.3 diperoleh

.0
iz

ﬁzzgﬁ—wt"(cos(n+%>9+isin<n+%)9).

Oleh karena itu untuk nilai ¢ = 2 ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai
berikut

0 6 0
s — I Q1N —
e'2 cosw +isin>

(1—te®)2 ~ 1—2tel? + t2ei20
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0, .. 6
C057+151n7
1 — 2t(cosB + sinf) + t?(cos 20 + i sin 20)

e .. 0
C057+151n7
1—2tcos8 +t%2cos26 +i(—2tsinf + t2sin 26)

1—2tcosO + t?cos20 — i(—2tsin O + t?sin 26)
1—2tcos@ + t2cos20 —i(—2tsin O + t2sin 20)

cos%(l — 2tcos@ + t? cos28) — icosg(—Zt sin 6 + t? sin 26)
= (1 —2tcosB + t%cos260)2+ (—2tsinf + t%sin20)2

isin%(l — 2t cos O + t% cos 20) + sing(—Zt sin@ + t? sin 20)
(1 —2tcosB + t?cos260)% + (—2tsin O + t2sin 2)2

+

cos%(l — 2tcos @ + t% cos20) + sing(—Zt sin @ + t2 sin 20)
55 (1 —2tcosO + t%cos20)% + (—2tsin O + t2 sin 20)?

.cosg(Zt sin 8 — t?sin 20) + sin%(l — 2tcos @ + t? cos 20)
ik (1 —2tcosB + t%2cos260)?+ (—2tsinf + t2sin20)2

7] 6 5 7]
cos5 — Ztc057c050 + t< cos 260 cos

r 1

— 2tcos O + t2cos20)2 + (—2tsin 8 + t%sin 20)?

t2 sin 26 sing — 2tsin 6 sin%
- (1 —2tcosO + t2cos260)% + (—2tsin O + t2sin 20)2

2t cos%sin 6 — t%sin 26 cos% + sin%
(1 —2tcosB +t?cos26)? + (—2tsin O + t2sin 20)?

+1i

t? cos 260 sin%—ZtcosHsin% >

+ (1 —2tcosO +t2cos26)? + (—2tsinO + t2sin 20)?
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_ cos%— 2t (cos%cos@ + sin@sin%)
(1 —2tcosO + t2cos20)? + (—2tsin O + t%sin 26)2

t? (cos 26 cos% + sin 26 sin %)
+ (1 —2tcosO + t2cos20)% + (—2tsin O + t% sin 20)2

sin% + 2t (cos%sin@ — cos @ sin %)

Tl (1—2tcosO +t2cos208)% + (—2tsinO + t2sin 26)2

. c (sin 26 cosg— cos 26 sing) )
(1 —2tcosB + t2cos20)? + (—2tsin O + t% sin 20)2

cos% — 2t cos (g - 0) + t2 cos (29 - g)

- 1—4tcosB + 4t2 + 4t2cos% 0 — 2t% — 4t3cos B + t*

. N6, 4 (7] 2 s (7]
" sm7+ 2tsm(9—7)—t sm(29—7)
1 —4tcosB + 4t2 + 4t2c0s%2 0 — 2t% — 4t3 cos O + t*

0 0 2 360
_ cosi—Ztcosf+t COS —-
1 — 4tx + 4t2 + 4t%x2%2 — 2t2 — 4t3x + t*

. 0 .. 0 5 .30
sm7+2tsm7—t sin =~

+1i
1—4tx + 4t% + 4t%x2% — 2t%2 — 4t3x + t*

0 0 0
cos% — 2t cos 7 + £2 cos7 (2 cosf — 1)

T T =

r g .0 . 5@
sm7+2tsm7—tzsm7(2x+1)

* (1= 2tx + £2)?

cosg(l —2t+t*(2x — 1)) sin%(l + 2t — t*(2x + 1))
R* + R*

(3.37)

Sedangkan untuk nilai 4 = 2 ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai
berikut
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oo

Zl;f!nr—-l(_zz))t”(cos(n+%>0+isin(n+%>9)

n=0

=§:(n+1)t” (cos(n+%)9+isin(n+%)9). (3.38)

n=0

Dari persamaan (3.37) dan (3.38) diperoleh

cosg(l -2t +t?(2x — 1)) sing(l + 2t — t?(2x + 1))
R% + it

-y rve(as(aig)osisn(ied)e) @

Dari persamaan (3.39) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev

jenis ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan

(3.39).

Untuk bagian real persamaan (3.39) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis ketiga yaitu,

> g 1 cos%(1—2t+t2(2x—1))
Z)(n+1)t cos(n+§)0— R
n=

o 1

+5)6 2 202y —
Z(n+1)t”cos(n 2) :(1 2t + t?(2x — 1))
n=0

R4-
COSZ
C (1-2t+t2(2x— 1))
1) t"V,(x) =
Z)(n+ ) () (1 —2tx + t2)2
n=

Untuk bagian imajiner persamaan (3.39) didapat fungsi pembangkit untuk

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu

> 1 sin%(l + 2t —t?(2x + 1))
n o} - —

Eo(n+1)t sm<n+2>9 RE

n=
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0 . 1

=)0 42
Z(n+1)tnsm(n+2) =(1+2t t*(2x + 1))
n=0

. R4
511'17
- (142t —t2(2x+1))
E 1) t" =
(n+1) "W, (x) (1 — 2tx + t2)?

n=0
Akibat 3.3.3

Fugsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai

,u=%adalah
o 1
Zr(n+7)t”V() 1 ;(1—t+R)
e
Lo n!F(i) V2R\W1—xt+R
0 1
Zr(n+§)tnw() 1 <(1+t+R))
o 7 (x) = X :
~ n!r(i) \/ER Vv1—xt+ R
dimana R = V1 — 2tx + t2.
Bukti:

Dari Teorema 3.3 diperoleh

i0 gt

(1+?eie)#=;r;?r—-as)t"(cos<n+%)0+isin(n+%)9)

Oleh karena itu untuk nilai u = % ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai

berikut
112 e
ez ez2

V1 —tei _\/1—t(c059+isin9)

i0
e?2

V1 —tcos@ +isinf
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i0

ez
=—(V1-tx+R+iyR—(1—tx
woril JR=U-t))
i0
ez vl—tx+R
=—<\/1—tx+R+i\/R—(1—tx)—>
V2R Vi—tx+R
i0
e 2
= (Vl—tx+R
V2R
,\/R—th+R2—1+xt—R+xt—x2t2+Rtx>
i
vi—tx+R
ﬁ \/72 2+2
ez R4 —1+4 2xt — x4t
= Vvi—tx+R+1i >
ﬁR( Vi—tx+R
0
ez ( — +R+_\/1—2tx+t2—1+2xt—x2t2>
= —tx i
V2R Vi—tx+R
i0
ez Ve
= <v1—tx+R+i—>
V2R Vi—tx+R
i0
RN R )
e — tx l
V2R Vi—tx+R
. (7]
ez t sin
=— \/1—tx+R+i—>
\/7R( Vi—tx+R
cosg+ising tsin @
S Ml {2y FY LU
V2R ViI—tx+R
0 0 tsin @
cossV1l—tx+R+icosSs7——
__ 2 2VI—tx+R
V2R
0 0 tsin@
isinsVvl—tx+ R —sing——
N 2 2VI—tx+R
V2R

Universitas Indonesia

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA Ul, 2012



49

cosQ 1—tx+R—sinQﬂ
2 2VI—tx+R

V2R

0 tsinf . 0
c0OS5——+sinsVv1 —xt+R
2\/1—xt+R 2

V2R

+1i

1 cos%(l—xt+R)—tsinHSin%
V2R VIi—tx+R

sin%(l —xt+R) + tsin@cos%)
+1i
v1i—xt+R

1 cosg(l—xt+R) —tcosg(l—x)
V2R VI —tx + R

sing(l —xt+R) - tsin%m +x)>
+i
v1—xt+ R

1 cosg (1—xt+R—t+tx)

V2R Vi—tx+ R

sing(l—xt+R+t+tx)>
S
Vv1I—xt+R
0 G
1 cosi(l—t+R) .sm7(1+t+R)

= +1i . 3.40
V2R\ JViI—tx+R V1I—xt+R (3.40)

Sedangkan untuk nilai y = % ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai

berikut

[ee)

;T?F—wt”<cos<n+%>9 +isin(n+%>9>
= ir(n—?t” (cos(n+%>9 + isin<n+%)6) . (341)

Dari persamaan (3.40) dan (3.41) diperoleh
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1 cos%(l—t+R) sm (1+t+R)
+i
V2R V1iI=tx+R \/1—xt+

= i I‘(n—-l(-l%)) t" (cos (n + %) 6 + isin (n + %) 9) (3.42)

n=0 n!'T 7

Dari persamaan (3.42) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev
jenis ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan
(3.42).

Untuk bagian real persamaan (3.42) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis ketiga yaitu,

°°I‘(n+%) 1 1 [cos= (1—t+R)
Z—lt”cos(n+ )9

e n'I‘(—) 2 V2R \/1—xt+R
n=0 ' 2

Z‘:: r1+ cos(n+;)9 1 ((1—t+R))

Cosg  V2R\WI—xt+R

- 1
zr(n+17)thn(x)= 1 <(1—t+R)>.

Y F(i) V2R\V1—=xt+R

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.42) didapat fungsi pembangkit
untuk polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu,
1
F(n+7) 1 sm 1+t+R)
V2R \/1 —xt+R

1
sin n+2

o0 1
z n+ sm(n+2)0 1 ((1+t+R))
L Smg VZR\WI-—xt+R

ir(n+%)tnw()_ 1 ((1+t+R))
Soar@) T VERWI—wvR)
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Akibat 3.3.4

Fugsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai

U= —% adalah

iF.(F—z)) 1(1—2x+R+t)

0 1
Fn—g) 1 (1-2tx+R—t
O e R N = TR
n=0n|r(_§) 2 1—-tx+R
dimana R = V1 — 2tx + t2.
Bukti:

Dari Teorema 3.3 diperoleh

i0 r

E%W=;E%t"<cos(n+%>9+isin(n—l—%)@)

Oleh karena itu untuk nilai y = — 1 / o ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis

sebagai berikut

e% (\/ 1-— teie) = e% (\/1 — t(cos @ + isin 9))

0
= e%(\/l —tcosf —itsinf)

(\/1—tx+R—i\/R—(1—tx))

|<'b
N RNE

N

e

=l

<\/1—tx+R—i\/R—(1—tx) 1_tx+R>

v1—tx+R
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ez
=—<\/1—tx+R

V2

,\/R—th+R2—1+xt—R+xt—x2t2+Rtx)
-1

Vv1i—tx+R

2 VR —1+2 2¢2

ez2 R —1+ 2xt —x°t
=—|Vl—-tx+R—1I >

2( v1—tx+R

ﬁ \/1 2 242

e?2 —2tx+tc— 1+ 2xt —x=t
=—|Vl—tx+R—i )

2( v1—tx+R

i0

ez Vit? — x?%t?
=—<v1—tx+R—i—>

2 Vv1—tx+R

i0

SR Ve

2 Vv1i—tx+R

cos +ist tsin®

2 2(\/1—tx+R—iL)
V2 v1—tx+R
. 0

1 2] tsm@cosf
=— cos—(\/l—tx+R)—i-—

2 2 1-tx+R

2] tsin@sin%
+iSin§V1—tx+R+—

vi—tx+R
1 0 tsianin%
=—|coszVl—tx+R+—=
V2 2 Vi—tx+R

. 0
tsind cos

0
+i|lsin=v1—tx+R———=%
2 Vv1i—tx+R
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1 cos%(l—tx+R)+tsin95in%
vi—tx+R

i

sin%(l —tx+R) —tsianos%)
+1
Vvi—tx+R

1 COS%(l—tX+R) —tcosg(x— 1)

vl—tx+ R

Nl

sin%(l—tx+R) —tsin%(x+ 1))
il
= Ll

1 cos%(l—th+R+t) _sing(l—th+R—t

=— g . (343
V2 VI—tx+R VI—tx+R (343)
Sedangkan untuk nilai u = —% ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai

berikut

o]

Z%%t”(cos(n+%)0+isin(n+%)9)

B
2

Dari persamaan (3.43) dan (3.44) diperoleh

Bl (cos (n + %) 6 + isin (n + %) 9) . (3.44)

1 cos%(l—th+R+t) sin%(l—th+R—t)
— +1
V2 VI—tx +R Vi—tx+R

= Z:l‘!(:(—__%%))t” (cos (n +%>9 + isin (n +%) 6). (3.45)

Dari persamaan (3.45) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev

jenis ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan

(3.45).
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Untuk bagian real persamaan (3.45) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis ketiga yaitu,

> I‘( —%) 1 1 cosg(l—th+R+t)
Z—t”cos<n+ )9=
T V2 v1i—tx+ R

iF(n_%)tncos(m'%)@_i(l—th+R+t)
nzomr(_%) Cosg ~V2\ Vi—tx+R

i@ _1(1—2tx+R+t).

_ﬁ v1—tx+R

Untuk bagian imajiner persamaan (3.45) didapat fungsi pembangkit dari

polinomial Chebyshev jenis keempat

< n 1 1 1 sing(l—th+R—t)
Z 2 t"sm<n+ )Hz— 2
Snr(-3) % 2/ N2 Vi—tx +R

I=

( %) nsin(n+%)9_ 1 (1—2tx+R—t)
T

n=on (—%)t sing _7—2— e Ty
oo1“(n—%) 1 1—2tx+R—t
;nvr(—%)tnwn(x):_z( I—txtR )

Akibat 3.3.5

Fugsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai
1 = —1 adalah

[ee)

tn
Zn(n—l)[‘( D (x)=1-2tx +t,

[ee)

tn
;n(n_ DI W,(x) =1-2tx —t.
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Bukti:

Dari Teorema 3.3 diperoleh

i0 o
ey = iy (s (4 g)o s (n+5))
A=ty On!l"(u) cos{n +- isin{n+2 .
n:
Oleh karena itu untuk nilai ¢ = —1 ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis
sebagai berikut

0 0
e? (1 —te?) = Wy

= 9+__9 t( 39+__39)
= cos lSln2 cos2 lSlrl2
i 0 . 30+_<_ 0 B, 39)
= cos cos2 {sinz sm2

0 0 (. 6 0
= COoSz — tcosE(Zx— 1)+l(51n§— tsin§(2x+ 1))

2
0 .. 06
= cosE(l —2tx+t)+1i smi(l — 2tx — t). (3.46)
Sedangkan untuk nilai 4 = —1 ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai
berikut
> Hie oo+ Jaeismn(a+ 1))
T (1) cos{n+3 isin{n+3

o)

- nz:;)n(n — 1§I(ln_—2;!)! ['(-1) e (COS (n * %) 9

1
+isin(n+§>9>

i cos )0+Lsm(n+%)9).

n(n —1r(-1)

(3.47)

Dari persamaan (3.46) dan (3.47) diperoleh
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0 0
cosi(l —2tx +t) + isin—(l —2tx —t)

i cos )0+lsm(n+%)8).

n(n —Dr(-1)

(3.48)

Dari persamaan (3.48) diperoleh fungsi pembangkit dari polinomal Chebyshev
jenis ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan

(3.48).

Untuk bagian real persamaan (3.48) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis ketiga yaitu,

it”cos(n+%)9

7]
> N = cos§(1 —2tx + t)

=(1-2tx+1t)

i £ cos (n + %) 0

zon(n —1r(-1) cos%

[ee)
n

t
Zn(n—l)f‘( W) = (1 - 260+ 0),

Untuk bagian imajiner persamaan (3.48) didapat fungsi pembangkit untuk

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu,

it”sin(n+%)9

—
G- DR gt TETY

=1—-2tx—t

P . 1
z tn sin (n + 7) 0
— n(n—1Ir(-1) sin§

[ee)

tn
;n(n_ DI=1) W,(x) =1-2tx —t.

Universitas Indonesia

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA Ul, 2012



57

Akibat 3.3.6

Fugsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai

u = —2 adalah

0]

tn
Z,"(”—l)(n—Z)I‘(—z)Vn(x) ( tx + 2t + 4t%x t2x — £2),
n=
[ee] tn
Zn(n—1)(n_2)r(_2)%(x) ( tx t+ 4t%x? + 2t%x — t?)
n=
Bukti:

Dari Teorema 3.3 diperoleh

i0 -
ez - n+w 1 i 1
—(1 —teiy Z)—n! TG0 t (cos (n + E) 0 + isin (n + 5) 9).
n=
Oleh karena itu untuk nilai ¢ = —2 ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis

sebagai berikut
i . i . ;
ez(1—te)? =e2(1—2te'? + t%e%9)
i0 i36 i56

—e2 —2te’2 +tle 2

N W% 30 36
:COSE+lSII’l——2t<COS—+lSln—>

2 2 2
N tz( 560 . 59)
cos—-+isin—
_ 0 2t 36 L 56
= cos 5 cos — cos—

+'(' o 2t si 39+t2 i 59)
lSln2 Sln2 Slll2
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0 0
—cosE—Ztcos—(Zx—1)+t2cos (4x% —2x — 1)
+'(' O atsino@2x+1
i\sinz sm2( x ))

.0
+ t? sm§(4x2 +2x —1)

0
= cosi(l — 4tx + 2t + 4t°x? — 2t%x — t?)

0
+ isinE(1—4tx — 2t + 4t%x? + 2t%x — t?). (3.48)

Sedangkan untuk nilai 4 = —2 ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai
berikut
> e (s (n+3)o #sn(n+3)o)
IT(=2) cos(n +- isin{n+ 37
n=

(n—3)! n 1
:;n(n—l)(n—HZ)(n—@!F(—Z)t (cos<n+§)9
+isin(n+%>9>
t”(cos(n+%)9+isin(n+%)9)

nn—1)(n—2)r(-2)

I
Nk

(3.49)

n=0

Dari persamaan (3.48) dan (3.49) diperoleh

0
cos (1 — 4tx + 2t + 4t%x?% — 2t%2x — t?)

7]
+i sin— (1—4tx — 2t + 4t%x2% + 2t%x — t?)

i cos )9 + isin (n + %) 9) | (3:50)

n(n —1D(n-2)Ir'(-2)

Dari persamaan (3.50) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis

ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.50).

Untuk bagian real persamaan (3.50) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis ketiga yaitu,
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i t”cos(n+%)0

0
= —(1-4 2t + 4t2x? — 2t%x — t?
ntn— D= 2)r(=2) cosz( tx + 2t + 4t°x t°x —t*)

n=0

oo 1
Z tn cos (n + 7)0
po nn—1)Mn-2)r(-2) cos%

= (1 — 4tx + 2t + 4t?x? — 2t*x — t?)

[0e]

o = 2 2,2 2 2
Zn(n—l)(n—z)[‘(_z)vn(x)_(1_4tx+ t +4t2x? — 2t%x — t2).

n=0

Untuk bagian imajiner persamaan (3.50) didapat fungsi pembangkit untuk

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu,

i t"sin(n+%)9

0
= sin— (1—4tx — 2t + 4t°x? + 2t%x — t?
=1 (n—2)r(=2) smz( X + x° 4+ 2t°“x )

n=0

o . 1

Z tn sin (n +§)9

~ nn—1)(n-2)r'(=2) sing

= (1—4tx — 2t + 4t%x% + 2t%x — t?)
[ee] tn
W, = (1—4tx — 2t + 4t*x?% + 2t%x — t2).
Z)n(n—l)(n—Z)F(—Z) an Vo diaatiEiatl
n=
Akibat 3.3.7
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Untuk |t| < 1, fungsi pembangkit lainnya dari polinomial Chebyshev jenis ketiga

dan keempat dinyatakan sebagai berikut

Y (1= 2xt+ )+ |—tan1 V1 - X7
n+1"(x)_t 2" x T+x 0 1—xt /)

1+x tv1l — x2
In(1 — 2xt + t2) + tan™! | ————
1—x 1—xt

NgE

n=0

i " e L
n+1 "(x)_t
n=0

N| =
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Bukti

Fungsi pembangkit lainnya dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat

—i6
didapat dari hasil kali integrasi persamaan (3.1) untuk nilai 4 = 1 dengane 2

yang dinyatakan dalam persamaan (3.12)

x+1 11(1 2xt+ 24 1—xt [tV —x?

2 2rl X 1+xan 1—xt
i 22X L 2w+ ey [ (S
i % T+x 0 \T1-xt

i g+l cos %—) 0 + it"*sin (n + %) 0
— n+1

Dari persamaan (3.12) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis

ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.12).

Untuk bagian real persamaan (3.12) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis ketiga yaitu,

[ee] 1
n+1 =
Z cos 2) 0

n+1
x+1 11(1 3 B 1—xt _,[tV1—x?
2 - & T+x 0\ 12kt
o 1
n =+
Zt cos(n+2)0
n+1
n=0
1 x+1 11(1 2xt +12) + 1—xt (V1 —x?
“t] 2 2 x T+x 0\ 1"kt
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t”cos n+
x+1 Z n+1

1 1
— | __ _ 2
=7 21n(1 2xt +t%) +

1-x <t\/1—x2>
tan —_

1+x 1—xt

1 it”cos(n+%)0

n+1

COS5n=0

| D

L 1
— [ .. s 2
< 2ln(1 2xt + t%) +

1LENY & <t\/1 —x2>
tan — P

14+x 1—xt

i £n cos(n+%)9

! 11 (1—2xt+t*)+
_t 21’1 X

1—x tv1 — x?
an T{i———

t
1+x 1—xt

i - A A=2xt+2) + == Zpan1 (" ki
0n+1"(x)_t & N g
n=

1+x 1—xt

Untuk bagian imajiner persamaan (3.12) didapat fungsi pembangkit untuk

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu,

it”“sm n+ )0

n+1
1—x[1 1+ x tv1l — x?
= =In(1 —2xt + t?) + tan™! | ———
2 2 1—x 1—xt

Universitas Indonesia

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA Ul, 2012



62

it”sin(n+%)9

n+1
n=0
1 [1—x/1 1+x tv1l — x2
=— —ln(1—2xt+t2)+ tan~! | ——
2 2 1—x 1—xt

1
R

+ x t\/1 — x2
In(1 — 2xt + t%) + / tan — >

1 it"sin(n+%)0

n+1
t\/l — x2
In(1 — 2xt + t?) + tan e

N| —

N| D

Sln n=0

&+ | =
N =

e . 1
o Sm(n+7)0 1(1 1+x tV1 — x2
E =—| =In(1 — 2xt + t%) + tan- '] ——
n+1 W i t\2 1 =% 1— xt
n=0 smf
=g S A R ltw tV1 — x2
Zn+1 ™ b & ¥ e "\t

n=0
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BAB 4
KESIMPULAN

4.1 Kesimpulan

Bentuk umum fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis
pertama dan kedua didapat dari ekspansi binomial (1 — te‘?)™# yang ditunjukkan
pada Teorema 3.1.1. Dari bagian real ekspansi binomial tersebut dapat diturunkan
fungsi pembangkit untuk polinomial Chebyshev jenis pertama, sedangkan dari
bagian imajinernya dapat diturunkan fungsi pembangkit untuk polinomial

Chebyshev jenis kedua.

Bentuk umum fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga

dan keempat didapat dari hasil kali ekspansi binomial (1 — te®)™# dengan eig
yang ditunjukkan pada Teorema 3.1.3. Fungsi pembangkit untuk polinomial
Chebyshev jenis ketiga dapat diturunkan dari bagian real hasil kali tersebut,
sedangkan fungsi pembangkit untuk polinomial Chebyshev jenis keempat dapat

diturunkan dari bagian imajinernya.

Bentuk umum fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis prtama
dan kedua juga dapat diturunkan dari integrasi ekspansi binomial (1 — te0)=#
terhadap te'® yang ditunjukkan pada Teorema 3.1.2. Fungsi pembangkit untuk
polinomial Chebyshev jenis pertama juga dapat diturunkan dari bagian real hasil
integrasi tersebut , sedangkan fungsi pembangkit untuk polinomial Chebyshev

jenis kedua juga dapat diturunkan dari bagian imajinernya

Bentuk umum fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga
-6
dan keempat juga dapat diturunkan dari hasil kali e 2 dengan hasil integrasi

ekspansi binomial (1 — te‘®)™# terhadap te‘® yang ditunjukkan pada Teorema
3.1.4. Fungsi pembangkit untuk polinomial Chebyshev jenis ketiga juga dapat
diturunkan dari bagian real hasil kali tersebut , sedangkan fungsi pembangkit
untuk polinomial Chebyshev jenis keempat juga dapat diturunkan dari bagian

imajinernya.
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Untuk nilai p =1, 2, % , —% diperoleh fungsi pembangkit dari polinomial

Chebyshev. Sedangkan untuk nilai ¢ = —1 dan u = —2 tidak diperoleh fungsi
pembangkit dari polinomial Chebyshev. Karena nilai dari I'(-1) dan I'(-2) tidak

terdefinisi.

Oleh karena itu, bentuk umum dari fungsi pembangkit polinomial

Chebyshev berlaku untuk semua nilai u kecuali untuk p = 0,—1, -2, ....
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