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ABSTRAK 

 

 

Nama             :  Siti Ayu Setia Nastiti 

Program Studi :  Matematika 

Judul : Fungsi Pembangkit dari Polinomial Chebyshev dengan Ekspansi 

Binomial            

 

Pada tugas akhir ini akan dibahas mengenai fungsi pembangkit dari polinomial 

Chebyshev. Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan 

kedua diturunkan dari ekspansi binomial           . Sedangkan fungsi 

pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat diturunkan dari 

hasil kali ekspansi binomial            dengan  
  

 . Selanjutnya dengan 

mengintegrasikan ekspansi binomial            terhadap      untuk     

akan didapat fungsi pembangkit lainnya dari Chebyshev polinomial jenis pertama 

dan kedua. Sedangkan fungsi pembangkit dari Chebyshev polinomial jenis ketiga 

dan keempat didapat dari hasil kali integrasi ekspansi binomial            

terhadap      dengan   
  

 .  
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ABSTRACT 
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Title : Generating Function of Chebyshev Polynomials derived from 

Binomial Expansion of            

 

In this minithesis, a study on generating functions of Chebyshev polinomials is 

carried out. The generating functions of Chebyshev polinomials of the first and 

second kind are derived from binomial expansion           . In addition, the 

generating functions of the Chebyshev polinomials of the third and fourth kind 

can be derived from the product of  binomial expansion            and  
  

 . 

Furthermore, by integrating binomial expansion            to      for    , 

the other generating function of Chebyshev polinomial of the first and second 

kind can be derived. Moreover, the other generating functions of Chebyshev 

polinomial of the third and fourth kind can be derived from the product of the 

result of the integration and   
  

   for    . 

 

 

 

 

 

 

Keyword : generating function, Chebyshev polynomials, binomial 

expansion 

XIII + 61 pages ; 4 pictures 
Bibliography        : 14 (1972-2010) 

  

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012

 
 
 
 
 
 
 

     



 

xi   Universitas Indonesia  

DAFTAR ISI 

 

HALAMAN JUDUL ........................................................................................... ii 

HALAMAN PERNYATAAN ORISINALITAS ................................................. iii 

LEMBAR PENGESAHAN ................................................................................. iv 

KATA PENGANTAR ......................................................................................... v 

LEMBAR PERSETUJUAN PUBLIKASI KARYA ILMIAH ........................... viii 

ABSTRAK ......................................................................................................... ix 

DAFTAR ISI ...................................................................................................... xi 

DAFTAR GAMBAR ........................................................................................ xiii 

 

1. PENDAHULUAN .......................................................................................... 1 

1.1 Latar Belakang ........................................................................................... 1 

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup Masalah ...................................... 1 

1.3 Tujuan Penelitian ........................................................................................ 2 

1.4 Metode Penelitian ....................................................................................... 2 

 

2. LANDASAN TEORI ...................................................................................... 3 

2.1 Fungsi Pembangkit ..................................................................................... 3 

2.2 Polinomial Chebyshev ................................................................................ 3 

2.3 Bilangan Kompleks dan Sifat-sifatnya ........................................................ 6 

2.3.1 Definisi Bilangan Kompleks ................................................................ 6 

2.3.2 Sifat-Sifat Bilangan Kompleks ............................................................. 8 

2.4 Ekspansi Binomial dalam Bilangan Kompleks .......................................... 10 

2.4.1 Deret Taylor ....................................................................................... 11 

2.4.2 Teorema Binomial.............................................................................. 12 

2.5 Fungsi Gamma ......................................................................................... 13 

 

 

 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012

 
 
 
 
 
 
 

     



 

xii   Universitas Indonesia  

3. FUNGSI PEMBANGKIT DARI POLINOMIAL CHEBYSHEV  

BERDASARKAN EKSPANSI BINOMIAL            ........................ 14 

3.1 Bentuk Umum Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev........................ 15 

3.2 Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev Jenis Pertama dan Kedua........ 22 

3.3 Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev Jenis Ketiga dan Keempat ...... 40 

 

BAB 4 KESIMPULAN .................................................................................... 63 

4.1 Kesimpulan .............................................................................................. 63 

 

DAFTAR PUSTAKA ....................................................................................... 65 

 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012

 
 
 
 
 
 
 

     



xiii  Universitas Indonesia 

DAFTAR GAMBAR 

 

Gambar 2. 1 Polinomial Chebyshev jenis pertama ...........................................................4 

Gambar 2. 2 Polinomial Chebyshev jenis kedua ..............................................................5 

Gambar 2. 3 Diagram Argand dari titik x+iy....................................................................7 

Gambar 2. 4 Cakram dengan pusat z0 radius r ................................................................ 11 

 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012

 
 
 
 
 
 
 

     



1  Universitas Indonesia 

BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Dalam menyelesaikan masalah matematika, ada banyak sekali metode atau 

pendekatan yang dapat digunakan. Misalnya saja metode kontraposisi ataupun 

induksi matematika dapat digunakan dalam metode pembuktian. 

Begitu juga dalam matematika diskrit, ada banyak metode yang dapat 

digunakan untuk menyelesaikan permasalahan. Salah satunya adalah dengan 

menggunakan fungsi pembangkit atau generating function. 

Fungsi pembangkit adalah salah satu metode yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan beberapa permasalahan dalam bidang matematika. Dengan 

mentransformasi persoalan ke dalam bentuk fungsi pembangkit, maka sifat-sifat 

khusus dari fungsi pembangkit dapat digunakan sebagai jalan untuk memecahkan 

masalah. Fungsi pembangkit ini bisa diperlakukan sebagaimana fungsi-fungsi 

pada umumnya. Misalnya saja pada fungsi pembangkit dapat dilakukan operasi 

penjumlahan, perkalian dengan suatu konstanta, maupun diferensial.  

Fungsi pembangkit memiliki banyak kegunaan, misalnya untuk 

menyelesaikan permasalahan rekurensi, counting, membuktikan identitas 

kombinatorika, maupun aplikasi-aplikasi lain yang beragam. Dalam hal ini, fungsi 

pembangkit pada polinomial Chebyshev dapat digunakan untuk menyederhanakan 

formula deret yang rumit menjadi ekspresi aljabar sederhana. 

Dalam tugas akhir ini akan dicari fungsi pembangkit dari keempat jenis 

polinomial Chebyshev dengan menggunakan ekspansi binomial. 

 

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup Masalah  

Dalam tugas akhir ini, yang menjadi permasalahan adalah  bagaimana 

penurunan fungsi pembangkit untuk keempat jenis Polinomial Chebyshev? 
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 Ruang lingkup masalah pada tugas akhir ini hanya menggunakan ekspansi 

binomial         
  

 untuk nilai       
 

 
  

 

 
       

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah menurunkan fungsi pembangkit dari 

keempat jenis polinomial Chebyshev dengan menggunakan ekspansi binomial. 

 

1.4 Metode Penelitian 

Metode penelitian pada tugas akhir ini adalah studi literatur.
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 

 

Pada bab ini akan diberikan definisi fungsi pembangkit dan definisi polinomial 

Chebyshev. Selain itu akan dibahas beberapa teorema dan lemma yang diperlukan 

untuk mencari fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev dengan 

menggunakan ekspansi binomial. 

2.1 Fungsi Pembangkit 

Fungsi pembangkit adalah salah satu metode yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan berbagai permasalahan dalam dunia matematika antara lain 

permasalahan rekurensi, counting, membuktikan identitas kombinatorika, maupun 

aplikasi-aplikasi lain yang beragam. Dengan  mengaitkan persoalan ke dalam 

dunia fungsi pembangkit, maka sifat-sifat khusus dari fungsi pembangkit dapat 

digunakan sebagai jalan untuk memecahkan masalah.  

Fungsi pembangkit ini dapat diperlakukan sebagaimana fungsi-fungsi pada 

umumnya. Misalnya suatu fungsi pembangkit dapat didiferensialkan. 

Berikut ini akan diberikan definisi dari fungsi pembangkit. 

Definisi 2.1 Diberikan barisan S (tak hingga atau terhingga) 

                      dapat didefinisikan bentuk  

                                                       
        

                                              

atau         
 
         sebagai fungsi pembangkit dari barisan S. 

(Rosen, 1995) 

Selanjutnya akan didefinisikan keempat jenis polinomial Chebyshev 

 

2.2 Polinomial Chebyshev 

Definisi 2.2 Polinomial Chebyshev jenis pertama       adalah polinomial dalam 

  dengan derajat   yang didefinisikan dengan hubungan  
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dimana                                                                                      

(Mason & Handscomb, 2003) 

 

Gambar 2. 1 Polinomial Chebyshev jenis pertama 

[Sumber : http://mathworld.wolfram.com/ChebyshevPolynomialoftheFirstKind.html] 

Gambar 2.1 merupakan representasi polinomial Chebyshev jenis pertama untuk 

nilai            . 

Definisi 2.3 Polinomial Chebyshev jenis kedua       adalah polinomial dalam   

dengan derajat   yang didefinisikan sebagai 

      
         

    
    

dimana                                                                                     

(Mason & Handscomb, 2003) 
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Gambar 2. 2 Polinomial Chebyshev jenis kedua 

[Sumber: http://mathworld.wolfram.com/ChebyshevPolynomialoftheSecondKind.html] 

Gambar 2.2 merupakan representasi polinomial Chebyshev jenis kedua untuk nilai 

           . 

Definisi 2.4 Polinomial Chebyshev jenis ketiga       adalah polinomial dalam   

dengan derajat   yang didefinisikan sebagai 

      
           

      
   

dimana                                                                             

(Mason & Handscomb, 2003) 

Definisi 2.5 Polinomial Chebyshev jenis keempat       adalah polinomial dalam 

  dengan derajat   yang didefinisikan sebagai 

      
           

      
   

dimana                                                                                     

(Mason & Handscomb, 2003) 
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 Untuk menentukan fungsi pembangkit dengan menggunakan ekspansi 

binomial diperlukan beberapa identitas dalam bilangan kompleks. Oleh karena itu, 

berikut ini akan dibahas definisi dan beberapa sifat dari bilangan kompleks. 

 

2.3 Bilangan Kompleks dan Sifat-sifatnya 

2.3.1 Definisi Bilangan Kompleks 

 Bilangan kompleks didefinisikan sebagai pasangan berurut       dari 

bilangan real yang dapat diinterpretasikan sebagai suatu titik di bidang kompleks. 

Karena bilangan real   dinyatakan sebagai titik       pada sumbu real, maka 

himpunan bilangan real merupakan subset dari himpunan bilangan kompleks. 

Bilangan kompleks dalam bentuk       merujuk pada titik di sumbu y dan 

disebut pure imaginary numbers atau bilangan imajiner asli. Sumbu   yang 

dimaksud adalah sumbu imajiner dalam bidang kompleks. 

 

Definisi 2.6 Bilangan kompleks       didefinisikan sebagai berikut 

                                                                 

Bilangan real x dan y disebut bagian real dan imajiner dari z, maka dapat ditulis 

 e       dan  m                                                         

(Brown & Churchill, 2004) 

 

Sebuah bilangan kompleks        juga dapat dinotasikan dalam bentuk 

eksponensial yang dinyatakan sebagai berikut. 
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Definisi 2.7 Misalkan   dan   adalah kordinat polar dari titik       yang 

bersesuaian dengan sebuah bilangan kompleks tidak nol       . Karena 

        dan        , bilangan z dapat ditulis dalam bentuk polar sebagai 

                                                                

dengan          dan       . 

Notasi     atau          dikenal sebagai Euler’s formula dan didefinisikan 

sebagai berikut 

                                                               

dimana   diukur dalam satuan radian. Persamaan (2.8) dapat ditulis sebagai 

berikut 

                                                                     

(Brown & Churchill, 2004) 

Arti geometri   dan   pada bidang kompleks ditunjukkan pada diagram berikut: 

 

Gambar 2. 3 Diagram Argand dari titik x+iy 

[sumber : http://mathworld.wolfram.com/ComplexNumber.html] 

 

r 
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2.3.2 Sifat-Sifat Bilangan Kompleks 

Dalam menurunkan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev diperlukan 

beberapa sifat bilangan kompleks yang dinyatakan sebagai berikut. 

Jika            dan            maka hasil penjumlahan dan perkalian dari    

dan    didefinisikan sebagai berikut 

                                                           

                                                              

(Brown & Churchill, 2004) 

Jika       
    dan       

   maka hasil perkalian dari    dan    didefinisikan 

sebagai berikut 

        
      

         
             

                           

(Brown & Churchill, 2004) 

 

Lemma 2.1 

Untuk sebuah bilangan kompleks        maka 

       
    

  
          

    

  
                       

                

dan  

        

       
      
      

   

(Abramowitz & Stegun, 1972) 

Bukti 

Karena       maka persamaan berikut berlaku 
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Dari kedua persamaan di atas diperoleh 

    

  

    

  
 
      

 
 
   

 
  

Maka  

 
    

  
  

    

  
 

 

          

Untuk     

 
    

  
  

    

  
 

 

       

Untuk     

 
    

  
  

    

  
 

 

       

Maka terbukti 

       
    

  
          

    

  
  

dengan 

        

       
      
      

   

 

Lemma 2.2 

Untuk suatu bilangan kompleks        maka  

 

     
 
                  

   
                         

                                

dan 

        

       
      
      

   

 

Bukti : 

Dari Lemma 2.1 diperoleh 
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Maka  

 

     
 

 

  
   
 

           
   
 

 

  
   
            

   
  

  
   
 

           
   
 

 

 

 

    
 

           
   
 

   
  

   
 

 

    
 

           
   
 

 
 
  

  
 

 
                

   
 

Terbukti bahwa 

 

     
 
                  

   
  

dengan 

        

       
      
      

   

 

Lemma 2.3 

Untuk suatu bilangan kompleks        berlaku identitas berikut   

                                                                         

Bukti  

Untuk suatu bilangan kompleks         lakukan operasi logaritma natural pada 

kedua ruas persamaan (2.16) maka diperoleh 

                               . 

 

2.4 Ekspansi Binomial dalam Bilangan Kompleks 

Dalam subbab ini dibahas beberapa definisi dan teorema yang digunakan dalam 

ekspansi binomial pada bilangan kompleks seperti deret Taylor, deret Maclaurin 

dan teorema binomial. 
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2.4.1 Deret Taylor 

Definisi 2.8 Suatu fungsi dengan peubah bilangan kompleks      dikatakan 

analitik di  daerah R jika dapat didiferensialkan di setiap titik pada daerah R. 

(Bak & Newman, 2010) 

 

Definisi 2.9 Sebuah cakram dengan pusat    dan radius  , dinotasikan dengan 

         adalah himpunan titik titik   yang jaraknya dari    kurang dari  . 

 

Gambar 2.4 merupakan contoh cakram terbuka dengan pusat    dan radius   

 

 

Gambar 2. 4 Cakram dengan pusat z0 radius r 

Sumber : http://mathworld.wolfram.com/OpenDisk.html 

 

Teorema 2.1 

Misalkan sebuah fungsi   analitik pada sebuah cakram           . Maka      

mempunyai representasi deret 

              
  

 

   

                                        

dimana 

   
        

  
                                                           

Deret pada persamaan (2.17) konvergen ke      ketika z berada di dalam cakram 

yang terbuka dengan pusat    dan jari-jari R0. 

(Brown & Churchill, 2004) 

 

        

                    
r 

Z0 
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Persamaan (2.17) merupakan ekspansi dari fungsi      dalam deret Taylor  di 

sekitar titik   , dengan kesepakatan bahwa                dan 0! = 1 . 

Persamaan (2.17) dapat ditulis menjadi 

           
      

  
       

       

  
      

                 

Untuk      persamaan dapat ditulis menjadi 

          
     

  
  

      

  
                                     (2.20) 

yang merupakan bentuk khusus dari deret Taylor yaitu deret Maclaurin. 

 

Selanjutnya pada subbab berikut dibahas mengenai teorema binomial dan 

koefisien binomial pada bilangan kompleks. 

 

2.4.2 Teorema Binomial 

Dalam matematika, teorema binomial adalah rumus penting yang memberikan 

ekspansi pangkat dari penjumlahan. Pertama-tama akan didefinisikan koefisien 

binomial. Koefisien binomial dapat didefinisikan dalam bentuk fungsi faktorial 

sebagai berikut. 

Definisi 2.10 Untuk          maka kombinasi k dari p didefisikan sebagai b 

 
 
 
    

 
 
                   

  
                               

Selanjutnya akan didefinisikan bentuk umum dari deret binomial. 

 

Definisi 2.11 Bentuk umum deret binomial dapat dinyatakan sebagai 

         
 
 
       

 

   

                                                         

(Abramowitz, Stegun, 1972) 

 

Selanjutnya akan dibuktikan sebuah lemma yang akan menjadi dasar dalam 

pembuktian teorema-teorema pada Bab 3. 
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Lemma 2.4 

Untuk suatu bilangan kompleks z , maka persamaan berikut berlaku 

 

        
   

   
 

   
 

   

                                         

Bukti 

untuk                  maka        

                                     

                                                  

  

Dari deret Maclaurin diperoleh 

          
     

  
  

      

  
         

 

                             

  
 
 
   

   
 

    
   
 

      

   
   
 

   
 

   

   

 

2.5 Fungsi Gamma 

Definisi 2.11  Fungsi Gamma dari bilangan   atau ditulis sebagai      untuk   

bilangan real positif didefinisikan sebagai  

             

 

 

                                                     

Karena        maka untuk    bilangan real positif berlaku persamaan berikut 

                                                                    

Selanjutnya untuk      dimana   adalah bilangan bulat positif berlaku 

                                                                   

(Bronson, 2003)
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BAB 3 

FUNGSI PEMBANGKIT DARI POLINOMIAL CHEBYSHEV  

BERDASARKAN EKSPANSI BINOMIAL            

 

Pada bab ini dibahas himpunan fungsi pembangkit dari polinomial 

Chebyshev jenis pertama, kedua, ketiga, dan keempat. Ada beberapa cara yang 

dapat digunakan untuk menentukan fungsi pembangkit dari polinomial 

Chebyshev. Pada tugas akhir ini digunakan ekspansi binomial            untuk 

memperoleh fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev. Dari ekspansi 

binomial            diperoleh bentuk umum utama dari fungsi pembangkit 

polinomial Chebyshev jenis pertama, kedua, ketiga dan keempat yaitu 

 

          
  

      

      

 

   

         

Dari bentuk umum utama ini dapat diperoleh fungsi pembangkit dari polinomial 

Chebyshev jenis pertama dan kedua. Jika kedua ruas pada persamaan yang 

menyatakan bentuk umum utama ini di kalikan dengan  
  

  maka akan didapat  

 
  
 

          
  

      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
    

yang merupakan bentuk umum dari fungsi pembangkit polinomial Chebyshev 

jenis ketiga dan keempat. Bila kedua ruas pada persamaan yang menyatakan 

bentuk umum utama ini di integralkan terhadap      untuk     diperoleh 

bentuk umum  yang lain dari fungsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis 

pertama dan kedua yaitu  

             
            

   

 

   

   

Jika kedua ruas dari persamaan diatas dikalikan dengan   
   

  akan diperoleh 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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yang merupakan bentuk umum  fungsi pembangkit yang lain dari polinomial 

Chebyshev jenis ketiga dan keempat. 

Pada Subbab 3.1 dibahas  penurunan bentuk umum  utama dari semua 

fungsi pembangkit polinomial Chebyshev berdasarkan ekspansi binomial 

          . Dari bentuk umum utama ini diturunkan bentuk umum dari masing-

masing fungsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis pertama, kedua, ketiga dan 

keempat. 

Pada Subbab 3.2 dibahas fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev 

jenis pertama dan kedua untuk nilai       
 

 
  

 

 
      . Sedangkan pada 

Subbab 3.3 dibahas fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshv jenis ketiga dan 

keempat untuk nilai       
 

 
  

 

 
      . Untuk selanjutnya akan digunakan 

notasi                  dan            .  

 

3.1 Bentuk Umum Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev 

Pertama-tama akan dibahas bentuk umum  utama dari fungsi pembangkit 

polinomial Chebyshev jenis pertama,  kedua , ketiga dan keempat seperti yang 

dinyatakan dalam teorema berikut. 

Teorema 3.1.1 

Untuk      , ekspansi binomial dari            dinyatakan sebagai berikut 
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Bukti : 

Dari Lemma 2.4 didapat 

 

        
   

   
 

   
 

   

    

Untuk        dan       diperoleh 

 

         
   

     
 

        
 

   

 

 
                     

  
 
    

    
       

 
                          

      
       

  
      

      

 

   

         

Jadi terbukti bahwa 

 

          
  

      

      

 

   

                                                       

 Persamaan (3.1) merupakan bentuk umum dari fungsi pembangkit dari 

polinomial Chebyshev jenis pertama, kedua, ketiga dan keempat. Fungsi 

pembangkit untuk polinomial Chebyshev jenis pertama bisa diturunkan dari 

bagian real pada persamaan (3.1) untuk berbagai nilai   . Sedangkan bagian 

imajiner pada persamaan (3.1) dapat diturunkan menjadi fungsi pembangkit dari 

polinomial Chebyshev jenis 2 untuk berbagai nilai  .  

 Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua 

dapat pula diturunkan dari hasil integrasi persamaan (3.1) terhadap      untuk 

nilai    . Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dapat 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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diturunkan dari bagian real hasil integrasi tersebut sedangkan fungsi pembangkit 

dari polinomial Chebyshev jenis kedua diturunkan dari bagian imajinernya. 

Berikut ini dibuktikan suatu identitas  yang merupakan fungsi pembangkit 

dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk nilai    . 

Teorema 3.1.2 

Untuk nilai       maka persamaan berikut berlaku 

             
            

   

 

   

   

Bukti: 

Dari persamaan (3.1) diperoleh 

 

          
  

      

      

 

   

        

Integralkan kedua ruas pada persamaan (3.1) terhadap      untuk    . 

Susbtitusikan          , maka diperoleh hasil integrasi ruas kiri persamaan 

(3.1) adalah 

 
 

       
          

 

 
   

                                                                       

Sedangkan hasil integrasi ruas kanan persamaan (3.1) adalah 

  
      

      

 

   

                
  

      

 

   

              

         
 
       

 

   

  
 

   
      

   
 

   

 

 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012

 
 
 
 
 
 
 

     



18 

   Universitas Indonesia  

  
            

   

 

   

                                                    

Dari persamaan (3.2) dan (3.3) didapat 

             
            

   

 

   

                                                 

Persamaan (3.4) merupakan bentuk umum dari fungsi pembangkit polinomial 

Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk nilai    . 

Selanjutnya akan dibuktikan suatu identitas yang didapat dari hasil kali kedua ruas 

persamaan (3.1) dengan  
  

  yang merupakan bentuk umum fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat dan dinyatakan sebagai 

berikut. 

Teorema 3.1.3 

Bentuk umum fungsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat 

adalah 

 
  
 

          
  

      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
      

Bukti: 

Dari  persamaan (3.1) didapat  

 

          
  

      

      

 

   

        

Jika kita kalikan kedua ruas persamaan (3.1) dengan  
  

  maka didapat 
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Maka terbukti bahwa persamaan (3.5) merupakan bentuk umum dari 

fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat.  

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga bisa diturunkan 

dari bagian real pada persamaan (3.5) untuk berbagai nilai   . Sedangkan bagian 

imajiner pada persamaan (3.5) dapat diturunkan menjadi fungsi pembangkit dari 

polinomial Chebyshev jenis keempat untuk berbagai nilai  .  

 Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat 

dapat pula diturunkan dari hasil kali persamaan (3.4) dengan  
   

 . Fungsi 

pembangkit polinomial Chebyshev jenis ketiga dapat diturunkan dari bagian real 

hasil kali persamaan (3.4) dengan  
   

   Sedangkan fungsi pembangkit dari 

polinomial Chebyshev jenis keempat dapat diturunkan dari bagian imajinernya. 

Berikut ini akan dibuktikan suatu teorema yang merupakan fungsi 

pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat dan dinyatakan 

dalam persamaan berikut 

Teoremsa 3.1.4 

Untuk nilai       maka persamaan berikut berlaku 
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Bukti 

Pertama-tama akan dicari bentuk lain dari persamaan (3.4) . Dari persamaan (3.4) 

diperoleh 

             
            

   

 

   

   

Ruas kiri dari persamaan (3.4) dapat juga dinyatakan sebagai berikut 

                                                                                            

Berdasarkan Lemma 2.3 maka persamaan (3.6) dapat ditulis kembali menjadi 

                                               
      

       
  

                               

         
     

       
  

                      
      

    
  

                          
      

    
  

  
 

 
                     

      

    
                              

Sedangkan untuk ruas kanan dari persamaan (3.4) dapat dinyatakan sebagai 

berikut 
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Berdasarkan persamaan (3.7) dan (3.8) maka didapat 

 
 

 
                     

      

    
 

  
                            

   

 

   

                                  

Persamaan (3.9) merupakan bentuk lain dari persamaan (3.4) .Selanjutnya akan 

dicari hasil kali kedua ruas persamaan (3.9) dengan  
   

 . 

Kalikan ruas kiri persamaan (3.9) dengan  
   

  maka diperoleh 
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Sedangkan hasil kali ruas kanan persamaan (3.9) dengan   
  

 adalah 

  
  
  

            

   

 

   

  
         

 
 
  

   

 

   

 

  
          

 
       

         
 
   

   

 

   

            

Dari persamaan (3.10) dan (3.11) diperoleh 

    

  
  

 

 
             

    

    
      

      

    
  

  
    

  
 
 

 
             

    

    
      

      

    
  

  
          

 
 
              

 
 
  

   

 

   

                     

Persamaan (3.12) merupakan bentuk umum  lainnya dari fungsi pembangkit 

polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai    . 

 

3.2 Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev Jenis Pertama dan Kedua 

 Pada subbab ini akan diturunkan fungsi pembangkit polinomial Chebyshev  

jenis pertama dan kedua dengan menggunakan bagian real dan bagian imajiner 

dari kedua ruas persamaan (3.1).  Teorema – teorema  yang menyatakan fungsi 

pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua merupakan 

akibat dari Teorema 3.1.1 untuk nilai       
 

 
  

 

 
      . 

 Selain itu juga akan diturunkan fungsi pembangkit dari polinomial 

Chebyshev jenis pertama dan kedua dengan menggunakan bagian real dan 

imajiner dari kedua ruas persamaan (3.4) . Teorema – teorema  yang menyatakan 

fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua 

merupakan akibat dari Teorema 3.1.2 untuk nilai    . 
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Akibat 3.2.1 

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk 

nilai     adalah 

         
    

        

 

   

   

        

 

   

 
 

        
   

Bukti 

Dari persamaan (3.1) didapat 

 

          
  

      

      

 

   

       

Oleh karena itu, untuk nilai     persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut 

 

 
 

      
   

      

      

 

   

        
  

  

 

   

              
 

   

 

                                        

 

   

                                                                      

Bentuk  
 

      
 dapat dinyatakan sebagai berikut 
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Jadi dari persamaan (3.13) dan (3.14) didapat 

                 

 

   

 
        

        
                                    

Dari persamaan (3.15) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev 

jenis pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan 

(3.15). 

Untuk bagian real persamaan (3.15) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis pertama, yaitu 

          

 

   

 
    

        
   

         
    

        

 

   

   

Untuk bagian imajiner persamaan (3.15) didapat fungsi pembangkit untuk 

polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu, 
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Akibat 3.2.2 

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk 

nilai     adalah 

      

 

   

        
              

           
  

      

 

   

        
       

           
  

Bukti 

Dari persamaan (3.1) diperoleh 

 

          
  

      

      

 

   

         

Oleh karena itu, untuk nilai     persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut 

 

         
  

      

      

 

   

       

   
      

    

 

   

       

       

 

   

       

                             

 

   

                 

       

 

   

                                                               

Sedangkan 
 

        
  dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut 
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Jika dimisalkan  

                      

                                            

                                                    

dan 

                     

                                 

Maka didapat 

                                       

                                             

                                        

                                         

Maka persamaan (3.17) dapat ditulis sebagai berikut 
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Jadi dari persamaan (3.16) dan (3.18) didapat 

      

 

   

                     

 
                              

           
                           

Dari persamaan (3.19) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis 

pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.19). 

Untuk bagian real persamaan (3.19) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis pertama yaitu, 

               

 

   

 
               

           
 

              
               

           

 

   

   

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.19) didapat fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu, 
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Akibat 3.2.3 

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk 

nilai   
 

 
 adalah 

 
    

 
  

    
 
  

        
       

   

 

   

  

 
    

 
  

        
 
  

 

   

        
 

          
   

dimana               

Bukti: 

Dari Teorema 3.1 didapat 

 

          
  

      

      

 

   

        

Oleh karena itu, untuk nilai   
 

 
 persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut 

 

       
  

    
 
 
 

    
 
  

      
 

   

 

  
    

 
 
 

    
 
  

                

 

   

 

  
    

 
  

    
 
  

                  

 

   

                                           

Sedangkan bentuk 
 

       
 dapat dinyatakan sebagai berikut 
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Berdasarkan Lemma 2.2 , persamaan (3.21) dapat ditulis sebagai berikut 

 

               
 

  
                               

                        

  
                                  

                        
 

 
                                  

                           

  
                                    

                           
 

 
               

           
  

                 

           
 

 
       

   
  

         

   
                                                     

Jadi, dari persamaan (3.20) dan (3.22) didapat 

 
    

 
  

    
 
  

                  

 

   

 
       

   
  

         

   
       

Dari persamaan (3.23) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis 

pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.23) 

Untuk bagian real persamaan (3.23) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis pertama yaitu, 

 
    

 
  

    
 
  

       

 

   

 
       

   
 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.23) didapat fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu, 

 
    

 
  

    
 
 
 

 

   

        
         

   
 

   
    

 
  

    
 
  

 

   

        
         

   
 
         

         
  

 
    

 
  

        
 
 
 

 

   

              
         

   
 
         

         
  

 
    

 
  

        
 
 
 

 

   

              
           

            
 

 
    

 
  

        
 
 
 

 

   

              
                   

            
 

 
    

 
  

        
 
 
 

 

   

              
                        

            
 

 
    

 
 
 

        
 
  

 

   

              
         

          
 

 
    

 
  

        
 
  

 

   

              
     

          
 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Akibat 3.2.4 

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk 

nilai    
 

 
 adalah 

 
    

 
  

     
 
  
        

       

  

 

   

 

 
    

 
 
 

         
 
  

 

   

          
  

         
   

dimana             . 

Bukti: 

Dari persamaan (3.1) didapat 

 

          
  

      

      

 

   

         

Oleh karena itu, untuk nilai    
 

 
 persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai 

         
    

 
  

     
 
  
      

 

   

 

                      
    

 
  

     
 
 
 
                

 

   

 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Sedangkan bentuk         dapat ditulis sebagai berikut 

                         

                                                                                             

Berdasarkan Lemma 2.1 maka persamaan (3.25) dapat ditulis kembali sebagai 

               

 
                               

  

   
                                 

  
 

 
                                  

  

  
                                    

  
 

 
               

  
  

                 

  
 

  
       

  
  

         

  
                                                    

Jadi, dari persamaan (3.24) dan (3.26) didapat persamaan berikut 

 
    

 
  

     
 
  
                

 

   

 
       

  
  

         

  
          

Dari persamaan (3.27) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev 

jenis pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan 

(3.27). 

Untuk bagian real persamaan (3.27) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis pertama yaitu, 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012

 
 
 
 
 
 
 

     



33 

   Universitas Indonesia  

 
    

 
  

     
 
  
       

 

   

 
       

  
 

 
    

 
  

     
 
  
       

 

   

 
       

  
  

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.27) didapat fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu 

 
    

 
  

     
 
  
       

 

   

  
         

  
 
         

         
  

   
    

 
  

     
 
 
 
       

 

   

  
           

           
 

 
    

 
  

         
 
 
 

 

   

               
           

           
 

 
    

 
  

         
 
 
 

 

   

               
                   

           
 

 
    

 
  

         
 
 
 

 

   

             

  
                        

           
 

 
    

 
  

         
 
  

 

   

               
         

         
 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Akibat 3.2.5 

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua untuk 

nilai      adalah 

 
       

           
     

 

   

  

 
  

           
        

 

   

  

Bukti: 

Dari persamaan (3.1) didapat 

 

          
  

      

      

 

   

         

Oleh karena itu, untuk nilai      persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai berikut 

          
      

       

 

   

       

  
      

                 

 

   

       

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Sedangkan bentuk         dapat dinyatakan sebagai berikut 

                       

                

                                                                                                             

Jadi dari persamaan (3.28) dan (3.29) didapat 

 
                

           

 

   

                                          

Dari persamaan (3.30) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev 

jenis pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan 

(3.30) . 

Untuk bagian real persamaan (3.30) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis pertama yaitu 

 
         

           

 

   

      

  
       

           

 

   

        

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.30) didapat fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu 

 
       

           
       

 

   

 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Akibat 3.2.6 

Fungsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua sebagai untuk 

nilai      adalah 

 
       

                

 

   

                 

 
       

                

 

   

          

Bukti 

Dari persamaan (3.1) didapat 

 

          
  

      

      

 

   

        

Oleh karena itu, untuk nilai      persamaan (3.1)  dapat ditulis sebagai berikut 

        
 
  

      

       

 

   

       

  
      

                      

 

   

       

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Sedangkan bentuk          
 
 dapat dinyatakan sebagai berikut 

        
 
                

                                   

                                   

                                              

                                       

                                                                  

Jadi dari persamaan (3.31) dan (3.32) didapat 

 
                

                

 

   

                                      

Dari persamaan (3.33) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev 

jenis pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan 

(3.33). 

Untuk bagian real persamaan (3.33) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis pertama yaitu 

 
         

                

 

   

                

  
       

               

 

   

                 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Sedangakan untuk bagian imajiner persamaan (3.33) didapat fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu 

 
        

                

 

   

                

   
        

                

 

   

                

 
              

                

 

   

                

 
     

                

         

    

 

   

            

 
   

                
     

 

   

            

Akibat 3.2.7 

Untuk nilai       , fungsi pembangkit lainnya dari polinomial Chebyshev jenis 

pertama dan kedua adalah 

 
           

   
 

 

   

 
       

 

 

   

  
 

 
             

 
  

   
      

 

   

 

      
      

      

    
    

Bukti : 

Fungsi pembangkit lainnya dari polinomial Chebyshev jenis pertama dan kedua 

didapat dari bentuk lain persamaan (3.4) yang telah dinyatakan pada persamaan 

(3.9) yaitu, 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Dari persamaan ini diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis 

pertama dan kedua yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.9). 

Untuk bagian real persamaan (3.9) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis pertama yaitu, 

 
             

   

 

   

  
 

 
             

 
           

   

 

   

  
 

 
             

 
       

 
 

 

   

  
 

 
              

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.9) didapat fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis kedua yaitu, 

 
             

   

 

   

        
      

    
  

 
             

   
 

 

     

 

   

        
      

    
  

 

     
 

 
           

         
 

 

      
      

      

    
 

 

   

 

 
  

   
      

 

   

 

      
      

      

    
   

 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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3.3 Fungsi Pembangkit Polinomial Chebyshev Jenis Ketiga dan Keempat 

Pada subbab ini diturunkan fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev  

jenis ketiga dan keempat dengan menggunakan bagian real dan bagian imajiner 

dari persamaan (3.5).  Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga 

dan keempat merupakan akibat dari Teorema 3.3 untuk nilai 

      
 

 
  

 

 
         

 Selain itu juga diturunkan fungsi pembangkit lainnya dari polinomial 

Chebyshev jenis ketiga dan keempat dengan menggunakan bagian real dan 

imjiner dari hasil kali kedua ruas persamaan (3.4) dengan   
  

  . Hasil kali tersebut 

dinyatakan pada persamaan (3.12) . Fungsi pembangkit lainnya dari polinomial 

Chebyshev jenis ketiga dan keempat merupakan akibat dari Teorema 3.4 untuk 

nilai     . 

Akibat 3.3.1 

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk 

nilai     adalah 

        

 

   

 
   

        
   

        

 

   

 
   

        
   

Bukti 

Dari Teorema 3.3 diperoleh 

  
 
 

          
  

      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
     

Oleh karena itu untuk nilai     ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

berikut 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Sedangkan untuk     ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Dari persamaan (3.34) dan (3.35) diperoleh 

   
 
      

 
 

  
  

   
 
      

 
 

  

           
 

 
          

 

 
   

 

   

                                     

Dari persamaan (3.36) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis 

ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.36). 

Untuk bagian real persamaan (3.36) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis ketiga yaitu, 

         
 

 
  

 

   

 
   

 
      

 
 

  
 

         
 

 
  

 

   

 
   

 
      

  
 

   
      

 
   

   
 
 

 

   

 
   

  
 

        

 

   

 
   

        
   

Untuk bagian imajiner persamaan (3.36) didapat fungsi pembangkit untuk 

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu, 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Akibat 3.3.2 

Fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk 

nilai     adalah 

      

 

   

        
             

           
  

      

 

   

        
             

           
    

Bukti 

Dari Teorema 3.3 diperoleh 

  
 
 

          
  

      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
      

Oleh karena itu untuk nilai     ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

berikut 

  
 
 

          
 

   
 
      

 
 

              
 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012

 
 
 
 
 
 
 

     



45 

   Universitas Indonesia  

 
   

 
        

 
             

 
  

                                      

 
           

 
          

 
  

                                      

   
   

 
        

 
             

 
  

                                      

 
           

 
          

 
  

                                      
  

 
   

 
 
       

 
 
             

 
 
 

                                     

  
   

 
          

 
    

        
 
  

                                     
 

 
   

 
       

 
   

    
  
 

                           

  
   

 
       

 
   

    
  
 

                           
 

 
   

 
       

 
   

    
 
          

           

 
   

 
       

 
   

    
 
       

           
 

 
   

 
 
               

  
 
   

 
 
               

  
                    

Sedangkan untuk nilai     ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

berikut 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Dari persamaan (3.37) dan (3.38) diperoleh 

   
 
 
               

  
 
   

 
 
               

  

       

 

   

         
 

 
          

 

 
                        

Dari persamaan (3.39) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev 

jenis ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan 

(3.39). 

Untuk bagian real persamaan (3.39) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis ketiga yaitu,  

      

 

   

        
 

 
   

   
 
 
               

  
 

      

 

   

  
      

 
   

   
 
 

 
               

  
 

      

 

   

        
               

           
  

Untuk bagian imajiner persamaan (3.39) didapat fungsi pembangkit untuk 

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu 

      

 

   

        
 

 
   

   
 
 
               

  
 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Akibat 3.3.3 

Fugsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai 

  
 

 
 adalah 

 
    

 
  

    
 
 
 

 

   

        
 

   
 
       

       
  

 
    

 
  

    
 
  

 

   

        
 

   
 
       

       
    

dimana            . 

Bukti: 

Dari Teorema 3.3 diperoleh 

 
  
 

          
  

      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
    

Oleh karena itu untuk nilai   
 

 
 ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

berikut 

 
  
 

       
 

 
  
 

                
 

 
 
  
 

              
  

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Sedangkan untuk nilai   
 

 
 ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

berikut 

 
      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
   

  
    

 
  

    
 
 
 

 

   

         
 

 
          

 

 
                

Dari persamaan (3.40) dan (3.41) diperoleh 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Dari persamaan (3.42) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev 

jenis ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan 

(3.42). 

Untuk bagian real persamaan (3.42) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis ketiga yaitu, 

 
    

 
  

    
 
  

 

   

        
 

 
   

 

   
 
   

 
        

       
  

 
    

 
  

    
 
  

 

   

  
      

 
   

   
 
  

 
 

   
 
       

       
  

 
    

 
  

    
 
  

 

   

        
 

   
 
       

       
   

Sedangkan untuk bagian imajiner persamaan (3.42) didapat fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu, 

    
 
  

    
 
  

        
 

 
   

 

   
 
   

 
         

       
  

 
    

 
 
 

    
 
  

 

   

  
      

 
   

   
 
  

 
 

   
 
       

       
  

 
    

 
 
 

    
 
  

 

   

        
 

   
 
       

       
   

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012

 
 
 
 
 
 
 

     



51 

   Universitas Indonesia  

Akibat 3.3.4 

Fugsi pembangkit polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai 

   
 

 
 adalah 

 
    

 
  

     
 
  

 

   

        
 

  
 
        

       
  

 
    

 
  

     
 
  

 

   

        
 

  
 
         

       
   

dimana            . 

Bukti: 

Dari Teorema 3.3 diperoleh 

 
  
 

          
  

      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
    

Oleh karena itu untuk nilai        ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis 

sebagai berikut 

 
  
            

  
                    

  
  
                      

 
 
  
 

  
                     

 
 
  
 

  
                    

       

       
  

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Sedangkan untuk nilai    
 

 
 ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

berikut 

 
      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
   

  
    

 
  

     
 
  

 

   

         
 

 
          

 

 
                 

Dari persamaan (3.43) dan (3.44) diperoleh 

 

  
 
   

 
            

       
  

   
 
            

       
  

  
    

 
  

     
 
  

 

   

         
 

 
          

 

 
                 

Dari persamaan (3.45) dapat diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev 

jenis ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan 

(3.45). 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Untuk bagian real persamaan (3.45) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis ketiga yaitu, 

 
    

 
  

     
 
  

 

   

        
 

 
   

 

  
 
   

 
 
           

       
  

 
    

 
  

     
 
 
 

 

   

  
      

 
   

   
 
 

 
 

  
 
         

       
  

 
    

 
  

     
 
  

 

   

        
 

  
 
         

       
   

Untuk bagian imajiner persamaan (3.45) didapat fungsi pembangkit dari 

polinomial Chebyshev jenis keempat 

 
    

 
  

     
 
 
 

 

   

        
 

 
   

 

  
 
   

 
            

       
  

 
    

 
 
 

     
 
  

 

   

  
      

 
 
  

   
 
 

 
 

  
 
         

       
  

 
    

 
  

     
 
 
 

 

   

        
 

  
 
         

       
   

Akibat 3.3.5 

Fugsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai 

     adalah 

 
  

           

 

   

               

 
  

           

 

   

                

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Bukti: 

Dari Teorema 3.3 diperoleh 

 
  
 

          
  

      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
      

Oleh karena itu untuk nilai      ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis 

sebagai berikut 

 
  
           

  
    

   
  

    
 

 
     

 

 
      

  

 
     

  

 
  

    
 

 
     

  

 
      

 

 
     

  

 
  

    
 

 
     

 

 
            

 

 
     

 

 
        

    
 

 
              

 

 
                                 

Sedangkan untuk nilai      ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

berikut 

 
      

       

 

   

         
 

 
          

 

 
   

  
      

                 

 

   

         
 

 
  

        
 

 
    

  
         

 
           

 
    

           

 

   

                                     

Dari persamaan (3.46) dan (3.47) diperoleh 

Fungsi pembangkit ..., Siti Ayu Setia Nastiti, FMIPA UI, 2012
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Dari persamaan (3.48) diperoleh fungsi pembangkit dari polinomal Chebyshev 

jenis ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan 

(3.48). 

Untuk bagian real persamaan (3.48) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis ketiga yaitu, 

 
        

 
   

           

 

   

    
 

 
          

 
  

           

 

   

      
 
   

   
 
 

           

 
  

           

 

   

                 

Untuk bagian imajiner persamaan (3.48) didapat fungsi pembangkit untuk 

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu, 
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Akibat 3.3.6 

Fugsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat untuk nilai 

     adalah 

 
  

                

 

   

                                

 
  

                

 

   

                                

Bukti: 

Dari Teorema 3.3 diperoleh 

 
  
 

          
  

      

      

 

   

         
 

 
          

 

 
     

Oleh karena itu untuk nilai      ruas kiri pada Teorema 3.3 dapat ditulis 

sebagai berikut 
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Sedangkan untuk nilai      ruas kanan pada Teorema 3.3 dapat ditulis sebagai 

berikut 

 
      

       

 

   

         
 

 
          

 

 
    

  
      

                      

 

   

         
 

 
  

        
 

 
    

  
         

 
           

 
    

                

 

   

                      

Dari persamaan (3.48) dan (3.49) diperoleh 

   
 

 
                        

     
 

 
                        

  
         

 
           

 
    

                

 

   

                                     

Dari persamaan (3.50) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis 

ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.50). 

Untuk bagian real persamaan (3.50) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis ketiga yaitu, 
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Untuk bagian imajiner persamaan (3.50) didapat fungsi pembangkit untuk 

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu, 

 
        

 
 
  

                

 

   

    
 

 
                         

 
  

                

 

   

      
 
   

   
 
 

                          

 
  

                

 

   

                                

Akibat 3.3.7 

Untuk      , fungsi pembangkit lainnya dari polinomial Chebyshev jenis ketiga 

dan keempat dinyatakan sebagai berikut 
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Bukti  

Fungsi pembangkit lainnya dari polinomial Chebyshev jenis ketiga dan keempat 

didapat dari hasil kali integrasi persamaan (3.1) untuk nilai     dengan  
   

  

yang dinyatakan dalam persamaan (3.12) 

 
   

 
  

 

 
              

   

   
      

      

    
  

   
   

 
 
 

 
              

   

   
      

      

    
  

  
          

 
 
              

 
   

   

 

   

 

Dari persamaan (3.12) diperoleh fungsi pembangkit polinomal Chebyshev jenis  

ketiga dan keempat yang diambil dari bagian real dan imajiner persamaan (3.12). 

Untuk bagian real persamaan (3.12) didapat fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis ketiga yaitu, 
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Untuk bagian imajiner persamaan (3.12) didapat fungsi pembangkit untuk 

polinomial Chebyshev jenis keempat yaitu, 
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BAB 4 

KESIMPULAN  

 

4.1 Kesimpulan 

 Bentuk umum fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis 

pertama dan kedua didapat dari ekspansi binomial            yang ditunjukkan 

pada Teorema 3.1.1. Dari bagian real ekspansi binomial tersebut dapat diturunkan 

fungsi pembangkit untuk polinomial Chebyshev jenis pertama, sedangkan dari 

bagian imajinernya dapat diturunkan fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis kedua. 

Bentuk umum fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga 

dan keempat didapat dari hasil kali ekspansi binomial            dengan   
 

  

yang ditunjukkan pada Teorema 3.1.3. Fungsi pembangkit untuk polinomial 

Chebyshev jenis ketiga dapat diturunkan dari bagian real hasil kali tersebut, 

sedangkan fungsi pembangkit untuk polinomial Chebyshev jenis keempat dapat 

diturunkan dari bagian imajinernya. 

Bentuk umum fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis prtama 

dan kedua juga dapat diturunkan dari integrasi ekspansi binomial            

terhadap      yang ditunjukkan pada Teorema 3.1.2. Fungsi pembangkit untuk 

polinomial Chebyshev jenis pertama juga dapat diturunkan dari bagian real hasil 

integrasi tersebut , sedangkan fungsi pembangkit untuk polinomial Chebyshev 

jenis kedua juga dapat diturunkan dari bagian imajinernya 

Bentuk umum fungsi pembangkit dari polinomial Chebyshev jenis ketiga 

dan keempat juga dapat diturunkan dari hasil kali  
   

  dengan hasil integrasi 

ekspansi binomial             terhadap      yang ditunjukkan pada Teorema 

3.1.4. Fungsi pembangkit untuk polinomial Chebyshev jenis ketiga juga dapat 

diturunkan dari bagian real hasil kali tersebut , sedangkan fungsi pembangkit 

untuk polinomial Chebyshev jenis keempat juga dapat diturunkan dari bagian 

imajinernya. 
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 Untuk nilai       
 

 
  

 

 
  diperoleh fungsi pembangkit dari polinomial 

Chebyshev. Sedangkan untuk nilai      dan      tidak diperoleh fungsi 

pembangkit dari polinomial Chebyshev. Karena nilai dari  (-1) dan  (-2)  tidak 

terdefinisi. 

 Oleh karena itu, bentuk umum dari fungsi pembangkit polinomial 

Chebyshev berlaku untuk semua nilai   kecuali untuk             .
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