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ABSTRAK

Nama - Imiyati Sari

Program Studi : Matematika

Judul . Efek Strategi Vaksinasi Konstan dan Vaksinasi Denyut pada
Mode Epidemik SIR dengan Penularan secara Horizontal dan
Vertikal

Penularan penyakit dari satu individu ke individu lainnya dapat terjadi secara
horizontal maupun vertikal. Tesis ini membahas model epidemik SIR untuk
penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal. Dinamika dari model ini
digambarkan dari kelakuan titik kesetimbangannya, yaitu titik kesetimbangan
epidemik dan titik kesetimbangan bebas-infeksi. Basi ¢ reproduction number
digunakan untuk menentukan kriteria kestabilan titik kesetimbangan.

Dalam upaya pencegahan penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal
dilakukan strategi pemberian vaksin. Strategi vaksinasi dibedakan menjadi dua,
yaitu strategi vaksinasi konstan dan strategi vaksinasi denyut. Efek vaksinasi
terhadap penyakit ini dapat dilihat dari dinamika model epidemik SIR dengan
pengaruh vaksinasi konstan dan vaksinasi denyut. Secarateori, analisa dinamik
model SIR dengan vaksinasi konstan sama dengan analisa dinamik model SIR
tanpavaksinasi. Analisa dinamik untuk model SIR dengan vaksinasi denyut
menghasilkan solusi periodik bebas-infeksi yang stabil. Selain itu, solusi periodik
model SIR dengan vaksinasi denyut lebih cepat stabil dari pada model SIR
dengan vaksinasi konstan dan tanpavaksinasi jika periode pemberian vaksin
untuk strategi vaksinasi denyut T kurang dari T.. Untuk mendukung pembahasan
teori di dalam penelitian ini, dilakukan simulasi dengan menggunakan software
Matlab.

KataKunci -~ : penularan secara horizontal, penularan secara vertikal, model
epidemik SIR, titik kesetimbangan, titik kesetimbangan
epidemik, titik kesetimbangan bebas-infeksi, kestabilan, basic
reproduction number, vaksinasi konstan, vaksinasi denyut, solusi
periodik bebas-infeksi.

x+55 halaman; 8 gambar; 4 tabel; 3 lampiran
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ABSTRACT

Name > lImiyati Sari
Program Study : Mathematics
Title . The Effect of Constant and Pulse Vaccination Strategies on SIR

Epidemic Model with Horizontal and Vertical Transmission

Some disease may be passed from one individual to another via horizontal or
vertical transmission. In thisthesis, it is discussed the SIR epidemic model of
disease that are both horizontally and vertically transmitted. The dynamics of this
disease model is described from the behavior equilibrium point, that is epidemic
equilibrium point and infection-free equilibrium point. Basic reproduction
number of criteriais used to determine the stability of equilibrium point.

In efforts to prevent outbreaks of diseases that are both horizontally and vertically
transmitted is performed vaccination strategies. There are two vaccination
strategies, namely constant vaccination and pulse vaccination. The effect of
vaccination against this disease can be seen from the dynamics of SIR epidemic
models with constant and pulse vaccination. Theoretical result shows that under
constant vaccination, the dynamic behavior is similar to no vaccination. Under
pulse vaccination, infection-free periodic solution is stable. In addition, this
infection-free periodic solution is stable faster than SIR epidemic models with
constant vaccination and no vaccination if vaccine delivery period for the pulse
vaccination strategy T less than T.. To support the discussion of the theory in this
study, we perform some simulations using the software Matlab.

Key Words : horizontal transmission, vertical transmission, SIR epidemic
model, equilibrium point, epidemic equilibrium point, infection-
free equilibrium point, stability, basic reproduction number,
constant vaccination, pulse vaccination, infection-free periodic
solution.

x+55 pages; 8 pictures; 4 tables; 3 appendixs
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Model matematika merupakan salah satu alat yang dapat membantu
mempermudah penyel esaian masalah dalam kehidupan nyata. Masalah-masalah
tersebut dapat dibawa ke dalam model matematis dengan menggunakan asumsi-
asumsi tertentu. Selanjutnya, dari model yang didapat dicari solusinya, baik
dengan cara analitis maupun secara numerik.

Salah satu permasalahan di kehidupan nyata adalah mengenai penyebaran
suatu penyakit. Pada tahun 1927, W. O. Kermack dan A. G. Mckendrick
memperkenalkan sebuah model penyebaran penyakit. Model matematika yang
dimaksud adalah model epidemik SIR (Susceptible-1nfected-Recovered) klasik.
Secaraumum, model epidemik SIR klasik dapat disajikan sebagal sistem
persamaan diferensial autonomous. Sampai saat ini, model epidemik SIR klasik
tersebut telah dikembangkan oleh ilmuwan lain seperti Picollo dan Billings, dan
K. J. Vareen untuk mempelgjari penyebaran penyakit dalam kasus-kasus tertentu.

Hethcote menyebutkan bahwa dalam model epidemik SIR klasik, populasi
dibagi menjadi tiga kelompok, yaitu kelompok individu yang sehat tetapi dapat
terinfeks penyakit (susceptible), kelompok individu yang terinfeksi dan dapat
menularkan penyakit (infected), dan kelompok individu yang telah sembuh dan
kebal dari penyakit (recovered). Secara garis besar, model epidemik SIR klasik
menggambarkan alur penyebaran penyakit dari kelompok individu susceptible
menjadi infected melalui kontak langsung atau perantara lain. Selanjutnya,
kelompok individu infected yang mampu bertahan terhadap penyakit akan sembuh
dan memasuki kelompok recovered.

Dalam kehidupan nyata, seseorang dapat terinfeksi penyakit melalui
kontak langsung dengan penderita, udara, batuk, dan bersin. Penularan penyakit
melalui caraini disebut penularan secara horizontal. Selain itu, ada pula penularan
penyakit secara vertikal, yaitu seseorang yang terinfeksi suatu penyakit karena
orang tuanya pengidap penyakit tersebut. Hepatitis B adalah contoh penyakit yang

1
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dapat menular secara horizontal dan vertikal. Salah satu upaya yang dilakukan
untuk mencegah menyebarluasnya penyakit tersebut adalah melalui program
vaksinasi. Program vaksinasi dilakukan dengan memberikan antigen yang
berfungsi untuk meningkatkan imunitas tubuh terhadap virus atau penyakit.

Strategi pemberian vaksin dibedakan menjadi duayaitu strategi vaksinasi
konstan dan strategi vaksinasi denyut. Strategi vaksinasi konstan adalah
pemberian vaksin kepada bayi yang baru lahir, sedangkan strategi vaksinasi
denyut adalah pemberian vaksin kepada sebagian individu susceptible.
Selanjutnyadalam penulisanini akan dilihat pengaruh strategi pemberian vaksin
yaitu vaksinas konstan dan vaksinasi denyut terhadap pencegahan epidemik suatu
penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal dengan menggunakan model
epidemik SIR. Kemudian dari model ini akan dicari duatitik kesetimbangan yaitu
titik kesetimbangan bebas infeks (infection-free egilibrium) dan titik
kesetimbangan epidemik (epidemic equilibrium). Padakeduatitik ini dilakukan
pengujian kestabilan. Dalam penulisan ini juga dibandingkan pengaruh vaksinasi
konstan dan vaksinasi denyut sehingga diperoleh kesimpulan strategi vaksinasi
mana yang lebih baik untuk diterapkan.

1.2 Permasal ahan

Berdasarkan uraian pada latar belakang, permasal ahan yang dibahas dalam
penulisan tesis ini adalah bagaimana efek vaksinasi konstan dan vaksinasi denyut
pada model epidemik SIR dalam mencegah wabah penyakit yang menular secara

horizontal dan vertikal?

1.3  Tujuan Pendlitian

Tujuan dari penulisan tesis ini adalah menjelaskan bagaimana efek strategi
vaksinasi konstan dan vaksinasi denyut dalam upaya pencegahan wabah penyakit
yang menular secara horizontal dan vertikal.

Universitas Indonesia
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini diberikan penjelasan teori-teori yang mendukung pembahasan
di bab selanjutnya. Teori-teori yang diberikan adalah sistem persamaan
diferensial, kestabilan titik kesetimbangan, pemetaan stroboslsmkdscopic
map), teori Floquet (Floqueheory), dan basic reproduction numbet

Tesis ini membahas efek vaksinasi konstan dan vaksinasi denyut terhadap
pencegahan penyebaran penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal
dengan menggunakan model epidemik SIR. Efek dari strategi vaksinasi dilihat
dari perilaku masing-masing model. Perilaku model epidemik SIR dapat diketahui
dari kestabilan solusi dari model tersebut. Pada umumnya, model epidemik SIR
mempunyai dua bentuk solusi, yaitu solusi bebas-infeksi dan solusi epidemik.
Karena model SIR pada tesis ini merupakan suatu sistem persamaan diferensial
nonlinier, maka model tersebut dilinierisasi terlebih dahulu sebelum menentukan
kestabilan solusinya. Basic reproduction numbatigunakan untuk menentukan
kriteria kestabilan solusi tersebut.

Analisa kestabilan solusi dari model epidemik SIR merupakan analisa
sistem dinamik, dengan solusi dari sistem tersebut adalah titik kesetimbangannya.
Analisa sistem dinamik pada vaksinasi konstan yaitu dengan menganalisa
kestabilan dari titik kesetimbangannya, sedangkan analisa sistem dinamik pada
vaksinasi denyut yaitu dengan menganalisa titik tetap pada pemetaan
stroboskopik. Pemetaan stroboskopik ini terbentuk dari modelrajpi&R
dengan efek strategi vaksinasi denyut. Selanjutnya karena solusi dari model
epidemik SIR dengan efek vaksinasi denyut bersifat periodik, maka untuk
menentukan kestabilan dari solusinya digunakan teori Floquet.

Berdasarkan penjelasan di atas, pada bab ini dilmetekai-teori yang
mendukung tesis ini. Pada subbab 2.1 dibahas terlebih dahulu mengenai sistem
persamaan diferensial. Sistem persamaan diferensial dibedakan menjadi dua yaitu
sistem persamaan diferensial linier yang dibahas pada subbab 2.1.1 dan sistem

persamaan diferensial nonlinier yang dijelaskan pada subbab 2.1.2. Selanjutnya
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pada subbab 2.2 diberikan penjelasan kestabilan titik kesetimbangan dari sistem
persamaan diferensial nonlinier.

Teori yang penting dalam tesis ini adalah sistem dinamik. Penjelasan
mengenai sistem dinamik diberikan pada subbab 2.3. Subbab 2.3 membahas
sistem dinamik dengan waktu diskrit dan sistem dinamik dengan waktu kontinu
sehingga pada subbab 2.3.1 diberikan penjelasan mengenai pemetaan
stroboskopik yang menjelaskan hubungan sistem dinamik diskrit dan sistem
dinamik kontinu. Karena salah satu solusi pada tesis ini bersifat periodik sehingga
pada subbab 2.4 diberikan penjelasan mengenai teori Floquet. Bab dua ini ditutup

oleh basic reproduction number yang diberikan pada subbab 2.5.

2.1 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial, secara matematis, dapat dituliskan dalam
bentuk

X =f(tX), 2.1)
dengan
iX_l
. dt
X=1 : |
aXn

dt
X €ERMt €R, dan f: D € R**! — R™ merupakan fungsi kontinu éi.

Jka dalam persamaan (2.1) variabéidak dinyatakan secara eksplisit,
maka persamaan (2.1) disebut sistem persamaan diferensial autondanowapat
dituliskan dalam bentuk
X = f(X). (2.2)
Untuk selanjutnya, dalam tesis ini sistem persamaan diferensial yang digunakan

adalah sistem persamaan diferensial autonomous

2.1.1 Sistem Persamaan Diferensial Linier

Sistem persamaan diferensial autonomdimger dapat dinyatakan ke
dalam persamaan (2.2) dengan furfgpada persamaan (2.2) berbentuk linier.
Karena fungsif dalam (2.2) berbentuk linier, maka persamaan ¢&agat ditulis

dalam bentuk
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X = AX, 2.3)
dengand adalah matriks berukuranx n. Misalkan fungsi vektor ) adalah
solusi dari persamaan (2.3)(tXini tergantung pada waktudan kondisi awal

X(0) = X,.

Solusi umum untuk persamaan (2.3) adalah kombinasi liniemdauah
solusi yang bebas liniegft ™ (t), X@(t),---, X™(t) , dan dinyatakan sebagai
berikut:

X(t) = . XDt + - + X (1), (2.4)
dimana nkonstanta yang tidak diketahyj, c¢:-, c,, ditentukan dengan
mensubstitusi kondisi awal,)kedalam persamaan (2.4) (Guckenheimer, J. &
Holmes, P., 1983).

Definisi 2.1 (Matriks Fundamental). Misalkan XV (¢), X®@)(t), -, X ™ (¢)
addah n buah solusi dari sistem persamaan (2.2) dan matsmerupakan
solusi dari sistem persamaan (2.2) yang dibentuk dadah solusi tersebut.
Matriks Q(t) mempunyai bentuk

() X () e XU@):
JikaXD(£), X (t), -, X™(t) bebdas linier, maka matriks Q(tisebut matriks
Fundanental. Matriks Q(t)isebut matriks fundamental utama jikéO = I (|
addah matriks identitas berukuranx n) (Grimshaw, R., 1993).

Jika matriksA pada persamaan (2.3) mempunyaiektor eigen yang

bebas linierv’, j = 1, 2,-++,n, dengan nilai eigen yang bersesuainmaka
vektor kolom dari matriks fundamental utama adalah

X)) =ettv, j=1,2,-,n.
Sdiap solusi dari persamaan (2.3) dapat ditulis dalam bentuk

X(t) = Q(t)C,
denganC € R™ adalah vektor konstanta, dan dengan menambahkan kondisi awal
X,, akan diperoleh

X() = Q()Q"1(0)X, (Verhulst, F., 1996).
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2.1.2 Sistem Persamaan Diferensial Nonlinier

Sistem persamaan diferensial autonomaenlinier dapat dituliskan
dalam bentuk persamaan (2.2) dengan fungmda persamaan (2.2) berbentuk
nonlinier. Perilaku dari sistem persamaan biasanya dilihat dari solusi sistem
persamaan tersebut, namun solusi eksak dari sistem persamaan diferensial
nonlinier tidak selalu dapat ditentukan. Oleh karena itu, perilaku dari sistem
dilihat dengan menggunakan analisa kestabilan titik kesetimbangan. Sebelum
membahas lebih lanjut menganai kestabilan titik kesetimbangan, berikut ini
diberikan definisi dari titik kesetimbangan.
Definisi 2.2 (Titik Kesetimbangan). Titik X* € R" dikatakan titik kesetimbangan
dai persamaan (2.2) jika memenuhi persamg@fi') = 0 (Guckenheimer, J. &
Holmes, P., 1983).

Berikut ini adalah definisi titik kesetimbangan hiperbolik.

Definisi 2.3 (Titik Kesetimbangan Hiperbolik). Titik kesetimbangaX ™

dikatakan titik kesetimbangan hiperbolik dari persamaan (2.2) jika

Ot gy . afl
2 %, ) 5, O )\

&=
\g—Q(X) a’["(X )/

tidak mempunyai nilai eigen yang bagian riilnya bernilai nol (Perko, L., 1996).

Pada sistem persamaan diferensial nonlinier (2.2), kestabilan titik
kesetimbangan dapat diwakili dengan bagian linier dari sistem persamaan
tersebut. Bagian linier dari sistem persamaan ini diperoleh dengan melakukan

linierisasi pada sistem persamaan (2.2) (Grimshaw, R., 1993).

2.1.2.1 Linierisasi Sistem Persamaan Diferensial Nonlinier

Linierisasi sistem persamaan nonlinier (2.2) dilakukan untuk menganalisa
kestabilan titik kesetimbangan. Misalk&h adalah titik kesetimbangan dari
sistem persamaan (2.2). Linierisasi sistem (2.2) di dtikadalah mengekspansi

f(X) dengan deret Taylor di titik X yang dapat ditulis sebagai
fOO = FXY+ XX =X+ 4 L (X)X = XY + . (2.5)
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KarenaX™ merupakan titik kesetimbangan, mgk&*) = 0. Dalam
mdinierisasikan sistem persamaan (2.2), suku pada persamaan (2.5) yang
mempunyai orde lebih besar dari satu dapat diabaikan, sehingga persamaan (2.5)

dapat ditulis menjadi
fO0 =L@ -xm, (2.6)
sehingga dari persamaan (2.2) dan (2.6) diperoleh
X == XHX—-X7). (2.7)
Misalkan y = X — X danB = Z—; (X*), maka persamaan (2.7) menjadi

y = By, (2.8)
dengan matriksB disebut matriks Jacobian dari sistem persamaandPtizik X *.
Selanjutnya, bagian ruas kanan persamaan (2.8) disebut bagian linier dari fungsi
nonlinier fdi titik X*. Dengan demikian, kestabilan titik kesetimbangan dapat

diwakili dengan linierisasinya.

Definisi 2.4 (Linierisasi Sistem Nonlinier). Misalkan X € R™ adalah titik
kesetimbangan hiperbolik dari sistem nonlinier (2.2), maka sistem jinieBy
disebut linierisasi dari sistem nonlinier (2.2) dititik dengany = X — X* dan
B® Z—;(X*) disebut matriks Jacobian dari sistem persamaan ¢Rtizk X*

(Perko, L., 1996).

Pada subbab berikut ini diberikan definisi dan teorema-teorema yang dapat

digunakan untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan.

2.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan

Perilaku suatu sistem persamaan di setiap titiknya dapat dilihat dari solusi
eksaknya, namun tidak semua sistem persamaan dapat ditentukan dengan mudah
solusi eksaknya. Oleh karena itu, diperlukan suatu informasi lain yang dapat
digunakan untuk melihat perilaku sistem tersebut. Cara lain untuk melihat
perilaku sistem ini yaitu dengan mengamati titik-titik dimana sistem ini tidak
mengalami perubahan atau dalam keadaan yang setimbang. Titik-titik dimana

sistem ini tidak mengalami perubahan disebut titik kesetimbangan.
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Analisa perilaku sistem pada titik kesetimbangan dikenal dengan
kestabilan. Secara intuisi, titik kesetimbangé&ndari sistem persamaan (2.2)
stabil jika perubahan kecil pada syarat awal hanya menyebabkan pengaruh kecil
pada penyelesaian. Titik kesetimbanddmndikatakan stabil asimtotik jika
pengaruh dari perubahan kecil cenderung menghilang sama sekali (tidak
berpengaruh), sedangkan titik kesetimbanffamenjadi tidak stabil jika
perubahan kecil pada syarat awalnya akan berakibat perubahan besar pada
penyelesaian. Definisi titik kesetimbangan secara formal diberikan pada definisi

2.5, sebagai berikut:

Definisi 2.5 (Kestabilan Titik Kesetimbangan). Misalkan X adalah titik
kesetimbangan dari persamaan (2.2) dgadalah titik awal.
1. X* dikatakan stabil, jika untuk setiap € >térdapat ) > 0, sedemikian
sehingga untuk setiafg, € R" dengan|X, — X*|| < §, sembarang solusi
o(t, X,) dai persamaan (2.2) memenuhi pertidaksampgft, X,) — X*|| <
e untuk setiapt = 0
2. X* dikatakan stabil asimtotik, jika*Xstabil dan terdapat r > @demikian
sehinggal|(t, X,) — X*|| = 0 saatt —» oo untuk semua gyang memenuhi
[1 Xy — X*|| <.
3. X* dikatakan tidak stabil, jika terdapat sugtt» 0, sedemikian sehingga untuk
seébarangd > 0 terdapat sebuah,Xlengan|X, — X*|| < 6 dan t > Otapi
llo(t, Xy) —X*|| > n denganp(t, X,) adalah solusi lain dari persamaan (2.2)
(Hale, Jack K., & Koak, H., 1991).

Untuk lebih jelasnya perhatikan Gambar berikut.

¥ ¥

el K
-
{\Q/f’ ~| i, WlDNY :

B XA /'

A B
Keterangan: A = stabil asimtotik, B = stabil

[Sumber: Boyce, W.E., DiPrima, R.C., 2001 ]

Gambar 2.1. Kestabilan titik kesetimbangan
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Kestabilan titik kesetimbangan, selain dapat dibuktikan dengan Definisi
2.5, dpat juga dibuktikan dengan Teorema Lyapunov, atau dikenal dengan
kestabilan Lyapunov. Kestabilan Lyapunov dikenal setelah Aleksandr Lyapunov,
matematikawan Rusia, mempublikasikan bukunya yang berjudul “The General
Problem of Stability of Motion" pada tahun 1892. Kestabilan Lyapunov
menyandarkan pada penemuan fungsi definit positif: , - R, yang disebut

fungsi Lyapunov.

Teorema 2.1 (Kestabilan Lyapunov). Misalkan X adalah titik kesetimbangan
dai persamaan (2.2) ddn D € R™ — R adalah fungsi yang terdiferensialkan,
yang memenuhi:

1. V) =0dan UX) > 0jika X # X*; dan

2. VX)<0diD-{x}.

Maka X* stabil. Dan, jika

3. V(X)<o0diD-{X}

maka X ™ stabil asimtotik (Guckenheimer, J. dan Holmes, P., 1983).

Definisi 2.5 dan Teorema 2.1 digunakan unuk membufktiie
kesetimbangan stabil global. Titik kesetimbangardikatakan stabil global jika
titik tersebut stabil untuk semua kondisi awgle R", sedangkan jika kestabilan
hanya terjadi disekitar titik kesetimbangan, maka titik kesetimbangan tersebut
dikatakan stabil lokal.

Kestabilan lokal titik kesetimbangan dari persamaan diferensial nonlinier
(2.2) dapat dianalisa dengan menggunakan nilai-nilai eigen dari matpada
persamaan (2.8), yaitu solusi atau akar-akar karakteristik dari persamaan
karakteristik

det(B — AlI) =0,
yang dapat ditulis dalam bentuk
by A" + by A"+ -+ byA+ by =0,
denganb,, b,,_4, ***, by, b, adalah konstanta.
Misalkan d,j =1,2,---,n, adalah vektor eigen dari nilai-nilai eigen yang

bersesuaiard; ,j = 1,2, -+, n, dai matriks Bpada persamaan (2.8). Nilai-nilai
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eigen tersebut dapat digunakan untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan
dai sistem persamaan (2.2) sesuai dengan teorema berikut ini.

Teorema 2.2. Misalkan4;,j = 1, 2,---,n adalah nilai eigen dari matriks pada
pesamaan (2.8). Titik kesetimbangah dari sistem persamaan (2.2), dikatakan :
1. Stabil, jikaRe (4;) <0,Vj=1,2,,n;

2. Stabil asimtotik, jika Re () < 0,Vj =1,2,-,n;

3. Tidak stabil, jikaRe (1) > 0, untuk suatu k

Teorema 2.2 digunakan untuk membuktikan kestabilan titik
kesetimbangan secara lokal. Teorema ini sering digunakan karena kemudahannya

dalam membuktikan stabil atau tidaknya suatu titik kesetimbangan.

2.3 Sistem Dinamik Diskrit

Sistem dinamik adalah fungsi dengan suatu sikap atau kelakuan. Sistem
dinamik melakukan sesuatu yang sama berulang-ulang. Sistem dinamik selalu
tahu apa yang dilakukan selanjutnya (Scheinerman, E.R., 1996).

Ada dua jenis sistem dinamik: sistem dinamik dengan waktu kontinu dan
sistem dinamik diskrit. Sitem dinamik dengan waktu kontinu dinyatakan dengan
sistem persamaan diferensial pada persamaan (2.1). Oleh karena itu, perilaku
sistem dinamik dengan waktu kontinu dapat dilihat dari sistem persamaan
diferensial yang telah dibahas pada subbab 2.1.

Sistem dinamik dengan waktu diskrit, waktu dinotasikan dekgan
dituliskan dalam bentuk

F(X(k)) = X(k+ 1), 2.9)(
dengan kondisi aw& (0) = X,, X € R*, dan F: D ¢ ;' — R"™ merupakan
fungsi kontinu di D F¥ pada persamaan (2.9) menotasikan penerBpada X,
sebanyakk kali, makaX (k) = F¥(X,) (Scheinerman, E. R., 1996).

Peilaku dari sistem dinamik diskrit dapat dilihat dari perilaku titik

tetapnya. Berikut ini adalah definisi titik tetap dari persamaan (2.9).

Definisi 2.6 (Titik Tetap). Titik X disebut titik tetap untuk fungsi pada
persamaan (2.9) jik& (X) = X (Hale, Jack K., & Kocak, H., 1991).
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Sama halnya dengan titik kesetimbangan, titik tetap dari persamaan (2.9)
dgpat diinvestigasi kestabilannya. Berikut ini adalah definisi kestabilan titik tetap

dengan notasi yang disamakan dengan kestabilan titik kesetimbangan.

Definisi 2.7 (Kestabilan Titik Tetap). Misalkan Xadalah titik tetap dari

persamaan (2.9) daki, adalah titik awal.

1. X dikatakan stabil, jika untuk setiap £ >térdapat &) > 0, sedemikian
sehingga untuk setiafg, € R" dengan|X, — X*|| < §, iterasi dariX,
memenuhi pertidaksamagf®(X,) — X| < £ untuk semua > 0.

2. X dikatakan tidak stabil, jika Xdak stabil.

3. X dikatakan stabil asimtotik, jika tabil dan jika terdapat> 0, sedemikian
sehinggaF"(X,) — X saatn — +o untuk semua gyang memenuHix, —

X| <r (Hale, J.K., Kocak, H., 1991).

Teorema yang diberikan di bawah ini dapat mempermudah penulis untuk

membuktikan kestabilan titik tetap.

Teorema 2.3. MisalkanF pada persamaan (2.9) adalah fungsi yang turunan
pertamanya kontinu. Titik tetap #ari fungsiF stabil asimtotik jikdF'(X)| < 1,
dan X tidak stabil jika|F'(X)| > 1 (Hale, J.K., Kocak, H., 1991).

Pada subbab selanjutnya diberikan suatu fungsi yang menggambarkan

hubungan sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu.

2.3.1 Pemetaan Stroboskopik

Hubungan sistem dinamik diskrit dan sistem dinamik kontinu yang
periodik digambarkan oleh suatu fungsi yang disebut fungsi stroboskopik atau
lebih dikenal dengan pemetaan stroboskopik. Pemetaan stroboskopik adalah suatu
fungsi yang digunakan untuk melihat perilaku dari sistem yang periodik.

Misalkan sistem dinamik kontinu pada persamaan (2.1) mempunyai solusi
X(t). Pemetaan

Gr:R" - R"
X({t)— X({t+T), (2.10)

adalah pemetaan stroboskopik dengan periode wal@kinski, A., 2009).
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2.4  Teori Floquet

Teori Floguet digunakan untuk menyelidiki kestabilan dari solusi sistem
persamaan diferensial yang periodik. Oleh karena itu, sebelum membahas Teori

Floquet , terlebih dahulu diberikan pengertian dari solusi periodik.

Definisi 2.8 (Solusi Periodik). Misalkan Xt) adalah solusi untuk persamaan
(2.1). Jika terdapat bilangan posififterkecil sedemikian sehinggdt) =

X(t + T) untuk setiap t € RmakaX(t) disebut solusi periodik dari persamaan
(2.1)dengan period@& (Verhulst, F. 1996).

Misalkan matriks gpada sistem persamaan diferensial (2.3) adalah
matriks periodik yang kontinu dengan periodeB€rikut ini diberikan teorema

Floguet untuk persamaan (2.3).

Teorema 2.4 (Teorema Floquet). Setiap matriks fundamentalt) dari
pasamaan (2.3) bisa ditulis sebagai perkalian dari dua matriks berukuxan
yaitu:

Q(t) = P(t)C,
denganP(t) adalah matriks periodik dengan periodenya selfesan Cadalah
matriks konstan n x n(Verhulst, F., 1996).

Bukti Teorema 2.4

Akan dibuktikan bahw&(t) merupakan matriks periodik dengan
periodenya sebesdt, adapun langkahnya sebagai berikut.

Matriks fundamentall(t) disusun dari rsolusi independen,@ + T)
juga merupakan matriks fundamental. Untuk menunjukkan hal ini misalkan

T=t+ T, maka

S=A(T-TX

= A(DX. 2.11)
Berdasarkan persamaan (2.11) dan kafHma merupakan matriks fundamental
dai persamaan (2.3), makda€) = Q(t + T) terbukti merupakan matriks

fundamental. Jelas bahwa matriks fundamefi@)dan ((t + T) begantung
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linier, yang berarti terdapat matriksying merupakan matriks nonsingular

berukurann x n sedemikian sehingga

Q(t+T)=Q(t)C. 2.12)
Kemudian terdapat matriks konstars®&lemikian sehingga
C = eBT,

Sekarang akan dibuktikan bahw&t)e BT merupakan fungsi periodik dengan
periodeT. Misalkan ((t)e BT = P(t), maka
P(t+T) = Q(t+T)e BED,

= O(t)Ce BTe B,

= Q(t)e B,

= PEas
KarenaP(t + T) = P(t), maka terbukti Pt) merupakan matriks periodik dengan
periodeT.
Catatan 1.

Matriks C pada persamaan (2.12) disebut dengan matriks mono¢imomodromy
matrix) dari persamaan (2.3). Nilai eigérdari C disebut dengan pengali Floquet
atau Floquemultipliers dan 1 = ¢ disebut dengan characteristic exponent
(Verhulst, F., 1996).

Catatan 2.

Syarat perlu solusi periodik dari persamaan (2.3) menjadi stabil adalah apabila
semua modulus dari pengali Floquet (Floquet multipiéainya lebih kecil atau
sama dengan 1 (Verhulst, F., 1996).

2.5 Basic Reproduction Number

Pada subbab ini dijelaskan pengetian dasar dari basic reproduction number
yang dinotasikan dengdty, yang mengacu pada Castillo-Chavez, C., Feng, Z.
dan Huang, W. (2002), beserta metode yang digunakan dalam penurunan rumus
basic reproduction number dari suatu model epidemik penyakit dalam suatu

populasi.

Definisi 2.8 (Basic Reproduction Number). Basic reproduction number

menyatakan rata-rata banyaknya kasus kedua (individu infedisoug yang
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disebabkan satu individu infectiogslama masa terinfeksinya dalam keseluruhan
populasi susceptible (Castillo-Chavez, C., Feng, Z., Huang, W., 2002).

Dalam penurunan rumug, digunakan metode operator generasi selanjutnya
(the next generation operator). Dalam metode iniR, didefinisikan sebagai radius
spektral dari oparator generasi selanjutnya. Berikut ini adalah definisi dari radius
spektral.

Definisi 2.9 (Radius Spektral). Misalkan Kadalah matriks berukuranx n dan
A1, 15, -, A, adalah nilai eigen dari matriks khaka radius spektral dari matriks

K didefinisikan sebagai:

p(K) = max;—y3...n |4;]-

Metode Operator Generas Selanjutnya
Misalkan model epidemik suatu penyakit dapat dituliskan dalam bentuk

dx

E — f(Xr Yr Z)r

= =g(x,v,2), (2.13)
L _ hx,Y,2),

dt
denganX € R", Y € R’, dan Z € ¢, dengar, s,n > 0 dan {X,0,0) = 0.
Komponen Xterdiri dari kelas-kelas individu yang tidak terikée penyakit
yang sedang diobservasi. Komponeteitliri dari kelas-kelas individu yang
terinfeksi penyakit yang sedang diobservasi, tetapi tidak dapat menularkan
penyakit tersebut. Komponent&rdiri dari kelas-kelas individu yang terinfeksi
penyakit yang sedang diobservasi dan dapat menularkan penyakit tersebut.
Misalkan:
a) U,=(X"0,0) € RF*s*" adalah titik kesetimbangan bebas-infeksi dari
sistem persamaan (2.13), yafftgx*,0,0) = g(X*,0,0) = h(X*,0,0) = 0.
b) Persamaawg(X*,Y,Z) = 0 dapat diubah menjadi Y =(J*, 2).

0) K==h(x"g(x",0),0).
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JikaK dgpat dituliskan dalam bentuk
K=M-D,
denganM = 0 (m;; = 0) danD = 0 adalah matriks diagonal, maka t@as

reproduction number didefinisikan sebagai radius spektral dari mathikz 1,
sehingga berdasarkan definisi (2.9), diperoleh
Ry = p(MD™).
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BAB 3
EFEK VAKSINASI PADA MODEL EPIDEMIK SIR

Bab ini membahas beberapa hal yang menjadi tujuan dari tesisini. Dalam
subbab 3.1 dijelaskan proses pemodel an secara matematis epidemik penyakit yang
menular secara horizontal dan vertikal. Penyebaran penyakit ini dimodelkan
dengan model SIR (Susceptiblelnfectious Recovered) yang pertama kali
diperkenalkan oleh Kermack dan McKendrick pada tahun 1927. Model ini
kemudian dianalisa untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangannya. Kriteria
kestabilan titik kesetimbangan didasarkan pada basic reproduction numbetari
model tersebut.

Dalam upaya mencegah penyebaran penyakit yang menular secara
horizontal dan vertikal diberikan strategi vaksinasi konstan dan vaksinasi denyut.
Pada subbab 3.1 dibahas pembentukan model penyakit yang menular secara
horizontal dan vertikal dengan model SIR tanpa pengaruh vaksinasi. Pada subbab
3.2 dan 3.3 dibahas model SIR yang telah diberi efek vaksinasi konstan dan
vaksinasl denyut. Masing-masing model yang diperoleh pada subbab 3.2 dan 3.3
dianalisa untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan bebas-infeksinya,
dengan kriteria kestabilan titik kesetimbangan bebas-infeksi didasarkan pada
basic reproduction numbelari masing-masing model. Pada akhir dari bab ini,
diberikan perbandingan antara vaksinasi konstan dan vaksinasi denyut, sehingga
diperoleh hasil secara matematis, mana vaksinasi yang lebih baik diterapkan.

3.1 Modd Epidemik SIR
Daam proses pemodelan secara matematis dari epidemik penyakit yang
menular secara horizontal dan vertikal, populasi penduduk dibagi menjadi tiga
kelas individu, yaitu:
1. individu susceptibledalah individu yang sehat dan dapat terinfeks penyakit,
2. individu infectiousadalah individu yang terinfeksi dan dapat menularkan
penyakitnya,
3. individu recovered adalah individu yang telah sembuh dari penyakit.
16
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Asumsi-asumsi yang digunakan dalam proses pemodelan epidemik

penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal adalah sebagai berikut:

1
2.

Jumlah populasi tetap,

Populas penduduk bersifat tertutup, dalam pengertian bahwa terjadinya
pertambahan atau pengurangan jumlah penduduk hanya melalui kelahiran dan
kematian, sedangkan pertambahan atau pengurangan jumlah penduduk

melalui imigrasi atau emigrasi diabaikan,

3. lgu kelahiran samadengan laju kematian,

penyakit dapat disembuhkan,

5. seseorang yang sudah sembuh dari penyakit tersebut tidak akan terserang lagi

karenatelah mempunyai sistem kekebal an seumur hidup,

setigp individu mempunyai kemungkinan yang sama untuk melakukan kontak
dengan individu lain dalam populasi,

tidak ada masainkubasi apabilaterjadi proses penularan,

8. populasi bersifat homogen,

individu yang lahir dari orang tua yang infectiousdan recovered mempunyai
kekebalan sementara.
Dan, variabel-variabel serta parameter-parameter yang digunakan adalah

sebagal berikut:

N o ok~ 0N PE

S menyatakan proporsi subpopulasi individu susceptible padasaat 6 > O,

| menyatakan proporsi subpopulasi individu infectiouspadasaat t, I > 0,

R menyatakan proporsi subpopulasi individu recovered pada saat tR > 0,

1 menyatakan lgju kematian dan kelahiran alami per kapita,

B menyatakan lgju terjadinya kontak dengan individu infectious

r menyatakan laju kesembuhan individu infectious per kapita,

p menyatakan probabilitas keturunan atau bayi yang lahir dari orang tua yang
infectious adalah individu yang susceptibl@ < p < 1.

Berdasarkan asumsi-asumsi dan variabel-variabel serta parameter-

parameter yang digunakan, maka secara skematis, dinamika populasi penyakit

yang menular secara horizontal dan vertikal dapat digambarkan sebagal berikut:
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KELAHIRAN
u(S+1+R)
u(S+R) ul
P
1-p
v v
SUSCEPTIBLE B INFECTIOUS r RECOVERED

s [ s [ = == R

i i Il

us ul UR

Gambar 3.1. Dinamika populasi dalam model SIR dengan
penularan secara horizontal dan vertikal
Keterangan:

a. Perubahan proporsi subpopulasi individu susceptible$) terhadap waktu ()
Pertambahan proporsi individu susceptible per satuan waktu dipengaruhi oleh
proporsi kelahiran dari individu susceptible dan recovered, dinotasikan dengan
u(S + R), dan proporsi kelahiran individu suseptibleyang lahir dari orang
tuayang infectious sebesarupl. Pengurangan proporsi individu suseptible
per satuan waktu dipengaruhi oleh: BS1, yaitu proporsi individu suseptible
yang terinfeksi penyakit per satuan waktu, dan uS, yaitu proporsi individu
suseptibleyang mati secaraaami per satuan waktu, sehingga

= = u(S+R) — BSI — S + pl. (3.2)

b. Perubahan propors subpopulasi individu infectious () terhadap waktu (t)
Pertambahan proporsi individu infectious per satuan waktu dipengaruhi oleh:
BS1, yaitu proporsi individu suseptibleyang terinfeksi penyakit per satuan
waktu,dan proporsi kelahiran individu infectiousyang lahir dari orang tua
yang infectious sebesar(1 — p)I. Pengurangan proporsi individu infectious

per satuan waktu dipengaruhi oleh: rl, yaitu proporsi kesembuhan individu
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infectious per satuan waktu, dan uJ yaitu proporsi individu infectiousyang
mati secara alami per satuan waktu, sehingga
2= BSI -l + (1 — p)ul — 1. (3.2)

c. Perubahan propors subpopulasi individu recovered R) terhadap waktu (t)

Pertambahan proporsi individu recovered per satuan waktu dipengaruhi oleh

rl, yaitu proporsi kesembuhan individu infectious per satuan waktu.

Pengurangan proporsi individu recovered per satuan waktu dipengaruhi oleh

UR, yaitu proporsi individu recoveredyang mati secara alami per satuan

waktu, sehingga

Z—I; =rl — uR. (3.3
Jadi, model epidemik penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal dapat
dimodelkan secara matematis ke dalam sistem persamaan diferensial nonlinier

orde satu berikut ini:

= = u(S +R) — BSI — uS + ppl,

= BSI —ul + (1 — p)ul — 71, (3.4)

dt
ﬂ
dt
dRr
E =7l — ‘uR
. as dal dR N . . .
Pada sistem (3.4), B — - S 0. Hal ini menunjukkan bahwa populasi
berukuran tetap. Karena S, I, dan R berturut-turut menotasikan proporsi dari
subpopulasi individu susceptiblegnfectious dan recovered, smaka + I + R =

1.

3.1.1 Penurunan Basic Reproduction NumbeR)

Berdasarkan teori pada subbab 2.5 mengenai metode yang digunakan
dalam penurunan basic reproduction numbeR{), yaitu metode pendekatan
operator generasi selanjutnya, maka untuk sistem (3.4) berlaku:

X =(S,R),

Z=1,

fs(X,Z) = u(S +R) — BSI — uS + ppl,
fR(X:Z) =rl — uR,

h(X,Z) =BSI —ul + (1 —p)ul —rl.
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a Misalkan Ug = (X*, 0) = (S*, R*, 0) adalah titik kesetimbangan bebas-infeks,
maka:
(i) Dari persamaan fr(S*, Ry, 0) = 0 diperoleh R* =0,
(i) Dari S(t) + I(t) + R(t) = 1, diperoleh S* =1,
sehinggaUp = (S*, Ry, 0) = (1, 0, 0).

b. Misalkan K == h(S",R",0).
Karena=h(S*,R*,0) = f1—p+ (1 —plu—r
=B —pup—r.
MakaK = — up — r. KarenaK dapat dituliskan dalam bentuk K =M -D
denganM = >0dan D = up + r > 0, maka

Ry=¢ (MD ™),

%
X, (3.5)

dengan o (P), menyatakan spektral radius dari matriks P.

Berdasarkan rumus Ry pada persamaan (3.5), terlihat bahwa faktor-faktor
yang sangat berpengaruh terhadap penyebaran penyakit yang menular secara
horizontal dan vertikal adalah laju terjadinya kontak dengan individu infectious
per individu (), laju kematian alami per individu (u), probabilitas keturunan
atau bayi yang lahir dari orang tua yang infectious adalah individu yang
susceptibl€p), dan |gju kesembuhan individu infectious per individu(r).
Semakin besar |gju terjadinya kontak dengan individu infectious per individu,
maka semakin besar kemungkinan terjadinya epidemik penyakit tersebut, begitu
pula sebaliknya. Dan semakin besar laju kematian alami per individu, semakin
besar probabilitas keturunan atau bayi yang lahir dari orang tua yang infectious
adal ah individu yang susceptibleatau lgju kesembuhan individu infectious per
individu, maka semakin kecil kemungkinan terjadinya epidemik, begitu pula
sebaliknya. Atau dengan perkataan lain, untuk menghindari terjadinya epidemik
penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal, maka setiap individu yang
susceptiblérarus mengurangi kontak langsung dengan individu yang infectious
memperbesar 1aju kematian per individu dan setiap orang tua yang infectious
harus berkonsultasi dengan dokter agar anak yang dilahirkannya tidak mengidap
penyakit yang diderita orang tuanya.
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3.1.2 AnaisaDinamika

Untuk mengetahui dinamik dari sistem (3.4), maka pada subbab ini
dilakukan analisa dinamik terhadap sistem (3.4). Analisadinamik dari sistem (3.4)
yang dilakukan adal ah analisa kestabilan titik kesetimbangan dari sistem (3.4).
Sistem (3.4) memiliki duatitik kesetimbangan. Titik kesetimbangan yang pertama
dinamakan titik kesetimbagan bebas-infeksi, yaitu titik kesetimbangan (S, I*)
dari sistem (3.4) dengan I* = 0. Titik kesetimbangan yang kedua dinamakan titik
kesetimbangan epidemik, yaitu titik kesetimbangan (S5, I7) dari sistem (3.4)
dengan I*> 0. Analisa dinamik yang dilakukan adal ah analisa kestabilan titik
kesetimbangan bebas-infeksi dan titik kesetimbangan epidemik dari sistem (3.4).

Sistem (3.4) adalah sistem persamaan diferensial nonlinier dan
berdasarkan teori pada subbab 2.1.2 , maka untuk menganalisa kestabilan titik
kesetimbangan bebas-infeksi dan titik kesetimbangan epidemik dari sistem (3.4),
terlebih dahulu dilakukan linierisasi dari sistem (3.4) di sekitar titik
kesetimbangan tersebuit.

Karena populasi berukuran tetap, maka untuk menganalisa kestabilan titik

kesetimbangan sistem (3.4) dapat dilakukan dengan menganalisa sistem berikut:

as

= = u(1 = 1) =BSI — uS + ppl,

= = BSI— ul + (1 = p)ul = 71, (3.6)
Sistem (3.6) dapat disebut juga sebagal model Si.
Berdasarkan Definisi (2.2), kondis kesetimbangan dipenuhi ketika
p(1=1) — BSI — uS + ppl = 0,
BSI — plee(@=p)ul =l = 0. (3.7)
Dari persamaan (3.7) diperoleh duatitik kesetimbangan, yaitu
1. Titik kesetimbangan bebas-infeks (S*,I*) yaitu kondisi dimanatidak terdapat
individu infectious dalam populasi, secara matematis dinyatakan dengan
I =0,
(s* 1) =(1, 0).
2. Titik kesetimbangan epidemik (S7, I7) yaitu kondisi dimanaterdapat individu

infectious dalam populasi, [ > 0,

* XY — Hp+7" H(Ro—l)
(51'11)'( B 'MRo(l—p)+ﬁ)'
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Titik kesetimbangan epidemik adajikaR, > 1.

3.1.2.1 Analisa Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas-Infeksi
Misalkan A adalah matriks Jacobian dari sistem (3.6) di titik
kesetimbangan bebas-infeksi (S*,1*), maka
A= (—u —u—ﬂ+up>
0 B—-wup—r)
persamaan karakteristik dari matriks A adalah
A=—w@A =B +up+r)=0,
dan akar-akar karakteristik dari persamaan (3.8) adalah
A =—pu<0,
Ay =B — (up +1)=(Ry — D)(pp +1).

Dari akar-akar karakteristik persamaan (3.8), diperoleh kesimpulan

sebagal berikut:
a JkaRy<1, makai, <0,
b. JikaRy> 1, makai, >0,

22

(3.8)

karena akar-akar karakteristik dari persamaan karakteristik (3.8) bernilal negatif
jikaRp < 1 dan terdapat satu akar karakteristik dari persamaan karakteristik (3.8)

yang bernilai positif jika Ry > 1, maka berdasarkan Teorema 2.2 diperoleh hasil

sebagal berikut:

1. JikaRp < 1, makatitik kesetimbangan bebas-infeksi (S*, ") bersifat stabil

asimtotik |okal.

2. JkaRy> 1, makatitik kesetimbangan bebas-infeksi (S*,I") bersifat tidak

stabil.

3.1.2.2 Analisa Kestabilan Titik Kesetimbangan Epidemik
Misalkan B adalah matriks Jacobian dari sistem (3.6) di titik
kesetimbangan epidemik (S5, I7), maka

—Bu(Ro-1) L
g = [#roC=pep —H THTT
a Bu(Ro—1) )

URo(1-p)+p 0

Universitas Indonesia

Efek strategi..., limiyatisari, FMIPA Ul, 2012



23

Persamaan karakteristik dari matriks B adalah

2 Bu(Ro—1) + Bu(Ro—1) —
A+ A (HRo(l—P)+ﬁ + ﬂ) ([,l +7) URo(1-p)+f 0. (3.9)

Akar-akar persamaan karakteristik persamaaan (3.9) bernilai negatif jika
jumlah akar-akarnya bernilai kurang dari nol, 4, + 4, < 0 dan hasil kali akar-
akarnyabernilai 1ebih besar dari nol, 1, - 1, > 0. Agar kondisi 4; + 1, < 0 dan
A1 - A, > 0 terpenuhi, makanilai R, pada persamaan (3.9) harus lebih besar dari
1, Ry > 1. Oleh karenaitu, agar akar-akar persamaan karakteristik persamaaan
(3.9) bernilai negatif, makaR, > 1. Berdasarkan Teorema 2.2 (2), titik
keseimbangan epidemik (S7, I7) stabil asimtotik lokal jikaR, > 1, sedangkan jika
Ro < 1, titik kesetimbangan epidemik (S5, I;) tidak ada.

3.2  Mode Epidemik SIR dengan Vaksinas konstan

Vaksinas konstan adalah pemberian vaksin yang dilakukan kepada semua
bayi yang baru lahir. Pada kenyataannya, vaksinasi konstan diberikan beberapa
bulan setelah bayi lahir. Vaksin yang memproteksi infeksi virus campak telah
diberikan secara rutin di Israel sejak Februari 1976 pada bayi yang berumur 9
bulan. Sgjak 1971, karena persentase kegagalan vaksin yang tinggi, bayi diberikan
vaksin pada umur 12 bulan, dan sgjak tahun 1975 vaksin diberikan pada bayi yang
berumur 15 bulan. (Agur, Z., Cojocaru, L., Mgor, G., Anderson, R.M., & Danon,
Y., 1993).

Berikut ini dijelaskan proses pembentukan model SIR dengan vaksinasi
konstan:

Bayi yang lahir sehat, tanpa membawa penyakit dari orang tuanya, masuk ke
dalam kelompok susceptible, sehingga proporsi bayi yang kebal terhadap penyakit
karena telah memperoleh vaksin adalah upS, dengan parameter p menyatakan
proporsi bayi yang sukses divaksinasi, 0 < p < 1. Proporsi bayi yang telah
memperoleh vaksin sebesar upS akan memasuki kelompok recovered, sehingga
persamaan (3.3) menjadi

dR

E=r1—uR+upS,
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sedangkan proporsi bayi yang tidak memperoleh vaksin sebesar uS — upS =
(1 — p)uS akan memasuki kelompok susceptible dan berpotensi terinfeksi

penyakit, sehingga persamaan (3.1) menjadi
%zuR—BSI—,uS+,upI+(1—p)uS.

Model penyebaran penyakit yang menyebar secara horizontal dan vertikal
setelah diberikan vaksinasi konstan dapat dimodelkan secara matematis ke dalam

sistem persamaan diferensial nonlinier orde satu sebagai berikut:
%:MR—,BSI—u5+upI+(1—p)M5,
% =BSI=ul + (1 — p)ul — 7l (3.10)
d_R
dt

dengan S+ + R = 1.

=71l — uR + upS,

3.21 Penurunan Basic Reproduction NumbéRy)

Berdasarkan teori pada subbab 2.5 mengenai metode yang digunakan
dalam penurunan basic reproduction numbeRY), yaitu metode pendekatan
operator generasi selanjutnya, maka untuk sistem (3.10) berlaku:

X=(S, R)
Z=1,
fs(X,Z) = u(S + R) — BSI — uS + upl — ups,
fr(X,Z) =7l — uR + upS,
h(X,Z) = BSI — ul + (1 — p)ul —rl.
a Misalkan U; = (X, 0) = (S, Ry, 0) adalah titik keseimbangan bebas-infeksi,
maka:

(i) Dari persamaan f; = (S, Ry, 0) = 0 diperolen S = £,

. . _ . _ _Hp_
(ii) Dari fr = (So, Ry, 0) = 0, diperoleh Ry = wtp’

sehingga
_ _ | up
Ul - (SO) RO: O) - (ﬂ'l'ﬂp,ﬂ"'ﬂp,o).

b. Misalkan K == h(Sg, Ro, 0).
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5}
Karena; h(So Ro, 0) =B () —u+ (1= pu—7

U+up
=p (Mfm,) —pp—r,
maka
K:’B(ufup) ke

KarenaK dapat dituliskan dalam bentuk K = M — D dengan M = 8 (M“W) >

0danD =up +r > 0, maka
Ri= p(MD™)

= (il (3.11)

3.2.2 AnalisaKestabilan Titik Kesetimbangan Bebas-Infeksi

Dari sistem (3.10)

dS+dI+dR
dt

jadi populasi mempunyai jumlah yang tetap, yaitu S(t) + I(t) + R(t) = 1. Oleh

:O’

karenaitu, untuk menganalisa model SIR pada sistem (3.10) dapat digunakan
hanya dengan mempertimbangkan model S| sebagai berikut:

as
— = M —ul —uS = BSI+ ppl — upS,

% =pBSI—ul + (1 —p)ul —rl. (312)

Titik kesetimbangan bebas-infeksi dari sistem (3.12) adalah (S, I,) =

(==-,0). Misalkan A adalah matriks Jacobian dari sistem (3.12) dii titik

p+up’
kesetimbangan bebas-infeksi, maka

A © B "fa
. H—Hp ==

Bu
0 — —_
utup Hp—T

Persamaan karakteristik dari matriks A adalah

Bu '\ _
A+ u+up) (/1 +7r+up— IH'MP) = 0. (3.13)

Akar-akar karakteristik dari persamaan (3.13) adalah

Ay =—(u+pp) <O,

_ Pu_ _ _
Ay = (up+r)+u+m, (Ry — D(up + 7).
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Dari akar-akar karakteristik persamaan (3.13), diperoleh kesimpulan sebagal
berikut:

a JkaR;<1 makai, <0,

b. JkaR;> 1, makal, > 0.

Karena akar-akar karakteristik dari persamaan karakteristik (3.13) bernilai
negatif jikaR; < 1 dan terdapat suatu akar karakteristik dari persamaan
karakterstik (3.13) yang bernilai positif jika R, > 1, maka berdasarkan Teorema
2.2 diperoleh hasil sebagai berikut:

1. JkaRy < 1, makatitik kesetimbangan bebas-infeksi (S,,I,) bersifat stabil
asimtotik lokal.

2. JikaR; > 1, makatitik kesetimbangan bebas-infeks (S, I) bersifat tidak
stabil.

Untuk memeriksa kestabilan global dari titik kesetimbangan bebas-infeksi
(So, 1), digunakan Teorema 2.1 pada subbab 2.3. Misalkan fungsi Lyapunov
V(S,I) = I(t). Teorema 2.1 (1) otomatis terpenuhi karenamemilih fungsi
Lyapunov V (S, 1) = I(t).

vis,D =1,
=BSI—ul+ (1 —p)ul —rl
< Bl —upl —rl

=[B - +upll

i THUP
=18 = +up)l 0T

_[B (r+up)
r+up

=[Ro(r + up) — (r + up)li
=(Ry — D(r + pp)l (3.14)

—r+up]1

agar Teorema 2.1 (2) terpenuhi, maka (R, — 1)(r + up)I < 0. Karenar + up >
0 dan I > 0, makakondisi V(S,I) < 0 terpenuhi jika Ry < 1. Berdasarkan
Teorema 2.1 titik kesetimbangan bebas-infeksi (S, I,,) stabil global jikaR; < Ry <
1. Berdasarkan pemeriksaan kestabilan dari titik kesetimbangan bebas-infeksi

(8o, 1) diperoleh proporsi vaksinasi kritis pe, dengan p. = (Ro — 1). Jikap <pe,
maka titik kesetimbangan bebas-infeksi (S, I,) tidak stabil, sedangkan titik
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kesetimbangan bebas-infeks (S,, 1) stabil jikap > p.. Atau dengan kata lain,

agar pencegahan penyakit berhasil (tidak adaindividu yang terinfeksi penyakit,
[(t) = 0, maka proporsi bayi yang diberikan vaksin harus besar. Hal inilah yang
menjadi kekurangan dari vaksinasi konstan, karena dengan pemberian proporsi

vaksin yang besar, maka biaya yang dibutuhkan juga besar.

3.3 Model Epidemik SIR dengan Vaksinasi Denyut

Vaksinas denyut adalah strategi pemberian vaksin yang diberikan pada
sebagian subpopulasi susceptibleyang dilakukan secara berkal a setiap periode
tertentu. Pada vaksinasi denyut ini, sebagian subpopulasi susceptible/ang
mendapatkan vaksin dinotasikan dengan p, 0 < p < 1, dan periode pemberian
vaksin dinotasikan dengan T.

Pada prinsipnya pemberian vaksinasi denyut adalah menjaga agar [gju
pertumbuhan subpopulasi infectioustidak berkembang. Dengan katalain
pemberian vaksinas denyut bertujuan mempertahakan agar % <0 untuk t > 0,
sehingga strategi ini menjamin bahwa I adalah fungsi yang menurun terhadap
waktu, dan kondisi % < 0 akan selalu terpenuhi jika proporsi subpopulasi
sugeptible S(t), secara permanen selalu di bawah epidemic thresholds,.,

2<0,
BSI — ul— (1 —plul =rI <0,
BSI < (r + up)l,
S< ”ﬁ“p =5..
Dengan perkataan lain, agar pemberian vaksinasi denyut berhasil harus diciptakan

kondisi proporsi subpopulas susceptiblgidak lebih dari H’#.

Strategi vaksinasi denyut merupakan pemberian vaksin yang dilakukan
secara periodik dan misalkan waktu saat dilakukan program pemberian vaksin
adalah t,, = nT dengan T adal ah periode pemberian vaksin. Kemudian waktu
pada saat tidak dilakukan pemberian vaksin adalah t # nT. Besaran nT ™~

menotasikan waktu sesaat sebelum pemberian vaksinas denyut.
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Pada saat vaksinasi tidak diberikan, t # nT, modelnya sama seperti pada
persamaan (3.4), sehingga pada saat t # nT model penyebaran penyakit secara

horizontal dan vertikal dimodelkan secara matematis sebagai berikut:
as _
dc
dal

Ez,BSI—,uI+(1—p)u1—r1,

p(S + R) — BSI — uS + upl,

z—fzrl—uR. t#nT,n=0,1,2,..

Pada saat vaksinasi denyut dilakukan yaitu pada saat t,, = nT, maka
terjadi perubahan proporsi pada subpopulasi susceptibledan recovered.
Pemberian vaksinasi denyut memberikan kekebalan seumur hidup, sehingga
subpopulasi susceptibleyang memperoleh vaksinasi denyut sebesar pS, pindah
dari subpopulasi susceptibleée subpopulasi recovered. Proporsi subpopulasi
individu recovered ketikavaksinasi denyut ke-n diberikanR (t,,) adalah jumlah
proporsi subpopulasi individu recovered sesaat sebelum vaksin diberikarR (nT ™)
dan proporsi subpopulasi individu susceptiblezang mendapatkan vaksin sesaat
sebelum vaksin diberikan adalah pS (nT ™), sehingga secara matematis dapat
dinyatakan sebagai berikut:

R(t,) = R(nT~) + pS(nT").

Proporsi subpopulasi individu susceptibleetika vaksinasi denyut ke-n
diberikan S(t,,) adalah proporsi subpopulasi individu susceptiblesesaat sebelum
vaksinas diberikan dikurangi proporsi subpopulasi individu susceptible/ang
memperoleh vaksin sesaat sebelum vaksin diberikan. Secara matematis
dinyatakan sebagai:

S(tn) = (1 =p)ST™),
sedangkan proporsi subpopulasi individu infectioustidak mengalami perubahan.
Proporsi subpopulasi individu infectiousketika vaksinasi diberikan adalah

I(t,) = I(nT").

Model penyebaran penyakit yang menyebar secara horizontal dan vertikal
setelah diberikan vaksinasi denyut dimodelkan secara matematis ke dalam sistem

persamaan diferensial nonlinier orde satu sebagai berikut:

§=M(S+R)—ﬂ51—u5+upl.
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&= BSI -l + (1 — p)ul — 71,
S =rl-yR t+nT,n=0,1,2,.. (3.15)
S(ty) = (1 —p)S(nT™),
I(t,) = I(nT"),
R(t,) = R(nT™) + pS(nT~) t,=nT,n=0,1,2,..
dengan S+ 1+ R = 1.

3.3.1 Solusi Periodik Bebas-Infeksi
Sebelum melakukan analisa dinamik dari sistem (3.15), terlebih dahulu
dicari solusi bebas-infeksi (S(¢), I(t), R(t)) dari sistem (3.15). Solusi bebas-
infeksi (S(t), I(t), R(t)) diperoleh ketikatidak terdapat subpopulasi infectious
dalam populasi secara permanen, atau secara matematis dapat ditulis sebagai
berikut
I®) =0, t=>0. (3.16)
Berdasarkan persamaan (3.16), maka diperoleh solusi bebas-infeksi untuk
variabel I(t) adalah I(t) = 0. Dengan mensubstitusi persamaan (3.16), sistem

(3.15) menjadi
as
il e I8
g
dall "3
S(tn) = (1 —p)S(nT7), (3.17)

R(t,) = R(nT™) + pS(nT™),
dalaminterval waktu t, = nT <t < t,,1 = (n+ T
Berikut ini dijelaskan proses untuk mendapatkan solusi bebas-infeksi
untuk variabel S(t), yaitu S(t). Penyelesaian persamaan (3.17) untuk variabel

S(t) padainterva t, <t < t,,; adaah

ds
—=1-%u,

dc

1
IEdS—f‘let,
—In(1-5) = ut +c,

1—8=¢e K¢
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S(t) =1—eHt¢
S(t,) =1 — e Htn—c,

e—(; — 1_5(tn)

- e—Hutn ’
5(6) = 1— et 5
5(0) = 1— et 5
S() = 1+ (S(tn) — Ve #EM),
=Q(0), (3.18)
%dangkarl padasaat t = t, 44, penyelesaian persamaan (3.17) adalah
S =1 -p)Q@®). (3.19)

S(t,,) menyatakan proporsi suseptibleketika vaksinasi denyut ke-n diberikan.
Persamaan (3.18) merupakan solusi bebas-infeksi untuk variabel S(t) antara dua
pel aksanaan vaksinasi yang berurutan yaitu t, = nT dant,,, = (n + 1T,
sedangkan persamaan (3.19) merupakan solusi S(t) ketika pemberian vaksinasi
ke-n+1.
Dari persamaan (3.19), proporsi susceptibleéketika vaksinasi ke-(n+1)
adalah
S(tn+1) = (1 =p)Q(2),

= (1 =P)[1+ (S(tn) = DeH(+nr-n1],

= (1 —p)[1 + (S(tn) — De™#D],

=F(S(tn)
Berdasarkan subbab 2.3.1, F adalah pemetaan stroboskopik (stroboscopic map).
Dengan menggunakan Definisi 2.6 diperoleh titik tetap dari pemetaan F adalah

_ m=nT
s+ = 407 oy (3.20)

1-(1-p)e~HT
Selanjutnyadilihat perilaku dari titik tetap S*. Karenatitik tetap S* pada
persamaan (3.20) untuk S(t,) = S*, berlaku

| dF (S(tn))

— _ —uT
= =(1—-p)e <1,

S(typ)=S"

maka berdasarkan Teorema 2.3 titik tetap S* dari pemetaan F stabil asimtotik.
Oleh karenaitu, pemberian vaksinasi denyut menghasilkan barisan S(t,,) yang

konvergen ke titik tetap S™.
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Dengan mensubstitusi S(t,,) = S* ke persamaan (3.18) diperoleh solusi

lengkap bebas-infeksi untuk variabel S(t), yaitu

pe—ﬂ(t—tn)
1-(1-p)e#T "’

S =1- th <t < tpyr

Selanjutnya, solusi untuk variabel R(t) dengan mudah diperoleh karena
jumlah populasi tetap dengan S(t) + I(t) + R(t) = 1, sehingga
R®)=1-S@) -1

_ pe—ﬁ(t—tn)
= I_(-p)e-rT’ ty, <t <ty
. . . . B pe_”(t_tn) pe_“(t_tn)
Jeci, solusi bebas infeksi sistem (3.15) adalah (1 - O e ).

Ternyata solusi bebas infeks dari sistem (3.15) bersifat periodik dengan
periode T. Berikut ini dibuktikan keperiodikan dari masing-masing variabel pada
solusi bebas-infeksi.

Bukti Solusi Variabel S(t) Bersifat Periodik
Sebelum membuktikan bahwa S(t + T) = S(t) terlebih dahulu perhatikan
interval waktu pada Gambar 3.2 berikut.

t t+T
O O O
tn th1 tnt2

Gambar 3.2 Interval waktu pada strategi vaksinasi denyut

Berdasarkan Gambar 3.2 diperoleh interval waktu untuk S(t + T) adalah
ther <t+T < t,.,. Batas bawah dari interval S(t + T) adalah t,,,, sehingga

» e~ W((t+T)=(nT+T))

St+T)=1- T(_p)e-#T
—1— pe—u(t—n_T)
1-(1-ple~HT
_ pe_#(t_tn)
1-(1-pleHT
= S(t).
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Jadli, terbukti bahwa solusi S(t) bersifat periodik.

Bukti Solusi Variabel I(t) Bersifat Periodik
Berdasarkan persamaan (3.16),
It+T)=0=1I()
Jadli, terbukti bahwa solusi 1(t) bersifat periodik.

Bukti Solusi Variabel R(t) Bersifat Periodik
Cara membuktikan bahwa solusi variabel R(t) bersifat periodik sama seperti
membuktikan bahwa variabel S(t) bersifat periodik.

pe—u((t+T)—(nT+T))

1-(1—-p)e KT

Rt+T)=

pe-u(t—nT)

~ 1-(1-p)eHT
pe_#(t_tn)
~ 1-(1-p)eHT

SN (i
Jadi, terbukti bahwa solusi R(t) bersifat periodik.

3.3.2 AnalisaKestabilan Solus Periodik Bebas-Infeksi

Sama halnya seperti menganalisa kestabilan titik kesetimbangan bebas-
infeksi pada strategi vaksinasi konstan. Analisa kestabilan solusi periodik bebas-
infeks pada strategi vaksinasi denyut dapat mempertimbangkan variabel S(t) dan
I(t) saja. Hal ini boleh dilakukan karena ukuran populasi tetap. Model Sl untuk

sistem (3.15) adalah
S = (1 — 1) — BSI — uS +ppl = £,(S,1),
&= BSI— pl + (1 = p)ul — 71 = f,(S,1). (3:21)

Definisikan basic reproduction numbéR,) untuk sistem (3.15), yaitu

R,(T) = (r+f,p>r [7 5(e)de, (3.22)

dengan S (&) adalah solusi periodik bebas-infeksi untuk variabel S(t). Untuk
kestabilan solusi periodik bebas-infeksi, diberikan teorema sebagal berikut:
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Teorema 3.1. JikaR, < 1, makasolusi periodik bebas-infeksi (5(¢), I(¢)) stabil

asimtotik lokal.

Bukti Teorema 3.1
Misalkan variabel x, (t) adalah gangguan kecil (perturbation) untuk solusi
periodik bebas-infeks dari variabel S(t) dan x,(t) adalah gangguan kecil untuk
solusi periodik bebas-infeks dari variabel 1(t). Kestabilan solusi bebas-infeksi
diperoleh dengan linierisasi persamaan (3.21) pada solusi bebas-infeksi
(5(6),1(t)), yaitu dengan memisalkan
S(t) = St) + x.(b),
I(t) = I(t) + x,(b), (3.23)
Persamaan (3.21) diperluas dengan ekspansi Taylor dua variabel, dan
setelah menghilangkan suku-suku berderajat tinggi serta menggunakan pemisalan
(3.23), diperoleh

d(S+x1) f1(5 I) +af1(51) (S S) +6f1(51) (I - I~),

d(I+x;) . A N o, =
A5 Y T sl
Karena (S, T) adalah solusi bebas-infeksi maka f;(S,7) = £5(5,1) = 0 dan
4 = & 0, sehingga persamaan linier dari persamaan (3.21) adalah

% = —px; + (up T B5(t))xz,

22 = x,(BS(t) —up = 7). (3.24)
Persamaan (3.23) dapat dinyatakan sebagai

x(t) = A(D)x(t),

dxq ~
denganx = | ¢ | A =(_“ “’1_“_35(t)>,d = (). Telah

dibuktikan bahwa (S(t), I (t)) bersifat periodik, sehingga matriks A(t) dapat
dibuktikan bersifat periodik dengan periode T. Karena hal ini, untuk melihat

kestabilan dari solusi (§(t), i(t)) digunakan Teori Floquet
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Sebelum menggunakan Catatan 2 pada subbab 2.4, dicari terlebih dahulu
matriks fundamental dari persamaan (3.24). Misalkan

®(t) = (x11 x“) (3.25)

Xo1 X2

adal ah matriks fundamental dari persamaan (3.24) untuk interval 0 <t < T,
dengan (11 (£), x21(t)) dan (x;5(t), x,2(£)) merupakan solusi dari persamaan
(3.24) yang mempunyai nilai awal adalah

x11(0) = 1,x,,(0) =0,

x1,(0) =0, x,,(0) =1. (3.26)

Solusi dari persamaan (3.24) dengan menggunakan nilai awal pada

persamaan (3.26) adalah

x1,(t) = e™,

Xy1(t) = 0, (3.27)

Xpp () = elo(BSO-Cuptn)at.
Karenapada (3.26) diperoleh nilai x5, (t) = 0, maka untuk analisis selanjutnya
x12(t) tidak perlu dicari nilai eksaknya. Akibatnya diperoleh matriks fundamental
®(t) dari sistem linier (3.24) yaitu
e i x12(t) >

0 efloS®at-(up+rt (3.28)

d(t) = (

Setelah ditentukan matriks fundamental selanjutnya ditentukan matriks
monodromi. Berdasarkan matriks fundamental (3.28) dan karena ®~1(0) = I,
maka diperoleh matriks monodromi @(T) dari persamaan (3.23) adalah

e x(T)
o(T) = T : (3.29)
0 eP Jo S®dt—(up+r)T
Selanjutnya dari matriks monodromi (3.27) diperoleh dua pengali Floquet yaitu
/11 = e_‘uT,
A, = eﬂfon(t)dt—(upH)T_ (3.30)

Berdasarkan catatan 2 pada subbab 2.4 maka solusi dari persamaan (3.23) akan
stabil jika harga mutlak dari semua pengali Floquet lebih kecil dari 1.
Pada persamaan (3.30) diperoleh nilai dari |A,] yaitu
A1l = le™T| < 1.
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Karenanilai |1;| < 1, makakestabilan dari solusi bebas-infeksi hanya
bergantung pada A,. Berdasarkan catatan 2 dan persamaan (3.30) diperoleh

|eﬁf0T S'(t)dt—(up+r)T| <1,

|eﬁf(;r§(t)dt—(up+r)T| < el . (3.31)
Kemudian dengan mengambil pangkat dari pertidaksamaan (3.31) diperoleh

B[, S(t)dt — (up +1)T <0,

B[ S(t)dt — (up + )T <0,

B fo(t)dt < (up +1)T,

f S(e)de < 1,

(up+r)T

R, < 1. [ |
Basc reproduction numbelR, (t), pada persamaan (3.22) dapat

dinyatakan secara lengkap dengan mensubstitusi solusi bebas-infeksi S(t) dan
mengintegralkannya, sehingga diperoleh

R,(T) =

fT A pe_#(s—o) 4
(up+r)T 1-(1-ple~+T

—ue
(Mp+r)T 1-(1- p)e i i de)

-
(up+r) (T (= p)e “T[ euuT__Tl)
(

p
(up+r)T T+(1 (1 p)e uT)u (1—(1—p)e‘#T)M)
p(1-e~#T)
(up+r)T (T 1-(1-p)e~ uT)M)

e“T—l
T — E“T
(up+r)T eﬂT (1 p)

7 __plet-1) )

(up+r)T uT (1- p)

uTe “T—uT+qu—pe ”T+p)

(MP'H‘)TM etT—1+p

(
((MT—p)(e“T—l)pr)

(up+r)Tu eltT—1+p
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Kondisi kestabilan R,(T) < 1 ekivalen dengan %fOTf(e)dg < ”‘;r = S,.Oleh

karenaitu, agar solusi bebas-infeksi stabil, cukup bahwa nilai rata-rata dari S(t)
dalam satu periode denyut T kurang dari epidemic threshold, S Bahkan, solusi
bebas-infeksi tetap stabil walaupun S(t) melewati epidemic threshold untuk suatu

waktu dalam interval antar pemberian vaksin.

34  Perbandingan Strategi Vaksinasi Konstan dan Vaksinasi Denyut

Dalam subbab 3.2 dan 3.3, telah dianalisa strategi vaksinasi konstan dan
denyut dalam model SIR dari penyakit yang menular secara horizontal dan
vertikal. Pada subbab ini dibandingkan efek vaksinasi konstan dan denyut,
sehingga didapatkan hasil strategi vaksinasi mana yang lebih baik digunakan
untuk menghilangkan penyakit epidemik yang menular secara horizontal dan
vertikal.

Pada persamaan (3.11), basic reproduction numbelari vaksinasi konstan

adalah

_ _ Haii
ptup pp+r’

R,
sedangkan basic reproduction numbelari vaksinasi denyut adalah

_ (ur-p)(etT-1+puTp) B
Ro(T) = uT (eHT—1+p) up+r

Misakan

_ (ur=p)(e*T-14+uTp)
h(T) s uT(e*T—1+p)

)

maka diperoleh

dh(T) g(T)

ar (uT(eHT-1+p)]?’

dengan

g(T) = —ppe*" (uTe"" — T+ Tup) + (ue*" + Tp?et" — u+ up) (pet" —p).

Jelas bahwa g (0) = 0. Karena“22 = pu2ek” (2eH™ — 2 — Tpp) >
0(0<p<1),makag(T)> g(0) > 0, sehingga h(t) adalah fungsi naik. Oleh
karenaitu, ada konstanta unik T,, sehingga

h(Te) = ufup'
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JkaT < T, makaR,(T) < R;. Ini mengimplikasikan bahwa strategi
vaksinasi denyut lebih baik digunakan untuk menghilangkan penyakit epidemik,
Sedangkan jikaT > T,, makaR; < R,(T). Hal ini mengimplikasikan bahwa
strategi vaksinasi konstan lebih mudah menghilangkan penyakit epidemik dari
padavaksinasi denyut. Dan jikaT = T,, makaR,(T) = R,, berarti sembarang

penggunaan strategi vaksinasi konstan atau denyut akan menghasilkan efek yang
sama.
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BAB 4
SIMULASI MODEL EPIDEMIK SIR

Pada bab ini dibahas simulasi penyakit yang menular secara horizontal dan
vertikal dengan model epidemik SIR dan mensimulasikan kestabilan model
epidemik SIR yang telah diperoleh pada bab 3 dengan menggunakan software
Matlab. Bab ini dibagi menjadi tiga subbab. Subbab 4.1 berisi ssimulasi model
epidemik SIR tanpa pengaruh vaksinasi yang tel ah dibahas pada subbab 3.1.
Simulasi untuk model epidemik SIR dengan pengaruh strategi vaksinasi konstan
dan vaksinasi denyut diberikan pada subbab 4.2 dan 4.3. Subbab 4.4 berisi
perbandingan hasil yang diperoleh pada subbab 4.1, 4.2, dan 4.3.

Keseluruhan simulasi dalam bab ini menggunakan kondisi awal yang
sama, yaitu (0,5; 0,1). Simulasi yang dilakukan pada bab ini, nilai parameter yang
digunakan bukan berasal dari masalah nyata. Nilai parameter yang digunakan
ditentukan oleh penulis.

41  Simulas Model Epidemik SIR Tanpa Efek Vaksinasi

Penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal yang dimodelkan
dengan model epidemik SIR tanpa efek vaksinasi telah dibahas dalam subbab 3.1.
Simulasi model epidemik SIR tanpa efek vaksinas pada persamaan (3.4)
dilakukan sebanyak dua kali. Pada simulasi pertama, nilai parameter diatur agar
basic reproduction number (R,) pada persamaan (3.5) bernilal kurang dari satu,
sedangkan nilai parameter pada simulasi kedua diatur agar basic reproduction
number (R,) bernilai lebih besar dari satu.

Nilal parameter yang digunakan pada simulasi pertamaini dapat dilihat
pada Tabel 4.1.

Tabel 4.1. Nilai parameter pada simulasi pertama

Parameter Nilal Parameter
U 0,07/bulan
B 1,9/bulan
r 0,3/bulan
P 0,9
38
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Basic reproduction number (R,) dari sistem (3.4) dengan nilai parameter
pada Tabel 4.1 adalah 5,342. Karena basic reproduction number dari ssmulasi ini
bernilai lebih besar dari 1, maka berdasarkan hasil pada subbab 3.1.2, titik
kesetimbangan epidemik, (S7,17), dari sistem (3.4) stabil, dengan (S5, I;) = (0,191;
0,153).

Berikut ini adalah simulasi untuk model SIR pada persamaan (3.4) dengan
menggunakan nilai parameter pada Tabel 4.1. Source code simulasi dapat dilihat

pada lampiran tesisini.

—— proporsi individu susceptible
09r e proporsi individu infectious ||

0.7 .

0.6 - 9

Proporsi individu

1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Waktu (bulan)

Gambar 4.1. Proporsi individu susceptible dan infectious pada model epidemik
SIR tanpavaksinasi dengan nilai parameter pada Tabel 4.1

Berdasarkan Gambar 4.1 terlihat bahwa pada saat t = 0, proporsi individu
susceptible adalah 0,5 dan proporsi individu infectious adalah 0,1; ini sesuai
dengan kondisi awal yang diberikan. Setelah bulan ke-30, proporsi individu
susceptible dan infectious tidak mengalami perubahan. Pada keadaan ini, sistem
berada pada keadaan yang stabil. Dari Gambar 4.1 terlihat bahwa sistem dalam
keadaan stabil ketika proporsi individu susceptible sebesar 0,1910 dan proporsi
individu infectious sebesar 0,1530; hal ini mendukung teori yang diperoleh di bab
3.
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Selanjutnya dilakukan simulasi ulang untuk sistem (3.4) dengan nilai
parameter yang digunakan pada Tabel 4.2.

Tabel 4.2. Nilai parameter pada simulasi kedua

Parameter Nilai Parameter
U 0,3/bulan
B 0,8/bulan
r 0,55/bulan
o) 0,9

Berdasarkan teori yang dijelaskan pada Bab 3, Basic reproduction number
(Ry) dari sistem (3.4) dengan nilai parameter pada Tabel 4.2 adalah 0,9756.
Sistem (3.4) ini stabil ketitik kesetimbangan bebas-infeksi (S*, I*), dengan
(8*,I") = (1,0). Berikut ini hasil adalah hasil simulasi sistem (3.4) dengan nilai
parameter pada Tabel 4.2.

= = o am am e o A

—&— proporsi individu susceptible
09 & . S proporsi individu infectious

0.7 - _

0.6 _
L

0.5¢ _

0.4+ .

Proporsi individu

0.3 B
0.2+ _

0.1y 1

~.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Waktu (bulan)

Gambar 4.2 Proporsi individu susceptible dan infectious pada model epidemik
SIR tanpa vaksinas dengan nilai parameter pada Tabel 4.2

Berdasarkan Gambar 4.2 terlihat bahwa proporsi individu susceptible lama
kelamaan semakin bertambah seiring dengan berjaannya waktu, berbanding
terbalik dengan proporsi individu infectious yang lama kelamaan semakin
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berkurang seiring dengan berjalannya waktu. Setelah bulan ke-50 dari penelitian
proporsi individu susceptible dan infectious tidak mengalami perubahan. pada saat
ini sistem stabil, dengan proporsi individu susceptible pada saat ini adalah 1 dan
proporsi individu infectious adalah O.

Dari keduasimulasi di atas dapat ditarik kesimpulan bahwa penyakit yang
menular secara horizontal dan vertikal dapat hilang dengan sendirinya (tanpa
mel akukan pemberian vaksinasi) dari suatu populasi asalkan basic reproduction
number-nya kurang dari satu.

Selanjutnya dilihat pengaruh vaksinasi konstan terhadap penyakit yang

menular secara horizontal dan vertikal.

4.2  Simulast Model SIR Dengan Vaksinasi Konstan

Model epidemik SIR dengan vaksinasi konstan pada persamaan (3.10)
telah dibahas pada bab 3.2. Source code dari simulasi dapat dilihat padalampiran
dari tesisini.

Basic reproduction number (R,) dari sistem (3.10) dengan nilai parameter
pada Tabel 4.1 dan proporsi bayi yang sukses divaksinasi, p = 0,6 adalah 3,2713.
Berikut ini adalah hasil smulasi sistem (3.10) dengan nilai parameter pada Tabel
4.1 dan propors bayi yang suksesdivaksinas, p = 0,6.

—&— proporsi individu susceptible
0.9 & = W . - proporsi individu infectious ||

0.8+ -

oo B

0.6 B

Proporsi individu

1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Waktu (bulan)

Gambar 4.3. Proporsi individu susceptible dan infectious pada model
SIR dengan vaksinasi konstan dengan nilai parameter pada Tabel 4.1

Universitas Indonesia

Efek strategi..., limiyatisari, FMIPA Ul, 2012



42

Berdasarkan Gambar 4.3, proporsi individu susceptible dan infectious
stabil setelah bulan ke-30. Setelah bulan ke-30, proporsi individu susceptible
adalah 0,1911 dan proporsi individu infectious adalah 0,1314. Gambar 4.3 hampir
sama dengan Gambar 4.1 untuk proporsi individu susceptible, artinyatidak ada
pengaruh yang signifikan pada proporsi individu susceptible dengan vaksinasi
konstan jika dibandingkan dengan proporsi inidividu susceptible tanpa vaksinasi.
Pengaruh vaksinasi konstan terlihat pada proporsi individu infectious. Proporsi
individu infectious pada Gambar 4.3 setelah bulan ke-30 kurang dari proporsi
individu infectious pada Gambar 4.1.

Selanjutnya dibahas simulasi sistem (3.10) dengan nilai parameter pada
Tabel 4.2 dan propors bayi yang sukses divaksinasi, p = 0,6. Basic reproduction
number (R,) dari sistem ini adalah 0,6098. Berdasarkan teori pada subbab 3.2.2,
Sistem (3.10) dengan nilai parameter pada Tabel 4.2 dan proporsi bayi yang
sukses divaksinasi, p = 0,6, mempunyai titik kesetimbangan bebas-infeksi
(So, Ip) = (0,625; 0). Sistem ini stabil ke titik kesetimbangan bebas-infeksi (S, ),
karenaR; = 0,6098 < 1.

Berikut ini adalah hasil smulasi sistem (3.10) dengan nilai parameter pada
Tabel 4.2 dan propors bayi yang sukses divaksinasi, p = 0,6:

—&— proporsi individu susceptible

0.9r o= proporsi individu infectious ]
0.8 b
0.7 - :
3
S 0.6} "'" B
=2
=]
£
3 0.54 B
Q
Q.
O 0.4 =
a

0.3r b
0.2r b

0.1y 4

0 Dl b . L L - Pl - .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Waktu (bulan)

Gambar 4.4. Proporsi individu susceptible dan infectious pada model

SIR dengan vaksinasi konstan dengan nilai parameter pada Tabel 4.2
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Berdasarkan Gambar 4.4 terlihat bahwa proporsi individu susceptible lama
kelamaan semakin bertambah seiring dengan berjalannya waktu, berbanding
terbalik dengan proporsi individu infectious yang lama kelamaan semakin
berkurang seiring dengan berjalannya waktu. Setelah bulan ke-20 dari penelitian
proporsi individu susceptible dan infectious tidak mengalami perubahan. Pada
keadaan tersebut, sistem berada pada keadaan stabil, dengan proporsi individu
susceptible pada saat ini adalah 0,6253 dan proporsi individu infectious adalah 0.

Dari simulasi sistem (3.10) dengan nilai parameter pada Tabel 4.1 dan
Tabel 4.2 sertaproporsi bayi yang sukses divaksinasi, p = 0,6, dapat disimpulkan
bahwa penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal dapat hilang dari
populasi asalkan basic reproduction number (R;) kurang dari satu.

Simulasi sistem (3.4) dan (3.10) dengan nilai parameter pada Tabel 4.2
serta untuk sistem (3.10) ada pengaruh vaksinasi konstan dengan proporsi bayi
yang sukses divaksinasi sebesar 0,6 menghasilkan kesimpulan yang sama yaitu
penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal hilang dari populasi asalkan
basic reproduction number dari masing-masing sistem bernilai kurang dari 1.
Perbedaan kedua sistem ini terletak pada waktu yang dibutuhkan agar populasi
bebas dari infeksi. Sistem (3.10) membutuhkan waktu yang |lebih cepat agar
populasi bebas dari penyakit dari pada sistem (3.4).

Selanjutnya dilihat pengaruh vaksinasi denyut terhadap penyakit yang

menular secara horizontal dan vertikal.

4.3  Simulas Model SIR dengan Vaksinasi Denyut

Model epidemik SIR dengan vaksinasi denyut pada persamaan (3.15)
telah dibahas pada subbab 3.3. Pada subbab ini dilakukan duasimulasi sistem
(3.15) dengan nilai parameter pada Tabel 4.1 dan Tabel 4.2. Source code dari
simulasi dapat dilihat padalampiran dari tesisini.

Sesual Teori pada subbab 3.3.1, sistem (3.15) dengan nilai parameter pada
Tabel 4.1 dan proporsi individu susceptible yang divaksinasi, p = 0,6 serta
periode pemberian vaksin adalah 2,5 bulan, mempunyai solusi periodik bebas-
infeksi ($(t),1(¢)) = (0,2417;0). Basic reproduction number (R,) dari sistemini
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adalah 0, 4909. Berdasarkan Teorema 3.1, sistemini stabil ke solusi periodik bebas-
infeksi (S(t),1(t)), karenaR, < 1.

Berikut ini adalah hasil smulasi sistem (3.15) dengan nilai parameter pada
Tabel 4.1, proporsi individu susceptible yang divaksinasi, p = 0,6, dan periode

pemberian vaksin, T = 2,5 bulan.
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Keterangan: ——— =titik tetap S* (3.20)
= pergerakan S(t) untuk sistem (3.15)
--------- = pergerakan I (t) untuk sistem (3.15)
Gambar 4.5 Proporsi individu susceptible dan infectious pada model epidemik
SIR dengan vaksinasi denyut dengan nilai parameter pada Tabel 4.1
Berdasarkan Gambar 4.5 terlihat bahwa proporsi individu susceptible dan
proporsi individu infectious pada awal penelitian adalah 0,5 dan 0,1; hal ini sesual
dengan kondisi awal yang diberikan. Proporsi individu susceptible saat terjadi
vaksinasi sebelum bulan ke-40 berada di bawah titik tetap S*. Setelah bulan ke-40
dari penelitian, proporsi individu susceptible saat terjadi vaksinasi konvergen ke
titik tetap S* = 0,0967. Hal ini mendukung teori pada subbab 3.3.1. Setelah bulan
ke-40 dari penelitian, pergerakan S(t) tidak mengalami perubahan, sedangkan
1(t) tidak mengalami perubahan setelah bulan ke-70. Proporsi individu infectious
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setelah bulan ke-70 adalah O (tidak ada individu yang terinfeksi) atau dengan
perkataan lain, simulasi ini stabil ke solusi periodik bebas-infeksi.

Anaisasistem (3.15) dengan nilai parameter pada Tabel 4.2 dan proporsi
individu susceptible yang divaksinasi sebesar 0,6 serta periode pemberian
vaksinasi adalah 2,5 bulan, sebagai berikut:

Basic reproduction number (R,) dari sistem (3.15) dengan nilai parameter
yang digunakan pada Tabel 4.2 dan proporsi individu susceptible yang
divaksinasi sebesar 0,6 serta periode pemberian vaksin 2,5 bulan adalah 0,4410.
Berdasarkan Teorema 3.1, sistem ini stabil ke solusi periodik bebas-infeksi
(5(0),1(t)), karenaR, < 1, dengan solusi periodik bebas-infeksi (S(¢),1(t)) =
(0,6506; 0). Hal ini dapat dilihat pada gambar berikut:
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o
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o
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Keterangan : ——— =titik tetap $* (3.20)

= pergerakan S(t) untuk sistem (3.15)
---------- = pergerakan I(t) untuk sistem (3.15)
Gambar 4.6 Proporsi individu susceptible dan infectious pada model epidemik
SIR dengan vaksinasi denyut dengan nilai parameter pada Tabel 4.2
Berdasarkan Gambar 4.6 terlihat bahwa proporsi individu susceptible dan

infectious pada awal penelitian adalah 0,5 dan 0,1; hal ini sesuai dengan kondisi
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awal yang diberikan. Proporsi individu susceptible saat terjadi vaksinasi dari awal
penelitian selalu berada di atastitik tetap S*. Mula dari pemberian vaksinasi
denyut ke-2 yaitu pada bulan ke-5 dari penelitian proporsi individu susceptible
pada saat pemberian vaksin konvergen ke titik tetap S* = 0,2602 dan mulai pada
saat itu juga pergerakan S(t) tidak mengalami perubahan. Sedangkan proporsi
individu infectious pada gambar diatas semakin berkurang seiring dengan
berjalannnya waktu. Proporsi individu infectious mulai stabil pada bulan ke-10
dari penelitian dengan proporsi individu infectious adalah O.

Sistem (3.15) dengan proporsi individu susceptible yang divaksinasi
sebesar 0,6, selalu stabil ke solusi periodik bebas-infeksi baik dengan nilai
parameter pada Tabel 4.1 dan Tabel 4.2. Analisa perbedaaan model SIR untuk
penyakit yang menular secara horizontal dan vertikal tanpa vaksinasi, dan dengan
vaksinasi denyut dan vaksinasi konstan dibahas pada subbab selanjutnya, yaitu
subbab 4.4.

4.4  Perbandingan Model SIR tanpa Vaksinasi, Dengan Vaksinasi Konstan
Dan Vaksinasi Denyut

Perbandingan ketiga sistem yaitu sistem (3.4), sistem (3.10), dan sistem
(3.15) didasarkan padanilai parameter yang digunakan. Perbedaaan yang dilihat
adalah nilai basic reproduction number dari masing-masing model, titik
kesetimbangan, dan lama waktu yang dibutuhkan agar sistem stabil.

Perbedaan yang diperoleh dengan menggunakan nilai parameter Tabel 4.1,
diberikan dalam Tabel 4.3 di bawah ini.
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Tabel 4.3 Perbedaan sistem (3.4), (3.10), dan (3.15) dengan
nila parameter pada Tabel 4.1

Kriteria Sistem (3.4) Sistem (3.10) Sistem (3.15)
Mode SIR tanpa | Mode SIR dengan | Model SIR dengan
vaksinas vaksinas konstan vaksinasi denyut
Basic
reproduction _ _
Umber R, = 5,342 R, =3,2713 R,0.4909
(Si,1) = (0,1911;0,1314) HORNG)!
(8200, I200) _ ]
= (0,1911;0,1530) = (0,2417;0)
Waktu yang
diperlukan agar
Sistem stabil 30 bulan 30 bulan 70 bulan

Perbedaan yang diperoleh dengan menggunakan nilai parameter Tabel 4.2,
di berikan dalam Tabel 4.4 di bawah ini.

Tabel 4.4 Perbedaan sistem (3.4), (3.10), dan (3.15) dengan
nilai parameter pada Tabel 4.2

Kriteria Sistem (3.4) Sistem (3.10) Sistem (3.15)
Model SIRtanpa | Mode SIR dengan | Model SIR dengan
vaksinas vaksinasl konstan vaksinasi denyut
Basic

reproduction _ _ o

L Ry, = 0,9756 R, = 0,6098 R, = 0.4410
(2005 I200) 5 Ry

(§*.1*) = (1,0) = (0,6253; 0) = (0,6506; 0)
Waktu yang
diperlukan agar

Sistem stabil 50 bulan 20 bulan 10 bulan
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BAB 5
KESIMPULAN DAN SARAN

Pada bab ini berisi kesimpulan berdasarkan hasil pembahasan di bab-bab

sebelumnya, serta saran yang dapat diberikan oleh penulis untuk penelitian

selanjutnya.

5.1 Kesmpulan

Kesimpulan yang diperoleh dari penulisan tesis ini dapat dirinci sebagai

berikut:

1

Mode epidemik SIR untuk penyakit yang menular secara horizontal dan
vertikal dinyatakan dalam sistem (3.4). Basic reproduction number (Ry) dari

sistem ini adalah ——.
pp+r
a JikaRo <1, titik kesetimbangan bebas-infeksi (S*, %)= (1, 0) stabil

asimtotik lokal.

b. JikaRy>1, titik kesetimbangan epidemik (S7,I7) = (u;+r,#Ru((lio;§1ﬂ)
N

stabil asimtotik |okal.
Model epidemik SIR untuk penyakit yang menular secara horizontal dan
vertikal dengan vaksinasi konstan dinyatakan dalam sistem (3.10). Basic

reproduction number (Ry) dari sistem (3.10) adalah—2— - —“— JikaR; <1,
up+r  p+up

makatitik kesetimbangan bebas infeksi (Sy, lo) = (ufﬁ 0) stabil asimtotik

lokal. Dan titik kesetimbangan bebas infeks (S, /) stabil global jika Ry <
Ro<1.

Model epidemik SIR untuk penyakit yang menular secara horizontal dan
vertikal dengan vaksinasi denyut dinyatakan dalam sistem 3.15. Basic

. . . B (uT-p)(e*T—1+uTp)
reproduction number (R) dari sistem ini adalah e (e T —11p)

pe—HT(t— tn)

1-(1-p)e~HT’

Solusi periodik bebas infeksi (S(t),i(t)) = (1 - o) stabil

asimtotik lokal jika Ry(T) < 1.

48
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Parameter p, yang menotasikan probabilitas bayi dari orang tua yang
infectious adalah individu susceptible, mempengaruhi kecepatan kestabilan
dari solusi periodik bebas infeksi. Basic reproduction number dari model
SIR dengan vaksinasi konstan (R;) dan basic reproduction number dari
model SIR dengan vaksinasi denyut (R;) menurun ketika p meningkat,
sehingga dengan memperbesar nilai p akan mempermudah kondisi
kestabilan solusi periodik bebas infeksi baik untuk model SIR dengan
vaksinasi konstan dan model SIR dengan vaksinasi denyut. Hal ini
mengilustrasikan secarateoritis bahwa orang tua sebaiknya memberikan
perhatian yang lebih terhadap kesehatan mereka sehingga menghindarkan
keturunannya dari penyakit yang mungkin diturunkan.

Strategi vaksinasi denyut lebih baik dari strategi vaksinasi konstan untuk
menghilangkan epidemik penyakit yang menular secara horizontal dan
vertikal jika periode pemberian vaksin T, T < T, dimana T, adalah konstanta

. . - _ (ur-p)(e#*T-1+uTp) -
unik sehingga h(T,) = p, dengan h(T) = T (TP, . Jika

periode pemberian vaksin T padavaksinasi denyut, T > T., maka strategi

vaksinasi konstan lebih baik untuk menghilangkan epidemik penyakit dari
padavaksinasi denyut.

Saran
Dalam penulisan tesis ini pengaruh dari strategi vaksinasi denyut ditentukan

hanya dengan mencari solusi periodik bebas infeksi. Analisa dinamik pada model

epidemik SIR dengan pengaruh vaksinasi denyut bisa juga dilakukan dengan

menentukan solusi periodik epidemik. pada penulisan tugas akhir ini menentukan

kestabilan dari solusi periodik bebas penyakit menggunakan metode linierisas
yang akan diperoleh kestabilan lokal. Berdasarkan hal-hal tersebut, penulis

memberikan saran kepada para pembaca yang tertarik untuk mengembangkan

pembahasan di tesisini dengan menentukan solusi periodik epidemik serta

menentukan kestabilan global dari solusi periodik bebas infeksi maupun solusi

periodik epidemik.
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LAMPIRAN 1

Source Code Simulasi Model Epidemik SIR tanpa Vaksinasi

clear all,

% Ini merupakan source code MATLAB dari program modell untuk model

epidemik SIR tanpa pengaruh vaksinasi.

% Set Parameter Values
mu = 0.3;

beta = 0.8;

rho = 0.9;

r=0.55;

S0=0.5;

10=0.1;

Ro = beta/(r+mu*rho)

% Set Time Interval
tspan = [0,100];

% Collect parameters in one vector
p = [mu beta rho r];

% Solves the ode
options = odeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',[1e-4 1le-4]);
[t,X] = ode45(@modell,tspan,[SO 10],options,p);

% Plots individu susceptibles dan infectious
figure(1)

plot(t,x(:,1),-*k','LineWidth',1.5);

xlabel "Waktu (bulan)';

ylabel ‘Proporsi individu'

hold on;

plot(t,x(;,2),-.k','LineWidth',1.5);

hold off

axis([0 100 0 1])

legend('proporsi individu susceptible','proporsi individu
i nfectious')

Source Code Fungsi model 1

function y = modell1(t,x,p)
mu = p(1);

beta = p(2);

rho = p(3);

r=p4);

S=x(1);

I'=x(2);

dS = mu*(1-1)-beta*S*I-mu*S+mu*rho*l;
dl = beta*S*I-mu*l+(1-rho)*mu*I-r*l;

y = [dS;dI];
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LAMPIRAN 2
Source Code Simulasi Model Epidemik SIR dengan Vaksinasi Konstan

clear all;

% Ini merupakan source code MATLAB dari program constant untuk
nodel epidemik SIR dengan pengaruh strategi vaksinasi konstan.

% dengan proporsi bayi yang sukses divaksin adalah v.

% Set Parameter Values

mu = 0.3;

beta = 0.8;

rho = 0.9;

r = 0.55;

v = 0.6;

S0=0.5;

10=0.1;

Ro = beta/(r+mu*rho)

R1 = (beta*mu)/((r+mu*rho)*(mu+mu*v))

% Set Time Interval
tspan = [0,100];

% Collect parameters in one vector
p = [mu beta rho r v];

% Solves the ode
options = odeset('RelTol',1e-4,'/AbsTol',[1e-4 1le-4]);
[t,X] = oded5(@constant,tspan,[SO 10],options,p);

% Plots individu susceptibles dan infectious
figure(1)

plot(t,x(:,1),"-*k",'lineWidth',1.5);

xlabel 'Waktu (bulan)’;

ylabel *Proporsi individu'

hold on;

plot(t,x(:,2),-.k', lineWidth',1.5);

hold off

axis([0 100 0 1])

legend('proporsi individu susceptible’,'proporsi individu
i nfectious")

Source Code Fungsi constant

function y = constant(t,x,p)

mu = p(1);

beta = p(2);

rho = p(3);

r=p(4);

Vv =p(5);

S =x(2);

I =x(2);

dS = mu*(1-I)-beta*S*I-mu*S+mu*rho*l-v*mu*S;
dl = beta*S*I-mu*l+(1-rho)*mu*I-r*l;
y = [dS;dI];
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LAMPIRAN 3
Source Code Simulas Model Epidemik SIR dengan Vaksinasi Denyut

clear all;

clc;

% Ini merupakan source code MATLAB dari Diff_8 3 untuk model
epidemik SIR dengan pengaruh strategi pulse vaccination.

% Vaksinasi dimulai pada saat tV dan proporsi yang divaksin adalah
p dari semua individu susceptible setiap T tahun.

% Sets up default parameters if necessary.

beta=0.8;

r=0.55;

mu=0.3;

rho=0.9;

S0=0.5;

10=0.1;

p=0.6;

T=2.5;

Sc=(r+mu*rho)/beta

Sstar=((1-p)*(1-exp(-mu*T)))/(1-((1-p)*exp(-mu*T)))

R2=((((mu*T-p)*(exp(mMu*T)-1))+mu*T*p)*beta)/(mu*T*(exp(mu*T)-
1+p)*(mu*rho+p))

tV=2.5;

MaxTime=80;

S=S0; I=I0;

% The main iteration

options = odeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',[1e-4 1e-4]);

[t, pop]=oded5(@Diff 8 3,[0 tV],[S I],options,[beta r mu rho]);
TT=t; S=pop(:,1); I=pop(:,2);

while TT(end)<MaxTime
% Vaccinate a fraction p of susceptibles
pop(end,1)=pop(end,1)*(1-p);
[t, pop]=oded5(@Diff 8 3,[TT(end)
nmin(TT(end)+T,MaxTime)],pop(end,:),options,[beta r mu rho]);
JT:”T; t]; S=[S; pop(:,1)]; I=[I; pop(:,2)];
en

% Plots individu susceptibles and infectious
figure(1)
plot(TT,S,'-g','lineWidth',2.5);
hold on;

grid on

Y=get(gca,'YLim");
plot(TT,Sstar,'-b','lineWidth',0.5);
plot(TT,l,"-.k','lineWidth',2);

hold off

xlabel 'Waktu (bulan);

ylabel 'Proporsi individu '

axis([0 80 0 1))
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Source Code Fungsi Diff 8 3
function dPop=Diff_8_3(t,pop, parameter)
beta=parameter(1); r=parameter(2); mu=parameter(3);
rho=parameter(4);

S=pop(1); I=pop(2);
dPop=zeros(2,1);

dPop(1)= mu*(1-l) -beta*S*l - mu*S+mu*rho*I;
dPop(2)= beta*S* -mul+(L-rho)*mus- r* ;
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