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ABSTRAK

Nama - Nafia Aryuna
Program Studi : Sarjana Matematika
Judul : Metode Bayesian pada Data Binomial

Tugas akhir ini membahas penaksiran parameter & (probabilitas sukses) pada m
distribusi binomial, dimana ada keterkaitan antar parameter & pada masing-
masing populasi. Metode penaksiran yang digunakan adalah metode Bayes. Pada
metode ini, prosedur yang dilakukan meliputi transformasi parameter 8 ke bentuk
logit yaitu « , penentuan prior dan likelihood, pembentukan posterior, modifikasi
pada likelihood, hingga akhirnya diperoleh m taksiran dari & yang akan
digunakan untuk menaksir £ pada tiap populasi. Hasil yang diperoleh
diaplikasikan pada penaksiran proporsi jumlah perempuan di 10 kursus pada suatu
lembaga.

Kata kunci :  Distribusi binomial, likelihood, metode Bayes, posterior, prior,
transformasi logit.

xi + 61 halaman ; 3 tabel
Daftar Pustaka : 9 (1972 - 2009)
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ABSTRACT

Name : Nafia Aryuna
Study Program: Mathematics Bachelor
Title : Bayesian Methods for Binomial Data

The focus of this study is the estimation of parameterd (probability of success)
for m binomial distribution, in the case there is a relationship among & . Bayesian
method will be used for estimation in this study. Several procedures are applied,
they are transformation of parameter & to the « (that is, the logit form),
determination of prior and likelihood, posterior construction, and likelihood
modification. The final result is m estimation of & which will be used in the
estimation of parameter & on each population. The result will be applied in
estimating female number proportion in ten courses on an institution.

Keywords :  Bayesian method, binomial distribution, likelihood, logit
transformation, posterior, prior.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada percobaan pelemparan koin, hasil yang mungkin yaitu muka atau
belakang. Dalam statistika, percobaan yang memiliki dua kemungkinan hasil
disebut percobaan bernoulli. Hasil percobaannya dikenal dengan sukses-gagal.
Pada percobaan bernoulli, hasil percobaan sukses dengan probabilitas sukses 6.
Misal X adalah jumlah sukses dari 7 percobaan bernoulli yang independent
dengan probabilitas sukses dari tiap percobaan sama yaitu 8. X merupakan
variabel random yang berdistribusi binomial dengan parameter # dan 6, biasanya

ditulis X ~ B(n,6).

Misalkan X; (i=1, ... , m) adalah variabel random yang berdistribusi
binomial dan independent dengan parameter »n; dan 0;. Ketika menaksir 0;
biasanya antar 6; diasumsikan tidak memiliki keterkaitan. Namun, ada kondisi
tertentu dimana antar 6, dapat berkaitan.

Sebagai contoh, ingin diteliti jumlah siswa perempuan pada suatu kursus
di suatu lembaga yang memiliki beberapa kursus. Katakan X; adalah jumlah siswa
perempuan pada kursus ke-i. Siswa boleh mengikuti lebih dari satu kursus. Akan
tetapi pemilihan kursus ke-i tidak bergantung pada pemilihan kursus ke-j.
Sehingga, ketika dihitung jumlah siswa perempuan di kursus 7, tidak
mempengaruhi jJumlah siswa perempuan di kursus lainnya. Dengan demikian
antar X; tidak memiliki keterkaitan. Karena diasumsikan siswa boleh mengikuti
lebih dari satu kursus, maka populasinya yang merupakan siswa-siswa yang ikut
kursus, saling memiliki keterkaitan. Sehingga, ketika ingin dilihat proporsi dari
siswa perempuan untuk suatu kursus tertentu, perlu dipertimbangkan proporsi dari
siswa perempuan pada kursus yang lainnya. Hal ini menunjukkan bahwa antar 6,

memiliki keterkaitan.
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Pada keadaan antar 0; tidak memiliki keterkaitan, 8; dapat ditaksir dengan
x/n;, yang merupakan proporsi sampelnya. Akan tetapi, penaksiran tersebut
tentunya tidak baik jika antar 8, memiliki keterkaitan. Untuk kasus dimana
diasumsikan terdapat keterkaitan antar 6;, hasil taksirannya pun akan memiliki

keterkaitan. Secara intuisi ; dapat ditaksir melalui pendekatan

0 = p. ( pl)zx (0<p <Li=l..mg=1.,m). (L1)

> n,

p, pada persamaan (1.1) mengukur ketidakterkaitan antar ;. Hal ini ditunjukkan

2%
2on,

keseluruhan populasi (g menunjukkan populasi ke-g), yang berarti ada keterkaitan

dengan, pada saat p, =0 diperoleh 8 = yang merupakan proporsi

sempurna antar populasi sehingga proporsi sukses pada masing-masing populasi

adalah sama. Sedangkan pada saat p, =1 diperoleh 8 ==, yang berarti antar
n

populasi tidak memiliki keterkaitan sehingga probabilitas suksesnya adalah

& dan

2.n,

proporsi dari masing-masing sampel. Sehingga 6 akan bernilai antara

Pada tugas akhir ini, akan dicari perumusan yang sesuai dengan persamaan
(1.1) untuk penaksiran ;. Metode yang digunakan untuk mencari perumusan
tersebut adalah metode Bayes. Metode Bayes merupakan metode yang
menggunakan atau menggabungkan pengetahuan subjektif (terdahulu) tentang
parameter yang akan ditaksir dengan informasi yang diperoleh dari data sampel.
Informasi terdahulu disebut juga dengan informasi prior. Informasi prior diperoleh
dari distribusi tentang parameter tersebut. Informasi dari data dirangkum dalam
fungsi likelihood. Penggabungan dari informasi prior dan informasi dari data akan
menghasilkan informasi posterior. Dari informasi posterior akan diperoleh
taksiran dari parameter yang diinginkan. Dengan perkataan lain, metode ini
memberikan taksiran parameter melalui informasi distribusinya.

Prosedur pada metode Bayes meliputi penentuan prior, likelihood, dan

posterior. Pada tugas akhir ini, prior yang akan digunakan adalah prior untuk logit
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0;, sebut . Dengan transformasi demikian, diperoleh ¢, yang berdistribusi
normal dengan parameter mean x dan variansi o°. Umumnya, parameter-

parameter ini tidak diketahui. Namun, pada tugas akhir ini diasumsikan o
diketahui.
Tugas akhir ini akan membahas prosedur Bayes untuk menaksir parameter

(0:) dari m distribusi binomial dengan asumsi antar parameternya saling berkaitan.

1.2 Perumusan Masalah

Bagaimana prosedur Bayes dalam menaksir parameter 6; dari m distribusi

binomial dengan antar parameter ; saling berkaitan?

1.3 Tujuan Penulisan

Tugas akhir ini akan membahas tentang prosedur Bayes untuk menentukan
taksiran parameter 6; secara simultan dari m distribusi binomial dimana antar 6;

saling berkaitan.

1.4 Pembatasan Masalah

Pembatasan masalah pada tugas akhir ini yaitu 6; diasumsikan memiliki

distribusi prior beta.

1.5 Sistematika Penulisan

Penulisan tugas akhir yang merupakan hasil studi pustaka ini, dibagi
menjadi lima bab, yaitu :
Bab1: Pendahuluan
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Bab 2 :

Bab 3 :

Bab 4 :

Bab 5 :

Membahas tentang latar belakang masalah, perumusan masalah,
tujuan penulisan, pembatasan masalah, dan sistematika penulisan.
Landasan Teori

Membahas tentang dasar-dasar teori yang digunakan dalam
penulisan tugas akhir ini, mencakup metode Bayes, model
hierarchical Bayes, distribusi prior conjugate, aproksimasi normal
pada distribusi posterior, distribusi multivariat normal, distribusi
binomial, distribusi beta, dan exchangeable.

Membahas bagaimana penaksiran parameter binomial (6;) dari m
populasi, dimana antar parameter saling memiliki keterkaitan
dengan menggunakan metode Bayes.

Aplikasi dari hasil penaksiran parameter pada m distribusi
binomial.

Kesimpulan dan saran untuk tugas akhir ini.
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BAB2
LANDASAN TEORI

2.1 Metode Bayesian

Metode Bayesian merupakan metode yang menggunakan atau
menggabungkan pengetahuan subjektif (terdahulu) tentang parameter yang akan
ditaksir dengan informasi yang diperoleh dari data sampel. Informasi terdahulu
disebut juga dengan informasi prior, diperoleh dari distribusi parameter tersebut.
Informasi dari data dirangkum dalam fungsi likelihood. Penggabungan dari
informasi prior dan informasi dari data akan menghasilkan informasi posterior.
Selanjutnya, penarikan kesimpulan mengenai parameter yang ditaksir berdasarkan
pada distribusi posterior ini (Ronald E. Walpole, 1992).

Secara garis besar, metode Bayesian tersebut didasarkan pada teorema

Bayes berikut ini.

Teorema Bayes

Jika B, B,,..., B, merupakan kejadian-kejadian pada ruang sampel §
dengan P(B)#0 untuk i=1,2,...,k, maka untuk sembarang kejadian 4 dimana
P(A)=0,

P(B)P(A]B)

P(B14)= P(B)P(A|B)+P(B,)P(A|B)++P(B)P(A|B) "

Pada inferensi Bayesian, parameter yang ditaksir dianggap suatu variabel
random. Suatu variabel random akan memiliki distribusi probabilitas tertentu.
Maka pada inferensi Bayesian, parameter yang akan ditaksir memiliki suatu
distribusi tertentu. Dengan perkataan lain, metode ini memberikan taksiran
parameter melalui informasi distribusinya (Robert V. Hogg, Joseph W. McKean,
and Allen T. Craig, 2005).
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Misalkan X adalah variabel random yang memiliki distribusi probabilitas
yang bergantung pada 6, dimana 6 adalah anggota dari himpunan Q. Diketahui
Q) adalah himpunan semua parameter. Misalkan juga ® adalah variabel random

yang memiliki distribusi probabilitas pada himpunan Q. Jika x adalah nilai dari

variabel random X dan # adalah nilai dari variabel random ® , maka f (x | 9)
adalah p.d.fbersyarat dari X diberikan ® =6, dan /(0) adalah p.d.f dari © .

Misalkan X, X,,..., X, adalah sampel random dari distribusi bersyarat X.
P.d.fbersama dari X, X,,..., X, diberikan @ =&, adalah

fex,,..x,|0) = f(x,10) f(x,10)- f(x,]0).
P.d.fbersama dari X, X,,..., X, dan ® adalah

F(x.%500,%,,0) = f(x,10) f(x,10)-+ f (x,16)h(0)

= f(x.x,,....%,|O)h(0).

Jika @ variabel random kontinu, maka p.d.f marginal bersama X, X,,..., X

n

yaitu
f(xl,xz,...,xn): If(xl,xz,...,xn,ﬁ)dﬁ.

Jika ® variabel random diskrit, maka integral diganti dengan penjumlahan

(sumasi). P.d.f bersyarat dari @ diberikan X, =x,, X, =x,,...,X, = x,, adalah

f(x,%,,...,x,,0)
0 -
p( |x1’x27 ’xn) f(x]JxZJ--.’xn)
:f(xl,xz,...,xn h(0)
f(xl,xz,...,xn)

Ini merupakan bentuk lain dari aturan Bayes (Robert V. Hogg and Allen T. Craig,

1995). Pada statistik Bayesian, seringkali ditulis p(@|x,x,,...,x,) proporsional

dengan f(x,x,,....x,

H)h(H) , yaitu

P(O1x,x,,....%,) < f(x,x,,...,x,|0)h(0) (2.1)
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(Robert V. Hogg and Allen T. Craig, 1995). Fungsi p(6|x,,x,,...,x,) disebut

6) merupakan likelihood dari

dengan p.d.f posterior dart @, f(x,x,,...,X,

X, X,,...,X,, dan h(@) disebut dengan p.d.f prior dari © .

2.1.1 Model Hierarchical Bayes

Pada Bayesian, p.d.f prior memiliki peranan yang sangat penting karena
prior merupakan pengetahuan awal dari parameter yang akan ditaksir. Untuk
beberapa model, p.d.f prior dapat bergantung juga dengan parameter lain. Metode
Bayes yang digunakan untuk mengatasi masalah ini disebut dengan metode
Hierarchical Bayes.

Misalkan terdapat variabel random X, ®, dan I'" yang dijelaskan sebagai

berikut :
X|9~f(x|9)
Oy ~h(0]y)
r ~h2(7/)

o X|0~f (x | 9) merupakan variabel random X yang bergantung dengan &
yang memiliki distribusi sembarang dengan fungsi kepadatan f(x|6).
/ (x]6) berperan sebagai fungsi likelihood.

e Oly~h (9 | 7/), merupakan variabel random ® yang bergantung pada y
memiliki distribusi sembarang dengan fungsi kepadatan /4 (6 y).
h (0|y) berperan sebagai p.d.f prior 8 diberikan 7.

o T'~h(y), variabel random I' memiliki distribusi sembarang dengan

fungsi kepadatan 4, ( 7/) .y merupakan parameter pengganggu atau disebut

juga dengan hyperparameter yang berasal dari variabel random T
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e Pada model Bayes yang biasa, prior dari & hanya dijelaskan oleh h(@) .
Namun, prior & bisa juga bergantung dengan parameter lain, misal y .

Sehingga prior dari & yang hanya dijelaskan oleh /(8), pada

Hierarchical Bayes dijelaskan kembali oleh /(6 ]y) dan h, (), ditulis

h(0)ch(0]y)h (7).

Dengan metode Hierarchical Bayes pengaruh y akan dihilangkan sehingga
inferensi akan bergantung hanya pada parameter 8. (Robert V. Hogg, Joseph W.
McKean, and Allen T. Craig, 2005).

Model Hierarchical Bayes dari persamaan (2.1) diperoleh dengan cara

sebagai berikut :

P(O1x,x,,....%,) < f(x,x,,...,x,|0)h(0)
karena h(6)och (0|y)h,(r), maka :
p(9|xl,xz,...,xn)ocf(xl,xz,...,xn 9)h(9)

P(Ox,%,,...,x, )< f(x,%,,....,x | (0] 7)h, ()

o likelihood x prior x hyperparameter .

Jadi, pada model Hierarchical Bayes, posterior proporsional dengan perkalian

antara likelihood, prior, dan hyperparameternya.

2.2 Distribusi Prior Conjugate

Misalkan F adalah kelas dari distribusi sampling f(x|8), dan P adalah
kelas dari distribusi prior &, maka kelas P adalah conjugate untuk I jika
p(@]x)eP untukseluruh f(x|0)eF dan h(6)eP.

Definisi conjugate di atas merupakan definisi umum karena jika P adalah kelas
dari seluruh distribusi, maka P selalu conjugate dari sembarang kelas distribusi

sampling. Untuk memperoleh conjugate yang lebih spesifik lagi, dipilih P yang

Universitas Indonesia

Metode bayesian..., Nafia Aryuna, FMIPA Ul, 2010



merupakan himpunan dari seluruh fungsi kepadatan yang memiliki bentuk
fungsional sama dengan fungsi likelihood. Dalam kasus ini P disebut prior

natural conjugate untuk I (Andrew G., John B.C, Hal S.S& Donald B.R, 2000).

Jadi, kelas distribusi probabilitas prior h(@) dikatakan prior natural conjugate
dengan kelas fungsi likelihood f (x|6) jika dihasilkan distribusi posterior
p(0x) yang memiliki keluarga yang sama dengan /4(6).

Sebagai contoh, misalkan X berdistribusi binomial dengan p.d.f

fi(x)= (njﬁx (1-6)"" memiliki bentuk fungsional yang sama dengan p.d.f dari
X

I'a+
X yang berdistribusi beta, yaitu f,(x)= = (0! B )

(@)I(5)

distribusi beta seringkali dipilih menjadi prior natural conjugate untuk distribusi

x*(1-x)"". Sehingga

binomial. Berikut tabel beberapa prior natural conjugate untuk beberapa fungsi

likelihood.

Tabel 2.1.  Prior natural conjugate untuk beberapa fungsi likelihood

Likelihood Prior Natural Conjugate
Binomial Beta

Mutinomial Dirichlet

Poisson Gamma

Normal

u tidak diketahui, 6 diketahui Normal

u diketahui, o° tidak diketahui Inverse Chi-Square

Multivariat Normal

u tidak diketahui, V diketahui Multivariat Normal

p diketahui, V tidak diketahui Inverse Wishart

[ Sumber : Introduction to Bayesian Analysis, B.Walsh 2002 ]
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2.3 Aproksimasi Normal pada Distribusi Posterior

Pada dasarnya, teorema limit pusat dari teori probabilitas dapat digunakan

pada konteks Bayesian untuk menunjukkan :

o-E(0]x)
Jvar(@|x)

(Andrew G., John B.C, Hal S.S& Donald B.R, 2000).

x | >N (0,1)

Hasil ini sering digunakan untuk menunjukkan aproksimasi distribusi posterior
dengan distribusi normal. Distribusi posterior p(@ | x) yang unimodal (satu
modus) dan simetri, seringkali dapat diaproksimasi dengan distribusi normal yang

terpusat pada modusnya; yaitu logaritma dari fungsi posteriornya diaproksimasi

dengan fungsi kuadratik.
Modus dari & dapat digunakan sebagai estimator untuk &, katakan 6,

diperoleh saat distribusi posterior p(@ | x) mencapai nilai maksimum, yakni

ketika p(6|x) memenuhi kondisi

dp(9|x) _
do

Pada aproksimasi distribusi posterior, digunakan deret Taylor.

(2.2)

Diketahui ekspansi deret Taylor dari sembarang fungsi b(x) untuk

disekitar x,, yaitu

b(x)= Z G (x )(x X, )

b (x,) menunjukkan turunan ke-m dari b(x) terhadap x pada x,.

Pada tugas akhir ini, akan dicari ekspansi deret Taylor dari p(@ | x) .
Namun, biasanya bentuk p (9 | x) bukanlah bentuk yang sederhana karena
merupakan perkalian dari fungsi likelihood dan prior. Karena In p(@ | x) dan
p(9 | x) maksimum pada nilai € yang sama, maka In p(@ | x) dapat digunakan

untuk mencari ekspansi deret Taylor dari p(@ | x) pada 6. Sebuah ekspansi deret
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Taylor dari In p(@ | x) yang terpusat pada posterior modusnya, 0 (dimana & bisa

vektor), diberikan

11117(9|x)=1np(é|x){j—glnp(ﬁlx)} A(@—é)+%(9—é)T{d—2mp(0|x)} A(@—é)+---.

@)

In p(6|x) dan p(@|x) maksimum pada nilai & yang sama, berarti In p(0|x)
memenuhi persamaan (2.2). Dengan demikian bentuk kedua dari ekspansi deret
Taylor In p(9 | x) sama dengan nol. Bentuk pertama dari ekspansi deret Taylor
In p(9 | x) pada 0 merupakan suatu konstanta, misal K. Sehingga bentuk
ekspansi deret Taylor di atas yang lebih sederhana yaitu :

In p(6]x) :K+%(9—9)T Lf; In p(6)| x)} (0-6)+-, 23)

6=6

Aproksimasi ini akan lebih baik pada order yang lebih tinggi, yang memiliki nilai

yang lebih kecil dari bentuk m =2 . Ambil bentuk eksponen dari persamaan (2.3)

dan kembali pada bentuk posterior p(6|x), yaitu :

d2

(6 x)zCeXp{%(H—é)T Ll@z Inp(0] x)}

6=6

(o-0)]

dengan C adalah konstanta.

Perhatikan untuk X berdistribusi normal ( ,u,az) , p.d.fnya adalah :

£ =#exp(—%}
o

Jika kedua persamaan dibandingkan, maka p(@|x) memiliki bentuk fungsional
yang sama dengan distribusi normal dimana :
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-1

. o :@_;’; lnp((9|x)Léj

Berdasarkan hal tersebut, seringkali distribusi normal digunakan untuk

mengaproksimasi distribusi posterior Bayesian, yaitu :
~ !
p(0]x)~ N[@,[[(@)J j

n n 2
dimana / (9) disebut informasi terobservasi, yaitu / (9) =- ;:92 In p(6]x)

6=6

Jika @ vektor parameter, maka / (é) adalah sebuah matriks.

2.4 Distribusi Multivariat Normal

Misalkan X' =(X,,X,,..., X, ) merupakan vektor random berdimensi .
Vektor X dikatakan berdistribusi multivariat normal dimensi-» dengan mean
Hy

n= 'sz dan matriks varians-kovarians adalah C definit positif, maka p.d.f dari

H,

vektor random X adalah

f4(x;u,C):+exp _(x—u) C2 (x-n) (2.4)
(27)24|C]

Dengan |C| adalah determinan dari matriks C.

X berdistribusi multivariat normal dilambangkan dengan X ~ N, ( I, C) . Akan

dibuktikan bahwa (2.4) adalah p.d.f bersama dar1 X, X,,..., X

n

Bukti :
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Misalkan :
e E adalah matriks simetris definit positif yang berukuran nxn.

e p adalah vektor berdimensi n sedemikian sehingga p' =[z, 11,,..., 1, ]

dimana g adalah bilangan riil.

e X adalah vektor berdimansi # sedemikian sehingga X =(X,, X,,...,X,).
Akan ditunjukkan bahwa jika C adalah bilangan positif maka :
(x-n) E(x—p)
X,%,,...,x )=Cexp| —
fs( 1> % ) p|: 5 2.5)

—o<x, <o, i=12,...n
Merupakan p.d.f bersama dari variabel random X, X,,..., X, yang bertipe

kontinu.

o0 o0

Pertama akan ditunjukkan bahwa I I (e x, )y, .dx, =1

Misalkan t'= [tl,tz,...,ln] dengan 7,i=1,2,...,n, adalah konstanta riil

sembarang. Oleh karena itu, dapat dihitung :

CT---Texp{t'x—(X_u)f(x_u)}&l---dxn (2.6)

Untuk 7, =0, persamaan (2.6) merupakan integral bersama dari p.d.f bersama

X. X, X

n

Y

>Tn

Selanjutnya akan dilakukan transformasi variabel X, X,,..., X, ke ¥,Y,,...
dengan menggunakan transformasi

X-p=Y
dimana Y'= [Yl,YZ,,Yn] . Dengan demikian

X=Y+p,

dan jacobiannya adalah J =1, mengakibatkan
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n

C];---Zexp{t'x—(x_u)‘f(x_u)} d, ---dx

T E
:Cexp(t'u)_[---fexp ty- Y | 1ay ..y

o0 o0

:Cexp(t'u)j---jexp ty- 1Y | ay ..dy (2.7)

—00

E merupakan matriks simetris definit positif, sehingga nilai-nilai eigen dari
matriks E yaitu e, e,,..., e, juga bernilai positif. Untuk matriks ortogonal L
berukuran mxn dan sesuai definisi yang menyatakan bahwa matriks L berukuran

nxn dikatakan matriks ortogonal, jika L™ =1L dapat dinyatakan bahwa LL = L’L

=1, sehingga
e O 0
0 e, 0
L'EL= . . .
0 O e

Pada persamaan (2.7) akan dilakukan transformasi variabel 1,,7Y,,...,Y, ke
Z,Z,,...,Z dengan transformasi
Z=1"Y,
dimana Z'= [Zl,Zz,...,Zn], sehingga
Y=1Z
Sesuai sifat matriks ortogonal L, jacobiannya adalah
J=|L|=1 atau J=|L|=-1.

Karena L matriks ortogonal maka L' = L', persamaan (2.7) menjadi

I E
Cexp(t'u) I I exp{t'y—%} dy,...dy,

:Cexp(t'”) I I exp t'Lz—%}.l dz,...dz,

=Cexp(t'n) [+ [exp t'Lz—w}dzl...dzn. (2.8)
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Misalkan
t’L=w’, dimana w’=[wy, wa, ... , Wp].
Berdasarkan persamaan di atas, maka

e exp[t'Lz]=exp[w'z]= exp{Zwlz}

i=1

Karena L matriks ortogonal, L™ = L’

@ o, 2
_Cexp(w'L u)j J‘Hexp{ w.z, —eTZ}a’l...dzn
2

_op i=1

=Cexp (W'L'u)ﬁ I exp {wlzi —%}dzi

izl o

izl o

n_ % 2
:Cexp(w'L'u)HIexp[wl.zi]exp —;7 z,
e

1700

=Cexp (W'L u)H I exp [w ] \/ﬁ dz, (2.9)
.
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2
i

exp| — %
dz, merupakan m.g.f dari N ( ! j dengan 7 diganti

Iwexp [z ]l——= \/? .

dengan w;, maka (2.9) dapat ditulis kembali menjadi

2
i

exp —%
Cexp (W'L'u)ﬁ 26—7[ I exp[w,z, ]?eldzl
i=1
ei

i —o0
y w’
L%

=Cexp(w 'LuH e—exp w,.0+ 5

i=1 i

w?
=Cexp(w'L'p H —exp zé}

=Cexp(w'L'p) exp (2.10)
\/ e = l.

Karena L matriks ortogonal, maka

(L'EL) ' =L'E'(L)"

SN

I
>
=
=
I
k o
o
|
=
&
1
Q| =

dan mengakibatkan

—:W' L'E'L)w
Sl
=w'L'E'Lw Dan |E’1 |:|L'E’1L|: !
ee,..e

=(Lw)'E" (Lw)
=t'E't
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Selanjutnya (2.10) dapat ditulis :

/ 2r) "
Cexp(w'L'p) %exp{zg—é}
172" n = i

-1
=Cexp(t'p) (27r)n|El|exp{tl; t} (2.11)

Untuk #,=0, i=1,2,...,n , persamaan (2.11) menjadi

=Cy(27)" | E™|

Berdasarkan persamaan (2.6), jika #; =0, i=1,2,...,n maka persamaan (2.6) tersebut

merupakan integral bersama dari p.d.f bersama X, ., X, . Dengan demikian

Cf...fex{t.x_(x—un:(x % -

Akibatnya, persamaan Cy/(27)" |E™' | yang merupakan bentuk lain dari

persamaan (2.6) harus sama dengan 1.

Cy(2z)"|E™| =1

Diperoleh :
c-__ 1
J27) | ET
Maka terbukti bahwa, jika C = —— maka

J27) | ET

X ) m e ex _(X_”)‘E(X_”)
fs( IERSERERD) n) W p|: 5 },

—o<x, <o, i=L2,...,n

Merupakan suatu p.d.f bersama dar1 X, .X,,..., X  yang bertipe kontinu. Bentuk

p.d.ftersebut disebut Nonsingular Multivariat Normal.
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Kedua akan ditunjukkan p.d.f distribusi multivariat normal adalah :

x—p) C'(x-
f4(X;u,C)=+eXp e € "),

(27): ] ?

—0<x, <o, i=12,....n

Berdasarkan penjelasan pertama, berikut ini bentuk m.g.f dart X, X,,..., X

I S B I CDL G
M L L./(zz)”|E1| 1{ . }L‘l .

-l
:;.exp(t'u). (27)" | E™ |~eXP(tE tj
(27) |E") g

(, t'E'ltj
=exp| t'n+ >

Misalkan elemen-elemen dari matriks simetris E™ yang definit positif adalah

o.,i=12..,n,j=12,.,n, 6 maka

ij 2

2
M(o,...,o,zl.,o,...,o):exp(,iui+a;zi j

adalah m.g.fdar1 X,,i=1,2,...,n, sehingga disimpulkan
X, ~N(p.,0,),i=12,..n.

Jika i # j, maka

ol +200 1t +0 1
M (0,..,0,,,1,,0,...,0) = exp| £, +1 41, +

R AL ELI TR EE >

adalah m.g f dari distribusi Bivariat Normal.

Dapat ditunjukkan bahwa o, adalah kovariansi dari variabel random X,
dan X . Oleh karena itu, p dimana n= [ JTA 7 ,un] menyatakan mean dari
variabel-variabel random X, X,,..., X, dan elemen-elemen diagonal E™
menyatakan variansi variabel-variabel random X, X,,..., X, yaitu

i=1,2,..,n, sedangkan elemen selain diagonal E" menyatakan
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kovariansi variabel-variabel random X, X,..., X, , yaitu 0, = p,0,0,,i# j.

Selanjutnya E™ dijabarkan menjadi

Oy O 0 Oy,
Oy Oy 0 Oy,
Gnl GnZ o Gnn

sehingga E" adalah matriks varians-kovarians X yang berdistribusi multivariat
normal, dan E™ biasanya dinotasikan dengan C.
Dengan demikian, p.d.f distribusi multivariat normal adalah :
. 1 1 o
fi(xp,C) = ————expy——(x—n) C'(x~n)
(27)4|C]
—wo<y <o, i=12,...,n

dan m.g f distribusi multivariat normal adalah :

M(ll,...,ln):exp[t'qu%j.l

2.5 Distribusi Binomial

Pada percobaan pelemparan koin, hasil yang mungkin yaitu muka atau
belakang. Dalam statistika, suatu percobaan acak yang memiliki dua kemungkinan
hasil disebut percobaan bernoulli. Hasilnya biasa dikenal juga dengan sukses-
gagal.

Misalkan X adalah variabel random yang berhubungan dengan suatu
percobaan bernoulli yang didefinisikan sebagai berikut :

X (sukses)=1 dan X (gagal)=0.

p.d.f dari X dapat ditulis :

fi(x)=6°(1-6)", x=0,1

=0

(2.12)
, lainnya

variabel random X dikatakan mempunyai distribusi bernoulli.
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Misalkan n percobaan bernoulli dilakukan dengan antar ulangannya
independent dan probabilitas sukses tiap percobaannya 6. Jika dimisalkan variabel
random X adalah jumlah kejadian sukses dari # percobaan bernoulli dengan x= 0,

1, ..., n, dan n-x banyaknya kejadian gagal, maka jumlah kemungkinan kejadian

2

x sukses dalam » percobaan adalah :

[ijﬁlx)' (2.13)

Karena antar percobaannya independent, probabilitas sukses dari tiap percobaan

sama yaitu € dan probabilitas gagalnya 1- 8. Dengan demikian probabilitas tiap
kemungkinan kejadian sukses adalah 6* (1 - (9)H. Dengan demikian, p.d.f dari X

yaitu :

n n-x B
fl(x):[xje (1-6)"", x=0,1...,n 21
=0

yang lainnya

2

Suatu variabel random yang memiliki p.d.f seperti di atas disebut berdistribusi
binomial dengan parameter # dan 0, biasanya ditulis X~B(n, 0). M.g.f dari

distribusi binomial yaitu :

M(l) :Zx:ele(x)

=[(1-0)+0¢' | (2.15)

berdasarkan m.g.f ini, dapat dicari mean dan variansi dari variabel random X yang

berdistribusi binomial, yaitu :
M'(1) =n[(1-8)+6e' | (6¢')
=noe'[(1-6)+6¢' |
p=M'(0)=no. (2.16)
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—2

M"(t) =nbe' [(1 -0)+ (%’]ni1 +nfe' (n— 1)[(1 —0)+06¢' ]n (Qe’)

= n[(l -0)+ Qe’]nfl (Qe’) +n(n- 1)[(1 —0)+0e' ]H ((9e’)2 .

62 :M”(O)—/UZ

=n((1-6)+6)" 0 +n(n-1)((1-6)+6)"" 6> —(no)’
=nf+n(n-1)0° —(11(9)2

:n9(1+(n—1)9—n9)
=nB(1+nf -6 —nb)

=n0(1-6).

2.6 Distribusi Beta

(2.17)

Misalkan X; dan X; adalah 2 variabel random independent yang memiliki

distribusi gamma dengan parameter («,1) dan (3,1), @ >0,8>0.P.d.f dari X;

yaitu :

l o—1 *xll
H) = i

_ l x -1 _-x
T
=0,

P.d.f dari X; yaitu :

1 Lo

_]{7 (xz) = r(ﬂ)lﬁ xlﬁ /
_ 1 A1 ,—x
= —1" (ﬂ) X" e,

=0,
P.d.fbersama X; dan X; adalah :

0<x <o

lainnya

0<x, <o

lainnya

(2.18)

(2.19)
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[ (x.x,) = f00)f(x,)
1
=—————x“x/ e, 0<x <0,0<x, <0 (2.20)

L@ (p)
=0 Jlainnya
dimana o >0, >0.
Misalkan V7 = X;+X; dan ¥, = X1/(Xi1+X2).
Maka transformasinya adalah
e y =x+x, dan

— xl
[ ] y2 =

X, +x,
dan inversnya yaitu
* x =)y, dan
o x,=y0-y,).

V2 Y

=—), #0.
-y, —-x

Sehingga Jacobiannya adalah .J :‘

Transformasi tersebut adalah transformasi satu-satu yang memetakan dari
A:{(xl,x2)10<x1 <0,0<x, <oo}
Ke

B:{(yl,yz):0<y1<oo,0<y2<l}.

Diperoleh p.d.f bersama dari ¥; dan 1, :

Fup)=Fr(nyan-y))IJ|

1 . 0 (e

=| W | 1_,(0[)1_,(ﬂ) (ylyZ) 1(y1(1_y2))ﬁ le Gz )
S ) () (=) e

1 1—‘(a)l—‘(ﬂ) 1.2 1 2

-1 p-1

Yo (l_yz) a+f-1 -y
= ! O<y <0, 0<y, <1

rr(g) ' " NEBTERE g
=0 , lainnya

P.d.f marginal dari ¥, adalah :
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() =]Of(y1,y2)dy1

00 o-1 p-1
_ (1-5) a+f1 =5 g
F(a)r(ﬂ) yl e yl

ot_,

23

a1 p-1 ©
yz (l yz) DHﬁ*l i 2992
I'(@)T(4) “*ﬂl Fla+py © @ (222)
Diketahui bahwa p.d.f dari distribusi gamma yaitu
l a-1 7%
SR S 0
£ (x) F(a),b’”x e’ <X <0
=0 , lainnya
dengan parameter « dan [ .
Maka ;xmﬁ*le’y1 adalah p.d.f gamma dengan parameter  + £ dan 1.
F(a +,B)
Sehingga
].O 1 — o+ p-1 Jﬁdy =1.
I(a+p)" :
Maka (2.22) menjadi :
¥, (1= y,) o p
f : +B) | =" ey
0 =y T Ay
=1
F(a + ,B) . ~
1=y, 0 1
1—‘( )F(,B)yz ( yz) b <y2<
=0 , lainnya

Variabel random Y, yang memiliki p.d.f seperti di atas, dikatakan berdistribusi

beta dengan parameter & dan [
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2.7 Exchangeable

Variabel random X, X5, . . ., X, dikatakan exchangeable jika untuk setiap
permutasi 7y, . . ., iy dari bilangan bulat 1, . . ., n

ll_ 1

Pr{X. <x, X, <X, X, an}:Pr{X1 <x, X, <x,,00,X, an}

Untuk semua x1, . . ., X

Artinya, »n variabel random dikatakan exchangeable jika distribusi bersamanya
sama bagaimanapun urutan observasinya.

Variabel random diskrit akan exchangeable jika

Pr{X. =X

i

,Xl-z :xz

X, :xn}:Pr{X1 =x,X,=%,...,X, :xn}

gesey i

Untuk semua permutasi 7y, . . . , i, dan semua nilai xy, . . ., x,,. Ini ekivalen untuk

menyatakan bahwa

F(x. %, x)=Pr{X, =x,X,=x,,... X, =x,}.
adalah sebuah fungsi yang simetri atas vektor (xl, Xy penns xn), yang maksudnya

adalah nilainya tidak berubah ketika elemen dari vektor dipermutasikan (Sheldon

M. Ross, 2002).
Bukti :

Akan dibuktikan
F(x. %, x)=Pr{X, =x,X,=x,,....X, =x,}

adalah sebuah fungsi yang simetri atas vektor (x,,x,,...,x,) dengan

menggunakan induksi matematik.

Definisi:
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Fungsi simetri pada » variabel adalah fungsi yang nilainya tidak berubah ketika

nilai variabelnya dipermutasikan.

Untuk 7 =2, akan dibuktikan
f(xlaxz) = f(x2:x1)~
e Berdasarkan definisi exchangeable, nilai dari probabilitasnya tidak

berubah ketika variabel randomnya dipermutasikan. Berarti

PriX, =x.X, =x,} =Pr{X,=x.X,=x}=Pr{X,=x.X,=x,} (223)

Diketahui bahwa f(x,,x,)=Pr{X, =x.,X, =x,}.
Berdasarkan (2.23), maka diperoleh
f(xl,xz) :Pr{X1 =x,X, = 2}
=Pr{X,=x,X =x,}
=Pr{X =x,,X,=x}
= f(xzaxl)
Maka terbukti bahwa f(x,,x,)= f(x,,x,).
Berarti f(x,,x,)=Pr{X, =x,X, =x,} adalah fungsi yang simetri atas

vektor (x,,x,)

Untuk n =3, akan dibuktikan
f(x1:x27x3):f(x1:x3ax2):"':f(x3ax2:x1)~

e Berdasarkan definisi exchangeable,

PriX, =x,X, =x, X, =x,}=Pr{X, =x,X,=x,X, =x]

:PT{X1:X1:X3:x27X2: 3}. (2.24)

:Pr{X3 =x,X,=x,,X,= x3}
Universitas Indonesia

Metode bayesian..., Nafia Aryuna, FMIPA Ul, 2010



Diketahui bahwa f(x,,x,,%,) =Pr{X, =x,X, =x,, X, =x,}.
Berdasarkan (2.24), maka diperoleh
f(xl,xz,xS) :Pr{X1 =x,X,=x,, X, :x3}
:Pr{X1 =x,X;=x,,X, :x3}
:Pr{X1 =x,X, =%, X, :xz}
:f(x1:x3:x2)
f(x1:x27x3) :f(x1:x3:x2)
:Pr{X1 =x,X;=x,,X, :x3}

:Pr{X3 =x,X,=x,X, :x3}
:Pr{X1 =x,X,=x,,X; = xl}
:f(x3,x2,xl)

Maka terbukti bahwa

f(x1:x27x3):f(x1:x3ax2):"':f(x3ax2:x1)~
Berarti f(x,,x,,x,)=Pr{X, =x,X, =x,, X, =x,} adalah fungsi yang

simetri atas vektor (x,,x,,x;).

Untuk n =4, akan dibuktikan
f(xl,xz,xS,x4) :f(xl,xz,x4,x3) =.. :f(x4,x3,x2,xl).

e Berdasarkan definisi exchangeable,

Pr{)(i1 :xl’Xiz :x2’Xi3 :x3’Xi4 x4}:Pr{X1 =x, X, =x, Xy =x.,X, =x4}
:Pr{Xl =x,X,=x,X,=x,X,= x4} (225)

=Pr{X4 =x, X, =x,X,=x.X, = x4}

Diketahui bahwa f(x,,x,,%;,%,) =Pr{X, =x,X, =x,, X, =x,, X, =x,}.

Berdasarkan (2.25), maka diperoleh
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f(xl,xz,x3,x4) :Pr{X1 =x,X,=x,X,=x,,X, :x4}
:Pr{X1 =x,X,=x,,X,=x,,X, :x4}
:Pr{X1 =x,X,=x,,X;,=x,,X, :x3}
:f(x1:x2:x4ax3)

f(x1:x2:x3:x4) = f(x1:x2:x4ax3)

:PT{XI :xl’)(2 :)(,‘2,)(4 :)(,‘3,)(3 :x4}

:Pr{X4 =x,X;=x,,X, =x,X, :x4}
:Pr{X1 =x,X,=x,X,=x,,X, :xl}
:f(x4,x3,x2,x1)
Maka terbukti bahwa
f(x17x2:x3:x4):f(x1:x27x4:x3):"':f(x4:x3:x2:x1)~

Berarti f(x,,x,,x,x,)=Pr{X, =x,X, =x,,X, =x,, X, =x,} adalah

fungsi yang simetri atas vektor (x,,x,,x,,x, ).

Untuk 7, akan dibuktikan
f(xl,...,xn):---:f(xn,...,xl).

e Berdasarkan definisi exchangeable,

Pr{X. =X,... X, :xn}:Pr{X1 =X.....X, :xn}

a

: (2.26)
:Pr{Xn =X,...,X, :xn}

Diketahui bahwa f(x,,...,x,)=Pr{X =x,...,X, =x,}.
Berdasarkan (2.26), maka diperoleh
F(x,..x,)=Pr{X, =x,.... X, =x,}

:Pr{Xn =X, X :xn}
:Pr{X1 =X,...,X, :xl}
=f(x,..0x)
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Maka terbukti bahwa f(x,,...,x, ) == f(x,,...,x,).

Berarti f(x,,...,x,)=Pr{X, =x,.... X, =x,} adalah fungsi yang simetri
atas vektor (x,...,x,).

Maka terbukti bahwa £ (x,,...,x,)=Pr{X, = x,...,X, = x,} adalah fungsi

yang simetri atas vektor (x,...,x,).m

Contoh :

Bola diambil satu persatu tanpa pengembalian dari sebuah ember yang berisi
bola dan diantara » bola tersebut terdapat &£ bola yang khusus. Tiap pengambilan
bersifat equally likely atas sejumlah bola yang tersisa pada ember tersebut saat

pengambilan. Misal X, =1 jika bola ke-i yang terambil adalah bola khusus, dan
X, =0 jika yang terambil bukan bola khusus.

(x,.x,,...,x,) adalah vektor yang mengandung 1 sebanyak k kali dan 0 sebanyak

n-k kali.
Misalkan vektor (1,1,0,1,0,...,0,1), maka

27 27 20"

—1n- - k- kW (n—-Fk)!
f(11,0,1, ,...,0,1):51‘ In—kk-2p-k-1 11_Kk(n-k)!
nn—-1n-2n-3 n—4 21 n!

karena ini adalah fungsi yang simetri atas (xl, Xy ,enn, xn) , maka variabel

randomnya exchangeable.
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BAB3
METODE BAYESIAN DALAM MENAKSIR PARAMETER PADA m
DISTRIBUSI BINOMIAL

Misalkan X, X,,---, X, adalah variabel random berdistribusi binomial
yang saling independent dengan asumsi antar 6, saling berkaitan. Untuk setiap
i (i=1,..,m), prior dari 6, berdistribusi beta. Prior beta dipilih dari prior natural

conjugate dari distribusi binomial.

Pada kasus ini, penaksiran parameter 6, tidak menggunakan 6, secara
langsung melainkan melalui sebuah transformasi 6, dalam bentuk /ogit, yaitu :

a,=In0 ~-In(1-6,) (i=L--,m). (3.1)
Dipilih transformasi /ogit karena dengan transformasi ini, bentuk ¢, lebih mudah
ditransformasi kembali dalam bentuk &, . Penaksiran 6, dimulai dengan

penentuan distribusi prior ¢;.

3.1 Distribusi Prior untuk ¢,

Tahap awal dari penaksiran parameter menggunakan metode Bayes adalah

penentuan distribusi prior dari parameter tersebut yaitu 6, . Namun, karena 6,

ditaksir melalui bentuk /ogimya, maka distribusi prior yang akan digunakan

nantinya merupakan distribusi prior dari bentuk /ogif yaitu ¢, . Distribusi prior
dari ¢, i =1,---,m, dijelaskan dalam dua tahap, yaitu :
1. @, berdistribusi normal dan independent dengan mean 4 dan variansi o,

dengan x dan o’ diketahui.

2. Mean p terdistribusi secara uniform sepanjang garis riil.

47
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Tahap kedua pada distribusi prior ¢, diperlukan untuk menjembatani
estimasi parameter 4 pada tahap pertama. Distribusi prior ini bersifat
exchangeable untuk setiap «,, dimana «, memiliki informasi prior yang sama dan
informasi itu similar untuk seluruh subset dari himpunan parameter
{al,az,...,am} ; dimana o, &, i # j, terkait dengan 6,6, (i # j) yang berasal

dari distribusi binomial dengan ukuran sampel yang sama.

3.2 Fungsi Likelihood untuk ¢,

Diketahui X, X,,---, X, berdistribusi binomial dan independent, dimana

X, ~B(n,0)). P.d.fbersama dari X, X,,---, X,,, yaitu :

i271

fl(xl)fl(xz)fl(xm)
) gy ) gy

(x,)(n, —x,)!

Persamaan ﬁ
i=1
@, ditulis :
L(0]x) :ﬁ—("f)! 67 (1-6,)" "
() (m —x )t l '
Karena akan dicari taksiran ¢, melalui ¢, maka bentuk 6, pada L(0|x) dapat

%

ditulis kembali dalam bentuk —

0]

menjadi fungsi dari o dalam bentuk Z(a|x) sebagai berikut :

. Sehingga L(0|x) dapat ditulis ulang

Universitas Indonesia

Metode bayesian..., Nafia Aryuna, FMIPA Ul, 2010



31

L(a|x)= ﬁ(x)( )9 (1-6)""

I 112 ()

et 1 e 1 & 1

—x)!| (lJre”i)xl.(lJreoi)H1 (lJre”‘z)xz.(lJre%)w2 (l+e”‘f")%(l+e”‘f")%%

T (3.2)

L(a|x)=4| ——— (33)

Persamaan (3.3) merupakan persamaan fungsi likelihood dari @ yang akan
digunakan pada pembentukan posteriornya. Pada pembentukan distribusi
posterior, akan dibagi atas dua kasus yaitu variansi prior diketahui dan variansi
prior tidak diketahui. Pada tugas akhir ini hanya akan dibahas variansi prior yang

diketahui.

3.3 Distribusi Posterior untuk ¢,

Mengacu pada metode Hierarchical Bayes seperti pembahasan di 2.1.1,

distribusi posterior dapat ditulis sebagai :
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p(61%)% £ (x16)4(817)h(7)
Dengan :
e f(x|0) adalah fungsi likelihood.
e 1 (9 | 7/) adalah fungsi prior dari @ yang bergantung pada parameter lain
yaitu y (hyperparameter), dan
* 1, () adalah fungsi kepadatan dari y .
Dalam metode Bayes, f(x|6) memiliki makna likelihood dari 6 diberikan x,
dan ditulis L(6]x).
Pada masalah ini, posteriornya dapat ditulis sebagai berikut :
p(a,,u|x,62) OCL(a|x)hl(a|u,02)h2(u) (3.4)

yang mana p(a, Ul x, 62) merupakan posterior bersama dari a dan x, karena

h (a | 1L, 62) (priornya) bergantung pada parameter u . Berdasarkan penjelasan di

sub bab 3.1 dan 3.2, diketahui :

iZZI:Dtixi
a. L{a|x)=4|— ¢
1+e”
[(1+e)
, 1 m ZI(OZI-—,U)Z
b. hl(a|,u,a )—(G 27[} exp —T ,

perkalian dari m distribusi normal,
c. h(p)=1,
merupakan probabilitas 4 ada di daerah sepanjang garis riil.

Sehingga, bentuk posterior pada (3.4), dapat dituliskan kembali sebagai berikut :
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p(a,,u|x,02) o L(a|x)h, (a|,u,62)h2 (u)

ocexp[ialxljﬁ(l—l—e ) e —1—2 1

i=1 i=1 20

2
oc exp(zm:aixijﬁ(bre“" )w exp| ——————

-1 izl 20

Jika bentuk akhir dari persamaan di atas disusun ulang maka akan diperoleh:

p(a,ﬂlx,az)ocexp(iax,]ﬁ(ne )" exp| ~ 2 o

2
i-1 i=1 20

m i m
ocexp(Zaixi].exp -= H(l+e )
i=1

oc exp{iaixi —%Gzzm:(ai —,u)z}ﬁ(lJre“" )7”1' . (3.5)

i=1
Untuk memperoleh bentuk posterior ¢, yang tidak bergantung pada x , maka

dilakukan integrasi terhadap 1 .

Integrasi ini mengakibatkan x dapat dinyatakan dalam bentuk @ =m"' Y o,
k=1

(lampiran 1). Sehingga hasil bentuk posterior dari ¢, yang tidak bergantung s,

yaitu :
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12 (a | X, 02) oc exp{zm: ax, —%Gzzm:(ai —ﬁ)z}ﬁ(lJre“" )7”1' . (3.6)
i=1 i=1 i=1

Jadi, persamaan (3.6) adalah persamaan posterior marginal dari « .

Jika persamaan (3.6) dijabarkan, maka diperoleh bentuk (1) dan (2), yaitu:

> 1y o)
plalx?)r e TRy e H
i=1
Zm:“fxf n o _li(“f—za)
i § (GO R 3.7)

O
Dengan (1) merupakan likelihood ¢, dan (2) adalah p.d.f multivariat normal yang

matriks varians kovariansnya merupakan matriks diagonal. Modus posterior akan

memberikan penyelesaian persamaan yang baik, dimana nilai ¢, akan

memaksimalkan fungsi (3.6). Taksiran dari 6, dapat diperoleh dengan

. 2
menyelesaikan persamaan turunan pertama In p, (a |x,0 ) sama dengan nol.

P1(“|X,GZ)=exp{ini:aixi (a a)Z}ﬁ(He )"

i=1

. hﬁ@+e) }

i=1
(1 +e“")

Berikutnya, akan dicari turunan pertama dari In p, (a | X, 62) terhadap «;.

In p, (a | x,az) = ln{exp{zm:aixl_ —
i=1
i=1

o ulne) {Za LRI 1n(1+e0‘i)}

i=1

oo, oa,

1 1

= ! (o, —&)-n L o
o Tltet
. oln p, (e x.0°) .
Kemudian, samakan 5 dengan 0, yaitu :
a,
1 1
X, — 2(a, —X)—n e“ =0
' 207 (o ~2) 1+e%
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Jika bentuk ini dikalikan 1 , maka diperoleh :
n.

1

1 o
I+e%

X, — .
" 207

2(a, —@)—n,

ﬁ_(ai—o_z)_ﬁ e” —0 (3.8)

2 : ;
n,  no n, 1+e”

a yang memenuhi persamaan ini, sebut & (yang merupakan modus posterior).

Persamaan (3.8) disusun ulang, sehingga diperoleh :

= =t 7 (3.9
1+e” n no

i

s merupakan bentuk lain dar1 6, . Namun, persamaan (3.9) yang dihasilkan
+e%

adalah bentuk taksiran yang implisit untuk &, karena nilai ¢ dan & tidak dapat
diketahui dari data. Dengan demikian, perlu dicari taksiran ¢, yang dapat dihitung

langsung dari data.

3.4 Likelihood Modifikasi

Dart hasil sebelumnya, &, merupakan taksiran untuk «,. Akan tetapi, dari
&, belum bisa diperoleh taksiran untuk &, . Oleh karena itu, melalui ¢, akan dicari
taksiran untuk ¢, yang eksplisit. Hal ini dijembatani oleh pembentukan likelihood

modifikasi yang didasarkan pada aproksimasi normal pada posterior (bab 2.3).
Pada bab 2.3 telah ditunjukkan bahwa posterior dapat diaproksimasi oleh
distribusi normal. Dengan demikian, langkah pertama adalah mencari matriks

varians-kovarians untuk mencari aproksimasi dari p.d.f multivariat normal atas
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posterior. Langkah selanjutnya adalah penyesuaian p.d.f multivariat normal pada

posterior dan kemudian pembentukan likelihood dari posterior yang disesuaikan.

3.4.1 Matriks Varians-Kovarians untuk P.d.f Multivariat Normal

Bentuk posterior yang dihasilkan pada persamaan (3.7) merupakan bentuk
perkalian likelihood dengan p.d.f multivariat normal. Pada bab 2.3 telah
dijelaskan aproksimasi normal pada metode Bayes untuk distribusi posterior.
Berdasarkan penjelasan tersebut, persamaan (3.7) dapat diaproksimasi dengan

p.d.f multivariat normal, yaitu :

L(a)z—i exp _(o-8) Czl (a-3) (3.10)
(27)2 4[]

Dengan :

@ adalah matriks mean dari @ berukuran mx1, @ =(&,.....@,) , dan

e (C adalah matriks varians-kovarians yang diperoleh dari invers matriks
informasi.

Dibawah asumsi normal, mean identik dengan modus, sehingga mean ¢, dapat
diaproksimasi oleh modus ¢;.

Diketahui bahwa matriks varians-kovarians diperoleh dari invers matriks
informasi. Oleh karena itu, terlebih dahulu dicari matriks informasinya. Misal

matriks informasi dinotasikan dengan /,,. Entri dari matriks 7, yaitu a,,

diperoleh sebagai berikut :
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821np1(&|x,02)

a. = =—
4 od, 04, od, 04,
0 xi_(ai_za)_ it ° a]
o I+e
o ad,
(0?1 —mlzm:dk] i
o|x, = 2k:1 M ¢ g
o 1+e”
- O& .
J
. 1 4 e’
untuk i = j— a, =— ——2(1—m )—nl.. —
o (1+e“")
=—(t-mM)en——g (11
o (1+e“"
untuk i # j — a, = —Lzm’1 (3.12)
o
Jika disusun dalam bentuk matriks, maka 7, adalah :
1 ¢ 1 1 |
—(1=ni')+n. - -
) (1) = =
1, | e® 1,
——m —|1-m" | +n, - ——m
1,= o 0'2( ) (lJreD‘l)2
1 —1 1 1 1 1 e&'"
—— —— —(1=m*)+n,,
O_2m O_2m 0_2( m ) n, 1+e§%)2

Entri dari matriks yang merupakan invers /, adalah :
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u, +m’ (62 —u)i1 u’ (l' = j)

m (62 —u) u, (i#j)

Dimana
1 2 & &\
u, =0 " +ne ’(l+e )
dan

m
Z”k
— i=1

m

U

Jika C; disusun dalam bentuk matriks »xm , menjadi

_”1 ! (02 —u)f1 uf ' (02 —u)f1 wi, - ' (02 —u)f1 mi,
C— m' (02 —u)f1 wy, u, +m (02 —u)f1 uz2 coom! (02 —u)f1 uu, (3.13)

i m' (02 —u)f1 u,u, ' (02 —u)f1 wu, U, +nr! (02 —u)f1 uj,

Matriks (3.13) merupakan matriks varians-kovarians pada persamaan (3.10).

3.4.2 Penyesuaian P.d.f Multivariat Normal pada Posterior

P.d.f multivariat normal pada persamaan (3.7) memiliki matriks varians-
kovarians yang diagonal. Sedangkan pada (3.13), matriks varians-kovarians yang
dihasilkan bukan matriks diagonal. Untuk mendapatkan matriks diagonal,

diperlukan adanya penyesuaian. Dalam penyesuaiannya dilakukan dengan
mengambil kasus khusus o ~ o pada taksirannya yaitu pada persamaan (3.9),

dan pada matriks informasinya yaitu persamaan (3.11) dan (3.12). Dengan

%

: - . e o : .
pemisalan seperti ini, bentuk dari s dan matriks informasi adalah sebagai
+e%

berikut :
1. Taksiran 6,
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Q@
= | =
|

Q@

= | =
|
(@]

Q@
= | =

Jika kita selesaikan persamaan di atas, diperoleh

I+e" n
ne” =x, +xe”
di —

e (n—x)=x,

e =

(n-x,)
Dengan mengambil logaritma pada kedua ruas, diperoleh :

a4\ _ x;‘
In (e ) =In m
& =Inx, —In(n, —x,)
Notasikan &, dengan /, diperoleh :

[, =Inx,—In(n —x,) (3.14)

Matriks informasi

a. untuk i= j,

a, = ?(l—m’l)Jrn 1+ee15‘z )2
zl(]—m71)+nl ¢ 3
N , (1+e5‘")
=0
an (3.15)
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Jika diberikan data x, dan n,, maka persamaan (3.15) dapat dinyatakan
secara eksplisit sebagai fungsi dalam x, dan n, saja, dengan penjelasan

sebagai berikut :

o laefi s N _mox+x n
B (nl.—xl.)_ (nl.—xl.) _(nl.—xl.)
L1 (n-x)
l+e% n o

L 1
(nl. —xl.)

Sehingga persamaan (3.15) menjadi :

e’ e’ 1
nl..—~2 =h,. o =
(l+e”i) (l+e’) I+e™
_p 5 mn)
nl nl
— xz (ni - xz)
ni
sehingga
x,(n,—x,)
_ i i i
a, =———>==.
n.

1

Jika bentuk ini dimisalkan v, dengan

X (ni B xi)
2

40

v, ="
ni
maka :
n,
= 3.16
K xl.(nl.—xl.) (3.16)
x5t x (ni_xi) + X; _ 1 + 1
Cx(n-x)  x(n-x) x(n-x) x (n-x)
b. untuk i # j
a, :—Lzm1
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Jika entri-entri ini disusun dalam bentuk matriks informasi, maka matriks

informasinya yang baru (telah disesuaikan) adalah :

| _
— 0 0
vl

o Lo
I = v, . (3.17)
1
0 0 —
L Vm_

Dengan bentuk 7, seperti di atas, diperoleh matriks varians-kovarians yang baru

adalah :
Vl O O
. 0O v, -+ O
c=. . | (3.18)
0 O y

Perhatikan kembali persamaan (3.10),

’

7, (a)= +exp (0-a) C'(a-7)
(27)24fC ?

’

dengan a=(&,....a,) .

ey m

Pada persamaan (3.13) &, =/,

Karena ¢, identik dengan «,, sehingga &, =/ =,

1

Dengan demikian, @ =(&,,...,, )' =(1,....1,).

e O
Dengan penyesuaian yang dilakukan pada persamaan (3.14), (3.17) dan (3.18),
persamaan (3.10) dapat dituliskan kembali sebagai berikut :
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(2x)7 |[d] p{

= — ! exp
(277)5 RVASLE T

1

2

) (e

Misal

>{

(2ﬂ)?ffiv}jexp{;{éi

(a-@) C’ (aﬁ)}

24 _ll
&, _12

~

42

0
al ll
0 a, -1,
am - lm
1
v, |

2

_gr%—M?g%

LY L (e h)
A% A%

2 m

diperoleh aproksimasi pada posterior yang disesuaikan yaitu :

i=1

(3.19)
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3.4.3 Pembentukan Likelihood dari Posterior yang Disesuaikan

Perhatikan kasus o’ ~ o pada distribusi posterior, persamaan (3.6),

menjadi :

2 ((l |x,0° zoo):BeXp{iaixl}

i=1

=

Il
—

(1+¢%)" (3.20)

1

Dimana

B= TL d, 1972).
1;[ x—l n—x—l) (T Leonard, )

Dengan membandingkan persamaan (3.20) dengan persamaan (3.3), yaitu :

a. Persamaan (3.20)

pz(a|x,azzoo):Bexp{iaixi}ﬁ(lJre“l) ', B= ﬁ x —l |(ln l_); —l)

i=1 i=1 i

b. Persamaan (3.3)

L(a|x):A.exp{Zm:aixi}ﬁ(l+e )", H

i=1 -1 n —X )

Terlihat bahwa bentuk fungsional kedua persamaan tersebut adalah sama, kecuali

konstantanya. Sehingga dapat diperoleh hubungan:

L(a|x)=4B"p, (0!|x,c72 NOO)

:Dpz(oz|x,c72 NOO)

= Hvl_ . (berdasarkan (3.16))
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Melalui hubungan di atas, L (a | x) =Dp, (a |x,0° ~ 00) dapat diaproksimasi
dengan L' (a|x)=Dp" (a |x,0° ~ oo), yaitu :
L'(a|x)=Dp’ ((l |x,0° ~ oo)

= DB’ exp{—%Zvil (o, —ll.)z}

=1i[vi~{(2”) (fl[vi;jexp{—%zvil(“i‘é)ﬂ
~(27)* Hv .fl[vi;exp{‘%zvi (@ _4)2}

(berdasarkan (3.19))

S

1 1
I (alx) = (27) " v exp{—%ZVil (@ _4)2} G21)
Dengan demikian L' (a|x) adalah aproksimasi untuk likelihood pada persamaan

(3.3).
Hingga pada tahap ini, telah dilakukan penyesuaian terhadap posterior dan

diperoleh likelihood modifikasi. Selanjutnya, kembali pada ke permasalahan

utama dari penulisan tugas akhir ini, yaitu mencari taksiran untuk 6 dengan

memaksimalkan fungsi likelihood (ingat kembali bahwa pada tahap awal (bab 3.3,
hal 30-31), hal ini sudah dilakukan namun taksiran yang dihasilkan adalah

taksiran yang implisit).

3.5 Taksiran «;, Eksplisit

Kembali lagi pada keadaan o sembarang, akan dicari aproksimasi untuk

distribusi posteriornya. Persamaan p, (a | x,az) pada (3.6) diaproksimasi dengan

# 2 .
p (a|x,a ), dimana
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pl*(a|x,02) OCL*(a|x)exp{—%G22(0@—07)2}
ocexp{—%z\)il(ai—L)Z}exp{—%a22(051.—07)2}
# 2 1 O > 1 2
12 (a|x,a )ocexp{—zzi:vi (o, —1) axd Zj:(ai—a)} (3.22)

Dari p,’ (a | x,az), akan diperoleh estimasi «, .
Estimasi ¢, diperoleh dari menyelesaikan turunan pertama

Inp,(a|x,07) sama dengan nol, yaitu :
npy (alx,0%) = ln{exp{—%zi:vil (a,-1) —%azz(ai —a)ZH
R T . N

Turunan pertama In ;" (a|x,07) yaitu :

1 _ | —
g alxe) |32 @1 3o )

ox, ox,
B a -
:Vil(az lz)+( l 2 )
o
~ B .
=V, laz -V llz =
2 2
o o

Samakan — olnpy (a %0 )

dengan nol, sehingga diperoleh :

oq,
_ a o
via,-v+—4-—==0
o
v'ia +— =y +—
i i 2 Vi Y 2
o
_ a
a, V11+—2 —vllllJr—2
o

Katakan ¢ adalah o yang memenuhi persamaan ini dan persamaan tersebut

disusun ulang, diperoleh :
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Jika keseluruhan ¢, dijumlahkan untuk 7 =1,

ISTH

---,m , maka diperoleh
=1

dimana

I = > (62 +v, )71 /Z (62 +v, )71 (T. Leonard, 1972).

Sehingga didapat mean posterior
. vl +oil
Ela |x)r ——+r 3.24
R 624
Bentuk yang lebih sederhana dari (3.24) yaitu
E(a, |x)~¢l +(1-¢)1

dimana

62

1 (62 + vl.)
Mean posterior @, merupakan estimasi untuk ¢&,.

Jadi, dengan menyelesaikan tahap ini telah diperoleh estimasi untuk ¢,

yaitu E (0?1. | x), yang dapat dihitung langsung dari data yang disajikan dalam x,

6 =

1

dan n, . Hasil penghitungan £ (0?1. |x) dapat disubstitusi langsung pada persamaan
e’

“Tio dimana nilai &, diperoleh dari £(g, |x).
+e
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BAB 4
CONTOH APLIKASI

Dalam bab ini akan diberikan contoh dalam mencari taksiran parameter

(@) pada data binomial dengan menggunakan metode Bayes.

4.1 Sumber Data

Pada contoh aplikasi ini, diberikan data dari 10 kursus pada 1 lembaga
tertentu. Tiap kursus diketahui jumlah siswa yang dikategorikan pada jenis
kelamin yaitu perempuan dan laki-laki. Jumlah siswa perempuan dinyatakan

dengan X,, dimana X, merupakan variabel random yang berdistribusi binomial

dengan probabilitas 6 , dan n. (=1, . . ., 10), jumlah total siswa pada kursus ke-i.
Dengan demikian jumlah siswa laki-laki pada kursus ke-i yaitu n, —x,. Siswa

boleh mengikuti lebih dari satu kursus. Akan tetapi, pemilihan kursus ke-7 tidak
bergantung pada pemilihan kursus yang lainnya. Sehingga jumlah siswa
perempuan yang mengikuti kursus 7 tidak bergantung pada jumlah siswa

perempuan pada kursus lainnya. Dengan demikian antar X, independent. Pada

tabel 4.1. akan diberikan input data yaitu berupa jumlah perempuan dan laki-laki.

Tabel 4.1. Klasifikasi siswa bergantung pada jenis kelamin
Kursus (/) | Perempuan (x;) | Laki-laki (n,—x;)

7 20
2 3 13
3 3 12
4 10 16
5 11 84
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6 42 47
7 5 22
8 32 40
9 45 57
10 12 72

Diketahui bahwa variansi populasi yaitu o” =0.296.

Asumsi exchangeable berlaku karena kursus berasal dari 1 lembaga
tertentu. Sehingga tiap kursus memiliki kebijakan yang sama dan tidak ada
kebijakan yang mempengaruhi jenis kelamin pada kursus tertentu. Dengan
demikian informasi prior yang ada sama untuk setiap kursus. Asumsi
exchangeable akan tidak berlaku jika urutan kursus mempengaruhi penelitian.
Misalnya tahun kelulusan; pada kursus pertama memiliki tingkat kelulusan yang
lebih cepat dibandingkan dengan kursus ke 10. Hal ini tentunya urutan

pengambilan sampel akan mempengaruhi prior.

4.2 Analisis Data

Dalam contoh analisis ini, ingin diestimasi 6,,...,6,, yang merupakan
proporsi siswa perempuan tiap kursus. Diasumsikan siswa boleh mengikuti lebih
dari satu kursus, berarti proporsi jumlah siswa perempuan antar kursus memiliki
keterkaitan. Salah satu kegunaan dari estimasi ini adalah dapat memperkirakan
proporsi perempuan pada suatu kursus pada tahun yang akan datang. Dengan
menggunakan bantuan matlab, maka diperoleh hasil taksiran untuk 6,,...,6,, .
Berikut akan dijelaskan secara singkat taksiran dengan menggunakan metode
standar dan taksiran jika menggunakan hasil di bab 3 (taksiran aproksimast).
Taksiran tersebut akan dibandingkan dengan estimasi eksak yaitu proporsi

eksaknya.
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Jika hanya menggunakan metode standar, yaitu é = ﬁ, maka diperoleh :
n

Kursus 1 : él :ﬁ:%: 0.259

1

Kursus 2 : éz :&:%:0.188.

n,

Untuk kursus yang lain, é dapat diperoleh dengan cara yang serupa.

i

Dengan menggunakan hasil penaksiran di pembahasan bab 3 (selanjutnya akan

disebut taksiran aproksimasi), akan diperoleh taksiran sebagai berikut :

Kursus 1 : él =0.268

A~

Kursus 2 : 6, =0.239.

Untuk menilai mana taksiran yang lebih baik, antara metode standar dengan

penaksiran dari metode Bayes, perlu dibandingkan dengan sesuatu yang eksak.

Pada tugas akhir ini, nilai pembanding tersebut diperoleh dengan metode tertentu

yang tidak dibahas disini. Selanjutnya nilai pembanding itu disebut estimasi

eksak. Diketahui estimasi eksak pada kursus 1 dan kursus 2 adalah sebagai

berikut:

Kursus 1: 6, =0.267,

Kursus 2 : 6, =0.236.

Untuk lebih mudah memahaminya, berikut akan dirangkum dalam tabel yaitu:

Tabel 4.2. Taksiran pada tiap kursus (dalam persentase)
o Selisih taksiran
% perempuan o ‘ Selisih metode o
Estimasi Taksiran aproksimasi
Kursus (metode | standar dengan o
Eksak | aproksimasi o dengan estimasi
standar) estimasi eksak
eksak
1 259 26.7 26.8 0.8 0.1
2 18.8 23.6 239 4.8 0.3
3 20 243 245 43 0.2
4 385 345 34.6 4.0 0.1
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5 11.6 14.5 14.8 2.9 0.3
6 472 44.4 44.4 2.8 0.0
7 18.5 223 225 3.8 0.2
8 44.4 41.6 41.6 2.8 0.0
9 44.1 42.1 42.1 2.0 0.0
10 14.3 16.9 17.1 2.6 0.2

Pada tabel 4.2., rentang terbesar antara estimasi eksak dengan persentase
perempuan yaitu pada kursus 2 : 23.6 - 18.8 = 4.8 dan rentang terkecilnya yaitu
pada kursus 1 : 26.7 —25.9 = 0.8. Sehingga perbedaan antara persentase
perempuan dan estimasi eksak bervariasi antara 0.8 sampai 4.8. Sedangkan
perbedaan antara estimasi eksak dan taksiran aproksimasi tidak pernah melebihi
0.3 (rentang terbesarnya ada di kursus 2 dan 5) meskipun terdapat entri data

sekecil 3. Hal ini menunjukkan bahwa taksiran aproksimasi lebih baik

dibandingkan dengan metode standar dalam menaksir &,,...,6,, .
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BAB S
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada tugas akhir ini disimpulkan bahwa untuk
menaksir parameter (probabilitas sukses) yang saling berkaitan pada data binomial
dengan menggunakan metode Bayes, terlebih dahulu dilakukan transformasi /ogit
dari parameter tersebut. Hal ini dilakukan untuk kemudahan dalam penaksiran.
Langkah selanjutnya adalah menentukan distribusi prior dan fungsi likelihood dari
logit parameter tersebut. Pembentukan distribusi posterior dari logit parameter
diperoleh dari penggabungan informasi dari distribusi prior dan informasi data yang
dirangkum dalam fungsi likelihood. Berdasarkan distribusi posterior yang dibentuk,
kemudian diperoleh taksiran parameter dengan metode maksimum likelihood.
Namun, taksiran parameter yang dihasilkan masih merupakan taksiran yang implisit.

Selanjutnya, untuk memperoleh taksiran yang eksplisit, akan dicari likelihood
modifikasi dari posterior yang disesuaikan. Setelah memperoleh likelihood
modifikasi, dibentuk kembali posterior dengan likelihood tersebut. Posterior yang
terbentuk merupakan aproksimasi dari posterior sebelumnya. Berdasarkan posterior
yang dibentuk ini, kemudian diperoleh taksiran dari logit parameter dengan metode
maksimum likelihood. Bentuk taksiran ini adalah bentuk yang eksplisit yang dapat

dihitung dari data.

51
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5.2 Saran

Tugas akhir ini dapat dilanjutkan untuk taksiran parameter pada data binomial

dimana variansi prior tidak diketahui.
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Lampiran 1

Pembuktian pers.(3.6)

Akan dibuktikan bahwa, dengan p, (a | x, 02) = f p(a, | x,az)d 4 mengakibatkan £/ dapat diganti dengan & = m’IZak .

k=1

Bukti :

plelxo’)=[ ple.ulxo®)du
I

= Iiexp{iaixi “ g7 ZZml:(ai —,u)z}ﬁ(lJre”" )%d,u

i=1

m

- ew{San ool 5L e 1) "a

i=1

Jika yang tidak mengandung 4 dikeluarkan dari dalam integral, maka :

:exp{zl:aixi}H(IJre ) ! Iwexp{— = ;(ai —,u)z}d,u

=exp {Zm: al.xl}ﬁ (I+e%)™ Ji exp{— 5

=exp ax, (A+e™)™ wexp - &+ =20 0o i =20 =20 i | rd
! w 252 1 1 2 2 m m

1
o2

[(0@ — )+, - p) o+ (e, —u)ﬂ}du
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(Lanjutan)
m m © l
= xp{Zaixi}H(lJre”")"iI exp{—2 2[m,uz—2,u(051.+0{2+~--+am)+(a12+a§+~--+ai)]}d,u
i=1 i=1 - o
{Zalxl}H(IJre ) I exp{ —ZuZa +Za }a’
i=1 i
m Zai l m
=ex ax 1+e%) " expd—1— L[ expd— mut 21> a |vd
{;I}H( )" expy = — [ exp 202{ I ule } 7
m
2] (£=) (Be] (2]
Jika pada (1) ditambahkan dan dikurangi ~——4— -~~~ 2 4012 maka
moc 2mo moc 2mo

. - - e mu e el — el
:exp{Zaixi}H(lJre )" exp ——2162 Loexp ey +—=— - e ! >
i=1 i=1
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(Lanjutan)

2 2
u m Zaiz [Zaij [Zaij

:eXP{Zaixi}H(lJre%)ni exp —1;162 expy L -~

i=l i=1

m 2 m 2
m m Zaiz [Zalj [Zazj
:exp{zaixl}n(l_i_em )fni expd — i=1 — texp i=1 L i1
i=1

il 20 mo 2mo?

o 1
I—weXp _262 m/,l -
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(Lanjutan)

2 2
. 1 S| (Be) Be)] |
:exp{Zaixi}H(lJre”")"i exp —’;162 expy L — > Loexp —
i=1 i=1

20 i=1

2

Pada (2), dibuat menjadi kuadrat sempurna, sehingga :

m 2 m 2 " 2
m m Zaiz (Zalj (Zalj 1 Zai
o {Z aixi}H(l ety expy - l;laz expy = 2 ~ 2 Lo eXpPY~ 202 /U\/E— = du
i=1 i=1

3)

Misal : y= =
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(Lanjutan)

o0 1 \/7 Zai o y2 ol
3) menjadi : exps — m—- dy = e -t —d
(3) menjadi - [ expi———| s = wap{ 2}My

sehingga (*) menjadi :

m m
2\ _ i=1 i=1 i=1 o \ %
pl(a|x,6)—exp Ea.x.— + - ||(l+e’) O, — (**)
= 207 mo’ 2mo” | m
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(Lanjutan)

2 .
Karena o, f—ﬁ adalah konstanta maka bentuk (**) proporsional dengan

m

m m 2
m l m m Z ai [Z ai j m
12 (a|x,62)ocexp Z:ozl.xl.—2 S >} -2 | E— |+~ [Ta+e*)y™
o) i=1

i=1 i=1 i=1 m m

i m m 2
. Se Sa .
=expq > X, ——— (af+a§+---+ai)—2 A (e +a, +o ) +m| 2 [Ta+e*)y™
-1 20 m m i-1
. . > a Q a
=expy > ax, ——|| o 20| F— |+ = + o - 20| E— |+] 2 et
pr 20 m m m m
m m 2
2| | 2 .
2 =1 i=1 o\
a, —2a, |- +| - H(l+e )
m m i
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(Lanjutan)

=exp

=exp

m
> ax -
i=1

m
> ax, -
i=1

m
= exp {Z ax, —
i=1

Jadi, p, (a|x,62):Ijop(a,u|x,az)du: exp{

Sehingga 4 dapat diganti dengan &=m"')_«, .

1
207

1
20

20

o2
e

i=1
i=1 m

1

k=1
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o, —

m
[Ta+e™)y™
i=1

1 f(al.—&) }ﬁ(lJre“")”i

> ax, - 2(172 Zml:(ai —~ 5)2}

1

i=1

ﬁ(lJre“" ).

ﬁ (I+e%)™
i=1
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Lampiran 2

Hasil penghitungan dengan menggunakan matlab

clear; clc;
load 'data.mat'

v=1./x + 1./(n-x)

1 = log(x./(n-x))

L bar = sum(l.*(sigma”2 + v) . (=1))/sum( (sigma~2 + v)."(-1))
alpha bar = (v.”({-1).*1 + sigmaA(—Z)*L_bar)./(V.A(—l) + sigma” (-
2))

alpha = (v.”(-1).*1 + sigmaA(—Z)*L_bar)./(V.A(—l) + sigma” (-2))

theta2 = exp(alpha)./(l+exp(alpha))

theta2 =

0.2679
0.2389
0.2454
0.3463
0.1480
0.4449
0.2254
0.4165
0.4208
0.1708
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