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ABSTRAK

Nama : Widiyani Suciati
Program Studi : Matematika
Judul : Algoritma Pelabelan Harmonis Pada Graf Lintasan, Lingkaran,

dan Lobster Teratur

Misalkan G adalah graf dengan himpunan simpul tak-kosong V dan himpunan
busur E, dimana |V(G)| dan |E(G)| masing-masing menyatakan banyak simpul dan
busur pada G. Pelabelan harmonis dari graf G adalah suatu pemetaan f: V(G) —
Z., dengan menginduksi pelabelan pada himpunan busur g: E(G) = Z,,
didefinisikan sebagai pemetaan g(uv) = f(u) + f(v) (mod m), untuk setiap
busur uv € E(G). Jika G adalah graf pohon maka tepat satu label simpul berulang
atau label simpul dapat dilabelkan dengan menggunakan {0,1,2, ..., m}. Dalam
skripsi ini diberikan algoritma untuk menghasilkan semua pelabelan harmonis
yang tidak isomorfik pada graf lintasan Py, graf lingkaran C, dan graf lobster
teratur L, 1 untuk nilai n dan r (untuk graf lobster teratur) yang diberikan.
Algoritma-algoritma ini kemudian diimplementasikan dalam program. Diberikan
juga simulasi banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik
sampai nilai n tertentu.

Kata Kunci . graf, pelabelan harmonis, graf lintasan, graf lingkaran, graf
lobster teratur.

Xiv+79 halaman; 52 gambar; 5 tabel
Daftar Pustaka : 10 (1980-2010)

viii Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Widiyani Suciati, FMIPA Ul, 2010



ABSTRACT

Name : Widiyani Suciati

Program Study : Mathematics

Title : A Harmonious Labeling Algorithms on Path, Cycle, and Regular
Lobster Graphs

Let G be a graph with vertex set V and edge set E, where |V(G)| and |E(G)| be the
number of vertices and the number of edges of G respectively. A harmonious
labeling of a connected graph G is an injection f: V(G) — Z,, if induced labeling
on edge set g: E(G) — Z,, defined by g(uv) = f(u) + f(v)(mod m), for each
edge uv € E(G). If G ia a tree, then either exactly one vertex label is allowed to
repeat or the vertexes can be labeled by using {0,1,2, ..., m}. This skripsi explains
harmonious labeling algorithms on path graph Py, cycle graph C,, and regular
lobster graph L, 1. The algorithms generate all non isomorphic labelings on those
graphs for all possible values of n and values of r (for regular lobster graph). The
implementation of the algorithms and simulation for certain values of n and values
of r (for regular lobster graph) are also given in this skripsi.

Key Words . graph, harmonious labeling, path graph, cycle graph, regular
lobster graph.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan bagian dari matematika diskrit. Bentuk graf
digunakan untuk menggambarkan atau menyatakan suatu persoalan agar lebih
mudah dimengerti dan diselesaikan. Teori graf banyak berkaitan dengan misalnya
teori grup, topologi, matriks, probabilitas, kombinatorik dan lain-lain.

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh seorang matematikawan Swiss
yang bernama Leonhard Euler (1707-1783). Saat itu graf digunakan untuk menye-
lesaikan persoalan matematika rekreasi (recreational mathematics) yang berkaitan
dengan jembatan Konigsberg. Di kota Konigsberg terdapat 7 jembatan yang
menghubungkan 4 daratan. Warga kota Konigsberg ingin mengetahui apakah
mungkin melewati semua jembatan tepat satu kali dan kembali ke tempat awal.
Masalah tersebut telah dibuktikan tidak mungkin oleh Euler dengan menggunakan
teori graf.

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E), dimana
V=V(G) adalah himpunan tak kosong dari simpul-simpul dan E= E(G) adalah
himpunan busur-busur yang menghubungkan simpul-simpul pada V. Busur
merupakan pasangan tak-terurut dari simpul-simpul pada V. Banyak anggota pada
himpunan simpul V dinyatakan sebagai n= |V/|. Sedangkan banyak anggota pada
himpunan busur E dinyatakan sebagai m= |E|. Graf G dikatakan graf berhingga
jika |V| berhingga.

Terdapat macam-macam graf dengan ciri-ciri tertentu yang diberi nama
khusus seperti graf lintasan, graf lingkaran, graf pohon, dan graf lobster. Graf
lintasan (path graph), P,, adalah graf dengan n simpul yang mempunyai busur-
busur viva, VaVs, ..., VaaVa, dengan v; menyatakan simpul ke-i dari lintasan. Graf
lingkaran (cycle graph), C,, adalah graf yang diperoleh dari graf lintasan dengan
penambahan busur vyvi. Graf pohon (tree graph) adalah graf terhubung yang

tidak mempunyai subgraf lingkaran. Graf lintasan termasuk graf pohon. Graf
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lobster adalah salah satu jenis yang termasuk dalam graf pohon. Definisi tepat
dari graf lobster akan diberikan pada Bab 2.

Dalam teori graf, isomorfisma antara graf G(V, E) dan H(W, F) adalah
suatu pemetaan bijektif antara himpunan simpul-simpul di G dengan himpunan
simpul-simpul di H, ditulis f:V — W, sedemikian sehingga dua simpul u dan v
dari G bertetangga di G jika dan hanya jika f(u) dan f(v) juga bertetangga di H.
Dua graf saling isomorfik, ditulis G = H, dibaca G isomorfik H, (Graph
Isomorphism, 2010). Dengan perkataan lain, dua graf G(V, E) dan H(W,F)
adalah isomorfik jika ada suatu pemetaan bijektif, f:V - W 3 Vu,v €V ,uv €
Eo fwf()€eF.

Pelabelan graf merupakan salah satu cabang dari teori graf. Pelabelan
harmonis adalah salah satu pelabelan graf.

Misalkan G(V, E) graf sederhana berhingga dengan n simpul dan m busur,
V dan E dinotasikan secara berurutan sebagai himpunan simpul dan himpunan
busur dari graf G. Pelabelan harmonis dari graf G adalah suatu pemetaan
f:V - Z,, dengan menginduksi pelabelan pada himpunan busur g: E = Z,,,, g
didefinisikan sebagai pemetaan g(uv) = f(u) + f(v) (imod m), untuk setiap
busur uv € E. Jika G bukan graf pohon maka f adalah pemetaan satu-satu. Jika G
graf pohon maka tepat satu label simpul berulang atau label simpul dapat
dilabelkan dengan menggunakan {0,1,2, ..., m}. Graf yang memiliki pelabelan
harmonis disebut graf harmonis (Hui-Chuan Lu & Hung-Lin Fu, 2007).

Misalkan terdapat graf G(V, E) dan graf H(W, F). Pelabelan simpul graf
G dan H masing-masing merupakan pemetaan [: V — L dan pemetaan [": W — L.
Graf G(V,E) dan H(W, F) dikatakan pelabelan isomorfik, jika terdapat
pemetaan bijektif f:V - W3 Vu,veV,uwv€E « f(u)f(v) EF AVYuepv,
[(w) = U'(f(w)) (Graph Isomorphism, 2010).

Telah terdapat hasil-hasil mengenai eksistensi dari pelabelan harmonis
untuk kelas-kelas graf tertentu yang telah dipublikasikan. Aldred dan McKay
menggunakan komputer untuk menunjukkan semua pohon dengan n < 26
simpul adalah harmonis. Graf lingkaran , C,,, adalah harmonis jika dan hanya

jikan = 1 atau 3(mod 4) atau bilangan ganjil (Graham dan Sloane, 1980).
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Baker dan Sawada (2008) telah membangun suatu algoritma pelabelan
total simpul ajaib (PTSA) untuk graf lingkaran dan graf roda. Ananda (2010) telah
membangun algoritma pelabelan total simpul ajaib (PTSA) pada graf lingkaran,
matahari, dan kecebong. Utami (2010) telah membangun algoritma pelabelan
total simpul ajaib (PTSA) pada graf friendship, kipas dan jahangir yang
diperumum. Rachmawati (2010) telah membangun algoritma pelabelan total
(a,d)-simpul antiajaib ((a,d)-PTSAA) pada graf lintasan dan lingkaran. Surgandini
(2010) telah membangun algoritma pelabelan total busur ajaib (PTBA) pada graf
lingkaran, kipas dan roda. Sedangkan pada skripsi ini akan dibangun algoritma
pelabelan harmonis pada graf lintasan, graf lingkaran, dan graf lobster teratur
dimana pelabelannya tidak isomorfik.

1.2 Permasalahan dan Ruang lingkup Penelitian

Bagaimanakah cara membangun algoritma pelabelan harmonis yang
menghasilkan semua pelabelan yang berbeda (tidak isomorfik) pada graf lintasan,
graf lingkaran, dan graf lobster teratur?

1.3 Jenis penelitian dan Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah studi literatur, dan metode yang

digunakan adalah pengembangan algoritma dan simulasi.
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah membangun algoritma pelabelan

harmonis yang menghasilkan semua pelabelan yang berbeda (tidak isomorfik)

pada graf lintasan, graf lingkaran, dan graf lobster teratur.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan konsep dasar dari
teori graf, serta akan dijelaskan beberapa jenis pelabelan graf yang akan diguna-
kan pada bab selanjutnya.

2.1 Definisi dan Istilah dalam Teori Graf

Suatu graf G(V, E) terdiri atas suatu himpunan simpul yang tak-kosong
dan berhingga, dinotasikan dengan V(G) atau V dan suatu himpunan busur yang
berhingga, dinotasikan dengan E(G) atau E. Suatu busur menghubungkan dua
simpul (boleh sama) pada graf, simpul tersebut disebut titik ujung (endpoint) dari
busur. Banyak simpul dinotasikan dengan |V (G)| atau |V| atau n simpul.
Sedangkan banyak busur dinotasikan dengan |E(G)| atau |E| atau m busur.

Apabila banyak simpul berhingga, maka graf G disebut graf berhingga.
Jika himpunan busur pada graf G adalah himpunan kosong maka graf G disebut
graf kosong. Suatu graf G disebut graf berarah apabila graf G terdiri dari
himpunan simpul V dan himpunan busur E, dimana setiap busur adalah pasangan
terurut dari simpul. Jika setiap busur pada graf G bukan merupakan pasangan
terurut maka graf G disebut graf tak berarah.

Suatu jalan (walk) adalah sederetan v, e, v4, €, ..., €y, U dari simpul
dan busur sedemikian sehingga e; = v;_;v; untuk 1<i<k. Jalur (trail) adalah
suatu jalan dengan busur yang tidak berulang. Lintasan (path) adalah jalur yang
deretan simpul-simpulnya tidak pernah berulang. Jalan-u,v atau jalur-u,v
memiliki simpul pertama u dan simpul terakhir v, u dan v adalah titik-titik ujung
(endpoints). Panjang dari suatu jalan (jalur) adalah banyak busur pada jalan
(jalur). Jalan (jalur ataupun lintasan) disebut tertutup (closed) jika titik ujungnya
sama. Graf G disebut graf terhubung (connected graph) jika graf G memiliki

lintasan- uv, u dan v terhubung di G (West, 2001).
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Dalam bentuk gambar, simpul-simpul pada graf direpresentasikan sebagai
lingkaran kecil dan busur-busur pada graf direpresentasikan sebagai garis yang
menghubungkan simpul-simpul pada graf. Simpul biasanya ditulis sebagai vy, v2,
..., Vn. Sedangkan busur dapat ditulis dengan menyatakan kedua simpul akhirnya
vivj, dimana vivj€ E dan i, j € {1, ..., n}, atau dengan menulisnya sebagai e, e,
..., eém. Contoh graf G dengan himpunan simpul V = {vi, Vy, V3, V4, Vs} dan

himpunan busur E = {es, e, e3, €4, s es} ditunjukkan pada Gambar 2.1.

Gambar 2.1 Contoh graf G dengan |V|=5 dan |E| = 6

Derajat (degree) dari suatu simpul pada graf G adalah banyak busur yang
hadir pada simpul tersebut (kecuali untuk gelung pada simpul, derajatnya adalah
dua). Derajat dari suatu simpul v dinotasikan dengan deg (v). Simpul dengan
derajat nol (d(v) = 0) disebut simpul terpencil (isolated vertex) dan simpul
dengan derajat satu (d(v) = 1) disebut simpul terminal (terminal vertex) atau
dapat juga disebut simpul daun (leaves vertex). Pada Gambar 2.1, graf G
memiliki d(v1) = 3, d(v2) = d(vs) = 4, d(v3) =0, d(v4) = 1, sehingga v3 disebut
simpul terpencil dan v, disebut simpul terminal.

Pada graf G, dua simpul dikatakan bertetangga (adjacent) apabila terda-
pat satu atau lebih busur yang menghubungkan kedua simpul tersebut. Suatu bu-
sur dikatakan hadir (incident) pada suatu simpul apabila simpul tersebut merupa-
kan salah satu titik ujung dari busur tersebut. Busur yang memiliki titik ujung
yang sama disebut gelung (loop). Dua busur disebut busur ganda (multiple
edges) apabila kedua busur ini memiliki pasangan titik ujung yang sama. Suatu

graf yang tidak memiliki gelung dan busur ganda disebut graf sederhana (simple
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graph). Pada Gambar 2.1, v; dan v, bertetangga, e; hadir pada simpul v dan va,
busur e, disebut gelung dan busur e, es disebut busur ganda.

Isomorfisma antara graf G(V, E) dan H(W, F) adalah suatu pemetaan
bijektif antara himpunan simpul-simpul di G dengan himpunan simpul-simpul di
H, ditulis f:V — W, sedemikian sehingga dua simpul u dan v dari G bertetangga
di G jika dan hanya jika f(u) dan f(v) juga bertetangga di H. Dua graf saling
isomorfik, ditulis G = H, dibaca G isomorfik H, (Graph Isomorphism, 2010).
Dengan perkataan lain, dua graf G(V, E) dan H(W, F) adalah isomorfik jika ada
suatu pemetaan bijektif, f:V > W 3> Vu,veV,uv € E & f(w)f(v) €F.

V1 Vo 1 2

Vg4 V3 4 3
() (b)

Gambar 2.2 Contoh graf yang isomorfik

Pada Gambar 2.2 diberikan dua graf terhubung yaitu, graf G(V, E") pada
Gambar 2.2a dan graf H(W, F) pada Gambar 2.2b. Kedua graf tersebut sama-
sama memiliki |V| = 4 dan |E| = 4. Untuk membuktikan G = H, pertama diberikan
nama pada kedua graf tersebut, yaitu v,, v,, v3, v, untuk setiap simpul pada graf G
dan 1,2,3,4 untuk setiap simpul pada graf H. Kemudian ditentukan pemetaan
bijektif f:V - W, vyaitu f(v,) =1,f(v,) =2, f(v3) =4,f(v,) =3 dan
diperiksa apakah pemetaan bijektif tersebut mempertahankan hubungan
kebertetanggaan (adjacency relation). Ternyata pemetaan bijektif tersebut
mempertahankan hubungan kebertetanggaan (adjacency relation). Jadi G
isomorfik H.

Pada subbab selanjutnya akan diberikan definisi dari beberapa jenis graf

yang akan digunakan dalam skripsi ini.
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2.2 Jenis-jenis Graf

Semua graf yang digunakan dalam skripsi ini merupakan graf berhingga,
sederhana dan tak berarah.

Graf pohon (tree graph) T, adalah graf terhubung dengan n simpul yang
tidak mempunyai subgraf lingkaran. Pada graf pohon, n=m + 1.

Graf lintasan (path graph) P, adalah graf dengan n simpul (n > 2) dengan
busur viva, Vovs, ..., Vn1V, atau dapat juga dinotasikan dalam vi — v, — ... — v,
atau untuk mempersingkat dapat ditulis e;, ey, ... ,en. Semua simpul berderajat 2
kecuali untuk simpul awal dan simpul akhir berderajat satu. Simpul v; disebut
simpul awal dan simpul v, adalah simpul akhir. Dalam graf lintasan berlaku
[V(P,)| = |E(Pn)| + 1. Suatu graf dikatakan terhubung jika untuk setiap pasang
simpul u dan v terdapat lintasan dari u ke v. Graf lintasan termasuk kedalam graf

pohon. Contoh graf lintasan diberikan pada Gambar 2.3.

O O O O

Gambar 2.3 Graf lintasan P,

Graf lingkaran (cycle graph), C, (n > 3) adalah graf yang diperoleh dari
graf lintasan P, yang diberi tambahan busur antara simpul awal dan simpul akhir
(busur vpvi). Semua simpul pada graf memilliki derajat dua. Dalam graf lingkaran
berlaku |V(C,)| = |E(C,)|. Contoh graf lingkaran diberikan pada Gambar 2.4.

Gambar 2.4 Graf lingkaran C,4
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Graf caterpillar B,©K; adalah graf yang apabila seluruh simpul daunnya
dihapus akan menghasilkan graf lintasan (Galian, 2009). Graf caterpillar juga
dapat dibangun dari graf lintasan P, dengan menambahkan sejumlah simpul daun
pada setiap simpul dari graf lintasan. Jika banyak simpul daun yang ditambahkan
sama (sebut sebanyak r) untuk setiap simpul dari graf lintasan, maka disebut graf
caterpillar teratur. Lintasan P, disebut backbone dari caterpillar.

Graf lobster adalah graf yang apabila seluruh simpul daunnya dihapus
akan menghasilkan graf cartepillar (Galian, 2009). Graf lobster dapat juga
dibangun dengan menambahkan sejumlah simpul daun pada setiap simpul daun
dari graf caterpillar. Jika graf caterpillar teratur dan banyak simpul daun yang
ditambahkan sama (sebut sebanyak p) untuk setiap simpul daun dari graf
caterpillar teratur akan diperoleh graf lobster teratur. Sehingga graf lobster teratur
dapat dinotasikan dengan L, . Graf lobster yang dibahas di sini adalah graf
lobster teratur Lo 1. [V(Lnr1)| = 2nr+n dan |E(Ln1)|= (2nr+n)-1. Contoh graf
lobster L, 1 diberikan pada Gambar 2.5.

Gambar 2.5 Graf lobster teratur L, 21

Pada subbab selanjutnya akan diberikan definisi-definisi dan istilah dalam

pelabelan graf.

2.3 Pelabelan Graf

Misalkan G graf sederhana berhingga dengan n simpul dan m busur, V

dan E dinotasikan secara berurutan sebagai himpunan simpul dan himpunan busur
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dari graf G. Pelabelan harmonis dari graf G adalah suatu pemetaan f:V - Z,,
dengan menginduksi pelabelan pada himpunan busur g: E = Z,,, dimana g di-
definisikan sebagai pemetaan g(uv) = (f(u) + f(v))mod m, untuk setiap busur
uv € E. Jika G bukan graf pohon maka f adalah pemetaan satu-satu. Jika G adalah
graf pohon maka tepat satu label simpul berulang atau label simpul dapat dilabel-
kan dengan menggunakan {0,1,2, ..., m}. Graf yang memiliki pelabelan harmonis
disebut graf harmonis (Hui-Chuan Lu & Hung-Lin Fu, 2007).

Untuk mencari banyak pelabelan yang berbeda perlu diberikan definisi
pelabelan yang isomorfik. Misalkan G(V,E) dan H(W, F) adalah graf dengan
palabelan simpul I : V — L, /”: W — L dimana L adalah himpunan label. Graf G
dan H adalah graf berlabel yang isomorfik jika terdapat fungsi bijektif f:V — W
SVuveV,uwweE o f(wf(v) EF AVueV,l(u) =1'(f(w)) (Graph
Isomorphism, 2010).

Vq Vo Vy V1
Vg V3 V3 Vo
(a) (b)

V3 V4 Vo V3
Vo Vi Vq V4
(c) (d)

Gambar 2.6 Contoh kasus rotasi pada graf lingkaran C,4
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Jika diobservasi, untuk memperoleh pelabelan yang isomorfik terhadap
pelabelan [ adalah hasil dari rotasi atau refleksi. Kasus dimana suatu pelabelan
diperoleh dengan melakukan rotasi yang ada disebut kasus rotasi (rotational
symmetry). Pada Gambar 2.6 diberikan kasus rotasi dimana pelabelan pada graf
(b), (c) dan (d) diperoleh dengan merotasi pada graf (a). Saat graf (d) dirotasikan
lagi akan mendapatkan graf semula atau graf (a).

Kasus dimana suatu pelabelan diperoleh dengan melakukan refleksi
terhadap pelabelan yang ada disebut kasus refleksi (reflective symmetry). Pada
Gambar 2.7 diberikan contoh kasus refleksi pada graf lintasan P, dimana garis
putus-putus merupakan sumbu refleksi. Pelabelan pada graf (b) diperoleh dengan
merefleksi label pada graf (a). Jika graf (b) direfleksikan kembali dengan garis
refleksinya busur v;v, akan diperoleh graf awal yaitu graf (a). Untuk P,, dimana
n bernilai bilangan ganjil, sumbu simetrinya berada pada simpul ke-( (n+1) / 2).
Sedangkan, jika P,, dimana n bernilai bilangan genap, sumbu simetrinya berada
pada busur ke-(n/ 2).

(@) (b)
Gambar 2.7 Kasus refleksi pada graf P,

Seperti yang diperlihatkan pada Gambar 2.6 dan Gambar 2.7, pelabelan

dari hasil rotasi atau refleksi adalah sama dengan pelabelan awal.
2.4 Hasil yang Telah Diketahui

Terdapat hasil-hasil penelitian yang telah dipublikasikan mengenai
eksistensi dari Pelabelan harmonis. Menurut Galian (2009), Aldred dan McKay

menggunakan komputer untuk menunjukkan semua pohon dengan n < 26

simpul adalah harmonis. Graf lingkaran, C,, adalah harmonis jika dan hanya jika
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n = 1 atau 3(mod 4) (Graham dan Sloane, 1980). Yang dituliskan disini hanya

sebagian atau bukan seluruh hasil yang dituliskan Galian.
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BAB 3
ALGORITMA PELABELAN HARMONIS PADA GRAF LINTASAN,
GRAF LINGKARAN DAN GRAF LOBSTER TERATUR

Dalam bab ini akan dibahas mengenai algoritma pelabelan harmonis pada
graf lintasan, graf lingkaran, dan graf lobster teratur. Telah disebutkan pada bab
sebelumnya bahwa Baker dan Sawada (2008) telah membangun suatu algoritma
pelabelan total simpul ajaib (PTSA) untuk graf lingkaran dan graf roda. Ananda
(2010) telah membangun algoritma pelabelan total simpul ajaib (PTSA) pada graf
lingkaran, matahari, dan kecebong. Utami (2010) telah membangun algoritma
pelabelan total simpul ajaib (PTSA) pada graf friendship, kipas dan jahangir yang
diperumum. Rachmawati (2010) telah membangun algoritma pelabelan total
(a,d)-simpul antiajaib ((a,d)-PTSAA) pada graf lintasan dan lingkaran. Surgandini
(2010) telah membangun algoritma pelabelan total busur ajaib (PTBA) pada graf
lingkaran, kipas dan roda. Dengan menggunakan ide dari algoritma-algoritma
tersebut, dibangun algoritma pelabelan harmonis pada graf lintasan, graf
lingkaran, dan graf lobster teratur.

Secara umum, ide dari algoritma pelabelan harmonis untuk graf lintasan,
graf lingkaran, dan graf lobster teratur adalah melabel semua simpul dan busur
dengan label yang mungkin secara iteratif. Algoritma pelabelan harmonis akan
menghasilkan semua pelabelan yang berbeda (tidak isomorfik) untuk graf terkait.
Untuk menjamin pelabelan yang dihasilkan (jika ada) tidak isomorfik, diberikan
syarat tertentu dalam algoritma tersebut. Syarat yang diberikan tergantung dari
kasus isomorfik yang mungkin terjadi pada setiap kelas graf. Selain mereduksi
banyak pelabelan yang dicari, syarat ini juga membantu mengurangi komputasi
yang dilakukan. Jika di observasi, pelabelan isomorfik pada suatu graf merupakan
hasil refleksi atau rotasi dari label graf tersebut seperti yang telah dijelaskan pada
Subbab 2.3.

Masukan (input) dari algoritma pelabelan harmonis adalah nilai dari n
(banyak simpul pada graf). Keluarannya (output) adalah label untuk semua simpul
dan busur dari graf yang berkaitan yang memenuhi ketentuan pelabelan harmonis

dan pelabelannya tidak isomorfik. Hasil pemetaan f(u) dan g(uv) masing-
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masing menyatakan label dari simpul u dan busur uv. Label busur akan diberikan
sesuai dengan label yang tersedia. Sementara label simpul f(v,) ditentukan, yaitu
f(vy) = (mk + g(e,~1)) — f (v,_y), dimana m=|E|. Label simpul pada graf
lintasan dan graf lobster teratur menggunakan {0,1,2, ..., m}. Label simpul pada
graf lingkaran mengguna-kan {0, 1, ..., m-1}. Label busur pada ketiga graf
tersebut menggunakan bilangan modulo m, yaitu {0, 1, ..., m-1}. Label simpul dan
label busur masing-masing di-nyatakan sebagai array.

Jika label simpul yang diperoleh tidak memenuhi kondisi 0 < f(v,) <n
—1(t =1,2,...,|V|) dan tidak tersedia pada array label simpul, maka label busur
diganti dengan label busur lainnya. Jika label simpul tetap tidak diperoleh, maka
dilakukan backtracking untuk mengganti label simpul yang dilabel sebelumnya.
Hal ini dilakukan hingga diperoleh label simpul yang memenuhi kondisi 0 <
f(vy) <n—1(t=1,2,..,|V|) dan tersedia pada array label simpul. Jika setelah
dilakukan backtracking tetap tidak diperoleh label simpul yang sesuai dengan la-
bel yang tersedia, maka graf tersebut untuk nilai n yang diberikan tidak memiliki
pelabelan harmonis. Tetapi, jika diperoleh label simpul yang memenuhi kondisi
0 < f(v,) <n — 1 dan tersedia, maka satu pelabelan harmonis diperoleh dan la-
bel untuk setiap elemen graf dicetak. Kemudian proses akan berlanjut secara
backtracking ke simpul sebelumnya untuk memperoleh pelabelan harmonis yang
lain.

Pembahasan lengkap mengenai algoritma pelabelan harmonis untuk graf
lintasan, graf lingkaran, dan graf lobster teratur masing-masing diberikan pada
Subbab 3.1, 3.2, dan 3.3.

3.1 Algoritma Pelabelan Harmonis pada Graf Lintasan P,

Graf lintasan P, yaitu graf dengan n simpul (n > 2) dengan busur viVa, V,vs,
..., Vn-1Vn. Untuk mempersingkat,busur dinotasikan dengan, e, €y, ... ,en1. Semua
simpul berderajat 2 kecuali untuk simpul awal dan simpul akhir berderajat satu.

Simpul vy disebut simpul awal dan simpul v, adalah simpul akhir. Dalam graf lin-

tasan, banyak simpul dan banyak busur masing-masing adalah n dan n-1. Pada
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Gambar 3.1 diberikan graf lintasan dengan n simpul beserta penamaan simpul dan

busurnya.

Viog V2 g, Vs Vi g, Vn
O O o-—-——-——--0-----0

Gambar 3.1 Graf lintasan dengan n simpul

Algoritma pelabelan harmonis untuk graf ini bekerja secara iteratif. Label
simpul pada graf lintasan menggunakan {0,1,2, ..., m} dan label busur mengguna-
kan bilangan modulo m, yaitu {0, 1, ..., m-1} dengan syarat label busur adalah
jumlah (mod m) dari label dua simpul yang dihubungkan. Label-label tersebut di-
gunakan tepat 1 kali. Label simpul dan label busur masing-masing dinyatakan se-
bagai array. Array label simpul dan array label busur masing-masing berukuran n
dan berukuran n-1, dimana array tersebut berisi status dari label-label tersebut
bernilai true atau false. Status dari label-label mula-mula bernilai true yang me-
nandakan label tersedia.

Masukan dari algoritma ini adalah banyak simpul n. Label simpul f(v;)
dan label busur g(e,) akan diberikan sesuai dengan label yang tersedia. Sedang-
kan label simpul f (v,) ditentukan, yaitu f(v,) = (mk + g(e,_1)) — f (ve_1),
dimanat = 2,...,n dan m = |E|, serta nilai k dapat bernilai k =0 dan k = 1.
Kondisi yang harus dipenuhi adalah 0 < f(v,) <n—1,dimanat = 1,2,...,n.
Karena label simpul ditentukan dari (mk + g(e._,)) — f (v,_,) maka label
simpul f(v,) disebut determined label. Jika label simpul f(v,) dan label busur
g(e,) tersedia maka akan digunakan. Setelah label simpul f(v,) dan label busur
g(e,) terpakai masing-masing akan dinyatakan avail [f (v,)] := false dan avail
[g(ey)] :=false.

Langkah pertama pada algoritma ini adalah melabel simpul v,, yang meru-
pakan tahap inisialisasi (Gambar 3.2). Setelah tahap inisialisasi dilakukan, masuk
ke tahap perluasan (Gambar 3.3). Langkah pertama yang dilakukan pada tahap
perluasan adalah melabel busur e;, kemudian menentukan label simpul v,. Sete-
lah label v, diperoleh, melabel busur e,. Kemudian menentukan label simpul v,
dan seterusnya hingga melabel busur e,_, dan simpul v,.
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Vi V, V, Vh- \Y
fe) €1 r\2 €2 03. _______ _M
V. V. V- V
f(l\‘(l) el /‘\2 ez /i _______ _121\#12

Gambar 3.2 Tahap inisialisasi algoritma pelabelan harmonis graf P,

f(él)l) e \g e, \g_ _______ Vn-1 €1 Vn
|
*
M) oe) 2 e 32 e W
il' /* f(v2) = (mk+ g(e1)) - f(vy)
) gy fiv) e V3 Vi g Va

) g(eys) 00

_______________________ — _________I)

-

Gambar 3.3 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis graf P,

Karena algoritma ini terdiri dari dua tahap, yaitu tahap inisialisasi dan
tahap perluasan, maka algoritma ini terdiri dari dua fungsi yaitu fungsi initialize-
Path dan extendPath(t). Tahap inisialisasi berada dalam fungsi initializePath.
Sedangkan Tahap perluasan berada dalam fungsi extendPath(t) dengan parameter
t=2,3,...,n

Pelabelan simpul v; berada dalam fungsi initializePath. Kemudian
memanggil fungsi extendPath(t) dengan parameter t = 2. Fungsi extendPath(t)
untuk t = 2 dimulai dengan melabel busur e,. Kemudian menentukan label simpul
v, yaitu f(v,) = (mk + g(ey)) — f(vy). Jika label simpul v, memenuhi kondisi
0 < f(vy) <n — 1 dantersedia, maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v,)] :=
false dan avail [g(e,)] :=false. Selanjutnya secara rekursif memanggil fungsi
extendPath(t) dengan parameter t =t + 1 = 3 untuk melabel busur e, dan menen-
tukan label simpul v5, dan seterusnya hingga memanggil fungsi extendPath(t)
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dengan parameter t = n. Saat t = n, busur e,,_, diberi label kemudian menentukan
label simpul v,,, dimana label busur g(e,_,) dan label simpul f(v,,) mengguna-
kan label terakhir yang masih tersedia. Jika label simpul f(v,,) tersedia, maka satu
pelabelan harmonis berhasil dibentuk. Kemudian elemen pelabelan harmonis yang
terbentuk pada graf lintasan P, di cetak dengan fungsi print().

Setelah melabel busur e,_;, ditentukan label simpul f(v,). Jika label
simpul f(v,) tidak tersedia, maka diganti label busur g(e,_;) hingga diperoleh
label simpul f(v,). Jika tidak ada label busur g(e;_;) yang memenuhi untuk di-
peroleh label simpul f(v,), maka dilakukan backtracking untuk mengubah label
simpul yang dilabel sebelumnya, yaitu f (v,_,) dan mengubah label busur
sebelumnya, yaitu g(e,_,). Label simpul dan label busur yang digunakan
sebelumnya menjadi available (tersedia kembali), yaitu masing-masing ditandai
dengan avail [f(v,_;)] := true dan avail [g(e,—,)] := true. Langkah ini dilakukan
seterusnya hingga diperoleh label simpul f(v,) yang sesuai dengan label yang
tersedia. Jika label simpul f(v,) tetap tidak tersedia, berarti tidak terdapat pela-
belan harmonis yang berbeda pada graf lintasan dengan nilai n yang diberikan.
Algoritma ini akan berlanjut untuk mencari pelabelan harmonis lain dengan mela-
kukan backtracking ke simpul v,-; dan seterusnya sesuai dengan urutan langkah-
langkah sebelumnya. Algoritma ini akan berhenti jika telah diperoleh semua

pelabelan harmonis yang tidak isomorfik dengan nilai n yang diberikan.

[}
[}
! 1 0 : 3 2 2 0 1
O O Oi O O O O O O
[}
[}
[}
[}

@) (b)

Gambar 3.4 Kasus refleksi pada graf lintasan

Algoritma 1.1

function initializePath

for each available label i do
f(vy) =i
avail [i] := false
extendPath(2)
avail [i]:= true

end for

O wN -
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Algoritma 1.2
function extendPath (t)
1 if t =n then
2 for each available label j do
3 gey) =]
4 for k=0 or k=1 do
5 fw) =[mk +g(e,—)]— fF(ve—1)
6 if 0<f(v,) <n-—1landavail [f(vy)]and| f(v,) > f(v,)| then
7 print()

end if

end for
end for

8 else
9 for each available label j do
10 gey) =]
11 for k=0 or k=1 do
12 f) =[mk +g(e.—)] = f(ve—y)
13 if 0<f(v,) <n-—1 and avail [f(v,)] then
14 avail [f(v,)] = false
15 avail [j] = false
16 extendPath (t+1)
17 avail [f(v,)] = true
18 avail [j] = true

end if

end for
end for
end if

Algoritma ini bertujuan untuk menghasilkan semua pelabelan yang ber-
beda (tidak isomorfik) pada graf lintasan dengan nilai n tertentu. Pelabelan harmo-
nis yang berbeda dapat diperoleh dengan menghindari pelabelan yang isomorfik.
Pelabelan harmonis yang isomorfik pada graf lintasan dapat terjadi karena kasus
refleksi terhadap pelabelan yang ada. Pada Gambar 3.4 diberikan contoh kasus
refleksi untuk P,4. Kasus refleksi pada graf lintasan dapat dihindari dengan
pemberian syarat, label simpul pertama f (v;) lebih kecil atau lebih besar dari label
simpul terakhir f(v,). Disini diambil f (v1) lebih kecil dari f (v,), diberikan pada
Algoritma 1.2 baris 2. Label terbesar yang dapat digunakan untuk melabel simpul
vi adalah n — 2, dikarenakan label simpul f (v;) lebih kecil dari label simpul f(vy,)
sehingga harus disisakan satu label yang lebih besar dari label simpul f (v;) yaitu
n — 1, yang akan digunakan untuk melabel simpul v,. Algoritma diberikan pada
Algoritma 1.1 dan Algoritma 1.2.

Selanjutnya, akan diberikan contoh penggunaan algoritma ini untuk mem-
bangun pelabelan harmonis pada P,. Banyak simpul dan busur pada P, adalah
n = 4 dan m = 3 maka label simpul yang tersedia adalah V' = {0,1,2,3} dan
label busur yang mungkin tersedia adalah E = {0,1,2}.
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0123 012 0\1 2 3 012
v E [ v@ € [T[T[T]
Vel avail [ f(vy) = 0] :=false
(a) (b)
0123 012
V[E[TIT[T]  E[T[T]T]

©

Gambar 3.5 Tahap inisialisasi algoritma pelabelan harmonis P,

Algoritma ini dimulai dari fungsi initializePath untuk melabel simpul v;.
Misalkan f(v,) = 0, karena 0 < n — 2 = 2, maka avail [f(v,) = 0] == false,
yang menandakan bahwa label 0 sudah digunakan dan tidak tersedia lagi (Gambar
3.5b). Label simpul yang tersedia menjadi V={1,2,3} dan label busur yang ter-
sedia tetap (Gambar 3.5c¢).

Kemudian memanggil fungsi extendPath(t) dengan parameter t = 2 untuk
melabel busur e, dan simpul v,. Misalkan g(e;) = 0 (Gambar 3.6a). Dengan
mengambil k = 0, label simpul f(v,) = (mk+ g(e;)) — f(v;) = (0+0)— 0 =0,
label O tidak tersedia. Sehingga diambil k = 1, f(v,) = (mk+ g(e,)) — f(v,) =
(3+0) — 0 =3.Karena label 3 > 0,3 <n—1 = 3, dan tersedia, maka label
digunakan dan dinyatakan avail [f(v,) = 3] := false dan avail [g(e;) = 0] := false
(Gambar 3.6b). Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V = {1,2} dan label
busur yang tersedia menjadi E = {1,2}.

Kemudian secara rekursif memanggil fungsi extendPath(t) untuk t = 3,
yaitu melabel busur e, dan simpul v;. Misalkan g(e,) = 1 (Gambar 3.6c). Setelah
itu, ditentukan label simpul v5. Untuk k = 0, label simpul f(v5) = (mk+ g(e;)) —
f(vy) =(0+1) —3 =-2. Karena —2 < 0, maka -2 tidak bisa untuk melabel
simpul v5. Sehingga diambil k = 1, f(v3) = (mk+ g(e;)) —f(v,) =B+ 1) -3 =
1. Karena1 > 0,1 <n—1 = 3, dan tersedia, maka f(v3) = 1 dan dinyatakan
avail[f(v3) = 1] := false dan avail [g(e,) = 1] := false (Gambar 3.6d). Sehingga

label simpul yang tersedia menjadi V = {2} dan label busur yang tersedia menjadi
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E = {2}. Secara rekursif, dipanggil fungsi extendPath(t) untuk t =4 = n untuk

melabel busur e; dan simpul v,, yang merupakan langkah terakhir dari fungsi

extendPath(t). Karena label busur yang tersedia adalah E = {2}, maka g(e3) = 2

(Gambar 3.6e). Dengan mengambil k = 0, label simpul f(v,) = (mk+ g(e3)) —
f(vy) = (0+2) —1 =1, label 1 tidak tersedia. Sehingga, diambil k = 1, f(v,) =
(mk+ g(e3)) — f(vg) = (3+2) —1 = 4. Karena 4 > n — 1 = 3, maka 4 tidak bisa

untuk melabel simpul v, (Gambar 3.6f). Sehingga perlu dilakukan backtracking

ke tahap sebelumnya yaitu t = 3 dengan membuat label simpul v; dan label busur

e, tersedia kembali, yaitu avail[f (v3) = 1] := true dan avail [g(e,) = 1] == true

(Gambar 3.7b). Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V = {1,2} dan label

busur yang tersedia menjadi E = {1,2}.

o

©)

012 3
VIF|T|T|T E T]T T
/*9(91)=0
0 0 V2 & V3 e Vg
O O O O
(a)
0123 OG\Z
VIF[T]T]F]  E[FAT]T]
g(ez)=1‘\

0 0 3 1 V3 e \2
O O O O
(€

012 3 0 1/2\
VIF[F[T]F]  E[F[FAT]
9(ea)=2‘\
0 0 3 1 1 2 \
O O O O

012

N o1

VIF[F[T

7 el

fv)=(0+0)-0=0 X
fv)=(3+0)-0=3 \ 5

wn avail [ f(v) = 3] :=false
= avail [ g(e;) = 0] := false

0 0 3 € V3 €3 Vs
O O O O
(b)

OG\Z 3 012
v[EN[TTF] B [F[T]T]

f)=(0+1)-3=0 X
fv)=(3+1)-3=1 V

w avail [ f(vs) = 1] :=false
= avail [ g(e) = 1] :=false

0 0 3 1 1 & Vs
O O O O
(d)

0123 012
VIF[T[T[F]  E[F[T]T]
flv)=(0+2)-1=1 X
flv)=(B+2)-1=4 X
0 0 3 1 1 2 \
O O O O

®

Gambar 3.6 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis untuk t=2 dant=3
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Gambar 3.7 Backtracking ke simpul v3

Misalkan g(e,) = 2 (Gambar 3.7c). Dengan mengambil k = 0, f(v3) =
(mk+ g(e;)) — f(v,) = (0+2) —3 = —1. Karena —1 < 0, maka -1 tidak bisa
untuk melabel simpul v5. Sehingga diambil k = 1, f(v;) = (mk + g(e,)) —
f(v,) =B +2)—-3=2. Karena 2>0dan 2 <n—1 =3, serta tersedia, maka
label 2 digunakan dan dinyatakan avail [f (v3) = 2] := false dan avail [g(e;) =
2] := false (Gambar 3.7d). Label simpul yang tersedia menjadi V = {1} dan label
busur yang tersedia menjadi E = {1}.

Kemudian memanggil fungsi extendPath(t) untuk t = 4 = n, yaitu melabel
busur e; dan simpul v,. Karena label busur yang masih tersisa adalah 1, maka
label busur g(e;) = 1 (Gambar 3.7¢). Dengan mengambil k£ = 0, label simpul
f(vy) = (mk+ g(e3))— f(vy) =(0+1)—2=—1. Karena —1 < 0, maka -1 tidak
bisa untuk melabel simpul v,. Sehingga diambil k = 1, f(v,) = (mk+ g(e3)) —
f(v3) = (3+ 1) — 2 = 2. Tetapi label 2 tidak tersedia (Gambar 3.7f). Sehingga
perlu dilakukan backtracking ke tahap sebelumnya yaitu t = 3. Label simpul v

dan label busur e, dibuat tersedia kembali, yaitu avail[f (v5) = 2] := true dan
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avail [g(e,) = 2] := true (Gambar 3.8b). Sehingga label simpul yang tersedia
menjadi V = {1,2} dan label busur yang tersedia menjadi £ = {1,2}. Karena semua
kemungkinan label busur yang tersedia dan kemungkinan nilai k di t = 3 telah di-
coba, maka perlu dilakukan backtracking kembali ke tahap sebelumnya yaitu t =
2. Label simpul v, dan label busur e, dibuat tersedia kembali, yaitu avail[f (v,) =
3] := true dan avail [g(e,) = 0] :=true (Gambar 3.8c). Sehingga label simpul
yang tersedia menjadi V = {1,2,3} dan label busur yang tersedia menjadi E =
{0,1,2}.

Kemudian melabel kembali busur e;, misalkan g(e,;) = 1 (Gambar 3.8d).
Dengan mengambil k = 0, f(v,) = (mk+ g(e;)) — f(v1) =0 +1)—-0=
1.Karena1 > 0dan 1 <n—1 = 3, dan tersedia, maka label 1 digunakan dan
dinyatakan avail [f(v,) = 1] := false dan avail [g(e;) = 1] := false (Gambar
3.8e). Sehingga label simpul yang tersedia menjadi VV = {2,3} dan label busur
yang tersedia menjadi £ = {0,2}. Label simpul f(v,) telah diperoleh maka tidak
perlu lagi menghitung label simpul f(v,) untuk k = 1.

Kemudian memanggil fungsi extendPath(t) untuk t = 3, yaitu melabel
busur e, dan simpul v5. Misalkan g(e,) = 0 (Gambar 3.8f). Dengan mengambil
k = 0, label simpul f(v3) = (mk + g(e;)) — f(v,) = (0 +0) — 1 =—1. Karena
—1 < 0, maka -1 tidak bisa untuk melabel simpul v5. Sehingga diambil k = 1,
f(vy) = (mk+g(e;))—f(v,)=B3+0)—1=2.Karena2>0dan2 <n—1=3,
dan tersedia, maka label 2 digunakan dan dinyatakan avail[f (v5) = 2] := false dan
avail [g(e,) = 0] := false (Gambar 3.8g). Sehingga label simpul yang tersedia
menjadi V = {3} dan label busur yang tersedia menjadi £ = {2}.

Secara rekursif, dipanggil fungsi extendPath(t) untuk t = 4 = n untuk
melabel busur e; dan simpul v,. Karena label busur yang masih tersisa di array
label busur adalah 2, maka g(e;) = 2 (Gambar 3.8h). Dengan mengambil k = 0,
f(vy) = (mk+ g(e3)) — f(v3) = (04 2) — 2 = 0, tetapi label O tidak tersedia.
Sehingga diambil k = 1, f(v,) = (mk+ g(e3)) — f(v3) = (3+ 2) — 2 = 3. Karena
label simpul 3 = 0,3 < n— 1 = 3, dan memenuhi syarat f(v,) > f(v,), serta
tersedia, maka terbentuklah satu pelabelan harmonis pada graf lintasan P, dimana
V={0, 1, 2, 3} dan E = {1, 0, 2} (Gambar 3.8i). Kemudian memanggil fungsi

print() untuk mencetak elemen pelabelan harmonis tersebut.
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Gambar 3.8 Backtracking ke simpul vs dan backtracking ke simpul v,

Untuk memperoleh pelabelan harmonis lainnya pada graf lintasan Py,

maka dilakukan backtracking ke tahap sebelumnya sesuai dengan urutan langkah-

langkah sebelumnya. Algoritma ini akan berhenti hingga diperoleh semua
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pelabelan harmonis yang mungkin dan berbeda pada graf lintasan P4. Terdapat 4
pelabelan harmonis yang berbeda pada graf lintasan P, (Gambar 3. 9).

0 1 9 2 5, 3 0 2 2 o 1 4 3
O 1 O O '®) O O O O
1 9 0 o 3 5 2 1 9 3 o 0 5, 2
O O O O O O O O

Gambar 3. 9 Semua pelabelan harmonis yang mungkin dan berbeda pada graf

lintasan P4

Pada bagian selanjutnya akan dijelaskan mengenai pembentukan algoritma

pelabelan harmonis untuk graf lingkaran C,.

3.2 Algoritma Pelabelan Harmonis pada Graf Lingkaran C,

Pada pembahasan Subbab 2.2 telah diberikan definisi dari graf lingkaran,
Cn (n > 3), yaitu graf yang diperoleh dari graf lintasan P, yang diberi tambahan
busur antara simpul awal dan simpul akhir (busur vnv1). Semua simpul pada graf
memilliki derajat dua. Dalam graf lingkaran, banyak simpul dan banyak busur
adalah sama (|V(C,)| = |E(Cy)| = n =m). Untuk mempermudah pembuatan
algoritma pelabelan harmonis pada graf lingkaran C,, penamaan simpul dan busur

graf lingkaran dengan n simpul diberikan pada Gambar 3.10.
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Gambar 3.10 Graf lingkaran dengan n simpul

Algoritma pelabelan harmonis untuk graf ini bekerja secara iteratif. Label
simpul dan label busur pada graf lingkaran menggunakan bilangan modulo m,
yaitu {0, 1, 2, ..., m — 1}. Pelabelan harmonis pada graf ini merupakan pemetaan
bijektif, sehingga label-label tersebut hanya dapat digunakan tepat 1 kali. Label
simpul dan label busur masing-masing dinyatakan sebagai array. Array label
simpul dan array label busur berukuran n, dimana array tersebut berisi status dari
label-label tersebut bernilai true atau false. Status dari label-label mula-mula
bernilai true yang menandakan label tersedia.

Masukan dari algoritma ini sama seperti graf lintasan yaitu n (banyak
simpul). Label simpul f(v,) dan busur g(e,) akan diberikan sesuai dengan label
yang tersedia. Sedangkan label simpul f(v,) ditentukan, yaitu f(v,) = (mk +
gle.~1)) — f(v,_y),dimana t = 2, ...,n dan m = |E|, serta nilai k dapat bernilai
k =0 dan k = 1. Kondisi yang harus dipenuhi adalah 0 < f(v,) <n — 1, dimana
t =1,2,..,n. Karena label simpul f(v,) ditentukan dari (mk + g(e,_1)) —
f(vy_1), maka label simpul f(v,) disebut determined label. Jika label simpul
f(v,) dan label busur g(e,) tersedia masing-masing akan dinyatakan avail
[f(vy)] = true dan avail [g(e,)] := true. Setelah label simpul f(v,) dan label
busur g(e,) terpakai masing-masing akan dinyatakan avail [f(v,)] := false dan
avail [g(e.)] :=false.

Langkah pertama pada algoritma ini adalah melabel simpul v,, yang
merupakan tahap inisialisasi (Gambar 3.11). Setelah tahap inisialisasi dilakukan,
masuk ke tahap perluasan (Gambar 3.12). Langkah pertama yang dilakukan pada

tahap perluasan adalah melabel busur e;. Kemudian menentukan label simpul v,.
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Setelah label v, diperoleh, melabel busur e,. Kemudian menentukan label simpul

v dan seterusnya hingga melabel busur e,_,, simpul v, dan busur e,.

Vi f(vl)
en O & e O &
Vi e e V2 Vi e e Vo
0 0 o o
€n-1 . € €n-1 e
Vn10 O Vs Vo1 O OVs
€n-2 ; ’ €3 €n-2 €3
o.. o o o
Vp-2 T e Vy Vp-2 . e Vg
O ey O ey
Vs Vs
(@) (b)

Gambar 3.11 Tahap inisialisasi algoritma pelabelan harmonis C,

Karena algoritma ini terdiri dari dua tahap, yaitu tahap inisialisasi dan
tahap perluasan, maka algoritma ini terdiri dari dua fungsi yaitu fungsi initialize-
Cycle dan extendCycle(t). Tahap inisialisasi berada dalam fungsi initializePath.
Sedangkan Tahap perluasan berada dalam fungsi extendCycle(t) dengan
parametert=2, 3, ..., n.

Pelabelan simpul v; berada dalam fungsi initializeCycle. Kemudian
memanggil fungsi extendCycle(t) dengan parameter t = 2. Fungsi extendCycle(t)
ini dengan parameter t = 2 dimulai dengan melabel busur e,. Kemudian melabel
simpul v,, yaitu f(v,) = (mk + g(e,)) — f(v,). Jika label simpul v, memenuhi
kondisi 0 < f(v;) < n — 1 dan tersedia maka digunakan dan dinyatakan avail
[f (v,)] := false dan avail [g(e;)] :=false. Selanjutnya secara rekursif memanggil
fungsi extendCycle(t) dengan parameter t =t + 1 = 3 untuk melabel busur e, dan
menentukan label simpul v, dan seterusnya hingga memanggil fungsi extend-
Cycle(t) dengan parameter t = n. Saat t = n, busur e,,_, diberi label, kemudian
menentukan label simpul v,,. Setelah melabel simpul v,,, maka label busur
g(e,_1) sudah tidak tersedia dan dinyatakan avail [g(e,_,)] :=false. Kemudian
ditentukan busur e,,, yaitu g(e,) = (f (v,) + f(v,)) mod m. Label busur g(e,)

menggunakan label terakhir yang masih tersedia. Jika label busur g(e,,) tersedia,
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maka satu pelabelan harmonis berhasil dibentuk. Kemudian elemen pelabelan

harmonis yang terbentuk pada graf lingkaran C, di cetak dengan fungsi print().

f(v2) = (mk+ g(ey)) - f(va)

f(v1) f(v1) ” v f(va) )
e, .0.. e e, .0 1 e, .-0.. g(e
\% V; v, eV, R (%
n O O 2 n : .. : 2 n O O ( 2)
€n1 € e € €n.1; €
Vo1 oVs Vo1 G o V3 Vo1Q ovs
€n-2 ‘es €n 2 e en-zi"-_' ,.v"'ea
_ .0 o. e o. 0
Vng el L Ve Vo el e Vg Via e LTV
3,. e 3 o 061
5 5 Vs
(@) (b) ©

f(vs) = (mk+ g(e2)) - f(v2)
f(v1) f(vy) f(v1)

v o_ffﬁ,..._,,.o..‘__f(__ggo.f(w) " Oﬂ_gn_‘_.,..o..___g(g;_)()f(\,z) v, Oeog(eli v
9(end) Lge) e s’ ", gea) e - 0(e)
f(Vn-llj';. O f(vs) Vi1 O 0 f(vs) V"’ld-._ O Vs
oens), ote e, Jes s’ o
o, O f(vy) o, .0 o.. =
TN Vig e e Vg Vi e e Ve
) e o) o ey w
() () (d)
f(vn) = (MK+ g(ent)) - (V1) g(en) = (f(vo)+ f(vn)) mod m
/ . f(vq) . ( f(vy)
n .0
) ""-(?}?Qf(vz) f(vﬂ)cf,(.?"?““o“‘"-f-(-?..?of(vz)
g(ena)’ " gle) g/ O
ik o fv9) (Y o 1(u)
g(en_z)."x‘_. 9(es) g(e",zi"'<., g(es)
oL _.Ofw) o O f(v)
) o it ) o)
© ®

Gambar 3.12 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis C,

Setelah melabel busur e,_;, ditentukan label simpul f(v,). Jika label
simpul f (v,) tidak tersedia maka ganti label busur g(e,_;) hingga memperoleh
label simpul f(v,). Jika tidak ada label busur g(e;_;) yang memenuhi sehingga
memperoleh label simpul f(v,), maka dilakukan backtracking untuk mengubah
label simpul yang dilabel sebelumnya, yaitu mengubah label simpul f(v,_,) dan
label busur g(e;_,). Label simpul dan label busur yang digunakan sebelumnya

menjadi available (tersedia kembali) pada array label simpul dan array label
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busur,yaitu masing-masing ditandai dengan avail [f(v,_,)] := true dan avail
[g(es—2)] :=true. Langkah ini dilakukan hingga diperoleh label simpul f(v,)
yang sesuai dengan label yang tersedia. Jika label simpul f(v,) tetap tidak
tersedia, berarti tidak terdapat pelabelan harmonis yang berbeda pada graf lingka-
ran dengan nilai n yang diberikan. Algoritma ini akan berlanjut untuk mencari
pelabelan harmonis lainnya dengan melakukan backtracking ke simpul v,-; dan
seterusnya sesuai dengan urutan langkah-langkah sebelumnya. Algoritma ini akan
berhenti jika telah diperoleh semua pelabelan harmonis yang tidak isomorfik

dengan nilai n yang diberikan.

Algoritma 2.1

function initialCycle()

1 f(v)):=0

2 avail [0] = false

3 extendCycle(2)
Algoritma 2.2
function extendCycle(t)
1 if t =n then
2 for each available label j do
3 gle—1)i=j
4 for k=1 or k=2 do
5 f) =[mk +g(e.—)]— f(ve_q)
6 if0 < f(v) <n-—1and avail [f(v,)] and|f(v,) > f(v,y)] then
7 avail [j] = false
8 gley) :=[f(vy) + flw)lmodm
9 if avail [g(e,)]and| g(e,) > g(e,) | then
10 print()

end if
11 avail [j] = true
end if
end for
end for
12 else
13 for each available label j do
14 g(ey):=j
15 for k=1or k=2 do
16 f) =[mk +g(e,—)]— f(Ve_y)
17 if 0<f(v,)<n-—1 and avail [f(v,)] and|f(v,) > f(v,)] then
18 avail [f(v,)] = false
19 avail [j] = false
20 extendCycle (t+1)
21 avail [f(v,)] = true
22 avail [j] = true
end if
end for
end for
end if

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Widiyani Suciati, FMIPA Ul, 2010




28

Kemudian saat t = n, jika label busur g(e,,) tidak tersedia, maka
dilakukan backtracking, yaitu mengubah label simpul f (v,,) dan label busur
g(e,_1). Label simpul f(v,) dan label busur g(e,—,) menjadi available (tersedia
kembali), yaitu masing-masing dinyatakan dengan avail [f (v,,)] := true dan avail
[g(en—1)] := true. Kemudian busur e,_; dan simpul v,, diberi label kembali. Jika
tidak tersedia label simpul yang memenuhinya, maka dilakukan backtracking ke
label simpul sebelumnya, yaitu simpul v,,_;. Langkah ini dilakukan hingga
diperoleh label busur g(e,) yang sesuai dengan label yang tersedia. Jika label
busur g(e,,) tetap tidak tersedia, berarti tidak terdapat pelabelan harmonis yang
berbeda pada graf lingkaran dengan nilai n yang diberikan. Algoritma ini
terangkum pada Algoritma 2.1 dan Algoritma 2.2.

Algoritma ini bertujuan untuk membangun algoritma pelabelan harmonis
yang menghasilkan semua pelabelan yang berbeda (tidak isomorfik) pada graf
lingkaran dengan nilai n tertentu. Pelabelan harmonis yang berbeda dapat
diperoleh dengan menghindari pelabelan harmonis yang isomorfik. Pelabelan
harmonis yang isomorfik pada graf lingkaran dapat terjadi karena kasus refleksi
dan kasus rotasi terhadap pelabelan yang ada. Contoh kasus rotasi dan refleksi

untuk Cs masing-masing diberikan pada Gambar 3.13 dan Gambar 3.14.

Gambar 3.13 Kasus rotasi pada graf lingkaran Cs
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Gambar 3.14 Kasus refleksi pada graf lingkaran Cs

Kasus rotasi pada graf lingkaran dapat dihindari dengan pemberian syarat,
yaitu label simpul pertama f(v,) lebih kecil dari label simpul lainnya f (v,).
Syarat f(v;) < f(v,) diberikan pada Algoritma 2.2 baris 6 dan 17. Karena label
simpul yang tersedia adalah {0,1,...,n-1}, maka label simpul f(v;) hanya bisa
dilabel dengan label 0. Sedangkan kasus refleksi pada graf lingkaran dapat
dihindari dengan pemberian syarat, yaitu label busur pertama g(e;) lebih kecil
dari label simpul g(e,,), yang diberikan pada Algoritma 2.2 baris 9.

Selanjutnya, akan diberikan contoh penggunaan algoritma ini. Misalkan
akan dibangun pelabelan harmonis pada Cs, berarti n = m = 5. Label simpul
yang tersedia, V = {0,1,2,3,4} dan label busur yang mungkin tersedia, F =
{0,1,2,3,4}.

Algoritma ini dimulai dengan melabel simpul v, pada fungsi initialize-
Cycle(t). Karena harus memenuhi f(v,) < f(v,) maka label terkecil untuk
melabel simpul v, adalah 0, sehingga f(v,) = 0 dan dinyatakan avail [f (v,) =

0] :== false, yang menandakan bahwa label 0 sudah digunakan dan tidak tersedia
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lagi. Label simpul yang tersedia menjadi V={1,2,3,4} dan label busur yang
tersedia tetap (Gambar 3.15). Kemudian secara iteratif memanggil fungsi
extendCycle(t) dengan parameter t = 2 untuk melabel busur e, dan simpul v,.
Misalkan label busur g(e;) = 1 (Gambar 3.16b). Dengan mengambil k = 0,
fwy) =(mk+g(e))—fwv))=(0+1)—0=1.Karenal1=>0dan1<n—1=4,
dan tersedia, maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v,) = 1] := false dan
avail [g(e;) = 1] == false (Gambar 3.16c). Sehingga label simpul yang tersedia
menjadi V = {2,3,4} dan label busur yang tersedia menjadi £ = {0,2,3,4}.

01234 01234 (o)1 234 01234
v [T[TT[T]T] E[T[T[T]T]T] v TITITIT[T]  E[T[T]T]T[T]

v avail [ f(v)) =0] := false<\ 0

Va e V3

a
@ 01234 01234 ®

v [FITTITT] OEITITITITITI

=3 e
Vs V2

€ e

Va €3 V3

Gambar 3.15 Tahap inisialisasi algoritma pelabelan harmonis Cs

Secara rekursif, dipanggil fungsi extendPath(t) untuk t =t +1 = 3, untuk
melabel busur e, dan simpul v;. Misalkan g(e,) = 0 (Gambar 3.16d). Dengan
mengambil k = 0, f(v3) = (mk + g(ey)) — f(v,) = (0+0) — 1 = —1. Karena
—1 < 0, maka -1 tidak bisa untuk melabel simpul v;. Kemudian untuk k =
1, f(v3) = (mk + g(ey)) — f(vy) = (5+0) — 1 = 4. Karena label simpul 4 > 0
dan 4 <n—1 =4, dan tersedia, maka f(v3) = 4 dan dinyatakan avail [f(v3) =
4] := false dan avail [g(e,) = 0] := false (Gambar 3.16€). Sehingga label
simpul yang tersedia menjadi V = {2,3} dan label busur yang tersedia menjadi
E = {2,3,4}. Kemudian memanggil fungsi extendPath(t) untuk t= 4 untuk melabel
busur e; dan simpul v,. Misalkan g(e;) = 2 (Gambar 3.16f). Dengan mengambil
k =0, label simpul f(v,) = (mk + g(es)) — f(v3) = (0 +2) — 4 = —2, Karena

—2 < 0, maka -2 tidak bisa untuk melabel simpul v,. Sehingga diambil k =

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Widiyani Suciati, FMIPA Ul, 2010



31

1,f(vy) = (mk+ g(es)) — f(vs) =(5+2)—4=3.Karena3 >0dan3 <n—

1 = 4, dan tersedia, maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v,) = 3] := false
dan avail [g(e3) = 2] := false (Gambar 3.16g). Sehingga label simpul yang
tersedia menjadi V = {2} dan label busur yang tersedia menjadi E = {3,4} (Gambar
3.16h).

012 3 4 012 3 4 012 34 0[1\2 3 4
v [E[T[T[T][T] E[T[T[T][T]T] v [E[T[T[T[T] E[T\TT[T]T]
g(er) =1
0 0
es (21 es 1
Vs V2 Vg Vs
€4 e €4 €2
Va €3 V3 Va €3 V3
@ (b)
0/1\2 3 4 012 3 4 012 34 /&l 2 3 4
v [ENIAT[T[T] e [T[T]T[T[T] v [F[FIT[T[T] e [T[r[T]T[T]
= avail [ f(vp) = 1] := false g(ez) =0

= avail [ g(e;) = 1] :=false
0 f(vp))=(0+1)-0=1

v 0
Vs > N 1J VG 1>
€4 e €4 0
2 e Vs
(d)

Va €3 V3
(©)
01 2 3(4) 01234 01234 01[2)3 4
v [E[FIT[TA\T) E[TIF[T[T][T] v [F[FIT[T[F] E[F[F\T/T][T]

= avail [f(vs) = 4] :=false  f(v5)=(0+0)—1=-1 X

avail ep) = 0] := false —
= avail [ g(e2) 1 8 fva)=(5+0)—1=4 \/ 0 g(es) =2
e 1 €5 1
Vs 1 Vi 1
€4 0 €4 0
Va €3 4 A 2 4
(e) ®
01 2&4 012 34 012 34 012 34
v [E[F[T\TIF] e [F[F[T[T[T] v [FIF[T[F[F] E[F[F[F[T[T]

f(va)=(0+2)-4=-2 X u avail [f(vs) =3] :=false
f(v)=(5+2)—4=3 '\/ = avail [ g(es) = 2] :=false

0
es 1 eg 1
Vs, 1 v 1
ey 0 €4 0
3 2 4 3 4
(@)

(h)

Gambar 3.16 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis saat t = 2,3,4
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01234 012@4

v [FIF[T[F[F] E[F[F[F[T]T]

v [FIF[T[F[F] E[F[F[FATJT]

0 g(es) =3 0
s 1 €sg 1
Vs 1 Kv 1
€4 0 3 0
3 2 4 3 2 4
@) (b)
O\1 2 3 4 01234 01234 01 2 3(4)

vV \ELF[T[F[F] E[F[F[F[T]T]

VIF[F[T[F[F] E[F[F[F[T\

f(vs)=(0+3)-3=0 X

f(vs) =(6+3)-3=5 X
(5
eg 1
1

Vs

3 0
3 2 4
(©
0m234 012 34

v [FIETIF[F]  E[F[F[F[T]T]

flv)=(0+4)-3=1 X

f(vs)=(6+4)-3=6 X
0
eg 1
Vi 1

5

O

g(es) =4 0

es 1
Kv5 1
'
3 2 4
(d)

Gambar 3.17 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis saat t =5
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Kemudian memanggil fungsi extendPath(t) untuk t =5 = n, yaitu melabel

busur e,, simpul vs,dan busur es. Misalkan g(e,) = 3 (Gambar 3.17b). Dengan
mengambil k = 0, f(vs) = (mk + g(ey)) — f(v,) = (0 + 3) — 3 = 0, karena 0 tidak
tersedia. Sehingga diambil k = 1, f(vs) = (mk + g(e,) — f(vy) =(G+3) —3 =
5. Karena 5 > n — 1 = 4, maka 5 tidak bisa untuk melabel simpul v (Gambar
3.17c). Kemudian diganti label busur g(e,). Misalkan g(e,) = 4 (Gambar 3.17d).
Untuk k =0, f(vg) = (mk + g(ey)) — f(vy) = (0+4) —3 =1, label 1 tidak

tersedia. Kemudian ditentukan label simpul vs untuk k = 1, f(vs) = (mk +

gle) —f(w) =(GB+4)—3 =6.Karena 6 >n— 1 = 4, maka 6 tidak bisa untuk
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busur g(es).

melabel simpul v5; (Gambar 3.17e) Karena semua kemungkinan label busur pada
t =n =5, tidak ada yang memenuhi, maka perlu dilakukan backtracking untuk
mengubah simpul v, dan label busur e;. Kemudian label simpul v, dan label
busur e dibuat tersedia kembali, yaitu avail[f (v,) = 3] := true dan avail [g(e;) =
2] == true (Gambar 3.18b). Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V =
{2,3} dan label busur yang tersedia menjadi E = {2,3,4}. Kemudian ganti label

01234
Vv [F[F[T]F[F]

01234
E[F[FIF[T]T]

01234 0 1(2\3 4

Vv [FIF[TN\EIF] E[FIFNEIT]T]
w avail [ f(vs) = 3] :=true
= avail [ g(es) = 2] :=true

0 0
€s 1 €s 1
Vs 1 Vi 1
€4 0 €4 0
3 2 4 \Z! es 4
(@) (b)
01234 01 2(3\4 01234 01@34
v [FIF]T[T[F] E[F[F]TRT]T] v [FIF]T[T][F] E[F]F\T]T][T]
fv)=(0+3)-4=-1 X
g(es) =3 flv)=(5+3)-4=4 X

€s
Vs,

€4

Vy

©

01234 01 2 3(4)

0
es 1
Vs, 1
€4 0
Vy 3 4
(d)

01234 01234

v [F[F[T[T]F] E[F[F[T[TAT]

v [E[F[T[T[F] E[F[F[T[T]T]

g(es) =4

fu)=(0+4)-4=0 X
fu)=(+4)-4=5 X

0
es 1
Vs, 1
€4 0
V4 4 4
®

Gambar 3.18 Backtracking ke simpul v,
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Misalkan g(e;) = 3 (Gambar 3.18c). Dengan mengambil k = 0, f(v,) =
(mk + g(e3))— f(vy) = (0+3) — 4 =—1. Karena —1 < 0, maka -1 tidak bisa
untuk melabel simpul v,. Kemudian ditentukan label simpul v, untuk k = 1,
fvy) = (mk+ g(e3)) — f(v3) = (5 4+ 3) — 4 = 4, label 4 tidak tersedia. Saat
g(e3) = 3, tidak diperoleh label simpul f(v,) yang tersedia (Gambar 3.18d).
Oleh karena itu, g(e;) = 3 diganti menjadi g(e;) = 4 (Gambar 3.18e). Kemu-
dian ditentukan label simpul v,. Dengan mengambil k = 0, label simpul f(v,) =
(mk + g(e3)) — f(v3) = (0+ 4) — 4 =0, label 0 tidak tersedia. Sehingga diambil
k=1, f(vy) = (mk+g(e3))— f(v3) =(5+4)—4=5 Karenab >n—-1=4
maka 5 tidak bisa untuk melabel simpul v, (Gambar 3.18f). Karena semua
kemungkinan label busur pada t = 4 tidak ada yang memenuhi, maka perlu dilaku-
kan backtracking ke tahap t = 3. Kemudian label simpul v5 dan label busur e,
dibuat tersedia kembali, yaitu avail[f (v3) = 4] := true dan avail [g(e,) = 0] := true
(Gambar 3.19b). Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V = {2,3,4} dan
label busur yang tersedia menjadi £ = {0,2,3,4}.

Kemudian, diganti label busur g(e,). Misalkan g(e,) = 3 (Gambar 3.19c).
Dengan mengambil k = 0, f(v3) = (mk + g(e;)) — f(v,) =(0+3) —1=2.
Karena 2 > 0 dan 2 < n — 1 = 4, dan tersedia, maka label 2 digunakan dan
dinyatakan avail [f(v;) = 2] := false dan avail[g(e,) = 3] := false (Gambar
3.19d). Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V = {3,4} dan label busur
yang tersedia menjadi E = {0,2,4}. Kemudian memanggil fungsi extendPath(t)
untuk t = 4, yaitu melabel busur e; dan simpul v,. Misalkan g(e;) = 0 (Gambar
3.19e). Dengan mengambil k = 0, f(v,) = (mk+ g(e3)) — f(v3) =(0+0) —2 =
—2, Karena —2 < 0, maka -2 tidak bisa untuk melabel simpul v,. Kemudian
ditentukan label simpul v, untuk k = 1, f(v,) = (mk + g(e3)) — f(v3) =
(54+40)—2=3.Karena3 = 0dan f(v,) =3 <n—1=4, dan tersedia, maka
label 3 digunakan dan dinyatakan avail [f (v,) = 3] := false dan avail [g(e3) =
0] := false (Gambar 3.19f). Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V' = {4}
dan label busur yang tersedia menjadi E = {2,4} (Gambar 3.199).
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v [F[F[T]T]F]

01234
E [F[FIT[T[T]

v [F[F[TIT[T] e [T]F[TRTT]

01 2 3(4)

(o)1 2 3 4

v [FIF[T[ThE]

ENELF[T]T]T]

= avail [ f(vs) = 4] := true
= avail [ g(e;) = 0] := true

0 0
es 1 es 1
Vs 1 Vi 1
(A 0 (A e,
Vs s 4 Va € V3
(@) (b)
012 3 4 01 2/;")\4 0 1[2\3 4 012 34

MIEE AR

E [T[F[T][T]T]

m avail [ f(vz) = 2] :=false

35

g(ez) =3 = avail [ g(e,) = 3] := false
2 fv)=(0+3)-1=2 V
0 0
e 1 € 1
\Y 1 V. 1
€4 3 €y 3
Vat e, V3 Vs & 2
© (d)
01234 (o\1 2 34 01 2(3)4 01234

v [F[F[F[T]T] e fF[T]F]T] v [F[F[FiTIT] E[T[F[T]F][T]

fv)=(0+0)-2=-2 X
fuy=G+0)-2=3

0 0
€s 1 €g 1
Vs, 1 Vi 1
g(es) =0
€4 3 €y 3
(e) ®

01234
v [FIF[F[F]T]

= avail [ f(v4) = 3] := false
= avail [ g(es) = 0] := false

01234
E [F[F[T[F[T]

Gambar 3.19 Backtracking ke simpul v;

Kemudian memanggil fungsi extendPath(t) untuk t = 5 = n,yaitu melabel
busur e,, simpul vg,dan busur es. Misalkan g(e,) = 2 (Gambar 3.20b). Dengan
mengambil k = 0, label simpul f(vs) = (mk + g(e,)) — f(vy) =(0+2) -3 =0,
label 0 tidak tersedia. Sehingga diambil k = 1, f(vs) = (mk+ g(ey)) — f(v,) =
(5+2)—3=4.Karena4 > 0dan 4 <n — 1 = 4, dan tersedia, maka digunakan
dan dinyatakan avail [g(e,) = 2] := false (Gambar 3.20c). Kemudian ditentukan

label busur e, yaitu g(es) = (f(vs) + f(v1)) mod m = (4 + 0) mod 5 = 4. Karena
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memeuhi syarat g(es) = 4 > g(e;) =1 dan tersedia, maka terbentuk satu pelabelan
harmonis pada graf lingkaran Cs dimana V={ 0, 1, 2, 3, 4} danE = {1, 3, 0, 2, 4}
(Gambar 3.20d). Kemudian memanggil fungsi print() untuk mencetak elemen
pelabelan harmonis tersebut.

01234 01234 01234 016\34
v [FIF]F[F]T] E[F[F]T]F[T] v [FIF[F[F]T] E[F[FRTJF]T]
g(es) =2
0
€5 1 € 1
Vs, 1 Vi 1
€4 3 2 3
3 0 2 3 0 2
@) (b)
012361\ 01234 01234 0123ﬂ1\
Vv [FIF[F][F\T)] E[F[F]T[F]T] v [FIF[F]F[T] E[F[F[F[FIT]

f(vs) =(0+2)-3=-1
fv) = (5+2)—3=4 \/

g Q

Gambar 3.20 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis saat t=5

= avail [ g(e,) = 2] := false g(es) =(4+0) mod 5

Gambar 3.21 Semua Pelabelan Harmonis yang mungkin dan berbeda pada Graf

Lingkaran Cs

Untuk memperoleh pelabelan harmonis lainnya pada graf lingkaran Cs
maka dilakukan backtracking ke tahap sebelumnya sesuai dengan urutan langkah-

langkah sebelumnya. Algoritma ini akan berhenti hingga diperoleh semua
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pelabelan harmonis yang mungkin dan berbeda pada graf lingkaran Cs. Terdapat 2
pelabelan harmonis yang berbeda pada graf lingkaran Cs (Gambar 3.21).

3.3 Algoritma Pelabelan Harmonis pada Graf Lobster Teratur L1

Pada pembahasan Subbab 2.2 telah diberikan definisi dari graf lobster
teratur L1 (n>2 dan r > 1) yaitu graf yang dibangun dengan menambahkan satu
simpul daun pada setiap simpul daun dari graf caterpillar teratur. |V(Ln,1)| =
2nr+n dan |E(Lnr1)= (2nr+n)-1. Untuk mempermudah pembuatan algoritma
pelabelan harmonis pada graf lobster teratur L, 1, penamaan simpul dan busur
pada graf lobster teratur L, diberikan pada Gambar 3.22.

Vi(®)

Vi (r+1) A

v
a 11914, Vi (n-D)r+1)

Vi)

&2
@ e Var (1-2)r+2) Var (1)

Vi (n-1)r+2)
€((n-1)r+2

€qi((n-1)r+1)

€dl(n-2)r+2)
€ai(2)
Vg (1)

L oggey Ve Yot (g reg)

Eai(n-1)r+2)

€a(r)

Vai ) Vai((m)

e

Vi (nr)
Vi(r) Vi (2r) Vi((n-2)r+r)

Gambar 3.22 Graf lobster teratur L1

Algoritma pelabelan harmonis untuk graf ini bekerja secara iteratif. Label
simpul pada graf lobster teratur menggunakan {0, 1, 2, ..., [V(Lnr,1)|-1 } dan label
busur menggunakan bilangan modulo m, yaitu {0, 1, 2, ..., m-1} dengan syarat
label busur adalah jumlah (mod m) dari label dua simpul yang dihubungkan.
Label-label tersebut digunakan tepat 1 kali. Label simpul dan label busur masing-
masing dinyatakan sebagai array. Array label simpul dan array label busur
masing-masing berukuran [V(Ls1)| dan berukuran |E(Ln.1)|, dimana array
tersebut berisi status dari label-label tersebut bernilai true atau false. Status dari

label-label mula-mula bernilai true yang menandakan label tersedia.
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Masukan dari algoritma ini adalah n (banyak simpul pada backbone
lobster, P,) dan r (banyak simpul daun dari simpul-simpul pada backbone
caterpillar teratur). Label simpul f(v4(1)), g(eq(t)), g(eq(s)) dan g(e;(s))
akan diberikan sesuai dengan label yang tersedia, dimana s= 1,2,...,nr dan t=
1,2,...,n. Sedangkan label simpul f(v4(t)), f (v4(s)), dan f(v;(s)) ditentukan,
yaitu :

fa(t)) = (mk + geqa(t — 1)) — f(va(t — 1)) (3.1)
fWai(s)) = (mk + g(eq(s))) — f(va(L)) (3.2)
f(i(s)) = (mk + g(e;(s))) — f(wai(s)) (3.3)

Dimana, s=1, 2, ..., nr,t=2,3, .., n,danm = |E(L,,1)|, serta nilai k dapat
bernilai k = 0 atau k = 1. Kondisi yang harus dipenuhi adalah 0 < f(v,4(¢t)) <
V(L) = 1,0 < far(s) < V(Lpr)| =1, dan 0 < f(0y(8)) < [V(Lnyra)| = 1.
Karena label simpul ditentukan dari Pesamaan 3.1, Pesamaan 3.2, dan Pesamaan
3.3, maka label simpul f(vq4 (), f(v4:(s)), dan f(v,(s)) disebut determined label.
Jika label simpul-simpul (f (v4(t)), f(vq:1(s)), f(v(s))) dan label busur-busur
(g(eq (), gleqi(s)) dan g(e;(s))) tersedia, maka masing-masing akan dinyatakan
avail [f(vq(8))] :=true, avail [f(vg(s))] := true, avail f(v,(s)) := true, avail
g(eq(t)) :=true, avail g(eq;(s)) = true, dan avail g(e;(s)) := true. Setelah label
simpul-simpul (f (v4(t)), f(wa(s)), f(v;(s))) dan label busur-busur (g(eq4(t)),
g(eq;(s)) dan g(e;(s))) digunakan, maka masing-masing akan dinyatakan avail
[f (vq(t))] :=false, avail [f(vg (s))] ;= false, avail f(v,(s)) :=false, avail g(e,(t))
.= false, avail g(ey;(s)) := false, dan avail [g(e;(s))] := false.

Langkah pertama pada algoritma ini adalah melabel simpul v4(1), yang
merupakan tahap inisialisasi (Gambar 3.23). Setelah tahap inisialisasi dilakukan,
masuk ke tahap perluasan. Tahap perluasan disini terdapat dua macam, yaitu tahap

perluasan ke-1 dan tahap perluasan ke-2 (Gambar 3.24 dan Gambar 3.25).
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Vi Vi)

€2 Vai (1) €2 Vai (1)
Vg1 (2) Vai (2)

ea)  S® eq  Ca®

ea(r) eat)
Vai (r) Var (r)
e e

Vi(r) (a) vi(r) (b)

Gambar 3.23 Gambar tahap inisialisasi pada fungsi initializeLobster

Langkah pertama yang dilakukan pada tahap perluasan ke-1 adalah
melabel simpul-simpul dan busur-busur pada cabang pertama yang berhubungan
langsung dengan simpul v, (1) di lintasan Py, yaitu dengan melabel busur e4; (1)
terlebih dahulu, kemudian ditentukan label simpul vg(1). Setelah melabel vg(1),
busur e;(1) diberikan label. Kemudian ditentukan label simpul v;(1). Satu cabang
telah dilabel. Langkah tersebut dilakukan seterusnya hingga simpul-simpul dan
busur-busur di cabang lainnya pada simpul v, (1) di backbone sudah berlabel.
Kemudian masuk ke tahap perluasan ke-2, yaitu melabel busur e, (1). Setelah
label busur e, (1) diberikan, ditentukan simpul v,(2). Setelah itu, masuk kembali
ke tahap perluasan ke-1, yaitu melabel busur ey, (r + 1), kemudian ditentukan
label simpul v,4; (r + 1). Kemudian melabel busur e;(r + 1), setelah itu ditentukan
label simpul v,(r + 1) dan seterusnya langkah tersebut dilakukan hingga busur
eq1(2r), simpul vg;(27), busur e;(2r) dan simpul v;(2r) dilabelkan. Kemudian
masuk kembali ke tahap perluasan ke-2, yaitu melabel busur e, (2). Setelah itu,
ditentukan simpul v4(3). Tahap perluasan ke-1 dan ke-2 dilakukan seterusnya,
hingga langkah terakhir melabel busur e4; (nr), kemudian menentukan label
simpul vy, (nr). Setelah diperoleh label simpul v, (nr), untuk selanjutnya melabel
busur e;(nr). Kemudian ditentukan label simpul v;(nr). Simpul v4; (nr), simpul
v (nr), busur ey, (nr), dan busur e;(nr) merupakan simpul-simpul dan busur-busur
pada cabang terakhir yang berhubungan langsung dengan simpul v, (n) di lintasan

Pn dengan nilai n dan r yang masing-masing diberikan.
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Gambar 3.24 Gambar tahap perluasan ke-1 pada fungsi extendLobster2(s,p) dan

fungsi extendLobster3(s,p)
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Gambar 3.25 Gambar tahap perluasan ke-2 pada fungsi extendLobster1(t)

Algoritma ini terdiri dari 4 fungsi yaitu fungsi initializeLobster, extend-
Lobster1(t), extendLobster2(s,t), dan extendLobster3(s,t). Tahap inisialisasi
berada dalam fungsi initializeLobster. Tahap perluasan ke-1 berada dalam fungsi
extendLobster2(s,t) (untuk kasus r >1), dan extendLobster3(s,t) (untuk kasus r
=1). Sedangkan tahap perluasan ke-2 berada dalam fungsi extendLobster1(t),
dimana parameter,s=1,2,3,..,nr dan t=1, 2, 3, ..., n. Algoritma ini terang-
kum pada Algoritma 3.1, Algoritma 3.2, Algoritma 3.3 dan Algoritma 3.4.

Algoritma ini bertujuan untuk membangun algoritma pelabelan harmonis
yang menghasilkan semua pelabelan yang berbeda (tidak isomorfik) pada graf
lobster teratur. Pelabelan harmonis yang berbeda dapat diperoleh dengan meng-
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hindari pelabelan harmonis yang isomorfik. Pelabelan harmonis yang isomorfik
pada graf lobster teratur dapat terjadi karena kasus refleksi terhadap pelabelan
yang ada. Pada Gambar 3.26 dan Gambar 3.27, diberikan contoh kasus refleksi
untuk L 3. Kasus refleksi pada graf lobster teratur yang diberikan pada Gambar
3.26, dapat dihindari dengan pemberian syarat, yaitu label simpul f (v4(1)) lebih
kecil atau lebih besar dari label simpul terakhir f(v4(n)). Disini diambil f (v4(1))
lebih kecil dari f(v4(n)), diberikan pada Algoritma 3.2 baris 11. Sedangkan kasus
refleksi pada graf lobster teratur yang diberikan pada Gambar 3.27, dapat dihin-
dari dengan pemberian syarat, yaitu label simpul f(vq(s)) lebih kecil atau lebih
besar dari label simpul terakhir f(v4(s +1)), dimanas=1,2, .., r,r+l1, .., 2r, ...,
(n-1)r+1, (n-L)r+2, ..., nr. Disini diambil f(vq(p)) lebih kecil dari f(vy(p+1)),
diberikan pada Algoritma 3.3 baris 6, 22, dan 62. Kasus refleksi pada Gambar
3.27, hanya terjadi untuk r >1. Sehingga untuk tahap perluasan ke-1 terbagi

menjadi dua macam, yaitu untuk kasus r = 1 dan untuk kasus r >1.

Gambar 3.26 Kasus refleksi pada graf lobster teratur L, 31

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Widiyani Suciati, FMIPA Ul, 2010




43

Gambar 3.27 Kasus refleksi pada cabang graf lobster teratur L, 31

Algoritma 3.1
initializeLobster
1. for each available label i do

N

ok w

flva(D) =i

avail [i] := false

extendLobster1(1)

avail [i] := true
end for
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Algoritma 3.2
extendLobster1(t)
1. ift=1
2. ifr=1
3. extendLobster3(1, t)
4. else
5. extendLobster2(1, t)
end if
6. elseif t=n
7. for each available label j do
8. gleat—1) =
9. for k=0ork=1do
10. f(vd(t)) = [mK + g(ed(t - 1))] — f(vd (t— 1))
11. if 0<f(va(®)) <(@nr+n)—1) and avail [f(va())]
and(_f(va(®)) > f(vg(D) Jthen
12. avail [f(v4(6))] := false
13. avail [ j ] := false
14, if r=1
15. extendLobster3((t-1) r + 1, t)
16. else
17. extendLobster2((t-1) r + 1, t)
end if
18. avail [f(v4(6))] = true
19. avail [ j] :=true
end if
end for
end for
20. else
21. for each available label j do
22 gleat—1)) =
23. for k=0ork=1do
24, f(vd(t)) = [mK + g(ed(t - 1))] — f(vd (t— 1))
25. if 0<f(va(®) < (@nr+mn)—1)andavail [f(vg(D)]
then
26. avail [f(vq(8))] := false
217. avail [ j ] := false
28. if r=1
29. extendLobster3((t-1) r + 1, t)
30. else
31. extendLobster2((t-1) r + 1, t)
end if
32. avail [f(vq ()] = true
33. avail [ j ] :=true
end if
end for
end for
end if
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Algoritma 3.3
extendLobster2(s,t)
1.
2. for each available label j do
3. g(edl(S)) =J
4, for k=0ork=1do
5. f(wai(s)) = [mK + g(eq())] - f(va(®)
6. if 0<f(vyu(s)) < @nr+n)—1)andavail [f(vg(s))] and
[f("dl(s)) > f(var(s — 1))] then
7. avail [f(vq(s))] = false
8. avail [ j ] := false
9. for each available label | do
10. g(el(s)) =1
11. for k=0ork=1do
12. g(f(vl(s)) = [mK + g(el(s))] — f(vdl(s))
13. if 0<f(v,(s))<@nr+n)—1)and
avail [f(v,(s))] then
14. print()
end if
end for
end for
15. avail [f(vq(s))] := true
16. avail [ j] :=true
end if
end for
end for
17. elseif s mod r=0
18. for each available label j do
19. glea(s)) =j
20. for k=0ork=1do
21. f(vdl(s)) = [mK + g(edl(s))] - f(vd (t))
22. if 0< f(vdl(s)) < (2nr +n) — 1) and avail [f(vdl(s))] and
[ (ra(®)) > F (v (s — 1)) then
23. avail [f (vg(s))] = false
24, avail [ j ] := false
25. for each available label | do
26. g(el(s)) =1
217. for k=0ork=1do
28. g(f (vi() = [mK + g(e,(9)] = f(var ()
29. if 0<f(v,(s))<@nr+n)—1)and
avail [f(v,(s))] then
30. avail [f(v,(s))] := false
31. avail [ 1] := false
32. extendLobsterl(t+1)
33. avail [f(v,(s))] := true
34. avail [ 1] :=true

end if
end for
end for
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35.
36.

37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49.

50.
51.
52.
53.
54.

55.
56.

57.
58.

59.
60.
61.
62.

63.
64.
65.
66.
67.
68.

69.

70.
71.

avail [f(vg(s))] = true
avail [ j ] :=true
end if
end for
end for
elseif s=(t-1)r+1
for each available label j do
g(edl(S)) =J
for k=0ork=1do
f(wai(s)) = [mK + g(eq ()] — f(va(®)
if 0<f(va(s)) < @nr+n)—1)andavail [f(vg(s))] then
avail [f(vg(s))] = false
avail [ j ] := false
for each available label | do
g(e(s)) =1
for k=0ork=1do
g(f (vi()) = [mK + g(er(9))] — fF(vai(s))
if 0<f(v(s))<@nr+n)—1)and
avail [f(v,(s))] then
avail [f(v,(s))] := false
avail [ 1] := false
extendLobster2( s+1, t)
avail [f(v,(s))] := true
avail [ 1] :=true
end if
end for
end for
avail [f(vq(s))] := true
avail [ j] :=true
end if
end for
end for
else
for each available label j do
g(edz(S)) =]J
for k=0ork=1do
f(Udz(S)) = [mK + g(edl(s))] - f(Vd(t))
if 0< f(vdl(s)) < (2nr +n) —1) and avail [f(vdl(s))]
f(va(®)) > f(va(s — )] then
avail [f(vg(s))] = false
avail [ j ] := false
for each available label | do
g(e(s)) =1
for k=0ork=1do
g(f(vl(s)) = [mK + 9(91(5))] - f(vdl(s))
if 0<f(v,(s))<@nr+n)—1)and
avail [f(v,(s))] then
avail [f(v,(s))] := false
avail [ 1] := false
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72. extendLobster2( s+1, t)
73. avail [f(v,(s))] := true
74. avail [ 1] :=true
end if
end for
end for
75. avail [f(vg(s))] = true
76. avail [ j ] :=true
end if
end for
end for
end if
Algoritma 3.4
extendLobster3(s,t)
1. ifs=nr
2. for each available label j do
3. g(edz(s)) =]J
4, for k=0ork=1do
S. f(wai(s)) = [mK + glea(s))] - f(va(®)
6. if 0< f(vdl(s)) < (2nr +n) — 1) and avail [f(vdl(s))] then
7. avail [f(vgq,(s))] = false
8. avail [ j] := false
9. for each available label | do
10. g(el(s)) =1
11. for k=0ork=1do
12. g(f(vl(s)) = [mK + g(el(s))] — f(vdl(s))
13. if 0<f(v,(s))<@nr+n)—1)and
avail [f(v,(s))] then
14. print()
end if
end for
end for
15. avail [f (vg(s))] = true
16. avail [ j] :=true
end if
end for
end for
17. else
18. for each available label j do
19. g(edl(s)) =J
20. for k=0ork=1do
21. f(“dz(s)) = [mK + g(edl(s))] - f(Vd(t))
22. if 0<f(va(s)) < @nr+n)—1)andavail [f(vg(s))] then
23. avail [f (vg(s))] = false
24, avail [ j ] := false
25. for each available label | do
26. g(el(s)) =1
27. for k=0ork=1do
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28. g(f(”z(s)) = [mK + g(el(s))] - f(vdl(s))
29. if 0<f(v,(s))<@nr+n)—1)and

avail[f (v,(s))] then
30. avail [f(v,(s))] := false
31. avail [ ] := false
32. extendLobster1(t+1)
33. avail [f(v,(s))] := true
34. avail [ 1] :=true

end if

end for
end for
35. avail [f(vg(s))] = true
36. avail [ j] :=true
end if
end for
end for
end if

Selanjutnya, akan diberikan contoh penggunaan algoritma ini untuk
membangun pelabelan harmonis pada L, , ;. Banyak simpul dan busur pada L , 4
adalah [V| = 2nr+n = 10 dan m =|V|-1 = 9 maka label simpul yang tersedia adalah
V ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dan label busur yang mungkin tersedia adalah E = {0,
1,2,3,4,5,6,7,8}.

01234567809 012345678 (V1234567809 012345678
Al Bl o Bl 4 i el o o e VAT TITITTT[T[T]T]T] E[T[T[T[T[T[T[T]T]T]

€ai(4) v (4)

8O vi@ Q
avail [ f(vg(2)) = 0] := false

(@ (b)

Va2

0123456789 012345678
VEFITTATAAT(T] e [T AT T[]

Gambar 3.28 Tahap inisialisasi algoritma pelabelan harmonis graf L, 21
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Algoritma ini dimulai dari fungsi initializeLobster untuk melabel simpul
v4(1). Misalkan f(v4(1)) = 0, karena f(v4(1)) =0 < |V| — 2 = 8, maka avail
[f(vq(1)) = 0] := false, yang menandakan bahwa label 0 sudah digunakan dan
tidak tersedia lagi. Label simpul yang tersedia menjadi V={1,2,3,4,5,6,7,8,9} dan
label busur yang tersedia tetap (Gambar 3.28). Kemudian memanggil fungsi
extendLobster1(t) untuk t = 1. Karena t=1, maka memanggil fungsi berikutnya
yaitu fungsi extendLobster2(1,t), yaitu melabel busur e4; (1) dan label simpul
v4;(1). Misalkan label busur g(e4 (1)) = 1 (Gambar 3.29a). Dengan mengambil
k=0, fwa(1) = (mk+ glea(1)) — f(wa(1)) = (0+ 1) — 0 = 1. Karena
label 1 > 0,1 < |V| —1 =9, dan tersedia, maka digunakan dan dinyatakan avail
[f(vg (1)) = 1] := false dan avail [g(e4 (1)) =1] := false (Gambar 3.29b).
Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V={2,3,4,5,6,7,8,9} dan label busur
yang tersedia menjadi E={0,2,3,4,5,6,7,8}. Selanjutnya melabel busur e;(1).
Misalkan label busur g(e;(1)) = 3 (Gambar 3.29c). Kemudian ditentukan label
simpul f(v;(1)). Dengan mengambil k = 0, f(v;(1)) = (mk + g(e;(1))) —
fvg(1)=(0+3)—1=2 Karena2 > 0,2 < |V|—1=09, dan tersedia,
maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v;(1)) = 2] = false dan avalil
[g(e; (1)) = 3] := false (Gambar 3.29d). Sehingga label simpul yang tersedia
menjadi V={3,4,5, 6,7,8,9} dan label busur yang tersedia menjadi E={0,2,
4,5,6,7,8}.

Kemudian secara rekursif memanggil fungsi fungsi extendLobster2(s,t)

untuk s=2 dan t=1. Kemudian melabel busur ey (2). Misalkan g(eg(2)) =0
(Gambar 3.29e). Kemudian ditentukan label simpul f(vdl(z)). Dengan
mengambil k = 0, f (v (2)) = (mk + g(ea(2))) - f(va(1)) = (0 +0) -
0 = 0, label O tidak tersedia. Sehingga diambil k = 1, label simpul f(v4(2)) =
(mk + g(ea(2))) = f(va(1)) = (9+0) =0 =9. Karena 9 > 0,9 < |V| -
1 =9, dan tersedia, maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v4(2)) = 9] =
false dan avalil [g(edl(z)) =0] := false (Gambar 3.29f). Sehingga label simpul
yang tersedia menjadi V={3,4,5,6,7,8} dan label busur yang tersedia menjadi
E={2,4,5,6,7,8}. Selanjutnya melabel busur e,(2). Misalkan g(e;(2)) = 5
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(Gambar 3.29g). Kemudian ditentukan label simpul f(v,(2)). Dengan mengambil
k = 0, label simpul f(v,(2)) = (mk + g(e,(2))) - f(va(2)) = (0 +5) -

9 = —4. Karena 4 < 0, maka tidak bisa label -4 untuk melabel simpul v;(2).
Sehingga diambil k = 1, label simpul f(v,(2)) = (mk + g(ei(2))) -

f(va(2))=(9+5)—9=5.Karena5>0,5 < |[V| — 1 =9, dan tersedia,
maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v;(2)) = 5] = false dan avalil
[g(e;(2)) = 5] := false (Gambar 3.29h). Sehingga label simpul yang tersedia
menjadi V={3,4, 6,7,8} dan label busur yang tersedia menjadi E= {2,4, 6,7,8}.
Kemudian secara rekursif memanggil fungsi extendLobster1(t) untuk t=2,
yaitu melabel busur e; (1) dan simpul v,(2). Misalkan label busur g(e;(1)) =
7 (Gambar 3.30a). Dengan mengambil k = 0, f(v4(2)) = (mk + g(eq(1))) —
frg(1)) =(O0+7)—0=7.Karena7 > 0,7 < |V| -1 =9, dan tersedia,
maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v4(2)) = 7] := false dan avalil
[g(eq(1)) =7] := false (Gambar 3.30b). Sehingga label simpul yang tersedia
menjadi V={3,4, 6, 8} dan label busur yang tersedia menjadi E= {2,4, 6, 8}.
Kemudian memanggil fungsi extendLobster2(s,t) untuk s=3 dan t=2.
Kemudian melabel busur eg; (3). Misalkan g(eg4;(3)) = 2 (Gambar 3.30c).
Kemudian ditentukan label simpul f(v4(3)). Dengan mengambil k = 0,

fra®) = (mk+ glea(®)) - f(va(2) = (0+2) -7 = —5. Karena-5 <0,
maka -5 tidak bisa untuk melabel simpul v, (3). Sehingga diambil k = 1,
fra®) = (mk+ glea®)) - f(va(2) = (9 +2) =7 = 4. Karena 4 > 0,

4 < |V| =1 =9, dan tersedia, maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v4(3))
= 4] :=false dan avail [g(e4(3))=2] := false (Gambar 3.30d). Sehingga label
simpul yang tersedia menjadi V={3, 6, 8} dan label busur yang tersedia menjadi
E= {4, 6, 8}. Selanjutnya melabel busur ¢;(3). Misalkan label busur g(e;(3)) = 4
(Gambar 3.30e). Kemudian ditentukan label simpul v;(3). Dengan mengambil
k=0, f((3) = (mk+ g(e,3)) = f(var(3)) = (0 +4) — 4 = 0, label O tidak
tersedia. Sehingga diambil k = 1, label simpul £(v,(3)) = (mk + g(e,(3))) —
f(va(3)) = (9 +4) — 4 =9, label 9 tidak tersedia (Gambar 3.30f). Sehingga
dilakukan kembali langkah tersebut pada label busur yang tersedia, namun tidak
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terdapat label busur yang memenuhi. Sehingga perlu dilakukan backtracking ke
langkah sebelumnya, yaitu mengubah label simpul f(v4(3)) dan label busur
g(eq(3)), sehingga dibuat tersedia kembali (avail [f (v4,(3))] = 4]:=true dan
avail [g(e4;(3)) =2] := true) (Gambar 3.31b).

om23456789 012345678 oft\2 345673839 012345678
vIETTITA]T] e[T[TT[T[T[T[T[T]T] vVEIT T[T T[A[]T] E[T[T[T[T[T[T[T[T[T]
_ _ » avail [ f(vg (1)) = 1] := false
W) a @)= ©+1-0=1 w avail [ g(eq(1)) = 0] = false
vi(3)

o) 9a() =1

vi(2)

@
234567809 (;\45678 01234567809 012[3\45673
VlFIFITITITITITITITITI ElTIFITkTJ{TITITITITI v [E[F[T[TIT T[] e[T[e[T{T]TIT]T[7]T]

fv(1)=(0+3)-1=2 \/ » avail [ f(v, (1)) = 2] := false
= avail 1)) = 3] := fall
Wy @)L , j avail [ g(e(1)) = 3] := false

(© (d)

123456789 ®12345678 012345678ﬂ3\ 012 345678
A 1 [ R R RS [ S R R ki il R Il Il B 7 R I 3 R el R
fw(@)=(0+3)-1=2 \/ = avail [ f(vi (1)) = 2] := false w avail [ f(vg (2)) = 9] := false

3 = avail [ g(e(1)) = 3] :=false = avail [ g(ea(2)) = 0] :=false

2
vi(3)

(9
0
f(va (2)) = (0+0)-0=0 X )
fva(@)=©@+0)-0=9
© ®
4567809 4[5\6 78
V[FIFIFITITITITITITIF] E[FIFITIFIT}\TJTITITI 012 3 4[5\6 789 012 3456 78

VEFIFITTT/TITIvIF] e [FIFITIF[T[TIT]7]T]

w avail [ f(v(2)) = 5] := false
= avail [ g(e/(2)) = 5] :=false

vi(2)
(5
9e@)=5
e y, (4 fvi(2)=(0+5-9=-4 X
fw@)=©+5-9=5 V

()]

Gambar 3.29 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis untuk s=1 dan s=2
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34567809 3456[7\8
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= avail [ f(vq(2)) = 7] := false
= avail [ g(eq(1)) = 7] := false
2

(b)

0123&\55789 2345678

4567809
VIFIFIFITITIFITIFITIFI EIFIFkT/{FITITITIFITI

vV [E[E[FITTIFITIFITIF] e [FIF[TIFT[T]T]F]T]

(©

123456789 0123m5678
VIFIFIFITIFIFITIFITIFI E[FIF[FIFITITITIF]T]

2 9(e(3)) =4

\ vi(3)

4

= avail [ f(va (3)) = 4] := false
» avail [ g(e(3)) = 2] := false fva(3)=(0+2)-7=-5 X

fva(@)=©+2)-7=4 V

@

m12345678[\ 456 78
VELFTFITIFIFITTFITIF] EIFIFIFIFITITITIFITI

fv(3)=(0+4)-4=0 X
f(v(3)=©Q+4)-4=9 X

’ l/ vi(3)

Gambar 3.30 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis untuk s=3

Kemudian melabel kembali busur e4;(3). Misalkan g(eg4;(3)) = 4

(Gambar 3.31c). Kemudian ditentukan label simpul v 4 (3). Dengan mengambil

k=0, f(va3)) = (mk + g(edl(3)))

—f(v4(2)) = (0 +4) — 7 = —3. Karena

label -3< 0, maka -3 tidak bisa untuk melabel simpul v4;(3). Sehingga diambil

k=1, flwaB) = (mk + g(edl(3)))

—f(va(2) = (9+4)—7 = 6. Karena 6 >

0,6 < |V| — 1 =29, dan tersedia, maka digunakan dan dinyatakan

avail [f(v4(3)) = 6] := false dan avail [g(ey4;(3)) =4] := false (Gambar 3.31d).
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Selanjutnya melabel busur e;(3). Misalkan label busur g(e;(3)) = 2 (Gambar
3.31e). Kemudian ditentukan label simpul v;(3). Dengan mengambil k = 0,

f3) = (mk + g(e(3)) - f(var(3)) = (0 +2) — 6 = —4. Karena label -4<
0, maka -4 tidak bisa untuk melabel simpul v,(3). Sehingga diambil k = 1, label
simpul £(,(3)) = (mk + g(e(3)) — f(var(3)) = (9 +2) — 6 = 5, label 5 tidak
tersedia (Gambar 3.31f). Sehingga perlu dilakukan backtracking ke langkah

sebelumnya.

m12345678ﬁ§\ 012345678 0123m56789 01[2\345678
v ElFTFITFIFTTIFTTE - e (FTFFF Tl v [FIFTFTTElF I - FIFLE P ITTIe ]
@ =0+ 420 X - Sl () - 21 = e

fv(3)=(©0+4-4=9 X

i C/ vi(3)

012345@789 012345678
01234567879 012 3[/4\56 738 V[F[F[F[T[T[FIT]FIT]F] e[F[FIT[F[T]T]T[F]T]
V[FIF[FITITIF[TIFITIF] e[FIF[T[FITfTITIF]T]

= avail [ f(vg (3)) = 6] := false
w avail [ g(ea(3)) = 4] :=false fva(3))=(0+4)-7=-3 X
fva(@)=©+4)-7=6

vi(3)
e(3)

6

2

ea(4) vy (4)
@ v, 4

(© (d)
0123456789 0 1(2\3 456 7 8 01234[5\6789 012345678
v [FIFIFITITIF[FIFITIF] e [FIF{TJFIFITITIFIT] vV [FIF[FIT]TLe[FIFITIF] E[FIF[T[FIFITITIFIT]

(@) =(0+2)-6=-4 X
fw(@)=(+2)6=5 X

2
2 9(e(3)) =2 A\ vi(3)

®

Gambar 3.31 Backtracking ke simpul vg(3)
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01234567809 012345678
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012345678
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w avail [ f(vq(2)) = 8] := false
» avail [ g(eq(1)) = 8] :=false
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w avail [ f(va (3)) = 6] :=true
= avail [ g(eq(3)) = 4] := true

01234567809 1234567/2;\
vV [FIF[FITIT[FITITTIF] e [FIF[TIFTIFITITIT)

ea4) vy (4)
&M v@

L)
&» gleu(1)) =8
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01234567809 012345678
V[FIF[F[TIT[FITITIFIF] e[FF[TIF[TIFT]T]F]

Gambar 3.32 Backtracking ke simpul vg(3), kemudian ke simpul v4(2)

Label simpul f(v4(3)) dan label busur g(eq4;(3)) diubah dan dibuat
tersedia kembali, yaitu avail [f(v4(3)) = 6] := true dan avail [g(ey(3)) = 4] :=

true (Gambar 3.32b). Kemudian dilakukan kembali pemberian label pada simpul

v4(3) dan label busur e4; (3), tetapi pada langkah selanjutnya terjadi beberapa

kali backtracking. Sehingga label simpul f(v,4(2)) dan label busur g(e;(1))

harus diubah dan dibuat tersedia kembali, yaitu avail [f(v4(2)) = 7] = true dan

avail [g(e4(1)) = 7] := true (Gambar 3.32c). Sehingga label simpul yang tersedia
menjadi V={3,4, 6,7, 8} dan label busur yang tersedia menjadi E= {2,4, 6, 7,8}.
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Kemudian diberi label kembali busur e;(1). Misalkan g(e;(1)) =8
(Gambar 3.32d). Setelah itu, ditentukan label simpul v,(2). Dengan mengambil
k = 0, label simpul f(v4(2)) = (mk + g(eq(1))) — f(va(1)) = (0+8) — 0 = 8.
f(wa(2)) =8=0, f(vg(2)) =8 < |V|—1=29, dan tersedia, maka diguna-kan dan
dinyatakan avail [f (v4(2)) = 8] := false dan avail [g(e;(1)) =8] := false (Gambar
3.32e). Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V={3,4, 6, 7} dan label
busur yang tersedia menjadi E= {2,4, 6, 7}.

0123456 7839 01(2\345678 012[3\456789 0123456 78
vV [FIFIFITITIFITITIFIF]  e[FIEITIFITIFITIT]F] vV [FIFTFIT/TIFITITIFIF]  e[FIFT]FITIFIT]TIF]

= avail [ f(vy (3)) = 3] := false
= avail [g(ea(3) = 2] :=false  f(va(3)=(0+2)-8=-6 X
2 f(Vm(3)):(9+2)—8:3\/
vi(3)
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V[FIFIF[FITIF[TIT[FIF] e[F[FIFTF[T]F[TLT]F] V[FIF[FIFITIFITITIF[F] e [F[F[F[FITIFITT]F]

w avail [ f(v(3)) = 4] := false
= avail [ g(e/(3)) = 7] :=false

gle(3)) =7 @) =0+7-3=4 \
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e4) v (4)

©

01234567839 0123456738
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Gambar 3.33 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis untuk s=3

Kemudian memanggil fungsi extendLobster2(s,t) untuk s=3 dan t=2.
Kemudian melabel busur e4; (3). Misalkan label busur g(e4;(3)) = 2 (Gambar
3.33a). Kemudian ditentukan label simpul v4;(3). Dengan mengambil k = 0,
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fa@) = (mk+ glea(®)) - f(va(@) = (0+2) -8 =—6. Karena-6 <0,
maka -6 tidak bisa untuk melabel simpul v, (3). Sehingga diambil k = 1,
foa(3)) = (mk+ g(edl(S))) — f(v4(2)) = (9 + 2) — 8 = 3. Karena label 3 > 0,
3 < |V|—=1 =9, dan tersedia, maka digunakan dan dinyatakan

avail [f (v4;(3)) = 3] = false dan avail [g(e4;(3)) =2] := false (Gambar 3.33b).
Sehingga label simpul yang tersedia menjadi V={4,6,7} dan label busur yang
tersedia menjadi E= {4, 6, 7}. Selanjutnya melabel busur e;(3). Misalkan label
busur g(e;(3)) = 7 (Gambar 3.33c). Kemudian ditentukan label simpul v,;(3).
Dengan mengambil k = 0, f(v,;(3)) = (mk + g(el(S))) — fva(3))=(0+7) -
3=4. Karena4 > 0,4 < |V|—1=9,dan tersedia, maka digunakan dan

dinyatakan avail [f (v;(3)) = 4] := false dan avail [g(e;(3)) =7] := false (Gambar
3.33d).

01234567809 012345[6\78
vV [FIF[FIF[FIFITITIFF] E[FIFIF[F[TIFLT]FIF]

0123456[7\89 012345678
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0123456789 0123ﬁ\567s 012345@\739 012345678
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Gambar 3.34 Tahap perluasan algoritma pelabelan harmonis untuk s=4
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Secara rekursif, dipanggil fungsi extendLobster2(s,t) untuk s=4 dan t=2.
Kemudian melabel busur e4;(4). Misalkan g(ey;(4)) = 6 (Gambar 3.34a).
Kemudian ditentukan label simpul v4;(4). Dengan mengambil k = 0, f(v4;(4))
= (mk+ glea(®)) — f(v4(2)) = (0+ 6) — 8 = —2. Karena -2< 0, maka -2 tidak
bisa untuk melabel simpul v4;(4). Sehingga diambil k = 1, f(v4(4)) =
(mk + g(eaw®)) - f(va(@) = (9 +6)—8=7.Karena7 20,7 < [V| -1 =19,
dan tersedia, maka digunakan dan dinyatakan avail [f(v4;(4)) = 7] = false dan
avail [g(eq;(4)) =6] := false (Gambar 3.34b). Sehingga label simpul yang
tersedia menjadi V={6} dan label busur yang tersedia menjadi E= {4}.
Selanjutnya melabel busur e;(4). Karena label busur yang tersedia adalah 4,
diberikan label busur g(e;(4)) = 4 (Gambar 3.34c). Kemudian ditentukan label

simpul v;(4). Dengan mengambil k = 0, f(v,(4)) = (mk + g(el(4))) —

f(vgy (4) = (0 + 4) — 7 = —3. Karena label -3< 0, maka -3 tidak bisa untuk
melabel simpul v;(4). Sehingga diambil k = 1, label simpul f(v,(4)) =

(mk + 9(31(4))) —flva®)=(09+4) —7=6.Karena6 >0,6 < |V| —

1 =9, dan tersedia, maka label simpul f(v;(4)) = 6. Sehingga terbentuklah satu
pelabelan harmonis pada graf lobster teratur L, 1, dimana V4= {0,8}, Vg =
{1.,9,3,7}, Vi={2,5,4,6}, Es={8}, Ea={1,0,2,6}, dan E={3,5,7,4} (Gambar
3.34d). Kemudian memanggil fungsi print() untuk mencetak elemen pelabelan
harmonis tersebut.

Untuk memperoleh pelabelan harmonis lainnya pada graf lobster L; 21
maka dilakukan backtracking ke tahap sebelumnya dan seterusnya sesuai dengan
urutan langkah-langkah sebelumnya. Algoritma ini akan berhenti sampai
diperoleh semua pelabelan harmonis yang berbeda pada graf lobster teratur L 1.
Semua pelabelan harmonis yang berbeda pada graf lobster teratur L, 1 diperoleh
624. Pada Gambar 3.35, hanya ditunjukkan 5 pelabelan harmonis yang mungkin

dan berbeda pada graf lobster teratur L, .
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6

Gambar 3.35 Lima pelabelan harmonis yang mungkin dan berbeda pada graf

lobster teratur L1

Pada bab selanjutnya, akan diberikan implementasi dan simulasi pada graf

lintasan, lingkaran, dan lobster teratur.

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Widiyani Suciati, FMIPA Ul, 2010




BAB 4
IMPLEMENTASI DAN SIMULASI

Pada Bab 3 telah dijelaskan mengenai pembentukan algoritma pelabelan
harmonis pada graf lintasan, graf lingkaran, dan graf lobster teratur. Selanjutnya
pada Bab ini akan diberikan implementasi dan simulasi dari algoritma-algoritma
tersebut dalam bentuk program. Program tersebut akan menggunakan MATLAB
yang dijalankan pada PC dengan processor Intel Core i3 @ 2.27 GHz, memori
2.00 GB, dan sistem operasi Microsoft Windows 7 Home Basic. Masukan dari
program tersebut adalah n (banyak simpul) untuk graf lintasan dan graf
lingakaran. Sedangkan masukan pada graf tersebut untuk graf lobster teratur
adalah n (banyak simpul pada backbone lobster, P,) dan r (banyak simpul daun
dari simpul-simpul pada backbone caterpillar teratur). Program tersebut akan
menghasilkan pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada graf
terkait. Secara umum, simulasi ini dapat dijalankan untuk sembarang nilai n dan r
(untuk graf lobster teratur), tetapi karena keterbatasan waktu simulasi baru dapat
dilakukan sampai nilai n tertentu saja.

Pada Subbab 4.1, Subbab 4.2, dan Subbab 4.3, masing-masing diberikan
implementasi dan simulasi algoritma pelabelan harmonis pada graf lintasan, graf

lingkaran, dan graf lobster teratur.

4.1 Implementasi dan Simulasi Algoritma Pelabelan Harmonis pada Graf

Lintasan

Seperti yang telah dijelaskan pada Subbab.3.1, algoritma pelabelan
harmonis pada graf lintasan P, terdiri dari dua fungsi yaitu fungsi initializePath
(Algoritma 1.1) dan fungsi extendPath(t) (Algoritma 1.2). Dalam implementasi-
nya, program untuk mecari pelabelan harmonis graf lintasan juga terdiri dari dua
fungsi, yaitu pathH dan extendPathH. Fungsi pathH akan melakukan tahap-tahap
pada Algoritma 1.1. Kemudian fungsi pathH akan memanggil fungsi extendpathH
yang akan melakukan tahap-tahap pada Algoritma 1.2. Array label simpul pada

program ini dinyatakan dengan S(i) dan array label busur dinyatakan dengan
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B(j). Array label simpul dan array label busur di algoritma masing-masing
merupakan suatu array berukuran |V| dan |E| yang berisikan nilai true atau false,
tetapi tidak demikian pada program. Pada program ini, array label simpul dan
array label busur masing-masing merupakan suatu array berukuran |V| dan |E|
yang berisi label-label untuk melabel elemen pada graf, yaitu S(i) =i dan B(j) =],
dimanai=0,1,2,...,|V[-1danj=0, 1,2, ...|E|-1. Setiap label-label ini
digunakan tepat satu kali. Jika label simpul i ( label busur j) sudah digunakan,
maka tandai S(i) = n dan B(j) = n. Jika ternyata label yang digunakan bukan
merupakan label yang tepat untuk melabel elemen pada graf, maka label simpul i
dan label busur j dibuat tersedia kembali dengan ditandai S(i) = i dan B(j) =],
yang berarti label simpul i (label busur j) tersedia kembali. Masukan dari program
ini adalah n (banyak simpul di graf lintasan P,). Serta keluaran dari program ini
adalah banyak pelabelan yang mungkin dan tidak isomorfik pada graf lintasan, Pp.
Listing program ini dilampirkan pada Lampiran 1 (CD).

Pemanggilan program dilakukan dengan cara mengetik “pathH” pada
Command Window. Pengguna akan diminta memasukkan nilai n (banyak simpul)
dan nama berkas keluaran (file output). Berkas keluaran digunakan untuk
menyimpan keluaran dari program yang berupa label simpul dan label busur
beserta banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan berbeda pada graf lintasan

dengan nilai n yang diberikan oleh pengguna.

File Edit Debug Desktop Window Help £

0 New to MATLABE? Watch this Video, see Demos, or read Getting Started. X

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

Program Pelabelan Harmonious

pada Graf Lintasan
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

f{ Masukkan banyvaknya simpul pada Graf Lintasan (n) :

Gambar 4.1 Tampilan awal pada Command Window
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File Edit Debug Desktop Window Help £
o New to MATLAE? Watch this Video, see Demaos, or read Getting Started, x

Program Pelabelan Harmonious
pada Graf Lintasan

Masukkan banvaknva simpul pada Graf Lintasan (n) : 4
Masukkan nama berkas keluaran : p-4.txt

Banyaknya Pelabelan Harmonious yvang tidak isomorfik pada graf lintasan untuk n=4 adalah: 4

fi > |

Gambar 4.2 Tampilan keluaran pada Command Window

Eeluaran Pelabelan Harmonious pada graf lintasan

untuk banyaknya simpul |V| = 4 dan busur |E| = 3
1 Vv o= 1012 3]
E =[10 2]
2 Vv o= [0 2 1 3]
E =[20 1]
3 Vv =110 3 2]
E =[10 2]
4 Vv =113 0 2]
E =[10 2]

Banvaknya Pelabelan Harmonious yang tidak isomorfik pada graf lintasan
untuk n=4 adalah: 4

For Help, press F1

Gambar 4.3 Tampilan keluaran pada berkas

Selanjutnya, akan diberikan contoh penggunaan program ini pada
pelabelan harmonis graf lintasan P,. Langkah pertama menjalankan program yaitu
ketik “pathH” di command window, kemudian muncul tampilan seperti pada
Gambar 4.1. Kemudian pengguna harus memasukkan banyak simpul dan nama
berkas keluarannya. Karena graf lintasan P,, maka n = 4. Nama file sebagai

berkas keluarannya adalah p-4.txt. Serta, hasilnya yaitu terdapat 4 pelabelan
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harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada graf lintasan (Gambar 4.2). Isi
dari file ‘p-4.txt’ akan diperlihatkan pada Gambar 4.3.

Pada berkas keluaran, terdapat 4 pelabelan harmonis yang mungkin dan
tidak isomorfik untuk P,. Pelabelan yang pertama pada Gambar 4.3 diperoleh V = [0
1 2 3] menunjukkan label simpul v,, v,, v5, v, Secara berurutan, E =[1 0 2]
menunjukkan label busur e,, e,, e secara berurutan. Pelabelan harmonis yang
diperoleh ini sama dengan yang diperoleh pada contoh di Subbab 3.1.

Semua pelabelan yang telah terbentuk pada Gambar 4.3, jika digambar-
kan, akan tampak seperti pada Gambar 4.4.

O O O O O O O O
1, 0 o 3 , 2 1, 3 o 0 , 2
O O O O O O O O

Gambar 4.4 Representasi visual keluaran pelabelan harmonis pada graf P,

Simulasi dari program pelabelan harmonis pada graf lintasan P, dijalankan
untuk mengetahui berapa banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak
isomorfik untuk nilai n yang diberikan. Program ini bisa disimulasikan untuk
sembarang n, namun dikarenakan keterbatasan waktu, simulasi hanya dijalankan
sampai n = 14. Hasil simulasi pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak
isomorfik pada graf lintasan Py, diberikan pada Tabel 4.1.

Tabel 4.1 Banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada
graf lintasan P,, untuk n=2s.d. n =14

Graf Lintasan, P, Banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak
isomorfik
P, 1
Ps 2
P4 4
Ps 4
Ps 16
P; 52
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Ps 168
P9 448
P1o 2016
P11 8968
P12 37640
P13 165312
P1a 1033344

Pada Tabel 4.1 terlihat bahwa untuk setiap n=2 s.d. n=14 selalu dapat
ditemukan pelabelan harmonis untuk graf lintasan P,. Banyak pelabelan harmonis
yang terbentuk semakin bertambah seiring bertambahnya nilai n, kecuali saat n=4
dan n=5 memiliki jJumlah pelabelan harmonis yang terbentuk adalah sama, yaitu
4,

Banyaknya pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik
pada graf lintasan, P,

1200000

1033344
1000000 ?

800000

!
1
]
]
600000 4
]
[

400000 :
165312

Banyaknya pelabelan harmonis
yang mungkin dan tidak isomorfik

200000

I ]
1 2 4 4 16 52 168 448201689687640#

0_
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Banyaknya simpul di P,

Gambar 4.5 Grafik pertambahan pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak

isomorfik pada graf lintasan P, untuk n=2s.d. n= 14

Pada Gambar 4.5 ditunjukkan hubungan nilai n (banyak simpul) dengan
banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik. Terlihat bahwa

semakin bertambahnya nilai n (banyak simpul), maka banyak pelabelan harmonis
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yang tidak isomorfik juga bertambah dengan pertambahan yang cenderung
eksponensial.

Pada subbab selanjutnya akan diberikan implementasi dan simulasi
algoritma pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada graf
lingkaran Ci.

4.2 Implementasi dan Simulasi Algoritma Pelabelan Harmonis pada Graf
Lingkaran

Seperti yang telah dijelaskan pada Subbab.3.2, algoritma pelabelan
harmonis pada graf lingkaran C,, terdiri dari dua fungsi yaitu fungsi initialize-
Cycle (Algoritma 2.1) dan fungsi extendCycle (t) (Algoritma 2.2). Dalam
implementasinya, program untuk graf lingkaran juga terdiri dari dua fungsi, yaitu
cycle dan extendcycle. Fungsi cycle akan melakukan tahap-tahap pada Algoritma
2.1. Kemudian fungsi cycle akan memanggil fungsi extendCycle yang akan
melakukan tahap-tahap pada Algoritma 2.2. Array label simpul pada program ini
dinyatakan dengan S(i) dan array label busur dinyatakan dengan B(j). Array label
simpul dan array label busur di algoritma merupakan suatu array berukuran |V|
yang berisikan nilai true atau false, tetapi tidak demikian pada program. Pada
program ini array label simpul dan array label busur merupakan suatu array
berukuran |V| yang berisi label-label untuk melabel elemen pada graf, yaitu S(i) =i
danB(j) =j,dimanai=j=0, 1,2, ..., |V|-1. Setiap label-label ini digunakan tepat
satu kali. Jika label simpul i ( label busur j) sudah digunakan, maka tandai S(i) = n
dan B(j) = n. Jika ternyata label yang digunakan bukan merupakan label yang
tepat untuk melabel elemen graf maka label simpul i dan label busur j dibuat
tersedia kembali dengan ditandai S(i) = i dan B(j) = j, yang berarti label label
simpul i (label busur j) tersedia kembali. Masukan dari program ini adalah n
(banyak simpul). Serta keluaran dari program ini adalah banyak pelabelan yang
mungkin dan tidak isomorfik pada graf lingkaran C,. Listing program ini
dilampirkan pada Lampiran 2 (CD).

Pemanggilan program dilakukan dengan cara mengetik “cycle” pada

Command Window. Pengguna akan diminta memasukkan nilai n (banyak simpul)
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pada graf lingkaran dan nama berkas keluaran (file output). Berkas keluaran
digunakan untuk menyimpan keluaran dari program yang berupa label simpul dan
label busur beserta banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan berbeda pada

graf lingkaran dengan nilai n yang diberikan oleh pengguna.

0 Mew ta MATLABT Watch this Videa, see Demaos, or read Getting Started, ®

* *F *F *F *F K ¥ ¥ K K K K K K K ¥ K kK oK K K K K K KK KKK KKK KKK KKK KKK

Program Pelabelan Harmonious

pada Graf Lingkaran
* * * * * % * * * * * * * &* * * * &* * * * * * * *F * * * * * * * * * * * * * * * *

ﬁ", Masukkan banvaknva simpul pada Graf Lingkaran (n) :

OWR
. d
Gambar 4.6 Tampilan awal pada Command Window
o Mew to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Getting Started. x
* K * * ¥ ¥ ¥ *F K K ¥ £ K K ¥ X X X £ ¥ ¥ ¥ *F *F F ¥ ¥ X K ¥ K ¥ K K ¥ X X K ¥ ¥ ¥
Program Pelabelan Harmonious
pada Graf Lingkaran
* K K Kk k k Kk K K K kK k k k K K K K K K kK k k * £ K K kK kK k k K k * K K K k * *
Masukkan banvaknva simpul pada Graf Lingkaran (n) : 5
Masukkan nama berkas keluaran : c-5.txt
Banvaknyva Pelabelan Harmonious vang tidak isomorfik pada graf lingkaran untuk n=5 adalah: 2
fx o=
OvR
L 4

Gambar 4.7 Tampilan keluaran pada Command Window

Eeluaran Pelabelan Harmonious pada graf lingkaran

untuk banyaknyva simpul |V] = 5 dan busur |E| = &
1 Vv =[012 3 4)]
E =[130 2 4]
2 v o= 2 41 3)
E =[210 4 3]

Banyaknya Pelabelan Harmonious yang tidak isomorfik pada graf lingkaran
untuk n=5 adalah: 2

For Help, press F1

Gambar 4.8 Tampilan keluaran pada berkas
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Selanjutnya, akan diberikan contoh penggunaan program ini pada
pelabelan harmonis graf lingkaran Cs. Langkah pertama menjalankan program
yaitu ketik “cycle” di command window, kemudian muncul tampilan seperti pada
Gambar 4.6. Kemudian pengguna harus memasukkan nilai n (banyak simpul) dan
nama berkas keluarannya. Karena graf lintasan Cs, maka n = 5. Nama file sebagai
berkas keluarannya adalah c-5.txt. Serta, hasilnya yaitu terdapat 2 pelabelan
harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada graf lingkaran Cs (Gambar 4.7).
Isi dari file ‘c-5.txt’ akan diperlihatkan pada Gambar 4.8.

Pada berkas keluaran, terdapat 2 pelabelan harmonis yang mungkin dan
tidak isomorfik untuk Cs. Pelabelan yang pertama pada Gambar 4.8, diperoleh V = [0
1 2 3 4] menunjukkan label simpul v, v,, v3, v4, V5 Secara berurutan, serta E = [1
3 0 2 4] menunjukkan label busur e, e,, e, e4, es secara berurutan. Pelabelan
harmonis yang diperoleh ini sama dengan pelabelan harmonis yang diperoleh
pada contoh pelabelan harmonis pada graf lingkaran Cs di Subbab 3.2.

Semua pelabelan yang telah terbentuk pada Gambar 4.8, jika digambar-

kan, akan tampak seperti pada Gambar 4.9.

Gambar 4.9 Representasi visual keluaran pelabelan harmonis pada graf Cs

Simulasi dari program pelabelan harmonis pada graf lingkaran C,
dijalankan untuk mengetahui berapa banyak pelabelan harmonis yang mungkin
dan tidak isomorfik untuk nilai n yang diberikan. Program ini bisa disimulasikan
untuk sembarang n, namun dikarenakan keterbatasan waktu, simulasi hanya
dijalankan sampai n = 15. Hasil simulasi pelabelan harmonis yang mungkin dan

tidak isomorfik pada graf lintasan C, diberikan pada Tabel 4.2.
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Tabel 4.2 Banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada
graf lingkaran C, untuk n =3 s.d. n=15

Graf Lingkaran, C,

Banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak

isomorfik
Cs 1
Cq 0
Cs 2
Ce 0
Cs 24
Cs 0
Co 180
Cio 0
Cn 2700
Ci2 0
Cis 74184
Cia 0
Cis 2062800

Pada Tabel 4.2 terlihat bahwa untuk n bernilai bilangan genap, tidak dite-

mukan pelabelan harmonis pada graf C,. Hal ini sesuai dengan yang dibuktikan

oleh Graham dan Sloane (1980) bahwa graf lingkaran C,, adalah harmonis jika dan

hanya jika n = 1 atau 3(mmod 4) atau bilangan ganjil. Namun program ini tetap

dijalankan untuk n genap, untuk memverifikasi kebenaran program.
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Banyaknya pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik
pada graf lingkaran, C,, untuk n bilangan ganjil, darin=3s.d.n =15

X

B2

c O

g % 2500000 2062600

£% 2000000

33 3

£t 1500000 I'

@O ©

T O /

S.£ 1000000 4

s % /

cC

_g = 500000 1 2 24 180 2700 /‘“72‘

g g O _—’-———-—’-——-’———-‘—-—-—-’-—%
3 5 7 9 11 13 15

Banyaknya simpul di C,,

Gambar 4.10 Grafik pertambahan pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak
isomorfik pada graf lingkaran C,, untuk n bilangan ganjil, darin =3 s.d. n =15

Pada Gambar 4.10 ditunjukkan hubungan nilai n (banyak simpul) dengan
banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik. Untuk n ganjil
terlihat bahwa semakin bertambahnya nilai n, maka banyak pelabelan harmonis
yang tidak isomorfik juga bertambah dengan pertambahan yang cenderung
eksponensial.

Pada subbab selanjutnya akan diberikan implementasi dan simulasi
algoritma pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada graf

lobster teratur L 1.

4.3 Implementasi dan Simulasi Algoritma Pelabelan Harmonis pada Graf Lobster

Teratur

Seperti yang telah dijelaskan pada Subbab.3.3, algoritma pelabelan
harmonis pada graf lobster teratur L, 1, terdiri dari empat fungsi yaitu fungsi
initializeLobster (Algoritma 3.1), extendLobster1(t) (Algoritma 3.2), extend-
Lobster2(s,t) (Algoritma 3.3), dan extendLobster3(s,t) (Algoritma 3.4). Dalam
implementasinya, program untuk mecari pelabelan harmonis pada graf lobster
teratur juga terdiri dari empat fungsi, yaitu lobster, extendlobl(t), extendlob2(s,t),

dan extendlob3(s,t). Fungsi lobster akan melakukan tahap-tahap pada Algoritma
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3.1, fungsi extendlob1(t) akan melakukan tahap-tahap pada Algoritma 3.2, fungsi
extendlob2(s,t) akan melakukan tahap-tahap pada Algoritma 3.3, dan fungsi
extendlob3(s,t) akan melakukan tahap-tahap pada Algoritma 3.4. Array label
simpul pada program ini dinyatakan dengan S(i) dan array label busur dinyatakan
dengan B(j). Array label simpul dan array label busur di algoritma masing-
masing merupakan suatu array berukuran |V| dan |E| yang berisikan nilai true atau
false, tetapi tidak demikian pada program. Pada program ini array label simpul
dan array label busur masing-masing merupakan suatu array berukuran |V| dan
|E| yang berisi label-label untuk melabel elemen pada graf, yaitu S(i) =i dan B(j) =
jydimanai=0,1,2,..,|V|-ldanj=0, 1, 2, ...|E|-1. Setiap label-label ini
digunakan tepat satu kali. Jika label simpul i ( label busur j) sudah digunakan,
maka tandai S(i) = 2nr+n dan B(j) = 2nr+n. Jika ternyata label yang digunakan
bukan merupakan label yang tepat untuk melabel elemen graf maka label simpul i
dan label busur j dibuat tersedia kembali dengan ditandai S(i) = i dan B(j) =],
yang berarti label label simpul i (label busur j) tersedia kembali. Masukan dari
program ini adalah n (banyak simpul pada backbone lobster, P,) dan r (banyak
simpul daun dari simpul-simpul pada backbone caterpillar teratur). Serta keluaran
dari program ini adalah banyak pelabelan yang mungkin dan tidak isomorfik pada
graf lobster teratur L, ;. Listing program ini dilampirkan pada Lampiran 3 (CD).
Pemanggilan program dilakukan dengan cara mengetik “lobster” pada
Command Window. Pengguna akan diminta memasukkan nilai n (banyak simpul
pada backbone lobster, P,) dan r (banyak simpul daun dari simpul-simpul pada
backbone caterpillar teratur), serta nama berkas keluaran (file output). Berkas
keluaran digunakan untuk menyimpan keluaran dari program yang berupa label
simpul dan label busur beserta banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan
berbeda pada graf lobster teratur dengan nilai n dan r yang diberikan oleh

pengguna..

Program Pelabelan Harmonious
pada Graf lobster

Jfx Masukikan banvaknya simpul pada Graf Lobster (n)

Gambar 4.11 Tampilan awal pada Command Window
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(@) New to MATLAB? Watch this Video, ses Demas, or read Getting Started,

1213

Program Pelabelan Harmonious
pada Graf lobster

¥asukkan banyaknya simpul pada Graf Lobster (n) : 2

Masukkan banyaknya cabang pada simpul pusat pada Graf Lebster (z) : 2
Masukkan nama berkas keluaran : 1-2-2.txt

Banyaknya Pelabeslan Harmonious vang tidak isomorfik pada graf lobster untuk n=2 dan r=2 adalah: &24
£ o |
4\ Start

Gambar 4.12 Tampilan keluaran pada Command Window

untuk banyaknya simpul pusat = 2 dan r = 2

1 Vvd = [0 8

Vdli = [1 9 3 7

V1 = [2 5 4 &

Ed =8

Edi = [10 2 &

El =[3 57 4
2. YVd = [0 9

Vdl = [1 4 5 8

Vi =[2 3 &6 7

Ed =20

Edli = [1 4 5 8

El =[3 7 2 &
3. Vd = [0 9

Vdl = [1 5 4 8

Vi =[2 &6 3 7

Ed =20

Edli = [1 5 4 8

El =[32 7 &8

s
o
I;.l: =X

[}
I

[ e I ]
) P' .
1]
1]
=
I
o
L=
(%]

I
]
[
[}
m
1

5. vd = [0¢9
Vdl = [18 45
Vi = [27 368

[ o I ]
) P' .
1]
1]
L=
I
(&4
=
o

I

I
[
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1
[1%]
(<]

Gambar 4.13 Tampilan keluaran pada berkas
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Selanjutnya, akan diberikan contoh penggunaan program ini pada
pelabelan harmonis graf lobster teratur, L, 1. Langkah pertama menjalankan
program yaitu ketik “lobster” di command window, kemudian muncul tampilan
seperti pada Gambar 4.11. Kemudian pengguna harus memasukkan n, r, dan nama
berkas keluarannya. Karena graf lobster teratur, L, , ;, maka |V | = 2nr+n = 10 dan
|E| = |V|-1=9. Nama file sebagai berkas keluarannya adalah I-2-1.txt. Serta,
hasilnya yaitu terdapat 624 pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik
pada graf lobster teratur (Gambar 4.12). Isi 5 pelabelan pertama pada file “I-2-
1.txt” akan diperlihatkan pada Gambar 4.13.

Pada berkas keluaran, terdapat 624 pelabelan harmonis yang mungkin dan
tidak isomorfik untuk L, , ;. Pelabelan yang pertama pada Gambar 4.3, diperoleh Vg =
[0 8] menunjukkan label simpul v,(1),v4(2) secara berurutan, Vg =[19 3 7]
menunjukkan label simpul vg; (1), v4(2), v4;(3), v4(4) secara berurutan, V,=[2 5
4 6] menunjukkan label simpul v;(1), v;(2), v;(3), v;(4) secara berurutan, Eq =8
menunjukkan label busur e4(1), Eq = [1 0 2 6] menunjukkan label busur
ear(1), eq1(2), eq1(3), eqi (4) secara berurutan, serta E; = [3 5 7 4] menunjukkan
label busur e;(1), €;(2), e;(3), e;(4) secara berurutan. Pelabelan harmonis yang
diperoleh ini sama dengan yang diperoleh pada contoh di Subbab 3.3.

Semua pelabelan yang telah terbentuk pada Gambar 4.13, jika digambar-
kan, akan tampak seperti pada Gambar 4.14.

Simulasi dari program pelabelan harmonis pada graf lobster teratur L,, ;- 1,
dijalankan untuk mengetahui berapa banyak pelabelan harmonis yang mungkin
dan tidak isomorfik untuk nilai n dan r yang diberikan. Program ini bisa
disimulasikan untuk sembarang n dan r. Untuk graf lobster teratur L,, , 1, penam-
bahan satu nilai r akan menambahkan 2 simpul dan 2 busur. Sedangkan penam-
bahan satu nilai n akan menambahkan 3 simpul dan 3 busur. Pada simulasi hanya
dijalankan sampai n = 2 dengan r=1, r=2, dan r=3, n = 3 dengan r=1 dan r=2,
serta n = 4 dengan r=1. Hasil simulasi pelabelan harmonis yang mungkin dan
tidak isomorfik pada graf lobster teratur L, , ,, diberikan pada Tabel 4.3, Tabel
4.4, dan Tabel 4.5.
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Gambar 4.14 Representasi visual keluaran 5 pelabelan harmonis pertama pada
graf Loz

Tabel 4.3 Banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada
graf lobster teratur Lo ; untukr=1s.d.r=3

Graf Lobster Teratur, L1 Banyak pelabelan harmonis yang

mungkin dan tidak isomorfik

Lo 16
L22a 624
Loss 48748

Pada Tabel 4.3 terlihat bahwa untuk n = 2 dengan r=1, r=2, dan r=3 dapat
ditemukan pelabelan harmonis untuk graf lobster teratur. Banyak pelabelan har-
monis yang terbentuk, semakin bertambah seiring bertambahnya nilai r dengan
n=2.
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Banyaknya pelabelan harmonis yang mungkin dan
tidak isomorfik pada graf lobster teratur, L,
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>
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Graf lobster teratur L, ;

Gambar 4.15 Grafik pertambahan pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak
isomorfik pada graf lobster teratur Ly, ; untuk r =1s.d.r =3

Pada Gambar 4.15 ditunjukkan banyak pelabelan tidak isomorfik pada graf
lobster teratur L, ;1 menurut pertambahan nilai r. Banyak pelabelan harmonis
yang tidak isomorfik, saat r=2 adalah 239 kali lebih besar dibandingkan saat r=1
dan saat r=3 adalah sekitar 78 kali lebih besar dibandingkan saat r=2. Perubahan

perbandingan ini menunjukkan tren yang eksponensial.

Tabel 4.4 Banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada
graf lobster teratur L3, untukr=1danr=2

Graf Lobster Teratur L3, 1 Banyak pelabelan harmonis yang

mungkin dan tidak isomorfik

L311 560

L3241 1033524

Pada Tabel 4.4 terlihat bahwa untuk n = 3 dengan r=1 dan r=2 dapat
ditemukan pelabelan harmonis untuk graf lobster teratur L3 ;. Banyak pelabelan
harmonis yang terbentuk semakin bertambah seiring bertambahnya nilai r dengan
n=3.
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Banyaknya pelabelan harmonis yang mungkin dan
tidak isomorfik pada graf lobster teratur L,
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Graf lobster teratur L, ;

Gambar 4.16 Grafik pertambahan pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak
isomorfik pada graf lobster teratur Ls,; untuk r=1danr=2

Pada Gambar 4.16 ditunjukkan banyak pelabelan tidak isomorfik pada graf
lobster teratur L3 ;1 menurut pertambahan nilai r. Banyak pelabelan harmonis
yang tidak isomorfik, saat r=2 adalah sekitar 1845 kali lebih besar dibandingkan

saat r=1. Perubahan perbandingan ini menunjukkan tren yang eksponensial.

Tabel 4.5 Banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik pada
graf lobster teratur L1 1 untuk n=2s.d.n=4

Graf Lobster Teratur, L1 Banyak pelabelan harmonis yang

mungkin dan tidak isomorfik

Lo1a 16
L311 560
Lora 46580

Pada Tabel 4.5 terlihat bahwa untuk n = 2,3,4 dengan r=1, dapat
ditemukan pelabelan harmonis untuk graf lobster teratur L, ;. Banyak pelabelan
harmonis yang terbentuk, semakin bertambah seiring bertambahnya nilai n dengan
r=1.
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Banyaknya pelabelan harmonis yang mungkin dan
tidak isomorfik pada graf lobster teratur L, ; ;
X
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Banyaknya simpul (n) pada graf lobster L, ;

Gambar 4.17 Grafik pertambahan pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak
isomorfik pada graf graf lobster teratur L, 15 untukn=2s.d.n=4

Pada Gambar 4.17 ditunjukkan banyak pelabelan tidak isomorfik pada graf
lobster teratur L, 11 menurut pertambahan nilai n. Banyak pelabelan harmonis
yang tidak isomorfik, saat n=3 adalah 35 kali lebih besar dibandingkan saat n=2
dan saat n=4 adalah sekitar 83 kali lebih besar dibandingkan saat n=3. Perubahan
perbandingan ini menunjukkan tren yang eksponensial.

Pada bab selanjutnya akan diberikan kesimpulan dari pembahasan skripsi

ini.

Universitas Indonesia

Algoritma pelabelan..., Widiyani Suciati, FMIPA Ul, 2010



BAB 5
KESIMPULAN

Dalam skripsi ini telah dibangun algoritma pelabelan harmonis pada graf
lintasan, lingkaran dan lobster teratur. Dengan menggunakan algoritma-algoritma
tersebut dapat diperoleh semua pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak
isomorfik pada masing-masing graf untuk nilai n dan r (untuk graf lobster teratur)
tertentu. Algoritma-algoritma tersebut telah diimplementasikan dan disimulasikan
dalam bentuk program. Secara teoritis, program-program ini dapat menghasilkan
semua pelabelan harmonis yang mungkin dan tidak isomorfik untuk sembarang
nilai n. Namun karena keterbatasan waktu, untuk graf lintasan hanya pada nilai
n=2 s.d. n=14, untuk graf lingkaran hanya pada nilai n=3 s.d. n=15, dan untuk
graf lobster teratur hanya pada nilai n=2 dengan r=1,2,3, n=3 dengan r=1,2, dan

n=4 dengan r=1.

Hasil yang diperoleh pada skripsi ini, sebagai berikut :
» Graf Lintasan , Py:
e Algoritma fungsi intializePath dan fungsi extendPath(t).
e Program pathH dan extendpathH, dengan masukan nilai n (banyak
simpul) dan keluarannya adalah banyak pelabelan harmonis yang
mungkin dan tidak isomorfik untuk nilai n tertentu.

e Hasil simulasi selalu ada untuk n=2 s.d. n=14.

» Graf Lingkaran, Cy:
e Algoritma fungsi intializeCycle dan fungsi extendCycle(t).
e Program cycle dan extendcycle, dengan masukan nilai n (banyak simpul)
dan keluarannya adalah banyak pelabelan harmonis yang mungkin dan

tidak isomorfik untuk nilai n tertentu.

e Hasil dari simulasi selalu ada untuk n=3 s.d. n=15.
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» Graf Lobster teratur, Ly, 1:

e Algoritma fungsi intializeLobster, fungsi extendLobster1(t), fungsi
extendLobster2(s,t), dan fungsi extendLobster3(s,t).

e Program lobster, extendlobl1(t), extendlob2(s,t), dan extendlob3(s,t),
dengan masukan nilai n (banyak simpul pada backbone lobster, P,) dan r
(banyak simpul daun dari simpul-simpul pada backbone caterpillar
teratur).

e Hasil dari simulasi selalu ada untuk n=2 dengan r=1, r=2, dan r=3, n=3

dengan r=1 dan r=2, serta n=4 dengan r=1.
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