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dengan n = |V| simpul dan e = |E| busur. Pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib 
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{1, 2, …, n + e}, sedemikian sehingga himpunan dari seluruh bobot busur 

membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a > 0 dan beda d ≥ 0. Dalam 

skripsi ini diberikan konstruksi pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib pada 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf adalah bagian dari matematika diskrit yang digunakan sebagai 

alat bantu untuk memodelkan suatu masalah sehingga lebih mudah dipahami dan 

diselesaikan. Dasar lahirnya teori ini ditandai dengan munculnya masalah orang 

yang ingin melewati tujuh jembatan Kőnigsberg dimana setiap jembatan dilewati 

tepat satu kali. Pada tahun 1736, Euler berhasil memecahkan masalah tersebut 

dengan cara memodelkannya dalam bentuk suatu graf. Hingga kini teori graf terus 

mengalami perkembangan karena dapat diaplikasikan ke dalam berbagai bidang 

kehidupan, seperti penggambaran rangkaian listrik, senyawa kimia, jaringan 

komunikasi, analisis algoritma, peta, struktur organisasi, dan lain-lain.  

Menurut Chartrand dan Lesniak (1986), suatu graf G = (V(G), E(G)) 

dibentuk oleh suatu himpunan tak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang 

disebut simpul, dengan suatu himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak 

terurut simpul-simpul yang berbeda pada G yang disebut busur. Himpunan simpul 

pada G dinotasikan dengan V(G), disingkat V, dan himpunan busur pada G 

dinotasikan dengan E(G), disingkat E. Banyaknya anggota dari himpunan simpul 

dan busur pada G secara berurutan dinotasikan oleh n = |V|, n > 0, dan e = |E|.  

Salah satu bagian dari teori graf yang menghasilkan banyak penemuan 

adalah pelabelan graf. Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedláček 

pada tahun 1963 (Bača & Miller, 2008). Pelabelan λ pada graf G merupakan 

pemetaan dari elemen-elemen pada G ke suatu himpunan bilangan bulat. 

Pembahasan dalam skripsi ini adalah pelabelan dengan kodomain berupa 

himpunan bilangan bulat positif. Jika domain dari pemetaan berupa himpunan 

simpul maka pelabelan λ disebut pelabelan simpul. Jika domain dari pemetaan 

berupa himpunan busur maka pelabelan λ disebut pelabelan busur. Jika domain 

dari pemetaan berupa himpunan simpul dan busur maka pelabelan λ disebut 

pelabelan total. 
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Bentuk penjumlahan label yang dikenakan pada elemen-elemen G di 

bawah pelabelan λ disebut bobot. Bobot dari suatu simpul adalah label simpul 

ditambah dengan label busur-busur yang hadir pada simpul tersebut. Bobot dari 

suatu busur adalah label busur ditambah dengan label simpul-simpul yang 

dihubungkan oleh busur tersebut.   

Dalam pelabelan graf dikenal pula istilah pelabelan ajaib dan pelabelan 

anti ajaib. Konsep pelabelan anti ajaib pertama kali diperkenalkan oleh Hartsfield 

dan Ringel  pada tahun 1990, dimana pelabelan menghasilkan bobot simpul-

simpul (atau busur-busur) yang berbeda (Bača & Miller, 2008). Hartsfield dan 

Ringel (2003) mengeluarkan konjektur bahwa setiap graf yang terhubung, kecuali 

K2, memiliki pelabelan anti ajaib. Kemudian pada tahun 1993 Bodendiek dan 

Walter  mengembangkan hasil tersebut, dimana bobot simpul-simpul (atau busur-

busur) yang dihasilkan tidak hanya berbeda tetapi juga membentuk suatu barisan 

aritmatika (Bača & Miller, 2008). Graf G dikatakan memiliki suatu pelabelan     

(a, d) anti ajaib jika bobot simpul-simpul (atau busur-busur) pada G membentuk 

barisan aritmatika dengan suku awal a > 0 dan beda d ≥ 0. Jika d = 0 maka 

pelabelan disebut pelabelan ajaib.  

Simanjuntak, dkk. mendefinisikan pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib 

(disingkat (a, d)-PTBAA) untuk graf G sebagai suatu pemetaan bijektif λ dari      

V  E ke himpunan bilangan {1, 2, …, n + e} sedemikian sehingga himpunan 

bobot busur, { ( )w xy  = λ(x) + λ(xy) + λ(x) | xy  E}, membentuk barisan 

aritmatika a, a + d, a + 2d, …, a + (e – 1)d, dimana a > 0 dan d ≥ 0 adalah 

bilangan bulat (Gallian, 2009). Suatu pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib pada G 

disebut pelabelan total super (a, d)-busur anti ajaib (disingkat  (a, d)-PTSBAA) 

jika himpunan simpul pada G diberi label {1, 2, …, n}. Jika penghitungan bobot 

dilakukan terhadap simpul-simpul di G, yaitu ( )w x = λ(x) +  𝜆(𝑥)𝑦∈𝐴(𝑥) , x  V, 

dimana A(x) adalah himpunan busur yang bertetangga dengan simpul x, maka 

pelabelan disebut pelabelan total (a, d)-simpul anti ajaib (disingkat (a, d)-PTSAA 

dan untuk kasus super disingkat (a, d)-PTSSAA). Pelabelan yang dibahas dalam 

skripsi ini adalah (a, d)-PTBAA. 
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Sejak definisi (a, d)-PTBAA diperkenalkan oleh Simanjuntak, dkk. tahun 

2000, konstruksi (a, d)-PTBAA untuk graf-graf terhubung terus mengalami 

perkembangan. Hal ini mendorong munculnya banyak penemuan konstruksi      

(a, d)-PTBAA pada beberapa kelas graf.  

Hasil-hasil yang diketahui untuk (a, d)-PTBAA dari graf terhubung 

(tunggal) antara lain: graf lingkaran memiliki (a, d)-PTBAA untuk d               

{1, 2, 3, 4} (Bača & Miller, 2008); graf matahari memiliki (a, d)-PTBAA untuk   

d  {2, 4} (Sugeng & Silaban, 2008); graf lintasan memiliki (a, d)-PTBAA untuk 

d  {1, 2, 3, 4} (Gallian, 2009). 

Awalnya pelabelan graf hanya dilakukan pada berbagai jenis graf 

terhubung (tunggal). Namun pada perkembangan selanjutnya, muncul penelitian 

mengenai pelabelan untuk gabungan graf yang terdiri dari graf-graf terhubung, 

baik gabungan graf dari kelas graf yang sama maupun tidak. Gabungan graf dari 

kelas graf yang sama ini dapat berupa gabungan dari graf-graf yang saling 

isomorfik maupun gabungan dari graf-graf yang non-isomorfik. Hasil-hasil yang 

diketahui untuk (a, d)-PTBAA pada gabungan graf antara lain: gabungan graf 

lingkaran isomorfik memiliki (a, d)-PTBAA untuk d  {0, 1, 2}, gabungan graf 

lintasan isomorfik memiliki (a, d)-PTBAA untuk d  {0, 1, 2, 3} (Bača & Miller, 

2008). Pada skripsi ini, akan dilakukan penelitian terhadap (a, d)-PTBAA untuk 

gabungan graf dari kelas graf yang sama, dimana kelas graf tersebut memiliki 

lingkaran sebagai subgraf-nya. 

 

1.2 Permasalahan 

Bagaimanakah konstruksi (a, d)-PTBAA pada gabungan graf dari kelas 

graf yang sama? 
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1.3 Tujuan Penulisan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membuat konstruksi dan rumus umum 

untuk (a, d)-PTBAA pada gabungan graf dari kelas graf yang sama, antara lain 

gabungan graf lingkaran, gabungan graf matahari, dan gabungan graf dumbbell 

untuk d = 1 dan d = 2. 

 

1.4 Pembatasan Masalah 

Penelitian yang dilakukan dalam skripsi ini adalah membuat konstruksi  

(a, d)-PTBAA untuk d = 1 dan d = 2 pada graf-graf berikut: 

 Gabungan t graf lingkaran, 

 Gabungan t graf matahari isomorfik dengan banyak simpul dalam genap, 

dan 

 Gabungan t graf dumbbell dengan banyak simpul yang  sama. 

 

1.5 Sistematika Penulisan 

Pembahasan skripsi ini, selanjutnya dilakukan dengan sistematika sebagai 

berikut: Bab 2 berisi landasan teori yang membahas mengenai definisi dan konsep 

dasar dari suatu graf, kelas-kelas graf yang digunakan, operasi gabungan graf, 

definisi (a, d)-PTBAA dan hasil-hasil yang diketahui untuk (a, d)-PTBAA;      

Bab 3 berisi pembahasan (a, d)-PTBAA pada gabungan graf yang mengandung 

lingkaran beserta buktinya; dan Bab 4 berisi kesimpulan dan masalah terbuka 

untuk (a, d)-PTBAA pada gabungan graf yang menjadi obyek penelitian. 
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BAB 2 

LANDASAN TEORI 
 

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan konsep dasar dari suatu 

graf, kelas-kelas graf yang digunakan, operasi gabungan graf, dan pelabelan graf 

yang akan digunakan selanjutnya beserta hasil-hasil yang diketahui. 

2.1 Definisi Graf 

Semua definisi yang digunakan pada subbab ini mengacu pada buku yang 

ditulis oleh Chartrand dan Lesniak (1986) dan West (1996). Menurut Chartrand 

dan Lesniak (1986), suatu graf G didefinisikan sebagai suatu himpunan tak 

kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut simpul-simpul (vertices; 

bentuk tunggal vertex) bersama dengan suatu himpunan (mungkin kosong) dari 

pasangan-pasangan tak terurut dari simpul-simpul yang berbeda pada G yang 

disebut busur-busur (edges). Himpunan simpul pada G dinotasikan dengan V(G), 

atau disingkat V, dan himpunan busur pada G dinotasikan dengan E(G), atau 

disingkat E. Sedangkan menurut West (1996), suatu graf G dengan n simpul dan 

m busur terdiri dari suatu himpunan simpul V = {v1, v2, …, vn} dan suatu 

himpunan busur E = {e1, e2, …, em}, dimana masing-masing busur terdiri atas dua 

simpul (mungkin sama) yang disebut titik-titik ujung (endpoints) dari busur. 

Gelung (loop) adalah suatu busur yang memiliki titik-titik ujung yang 

sama. Busur-busur ganda (multiple edges/parallel edges) adalah kumpulan 

busur yang memiliki pasangan titik-titik ujung yang sama. Graf sederhana 

(simple graph) adalah suatu graf yang tidak memiliki gelang ataupun busur-busur 

ganda. Graf berarah (directed graph/digraph) adalah suatu graf yang terdiri dari 

himpunan simpul V dan himpunan busur E, dimana setiap busur merupakan suatu 

pasangan terurut simpul-simpul yang disebut busur berarah (arc/directed egde).   

Misalkan V = {v1, v2, …, vn} dan E = {e1, e2, …, em} adalah himpunan 

simpul dan busur pada G. Banyaknya anggota (cardinality) dari himpunan 

simpul pada graf G disebut order dari G, dinotasikan dengan n = |V|, n > 0. 

Sedangkan banyaknya anggota dari himpunan busur pada graf G disebut ukuran 
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(size) dari G, dinotasikan dengan m = E. Suatu graf G dikatakan berhingga 

(finite) jika order dan ukuran dari G adalah berhingga.  

Busur e = {u, v} = uv menghubungkan simpul-simpul u dan v. Jika e = uv 

adalah suatu busur pada graf G, maka u dan v disebut simpul-simpul yang 

bertetangga (adjacent vertices), sedangkan busur e dan simpul v dikatakan saling 

hadir (incident), begitu pula dengan busur e dan simpul u. Jika e1 dan e2 adalah 

dua busur berbeda di G yang hadir pada suatu simpul yang sama, maka e1 dan e2 

disebut busur-busur yang bertetangga (adjacent edges). Derajat (degree) dari 

suatu simpul v pada graf G adalah bilangan yang menyatakan banyaknya busur di 

G yang hadir pada simpul v, dinotasikan dengan d(v). Suatu simpul di G dengan 

derajat 0 (d(v) = 0) disebut simpul terpencil (isolated vertex). Suatu simpul di G 

dengan derajat 1 (d(v) = 1) disebut simpul akhir (end-vertex). Suatu graf G 

dikatakan teratur (regular) dengan derajat r, jika setiap simpul v di G memiliki 

derajat r (d(v) = r). 

Biasanya suatu graf digambarkan dalam bentuk diagram, dimana setiap 

simpul direpresentasikan oleh titik (lingkaran kecil) dan setiap busur e = uv 

direpresentasikan oleh ruas garis atau kurva yang menghubungkan titik-titik         

u dan v.  

 
Gambar 2.1. Graf G1 

 

Pada Gambar 2.1 diberikan contoh suatu graf, G1, dengan himpunan 

simpul V(G1) = {v1, v2, v3, v4, v5} dan himpunan busur V(G1) = {e1, e2, e3, e4, e5, 

e6} =  {v1v1, v1v2, v1v4, v2v3, v2v5, v5v2}. Graf G1 ini bukan merupakan graf yang 

sederhana karena mengandung gelang e1 dan busur-busur ganda {e5, e6}. 

Banyaknya simpul dan busur pada G1 adalah |V | = 5 dan |E | = 6. Derajat dari 

v1

v2 v3

v4 v5

e1 e2

e3

e4

e5 e6
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simpul v2 (d(v2)) adalah 4 karena busur {e2, e4, e5, e6} hadir pada simpul v2. Oleh 

karena d(v1) = 4, d(v2) = 4, d(v3) = 1, d(v4) = 1, dan d(v5) = 2, maka graf G1 bukan 

graf yang teratur. 

 

Gambar 2.2. Contoh subgraf dari G 

 

Graf H adalah subgraf dari graf G (ditulis H  G) jika (V)H  (V)G dan 

(E)H  (E)G. Setiap subgraf dari G dapat diperoleh dengan cara menghapus 

simpul-simpul dan busur-busur yang ada di G. Pada Gambar 2.2 dapat dilihat 

bahwa F dan H merupakan subgraf dari G, dimana G = ({v1, v2, v3, v4, v5},      

{v1v2, v1v5, v2v3, v2v4, v3v4, v4v5}), F = ({v2, v3, v4}, {v2v3, v2v4, v3v4}), dan H = 

({v1, v2, v4, v5}, { v1v2, v2v4, v4v5}). Oleh karena (V)F  (V)G dan (E)F  (E)G, 

maka F adalah subgraf dari G, begitu pula antara H dengan G. 

 

Gambar 2.3. Dua graf yang isomorfik 

 

Dua graf seringkali mempunyai struktur yang sama, dimana graf-graf 

tersebut hanya berbeda pada cara pemberian label pada simpul-simpul dan busur-

busur ataupun pada cara graf-graf tersebut digambarkan. Dua graf G dan G’ 

dikatakan isomorfik jika terdapat suatu pemetaan bijektif λ: V(G) → V(G’) 

v1 v2

v3 v4

v1'

v2' v3'

v4'

G G '
 

 
 

v1 v2

v3

v4v5

G F H

v2

v3

v4

v1 v2

v4v5
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sedemikian sehingga uv  E(G) jika dan hanya jika λ(u)λ(v)  E(G’). Pada 

Gambar 2.3 diberikan contoh dua graf yang isomorfik, G dan G’. 

Misalkan u dan v adalah simpul-simpul (tidak perlu berbeda) pada graf G. 

Jalan (walk) u-v pada G adalah suatu barisan berhingga di G yang terdiri dari 

simpul dan busur secara berselingan, u = u0, e1, u1, e2, …, un – 1, en, vn = v, yang 

diawali dengan simpul u dan diakhiri dengan simpul v, sedemikian sehingga        

ei = ui – 1ui untuk i = 1, 2, …, n.  Jejak (trail) u-v adalah suatu jalan u-v dimana 

tidak ada busur yang berulang. Lintasan (path) u-v adalah suatu jalan u-v dimana 

tidak ada simpul yang berulang. Suatu graf G dikatakan terhubung (connected) 

jika terdapat suatu lintasan u-v untuk setiap pasang simpul u, v  V. Apabila 

syarat ini tidak terpenuhi maka graf G dikatakan tak terhubung (disconnected). 

Komponen-komponen (components) dari suatu graf G adalah subgraf-subgraf 

terhubung yang maksimal pada G. Pada Gambar 2.4 diberikan contoh graf G yang 

terdiri dari 5 komponen. 

 

Gambar 2.4. Graf dengan 5 komponen 

 

Graf yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah graf berhingga, sederhana 

dan tak berarah. Berikut ini adalah definisi dari beberapa kelas graf yang akan 

digunakan dalam skripsi ini. 

 

2.2  Kelas-kelas Graf 

Graf lintasan (path graph) adalah suatu graf terhubung dimana setiap 

simpulnya memiliki derajat 2, kecuali pada kedua simpul ujungnya yang 

berderajat satu. Graf lintasan dengan n simpul dinotasikan sebagai Pn dan 

memiliki jumlah busur sebanyak n – 1.  

 

G:
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Gambar 2.5. (a) graf lintasan P4 dan (b) graf lingkaran C4 

  

Graf lingkaran (cycle graph) adalah suatu graf yang diperoleh dari graf 

lintasan yang kedua simpul ujungnya dihubungkan oleh satu busur. Umumnya, 

graf lingkaran dengan n simpul (n ≥ 3) dinotasikan sebagai Cn. Jumlah simpul dan 

busur pada graf lingkaran adalah sama, yaitu |V(Cn)| = |E(Cn)| = n. Pada Gambar 

2.5 diberikan contoh graf lintasan dan graf lingkaran: (a) graf lintasan P4 dan (b) 

graf lingkaran C4. 

 

Gambar 2.6. Graf matahari C5 ʘ 1K  

 

Graf matahari (sun graph) adalah suatu graf yang diperoleh dari graf 

lingkaran dengan penambahan satu simpul berderajat satu pada tiap simpul Cn, 

sedemikian sehingga setiap simpul pada graf lingkaran Cn memiliki derajat 3. 

Graf matahari dinotasikan dengan Cn ʘ 1K , dimana n menunjukkan banyak 

simpul pada graf lingkaran. Himpunan simpul dan himpunan busur dari graf 

matahari dinyatakan sebagai V(Cn ʘ 1K ) = {vi | 1 ≤ i ≤ n}  {ui | 1 ≤ i ≤ n} dan 

E(Cn ʘ 1K ) = {vivi+1 | 1 ≤ i ≤ n}  {viui | 1 ≤ i ≤ n}. Untuk selanjutnya, simpul 

graf matahari yang terletak pada graf lingkaran atau vi, disebut simpul dalam dan 

v1

v2

v3v4

v5

u1

u2

u3u4

u5

 

v1

v1

v2

v2

v3

v3

v4

v4

(a) (b)
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simpul yang berderajat satu atau ui, disebut simpul luar. Pada graf matahari, 

banyak simpul sama dengan banyak busur, yaitu 2n. Pada Gambar 2.6 diberikan 

contoh graf matahari dengan 5 simpul dalam. 

Graf dumbbell adalah graf yang dibentuk dari dua graf lingkaran Cm dan 

Cn yang dihubungkan oleh suatu graf lintasan Pk, dimana titik-titik ujung dari graf 

lintasan Pk adalah salah satu simpul dari masing-masing graf lingkaran (Wang et 

al., 2010). Graf dumbbell dinotasikan dengan Dm,n,k , dimana m, n ≥ 3 menyatakan 

jumlah simpul pada masing-masing graf lingkaran dan k ≥ 2 menyatakan jumlah 

simpul pada graf lintasan. Graf dumbbell memiliki simpul sebanyak m + n + k – 2 

dan busur sebanyak m + n + k – 1. Himpunan simpul dan himpunan busur pada 

graf dumbbell dinyatakan sebagai V(Dm,n,k) = {ui | 1 ≤ i ≤ m – 1}                       

{vi | 1 ≤ i ≤ n – 1}  {xi | 1 ≤ i ≤ k} dan E(Dm,n,k) = {uiui+1 | 1 ≤ i ≤ m – 2}        

{vivi+1 | 1 ≤ i ≤ n – 2}  {xixi+1 | 1 ≤ i ≤ k – 1}, dimana ui dan vi adalah simpul pada 

graf lingkaran, dan xi adalah simpul pada graf lintasan. Pada Gambar 2.7 

diberikan contoh graf dumbbell D6,5,4. 

 

Gambar 2.7. Graf dumbbell D6,5,4 

 

Suatu graf yang memiliki tepat satu subgraf lingkaran disebut graf 

unicyclic dan yang memiliki tepat dua subgraf lingkaran disebut graf bicyclic. 

Graf matahari adalah graf unicyclic, sedangkan graf dumbbell adalah graf bicyclic.  

 

2.3 Operasi pada Graf 

Ada banyak cara dalam mengkombinasikan graf-graf untuk memperoleh 

graf-graf baru. Diantaranya adalah dengan mendefinisikan operasi-operasi biner 

pada graf-graf tersebut. Operasi biner pada graf yang akan digunakan pada skripsi 

v1

v2

v3

x3x2x1

u1
u2

u3

u5u4

x4

v4
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ini adalah gabungan graf (union of graphs). Misalkan G1 dan G2 adalah dua graf 

terhubung yang memenuhi V(G1) ∩ V(G2) =  dan E(G1) ∩ E(G2) = . Suatu 

graf G gabungan graf G1 dan G2 (dinotasikan dengan G = G1  G2) mempunyai 

himpunan simpul V(G) = V(G1)  V(G2) dan himpunan busur E(G) = E(G1)  

E(G2). Untuk gabungan n graf terhubung dinotasikan dengan  𝐺𝑖
𝑛
𝑖=1 . Jika G1 = 

G2 = … = Gn = G, maka gabungan graf tersebut dapat dinotasikan sebagai nG. 

(Chartrand dan Lesniak , 1986). Pada Gambar 2.8 diberikan contoh operasi 

gabungan pada graf-graf lingkaran, C4 dan C3. 

 
Gambar 2.8. Operasi gabungan pada graf C4 dan C3 

 

2.4  Pelabelan Graf 

Pelabelan λ pada graf G merupakan pemetaan dari elemen-elemen pada G 

ke suatu himpunan bilangan bulat. Bilangan yang dihasilkan dari pemetaan λ 

disebut label (Bača & Miller, 2008). Jika domain dari pemetaan berupa himpunan 

simpul maka pelabelan λ disebut pelabelan simpul. Jika domain dari pemetaan 

berupa himpunan busur maka pelabelan λ disebut pelabelan busur. Jika domain 

dari pemetaan berupa himpunan simpul dan busur maka pelabelan λ disebut 

pelabelan total. Pada Gambar 2.9 diberikan contoh pelabelan pada graf lintasan: 

(a) pelabelan simpul, (b) pelabelan busur, dan (c) pelabelan total. 

Bentuk penjumlahan label yang dikenakan pada elemen-elemen dari graf 

G di bawah pelabelan λ disebut bobot (weight). Bobot dari suatu simpul diperoleh 

dengan menjumlahkan label simpul dengan label busur-busur yang hadir pada 

simpul tersebut (jika ada) untuk setiap simpul di G. Bobot dari suatu busur 

diperoleh dengan menjumlahkan label busur dengan label simpul-simpul ujung 

 

                        
 

=  

C4  C3 C3 C4 
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pada busur tersebut (jika ada) untuk setiap busur di G. Secara matematis, bobot 

simpul x  V di bawah suatu pelabelan λ yang dinotasikan dengan ( )w x , dapat 

dinyatakan sebagai ( )w x = λ(x) +  𝜆(𝑥)𝑦∈𝐴(𝑥) ,  x  V, dimana A(x) adalah 

himpunan semua simpul yang bertetangga dengan x. Sedangkan bobot busur     

xy  E di bawah suatu pelabelan λ yang dinotasikan dengan ( )w xy , dapat 

dinyatakan sebagai ( )w xy = λ(x) + λ(xy) + λ(x),  xy  E.    

 
Gambar 2.9. (a) Pelabelan simpul, (b) Pelabelan busur, dan (c) Pelabelan total 

 

Dalam pelabelan graf terdapat istilah pelabelan ajaib dan pelabelan anti 

ajaib. Suatu pelabelan disebut pelabelan ajaib jika pelabelan tersebut 

menghasilkan bobot simpul-simpul (atau busur-busur) yang sama. Sebaliknya, 

jika suatu pelabelan menghasilkan bobot simpul-simpul (atau busur-busur) yang 

berbeda maka pelabelan ini disebut pelabelan anti ajaib. Pelabelan anti ajaib 

pertama kali diperkenalkan oleh Hartsfield dan Ringel pada tahun 1990 (Bača & 

Miller, 2008). Setelah memperkenalkan konsep pelabelan anti ajaib, Hartsfield 

dan Ringel (2003) mengeluarkan konjektur bahwa setiap graf yang terhubung, 

kecuali K2, memiliki pelabelan anti ajaib. Pada tahun 1993 Bodendiek dan Walter 

mengembangkan hasil tersebut, dimana bobot simpul-simpul (atau busur-busur) 

yang dihasilkan tidak hanya berbeda tetapi juga membentuk suatu barisan 

aritmatika (Bača & Miller, 2008). Dengan kata lain, graf G dikatakan memiliki 

suatu pelabelan (a, d) anti ajaib jika himpunan bobot simpul (atau busur) pada G 

membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a > 0 dan beda d ≥ 0, dimana a 

dan d merupakan bilangan bulat. Jika nilai d = 0 maka pelabelan disebut 

pelabelan ajaib.  

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

5 6 7

(a)

(b)

(c)
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Misalkan G adalah suatu graf dengan n simpul dan e busur. Pelabelan 

yang menjadi obyek penelitian dalam skripsi ini adalah pelabelan total (a, d)-

busur anti ajaib dengan definisi sebagai berikut: 

Definisi 2.1 Misalkan λ: V  E → {1, 2, …, n + e} adalah suatu pemetaan bijektif 

pada G. Jika himpunan bobot busur, { ( )w xy = λ(x) + λ(xy) + λ(x)| xy  E}, 

membentuk barisan aritmatika a, a + d, a + 2d, …, a +  (e – 1)d, dengan a > 0 dan 

d ≥ 0 adalah bilangan bulat, maka pemetaan λ disebut pelabelan total (a,d)-busur 

anti ajaib. (Bača & Miller, 2008) 

Jika pada pemetaan λ, nilai V(λ) = {1, 2, …, n} maka pelabelan λ disebut 

pelabelan total super (a,d)-busur anti ajaib. Untuk selanjutnya pelabelan total 

(a, d)-busur anti ajaib disingkat menjadi (a,d)-PTBAA dan pelabelan total super 

(a, d)-busur anti ajaib disingkat menjadi (a,d)-PTSBAA. Berikut ini akan 

didefinisikan pelabelan dual pada G. 

Definisi 2.2 Misalkan pemetaan λ: V  E → {1, 2, …, n + e} adalah (a, d)-

PTBAA pada G.  

Definisikan pelabelan λ’: V  E → {1, 2, …, n + e} sebagai berikut: 

   λ’(x) = n + e + 1 – λ(x),  x  V       (2.1) 

λ’(xy) = n + e + 1 – λ(xy),  xy  E        (2.2) 

Maka pemetaan λ’ disebut dual dari λ. (Bača & Miller, 2008) 

Hubungan antara (a, d)-PTBAA dengan pelabelan dual dari (a, d)-PTBAA 

diberikan dalam Teorema 2.1. 

Teorema 2.1 Jika λ adalah (a, d)-PTBAA pada G maka λ’ adalah                        

(3n + 3e + 3 – a – (e – 1)d, d)-PTBAA pada G. (Bača & Miller, 2008) 

Bukti. Diketahui bahwa λ adalah (a, d)-PTBAA pada G, maka berdasarkan 

Definisi 2.2 terdapat pelabelan λ’: V  E → {1, 2, …, n + e} sedemikian sehingga 

berlaku λ’(x) = n + e + 1 – λ(x),  x  V dan λ’(xy) = n + e + 1 – λ(xy),  xy  E. 

Bobot busur pada pelabelan λ’ adalah 
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            3   3   3  ( ).n e w xy            (2.3) 

Oleh karena ( )w xy   {a, a + d, a + 2d, …, a + (e – 1)d},  xy  E, maka 

berdasarkan (2.3) diperoleh '( )w xy  {3n + 3e + 3 – a – (e – 1)d, 3n + 3e + 3 –   

a – (e – 2)d, …, 3n + 3e + 3 – a – d, 3n + 3e + 3 – a} yang membentuk barisan 

aritmatika dengan suku awal 3n + 3e + 3 – a – (e – 1)d > 0 dan beda d ≥ 0. Jadi, λ’ 

adalah (3n + 3e + 3 – a – (e – 1)d, d)-PTBAA pada G. ■ 

Misalkan suatu graf G akan diberi label (a, d)-PTBAA. Dengan 

menggunakan struktur graf G, dapat ditentukan batas nilai yang mungkin untuk a 

dan d. 

Misalkan pemetaan λ: V  E → {1, 2, …, n + e} adalah (a, d)-PTBAA 

pada G dengan n simpul dan e busur, sedemikian sehingga { ( )w xy  = λ(x) + λ(xy) 

+ λ(x)| xy  E} adalah himpunan bobot busur yang membentuk barisan aritmatika 

a, a + d, a + 2d, …, a + (e – 1)d, dengan suku awal a > 0 dan beda d ≥ 0. Bobot 

busur minimum yang mungkin dari pelabelan ini adalah 1 + 2 + 3, sehingga 

diperoleh 

a ≥ 6.                 (2.4) 

Sedangkan bobot busur maksimum yang mungkin adalah (n + e – 2) + (n + e – 1) 

+ (n + e) = 3n + 3e – 3, sehingga diperoleh   

a + (e – 1)d ≤ 3n + 3e – 3.                        (2.5) 

Dari (2.4) dan (2.5) diperoleh 6 + (e – 1)d ≤ 3n + 3e – 3, yang mengakibatkan  

.
3 3 9

1

n e
d

e

 



                      (2.6) 

Pertidaksamaan (2.6) merupakan batas atas dari d untuk suatu (a, d)-PTBAA pada 

G. Contohnya untuk graf lingkaran C7 dengan jumlah simpul n = 7 dan jumlah 

busur e = 7, maka berdasarkan (2.5) diperoleh d ≤ 5. Dalam hal ini berarti graf 
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lingkaran C7 memiliki (a, d)-PTBAA dengan nilai d yang mungkin adalah d   

{0, 1, 2, 3, 4, 5}. 

 

2.5 Hasil-hasil yang Diketahui 

Berikut ini adalah hasil-hasil yang diketahui dari (a, d)-PTBAA untuk graf 

terhubung (tunggal) antara lain: pada graf lingkaran, Simanjuntak, dkk. 

membuktikan bahwa setiap graf lingkaran Cn, n ≥ 3, memiliki (2n + 2, 1)-PTBAA 

dan (3n + 2, 1) -PTBAA; C2n,   n ≥ 2, memiliki (4n + 2, 2)-PTBAA dan              

(4n + 3, 2)-PTBAA; C2n+1, n ≥ 1, memiliki (3n + 4, 3)-PTBAA dan (3n + 5, 3)-

PTBAA (Gallian, 2009); pada graf matahari, Sugeng dan Silaban (2008) 

membuktikan bahwa graf matahari Cn ʘ 1K  memiliki (a, d)-PTBAA untuk d  

{2, 4}; graf matahari Cn ʘ 1K  tidak memiliki (a, d)-PTBAA untuk n dan d yang 

keduanya bernilai ganjil. Sugeng dan Silaban (2008) memberikan masalah terbuka 

(open problem) dari (a, d)-PTBAA pada graf matahari Cn ʘ 1K , untuk d         

{1, 3, 5}. 

Hasil yang diketahui dari (a, d)-PTBAA pada gabungan graf antara lain: 

pada gabungan graf lingkaran, Bača, dkk. membuktikan bahwa gabungan m graf 

lingkaran isomorfik, mCn, n ≥ 3, memiliki (a, d)-PTSBAA untuk d  {0, 1, 2}; 

Ngurah, dkk. membuktikan bahwa mCn, n ≥ 3, memiliki (a, d)-PTBAA untuk d  

{1, 2, 3, 4} (Gallian, 2009). Pada penelitian Sugeng dan Silaban diketahui bahwa 

gabungan dari graf-graf lingkaran memiliki (a, 1)-PTSSAA (Sugeng & Silaban, 

2009). Dengan memanfaatkan struktur dari graf lingkaran, maka dari (a, 1)-

PTSSAA ini dapat juga diperoleh suatu (a, 1)-PTBAA untuk gabungan graf 

lingkaran non-isomorfik. Pada bab berikutnya, akan dibahas mengenai hasil 

penelitian terhadap (a, d)-PTBAA untuk gabungan graf dari kelas graf yang sama, 

baik gabungan graf-graf yang saling isomorfik maupun non-isomorfik. Kelas graf 

yang digunakan adalah graf lingkaran, graf matahari, dan graf dumbbell.  
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BAB 3 

(a, d)-PTBAA PADA GABUNGAN GRAF DARI KELAS GRAF YANG 

SAMA UNTUK d = 1 DAN d = 2 
 

Pada bab ini akan diberikan konstruksi pelabelan total (a, d)-busur anti 

ajaib, disingkat (a, d)-PTBAA, dari beberapa kelas graf, yaitu gabungan graf 

lingkaran, gabungan graf matahari isomorfik, dan gabungan graf dumbbell. Untuk 

mengkonstruksi pelabelan dan menunjukkan bahwa konstruksi yang diberikan 

adalah (a, d)-PTBAA dari graf terkait, maka secara garis besar pembuktian 

dilakukan dengan alur sebagai berikut: pertama-tama didefinisikan fungsi 

pelabelan untuk simpul dan busur, selanjutnya ditunjukkan bahwa fungsi 

pelabelan yang diberikan adalah fungsi bijektif, dan akhirnya ditunjukkan bahwa 

semua bobot busur yang diperoleh dari pelabelan tersebut membentuk barisan 

aritmatika dengan suku awal a > 0 dan beda d ≥ 0. Sebelumnya, dengan 

menggunakan pertidaksamaan (2.6) pada subbab 2.4 akan diberikan beberapa nilai 

d yang mungkin untuk masing-masing graf dan yang akan dibahas selanjutnya 

adalah d = 1 dan d = 2. Untuk nilai d yang tidak dibahas dalam skripsi ini akan 

menjadi masalah terbuka dan diberikan pada bab kesimpulan. Pada Definisi 2.2 

dan Teorema 2.1 telah diberikan definisi pelabelan dual dari (a, d)-PTBAA dan 

hubungan antara suatu (a, d)-PTBAA dengan dualnya. Menggunakan definisi dan 

teorema ini, akan diperoleh konstruksi lain untuk setiap graf yang merupakan 

akibat dari teorema-teorema yang akan diberikan.  

Pada subbab 3.1 akan dibahas mengenai hasil yang diperoleh untuk (a, d)-

PTBAA pada gabungan graf lingkaran dengan d = 1 dan d = 2. 

 

3.1  (a, d)-PTBAA pada Gabungan Graf Lingkaran  

Graf lingkaran merupakan graf terhubung yang teratur dengan derajat 2. 

Graf ini dinotasikan dengan Cn, dengan n ≥ 3 menyatakan banyaknya simpul. 

Pada graf lingkaran, banyaknya simpul sama dengan banyaknya busur, yaitu      

|V| = |E| = n.  

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA UI, 2010



17 
 

 Universitas Indonesia 

 

Gabungan t graf lingkaran, t ≥ 2, adalah graf tak terhubung yang terdiri 

dari t komponen dimana setiap komponennya adalah graf lingkaran n j
C , dengan 

nj ≥ 3 untuk 1 ≤  j ≤ t. Graf ini dapat diperoleh dengan melakukan operasi 

gabungan terhadap dua atau lebih graf lingkaran, dimana banyak simpul dari 

masing-masing graf lingkaran tidak perlu sama. Gabungan t graf lingkaran dapat 

dinotasikan sebagai 
11  ... t

j n n ntj
C C C    . Himpunan simpul dan busur dari 

graf ini dinyatakan oleh  1
t
j n j

CV  = { j
iv | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤  j ≤ t} dan  1

t
j n j

CE  = 

{
1

j j
i iv v 

| 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤  j ≤ t}, dimana indeks dihitung dengan modulo nj. Sama 

halnya pada graf lingkaran, gabungan t graf lingkaran juga memiliki banyak 

simpul yang sama dengan banyak busur, yaitu  1
t
j n j

CV   =  1
t
j n j

CE  = 

t
j i jn .  

 

Gambar 3.1. Gabungan 3 graf lingkaran: C5  C4  C6 

  

Pada Gambar 3.1 diberikan contoh dari gabungan 3 graf lingkaran:          

C5  C4  C6, beserta notasi penamaan simpul. Superscript j pada simpul j
iv  

menyatakan graf lingkaran ke-j, 1 ≤  j ≤ t, dari gabungan t graf lingkaran, 

sedangkan subscript i menyatakan simpul ke-i, 1 ≤ i ≤ nj, dari masing-masing graf 

lingkaran.  

Pertidaksamaan (2.6) pada subbab 2.4 dapat digunakan untuk menghitung 

suatu batas atas nilai d dari (a, d)-PTBAA pada gabungan t graf lingkaran. 

Misalkan nj dan ej, 1 ≤  j ≤ t, t ≥ 2, masing-masing menyatakan banyak simpul dan 

v1
1

v2
1

v3
1

v4
1

v5
1

v1
2

v2
2

v3
2

v4
2

v1
3

v2
3

v3
3

v4
3

v5
3

v6
3
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busur pada graf lingkaran ke-j pada gabungan t graf lingkaran, maka berlaku       

nj = ej. Jika n = n1 + n2 + … + nt dan e = e1 + e2 + … + et adalah banyak simpul 

dan busur pada gabungan t graf lingkaran, maka n = e. Dengan mensubstitusikan 

nilai n dan e dari gabungan t graf lingkaran ke pertidaksamaan (2.6) diperoleh 

hubungan sebagai berikut 

3 3 9

1

n n
d

n

 



 

atau 

4
5

1

n
d

n


 


.                      (3.1)  

Nilai dari 
4

1

n

n




pada pertidaksamaan (3.1) selalu bernilai lebih kecil dari satu 

untuk setiap bilangan bulat n ≥ 6 (karena banyak simpul minimum pada graf 

lingkaran adalah 3 dan banyak graf minimum pada gabungan graf adalah 2), 

sehingga nilai d yang mungkin untuk (a, d)-PTBAA dari gabungan graf lingkaran 

adalah {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Dalam skripsi ini, pembahasan (a, d)-PTBAA dari 

gabungan t graf lingkaran hanya dilakukan untuk d = 1 dan d = 2.  

 Pada Teorema 3.1 diberikan hasil yang diperoleh untuk (a, d)-PTBAA 

pada gabungan graf lingkaran dengan d = 1. 

Teorema 3.1 Gabungan dari t graf lingkaran n j
C , 1 ≤  j ≤ t, memiliki                  

(2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  +  2, 1)-PTBAA untuk setiap bilangan bulat nj ≥ 3 dan t ≥ 2. 

Bukti. Banyaknya simpul dan busur pada gabungan t graf lingkaran masing-

masing adalah  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 . Misalkan λ1 adalah pelabelan yang didefinisikan dari  

 1
t
j n j

CV     1
t
j n j

CE   ke {1, 2, …, 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 }.  

Untuk 1 ≤  j ≤ t, label simpul dari gabungan t graf lingkaran dengan  

𝜆1 𝑣𝑖
𝑗  =  𝑛𝑘 + 𝑖                                     ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑗

𝑗−1
𝑘=1       (3.2) 
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dan label busur dengan 

𝜆1 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  =  

 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=𝑗 − 𝑖     ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑗 − 1

  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=𝑗            ; 𝑖 =  𝑛𝑗                       

      (3.3)    

dimana  𝑛𝑘 = 00
𝑘=1 . Semua label dari simpul dan busur yang diperoleh dengan 

pelabelan λ1 saling berbeda, yaitu λ1(V) = {1, 2, …,  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 } dan λ1(E) =              

{ 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 1,  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1  + 2, …, 2  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 }. Jadi, pelabelan λ1 merupakan pemetaan 

bijektif dari himpunan ke  1
t
j n j

CV     1
t
j n j

CE   himpunan bilangan bulat 

{1, 2, …,  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 }. 

 Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa λ1 adalah (a, 1)-PTBAA dengan       

a = 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2.  Bobot dari sembarang busur 

1
j j

i iv v 
 pada gabungan t graf 

lingkaran terhadap pelabelan λ1 adalah  

 𝑤𝜆1
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆1 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆1 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆1 𝑣𝑖+1
𝑗   

dimana semua indeks dihitung dengan modulo nj. Berdasarkan pelabelan λ1, label 

dari busur 
1

j j
i iv v 

 pada persamaan (3.3) dibagi menjadi 2 bagian. Sehingga 

penghitungan bobot dari busur 1
j j

i iv v   dibedakan ke dalam 2 kasus, yaitu untuk      

i = 1, 2, …, nj – 1 dan i = nj. 

Pertama, untuk i = 1, 2, …, nj – 1 diperoleh 

𝑤𝜆1
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆1 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆1 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆1 𝑣𝑖+1
𝑗    

                         =   𝑛𝑘 + 𝑖𝑗−1
𝑘=1  +   𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 +  𝑛𝑘 − 𝑖𝑡

𝑘=𝑗  +  

                               𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 +  𝑖 + 1   

                         =  𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 +   𝑛𝑘

𝑗−1
𝑘=1 +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=𝑗  + 𝑖 + 1  

                         =  𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 + 𝑖 + 1  

                         =  𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 + 2 𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 + 𝑖 + 1.       (3.4)  
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Kedua, untuk i = nj diperoleh 

𝑤𝜆1
 𝑣𝑛𝑗

𝑗
𝑣𝑛𝑗+1
𝑗  = 𝜆1  𝑣𝑛𝑗

𝑗  + 𝜆1  𝑣𝑛𝑗
𝑗
𝑣𝑛𝑗+1
𝑗  + 𝜆1  𝑣𝑛𝑗+1

𝑗              

                             = 𝜆1  𝑣𝑛𝑗
𝑗  + 𝜆1  𝑣𝑛𝑗

𝑗
𝑣1
𝑗  + 𝜆1 𝑣1

𝑗            

                             =   𝑛𝑘 + 𝑛𝑗
𝑗−1
𝑘=1  +   𝑛𝑘 +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=𝑗

𝑡
𝑘=1  +  

                                    𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 + 1   

                             =  𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 + 2 𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 + 𝑛𝑗 + 1.       (3.5)  

Dari persamaan (3.4) dan (3.5), untuk i = 1, 2, …, nj diperoleh bobot busur 
1

j j
i iv v 

 

terhadap pelabelan λ1, yaitu 

𝑤𝜆1
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗     =  𝑛𝑘

𝑗−1
𝑘=1 + 2 𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 + 𝑖 + 1.   (3.6) 

Himpunan bobot busur pada gabungan t graf lingkaran dari pelabelan λ1 

adalah   1 11
 1  1 ,  j jj j

i ii iW w v v j t v v E       = {2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 2  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1  + 3, …,   

2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 , 2  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1  +  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1  + 1}. Dapat dilihat bahwa semua bobot 

busur di W1 membentuk barisan aritmatika dengan suku awal                        a = 2 

 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2 dan beda d = 1. Bobot busur terkecil a pada persamaan (3.6) diperoleh 

pada saat nilai i = j = 1 (karena  𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 =  𝑛𝑘

0
𝑘=1 = 0), yaitu pada busur 1 1

1 2v v  

dengan bobot 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2. Jadi, pelabelan λ1 adalah (2  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1  + 2, 1)-PTBAA 

pada gabungan t graf lingkaran. ■ 

Oleh karena semua label simpul pada gabungan graf lingkaran yang 

diperoleh dari pelabelan λ1 adalah bilangan bulat terkecil 1, 2, …,  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 , maka 

pelabelan λ1 juga merupakan (a, 1)-PTSBAA dengan a = 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2.  

Pada Gambar 3.2 diberikan contoh (a, 1)-PTBAA pada gabungan 3 graf 

lingkaran: C6  C5  C8 (a) dan C5  C8  C6 (b), dengan nilai a = 2  𝑛𝑘
3
𝑘=1  + 2 

= 2(6 + 5 + 8) + 2 = 40. Dapat dilihat bahwa urutan graf tidak mempengaruhi 

konstruksi (a, 1)-PTBAA pada gabungan graf lingkaran. Sehingga baik C6  C5 

 C8 maupun C5  C8  C6 akan memiliki (a, 1)-PTBAA dengan nilai a yang 
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sama. Sebagai catatan, konstruksi pelabelan yang diberikan pada Teorema 3.1 

dapat juga digunakan untuk melabel 1 graf lingkaran dengan mengambil t = 1. 

 

Gambar 3.2. (40, 1)-PTBAA pada gabungan 3 graf lingkaran: (a) C6  C5  C8  

                       dan (b) C5  C8  C6 

 

 Dengan menggunakan pelabelan dual pada Definisi 2.2 dan Teorema 2.1, 

dari Teorema 3.1 diperoleh Akibat 3.1. 

Akibat 3.1 Gabungan dari t graf lingkaran n j
C , 1 ≤  j ≤ t, memiliki                

(3 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 1)-PTBAA untuk setiap bilangan bulat nj ≥ 3 dan t ≥ 2. 

Pada bagian selanjutnya, akan dibahas mengenai (a, d)-PTBAA dari 

gabungan graf lingkaran untuk d = 2. 

Teorema 3.2 Gabungan dari t graf lingkaran n j
C , 1 ≤  j ≤ t, memiliki      

(2 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 2)-PTBAA untuk setiap bilangan bulat nj ≥ 3 dan t ≥ 2. 
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Bukti. Banyaknya simpul dan busur pada gabungan t graf lingkaran masing-

masing adalah  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 . Misalkan λ2 adalah pelabelan yang didefinisikan dari 

 1
t
j n j

CV     1
t
j n j

CE   ke {1, 2, …, 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 }.  

Untuk 1 ≤  j ≤ t, label simpul dari gabungan t graf lingkaran dengan 

𝜆2 𝑣𝑖
𝑗  = 2 𝑛𝑘 + 2𝑖 − 1           ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑗

𝑗−1
𝑘=1                   (3.7)  

dan label busur dengan 

𝜆2 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  =  

2 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=𝑗 − 2𝑖         ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑗 − 1

2 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=𝑗                   ; 𝑖 =  𝑛𝑗                     

        (3.8) 

dimana  𝑛𝑘 = 00
𝑘=1 . Semua label dari simpul dan busur yang diperoleh dengan 

pelabelan λ2 saling berbeda, yaitu λ2(V) = {1, 3, …, 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  – 1} dan λ2(E) =              

{2, 4, …, 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 }. Jadi, pelabelan λ2 merupakan pemetaan bijektif dari 

himpunan  1
t
j n j

CV     1
t
j n j

CE  ke himpunan bilangan bulat                      

{1, 2, …, 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1 }. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa λ2 adalah (a, 2)-PTBAA dengan       

a = 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2.  Bobot dari sembarang busur 1

j j
i iv v   pada gabungan t graf 

lingkaran terhadap pelabelan λ2 adalah  

𝑤𝜆2
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆2 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆2 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆2 𝑣𝑖+1
𝑗   

dimana semua indeks dihitung dengan modulo nj. Berdasarkan pelabelan λ2, label 

dari busur 1
j j

i iv v   pada persamaan (3.8) dibagi menjadi 2 bagian. Sehingga 

penghitungan bobot dari busur 1
j j

i iv v   dibedakan ke dalam 2 kasus, yaitu untuk      

i = 1, 2, …, nj – 1 dan i = nj. 

Pertama, untuk i = 1, 2, …, nj – 1 diperoleh 

𝑤𝜆2
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆2 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆2 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆2 𝑣𝑖+1
𝑗    

                         =  2 𝑛𝑘 + 2𝑖 − 1𝑗−1
𝑘=1  +  2 𝑛𝑘

𝑡
𝑘=𝑗 − 2𝑖 +  
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                             2 𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 + 2 𝑖 + 1 − 1   

                     = 2 𝑛𝑘 +
𝑗−1
𝑘=1  2 𝑛𝑘 +

𝑗−1
𝑘=1 2 𝑛𝑘

𝑡
𝑘=𝑗  + 2𝑖  

                        = 2 𝑛𝑘 +
𝑗−1
𝑘=1 2 𝑛𝑘 +𝑡

𝑘=1 2𝑖  

                        = 2  𝑛𝑘 +
𝑗−1
𝑘=1

 𝑛𝑘 +𝑡
𝑘=1 𝑖 .        (3.9) 

Kedua, untuk i = nj diperoleh 

 𝑤𝜆2
 𝑣𝑛𝑗

𝑗
𝑣𝑛𝑗 +1
𝑗  = 𝜆2  𝑣𝑛𝑗

𝑗  + 𝜆2  𝑣𝑛𝑗
𝑗
𝑣𝑛𝑗+1
𝑗  + 𝜆2  𝑣𝑛𝑗+1

𝑗   

                           = 𝜆2  𝑣𝑛𝑗
𝑗  + 𝜆2  𝑣𝑛𝑗

𝑗
𝑣1
𝑗  + 𝜆2 𝑣1

𝑗   

                              =  2 𝑛𝑘 + 2𝑛𝑗 − 1
𝑗−1
𝑘=1  +  2 𝑛𝑘

𝑡
𝑘=𝑗  +  

                                   2 𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 + 2 − 1   

                              = 2 𝑛𝑘 +
𝑗−1
𝑘=1 2 𝑛𝑘 +𝑡

𝑘=1 2𝑛𝑗   

                              = 2  𝑛𝑘 +𝑗−1
𝑘=1

 𝑛𝑘 +𝑡
𝑘=1 𝑛𝑗  .     (3.10)    

Dari persamaan (3.9) dan (3.10), untuk i = 1, 2, …, nj diperoleh bobot busur 
1

j j
i iv v 

 

terhadap pelabelan λ2, yaitu 

𝑤𝜆2
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 2  𝑛𝑘 +𝑗−1

𝑘=1
 𝑛𝑘 +𝑡
𝑘=1 𝑖 .                 (3.11) 

Himpunan bobot busur pada gabungan t graf lingkaran dari pelabelan λ2 

adalah   1 12
 2  1 ,  j jj j

i ii iW w v v j t v v E       = {2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 2  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1  + 4, …,  

2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1 }. Dapat dilihat bahwa semua bobot busur di W2 membentuk 

barisan aritmatika dengan suku awal a = 2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2 dan beda        d = 2. Nilai 

dari bobot busur terkecil a dari gabungan t graf lingkaran dapat dihitung dari 

persamaan (3.11) dengan mengambil i = j = 1 (karena  𝑛𝑘
𝑗−1
𝑘=1 =  𝑛𝑘

0
𝑘=1 = 0), 

yaitu pada busur 1 1
1 2v v  dengan bobot 2  𝑛𝑘

𝑡
𝑘=1  + 2. Jadi, pelabelan λ2 adalah (2 

 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 2)-PTBAA untuk gabungan t graf lingkaran. ■ 
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Gambar 3.3. (32, 2)-PTBAA pada gabungan 3 graf lingkaran: (a) C5  C7  C3  

                       dan (b) C7  C3  C5 

 

Pada Gambar 3.3 diberikan (a, 2)-PTBAA dari gabungan 3 graf lingkaran: 

C5  C7  C3 (a) dan C7  C3  C5 (b), dengan nilai a = 2  𝑛𝑘
3
𝑘=1  + 2 =            

2(5 + 7 + 3) + 2 = 32. Dapat dilihat bahwa (a, 2)-PTBAA pada C5  C7  C3 dan            

C7  C3  C5 menghasilkan nilai a yang sama, sehingga urutan graf pada 

gabungan graf lingkaran tidak mempengaruhi konstruksi (a, 2)-PTBAA.  

Pada Teorema 3.2 telah dibuktikan bahwa gabungan t graf lingkaran 

memiliki (2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 2)-PTBAA. Selanjutnya dengan menggunakan pelabelan 

dual pada subbab 2.4 diperoleh Akibat 3.2. 

Akibat 3.2 Gabungan dari t graf lingkaran n j
C , 1 ≤  j ≤ t, memiliki          

(2 𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 3, 2)-PTBAA untuk setiap bilangan bulat nj ≥ 3 dan t ≥ 2. 

 Pada subbab selanjutnya akan dibahas mengenai (a, d)-PTBAA pada 

gabungan graf matahari isomorfik untuk d = 1 dan d = 2. Hasil ini dimotivasi oleh 

adanya masalah terbuka untuk (a, d)-PTBAA pada graf matahari (tunggal)          

Cn ʘ 1K , n genap, untuk d  {1, 3, 5} (Sugeng & Silaban, 2008) yang kemudian 

diperumum ke gabungan t graf matahari dengan beberapa syarat tertentu. 
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3.2  (a, d)-PTBAA pada Gabungan Graf Matahari Isomorfik  

Graf matahari adalah graf yang diperoleh dari graf lingkaran Cn dengan 

penambahan satu simpul berderajat satu pada setiap simpul graf lingkaran. Graf 

ini dinotasikan dengan Cn ʘ 1K , dimana n menunjukkan banyak simpul yang 

terdapat pada graf lingkaran. Pada graf matahari, banyak simpul sama dengan 

banyak busur, yaitu |V| = |E| = 2n. Untuk selanjutnya, simpul graf matahari yang 

terletak pada graf lingkaran disebut simpul dalam, sedangkan simpul yang 

berderajat satu disebut simpul luar. 

 

Gambar 3.4. Gabungan 3 graf matahari isomorfik: 3C4 ʘ 1K  

 

Gabungan t graf matahari isomorfik, t ≥ 2, adalah graf tak terhubung yang 

terdiri dari t komponen dimana setiap komponennya adalah graf matahari Cnʘ 1K , 

n ≥ 3. Graf ini dapat diperoleh dengan melakukan operasi gabungan terhadap dua 

atau lebih graf matahari dengan banyak simpul dalam yang sama (isomorfik). 

Gabungan t graf matahari isomorfik dinotasikan sebagai tCn ʘ 1K , n ≥ 3. 

Himpunan simpul dan busur dari graf ini dinyatakan oleh V(tCn ʘ 1K ) =               

{ j
iv | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤  j ≤ t}  { j

iu | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤  j ≤ t} dan E(tCn ʘ 1K ) =                

{ 1
j j

i iv v  | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤  j ≤ t}  { j j
i iv u | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤  j ≤ t}, dimana j

iv dan j
iu

masing-masing menyatakan simpul-simpul dalam ke-i dan simpul-simpul luar ke-i 

dari graf matahari ke-j, dengan indeks dihitung menggunakan modulo n. Sama 

halnya pada graf matahari, gabungan t graf matahari isomorfik juga memiliki 

banyak simpul dan busur yang sama, yaitu V(tCn ʘ 1K )= E(tCn ʘ 1K )= 2tn. 
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Pada Gambar 3.4 diberikan contoh gabungan 3 graf matahari yang isomorfik 

masing-masing dengan 4 simpul dalam beserta notasi penamaan simpul. 

Batas atas nilai d dari (a, d)-PTBAA pada gabungan  graf matahari 

isomorfik dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (2.6) pada subbab 

2.4. Misalkan suatu graf matahari memiliki banyak simpul n dan banyak busur e, 

maka berlaku e = n. Sehingga untuk gabungan t graf matahari isomorfik akan 

memiliki banyak simpul dan busur masing-masing sebanyak tn. Dengan 

mensubstitusikan nilai ini ke dalam pertidaksamaan (2.6) diperoleh hasil sebagai 

berikut 

3 3 9

1

tn tn
d

tn

 



 

atau 

4
5

1

tn
d

tn


 


.         (3.12)  

Untuk setiap bilangan bulat n ≥ 3 dan t ≥ 2, dari pertidaksamaan (3.12) diperoleh 

nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA untuk gabungan t graf matahari 

isomorfik adalah {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Dalam skripsi ini, pembahasan (a, d)-PTBAA 

dari gabungan t graf matahari isomorfik hanya dilakukan untuk d = 1 dan d = 2. 

Gabungan graf matahari yang dibahas selanjutnya adalah gabungan dari t graf 

matahari isomorfik dengan banyak simpul dalam genap, n ≥ 4.  

(a, d)-PTBAA pada gabungan graf matahari isomorfik untuk d = 1 

diberikan dalam Teorema 3.3. 

Teorema 3.3 Gabungan dari t graf matahari isomorfik Cn ʘ 1K , memiliki  

(i) 7

2
2,  1

tn 
 
 

 -PTBAA  

(ii) 9

2
2,  1

tn 
 
 

 -PTBAA  

untuk setiap bilangan genap n ≥ 4 dan bilangan bulat t ≥ 2. 
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Bukti. (i) Pertama akan ditunjukkan bahwa gabungan dari t graf matahari 

isomorfik atau tCn ʘ 1K , n ≥ 4 genap, memiliki (a, 1)-PTBAA dengan
7

2
2

tn
a   . 

Banyaknya simpul dan busur pada tCn ʘ 1K  masing-masing adalah 2tn. Misalkan 

λ3 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(tCn ʘ 1K )  E(tCn ʘ 1K ) ke         

{1, 2, …, 4tn}.  

Untuk 1 ≤  j ≤ t, label simpul dari gabungan t graf matahari isomorfik dengan  

𝜆3 𝑣𝑖
𝑗  =    

𝑡 𝑖 − 1 + 𝑗                                ; 𝑖 = 1, 2 , … ,
𝑛

2
               

𝑡  
3𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗                             ; 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

    (3.13) 

𝜆3 𝑢𝑖
𝑗  = 𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗                            ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛    (3.14) 

dan label busur dengan 

𝜆3 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  =    

𝑡 4𝑛 − 𝑖 − 𝑗 + 1             ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
− 1         

𝑡  
5𝑛

2
+ 𝑖 + 1 − 𝑗 + 1     ; 𝑖 =

𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1,… , 𝑛 − 1

4𝑡𝑖 − 𝑗 + 1                         ; 𝑖 = 𝑛                              

    (3.15)    

𝜆3 𝑣𝑖
𝑗
𝑢𝑖
𝑗  =   

𝑡  
5𝑛

2
− 𝑖 + 1 − 𝑗 + 1         ; 𝑖 = 1, 2, … ,

𝑛

2
                 

𝑡 2𝑛 + 𝑖 − 𝑗 + 1                 ; 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛.

    (3.16)     

Label dari semua simpul dan busur yang diperoleh dengan pelabelan λ3 saling 

berbeda, yaitu λ3(V) = {1, 2, …, 2tn} dan λ3(E) = {2tn + 1, 2tn + 2, …, 4tn}. Jadi, 

pelabelan λ3 merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V(tCn ʘ 1K )         

E(tCn ʘ 1K ) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, …, 4tn}. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa pelabelan λ3 adalah 
7

2
2,  1

tn 
 
 

 -

PTBAA. Bobot dari sembarang busur 1
j j

i iv v  dan busur j j
i iv u pada gabungan t graf 

matahari isomorfik, tCn ʘ 1K , n ≥ 4, t ≥ 2, terhadap pelabelan λ3 adalah 

𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆3 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖+1
𝑗                  (3.17)  

dan 
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𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗
𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆3 𝑣𝑖

𝑗 + 𝜆3 𝑣𝑖
𝑗
𝑢𝑖
𝑗  + 𝜆3 𝑢𝑖

𝑗                   (3.18)  

untuk bilangan bulat 1 ≤  j ≤ t dan 1 ≤ i ≤ n, dimana indeks dihitung dengan 

modulo n. Berdasarkan pelabelan λ3, dari persamaan (3.13) dan (3.15) terdapat 4 

kasus penghitungan bobot busur 
1

j j
i iv v 

, yaitu untuk  
2

  1,  2,  ..., 1
n

i   ,  
2

  
n

i  , 

 
2 2

  1,  2,  ..., 1
n n

i n    , dan i = n. 

Pertama, untuk  
2

  1,  2,  ..., 1
n

i    diperoleh 

 𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆3 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖+1

𝑗   

                    =  𝑡 𝑖 − 1 + 𝑗 +  𝑡 4𝑛 − 𝑖 − 𝑗 + 1 + 

                            𝑡  𝑖 + 1 − 1 + 𝑗  

                          = 𝑡 4𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1.                 (3.19)  

Kedua, untuk 
2

  
n

i  diperoleh 

 𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆3 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖+1
𝑗   

                          = 𝜆3  𝑣𝑛
2

𝑗  + 𝜆3  𝑣𝑛
2

𝑗𝑣𝑛
2

+1

𝑗  + 𝜆3  𝑣𝑛
2

+1

𝑗   

                       =  𝑡  
𝑛

2
− 1 + 𝑗 +  𝑡  

5𝑛

2
+
𝑛

2
+ 1 − 𝑗 + 1 +  

                                𝑡  
3𝑛

2
−  

𝑛

2
+ 1  + 𝑗   

                          = 𝑡  4𝑛 +
𝑛

2
− 1 + 𝑗 + 1.        (3.20) 

Jika pada persamaan (3.19) nilai 
2

  
n

i  , maka akan diperoleh persamaan (3.20). 

Ketiga, untuk  
2 2

  1,  2,  ..., 1
n n

i n     diperoleh 
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 𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆3 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖+1

𝑗   

                          =  𝑡  
3𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗 +  𝑡  

5𝑛

2
+ 𝑖 + 1 − 𝑗 + 1 +  

                                𝑡  
3𝑛

2
− (𝑖 + 1) + 𝑗   

                          = 𝑡  4𝑛 +
3𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗 + 1.                     (3.21) 

Keempat, untuk i = n diperoleh 

 𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆3 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖+1

𝑗   

                          =  𝜆3 𝑣𝑛
𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑛

𝑗
𝑣1
𝑗  + 𝜆3 𝑣1

𝑗    

                          =  𝑡  
3𝑛

2
− 𝑛 + 𝑗 +  4𝑡𝑛 − 𝑗 + 1 +  𝑡 1 − 1 + 𝑗   

                          = 𝑡  4𝑛 +
𝑛

2
 + 𝑗 + 1.                     (3.22) 

Jika pada persamaan (3.21) nilai i = n, maka diperoleh persamaan (3.22). 

Dari persamaan (3.19) hingga (3.22) diperoleh bobot busur 
1

j j
i iv v 

 pada 

gabungan t graf matahari isomorfik, yaitu  

𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  =  

𝑡 4𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1      ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
                

𝑡  4𝑛 +
3𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗 + 1   ; 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

       (3.23) 

untuk 1 ≤  j ≤ t, dengan n ≥ 4 adalah bilangan genap. Himpunan bobot busur yang 

diperoleh dari persamaan (3.23) adalah 
2 2

4 2,  4 3,  ...,  4 ,  4 1
tn tn

tn tn tn tn
 
 
 

       

untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan 
2 2

4 2,  4 3,  ...,  4 ,  4 1
tn tn

tn tn tn tn tn tn
 
 
 

        untuk 

 
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . Dapat dilihat bahwa masing-masing dari himpunan bobot 

busur 1
j j

i iv v   membentuk barisan aritmatika dengan beda 1.  

Berikutnya dalam penghitungan bobot dari busur j j
i iv u , dengan 

menggunakan persamaan (3.13), (3.14) dan (3.16) pada persamaan (3.18) maka  
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terdapat 2 kasus, yaitu untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . 

Pertama, untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   diperoleh 

 𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗
𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆3 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖
𝑗
𝑢𝑖
𝑗  + 𝜆3 𝑢𝑖

𝑗   

                      =  𝑡 𝑖 − 1 + 𝑗  +  𝑡  
5𝑛

2
− 𝑖 + 1 − 𝑗 + 1 +  

                         𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗   

                      = 𝑡  4𝑛 −
𝑛

2
+ 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1.      (3.24) 

Kedua, untuk  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   diperoleh 

 𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆3 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆3 𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖

𝑗  + 𝜆3 𝑢𝑖
𝑗   

                      =  𝑡  
3𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗  +  𝑡 2𝑛 + 𝑖 − 𝑗 + 1 +  𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗   

                     = 𝑡  4𝑛 +
𝑛

2
+ 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1.      (3.25) 

Dari kedua persamaan di atas diperoleh bobot busur j j
i iv u  pada gabungan t 

graf matahari isomorfik sebagai berikut 

𝑤𝜆3
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  =   

𝑡  4𝑛 −
𝑛

2
+ 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1    ; 𝑖 = 1, 2, … ,

𝑛

2
               

𝑡  4𝑛 +
𝑛

2
+ 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1    ; 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

    (3.26) 

untuk 1 ≤  j ≤ t dan bilangan genap n ≥ 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh 

dari persamaan (3.26) adalah 
2 2

4 2,  4 3,  ...,  4 ,  4 1
tn tn

tn tn tn tn
 
 
 

      untuk 

 
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan 
3 3

2 2
4 2,  4 3,  ...,  4 ,  4 1

tn tn
tn tn tn tn tn tn

 
 
 

       untuk 

 
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . Masing-masing dari himpunan bobot busur j j
i iv u  

membentuk barisan aritmatika dengan beda 1. 
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Jadi, himpunan semua bobot busur pada gabungan t graf matahari 

isomorfik dari pelabelan λ3 adalah  

     1 13 3
 3

 
2 2

 
2 2

    
2 2

   

     

 4 2,  4 3,  ...,  4 ,  4 1

   4 2,  4 3,  ...,  4 ,  4 1

4 2,  4 3,  ...,  4 ,  4 1

j jj j j j j j
i i i i i ii i

tn tn

tn tn

tn tn

W w v v v v E w v u v u E

tn tn tn tn

tn tn tn tn

tn tn tn tn tn tn

  

 
 
 

 
 
 

 
 
 

   

      

     

       

3 3

2 2

3
.

2 2 2

4 2,  4 3,  ...,  4 ,  4 1

 4 2,  4 3,  ...,  4 1

tn tn

tn tn tn

tn tn tn tn tn tn

tn tn tn

 
 
 

 
 
 

      

      

 

Dapat dilihat bahwa seluruh bobot busur tersebut membentuk barisan aritmatika 

dengan suku awal 
7

2 2
4 2 2

tn tn
a tn      dan beda d = 1. Bobot busur terkecil a 

diperoleh pada persamaan (3.26) dengan mengambil nilai i = j = 1, yaitu busur  

1 1
1 1v u dengan bobot 

7

2
2

tn
a   . Jadi, pelabelan λ3 adalah 

7

2
2,  1

tn 
 
 

 -PTBAA pada 

gabungan t graf matahari isomorfik, untuk bilangan bulat t ≥ 2 dan bilangan genap 

n ≥ 4.  

(ii) Kedua akan ditunjukkan bahwa gabungan dari t graf matahari isomorfik atau 

tCn ʘ 1K , n ≥ 4 genap, memiliki (a, 1)-PTBAA dengan
9

2
2

tn
a   .  

Banyaknya simpul dan busur pada tCn ʘ 1K  masing-masing adalah 2tn. Misalkan 

λ4 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(tCn ʘ 1K )  E(tCn ʘ 1K ) ke         

{1, 2, …, 4tn}. 

Untuk 1 ≤  j ≤ t, label simpul dari gabungan t graf matahari isomorfik dengan  

𝜆4 𝑣𝑖
𝑗  =   

𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗                         ; 𝑖 = 1, 2 , … ,
𝑛

2
              

𝑡  
5𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗                              ; 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

    (3.27) 
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𝜆4 𝑢𝑖
𝑗  = 𝑡 𝑖 − 1 + 𝑗                                     ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛    (3.28) 

dan label busur dengan 

𝜆4 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  =   

𝑡 3𝑛 − 𝑖 − 𝑗 + 1              ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
− 1         

𝑡  
3𝑛

2
+ 𝑖 + 1 − 𝑗 + 1      ; 𝑖 =

𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1,… , 𝑛 − 1

3𝑡𝑖 − 𝑗 + 1                          ; 𝑖 = 𝑛                              

    (3.29)    

𝜆4 𝑣𝑖
𝑗
𝑢𝑖
𝑗  =   

𝑡  
7𝑛

2
− 𝑖 + 1 − 𝑗 + 1         ; 𝑖 = 1, 2, … ,

𝑛

2
                  

𝑡 3𝑛 + 𝑖 − 𝑗 + 1                 ; 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛  

     (3.30)     

Label dari semua simpul dan busur yang diperoleh dengan pelabelan λ4 saling 

berbeda, yaitu λ4(V) = {1, 2, …, 2tn} dan λ4(E) = {2tn + 1, 2tn + 2, …, 4tn}. Jadi, 

pelabelan λ4 merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V(tCn ʘ 1K )        

E(tCn ʘ 1K ) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, …, 4tn}. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa pelabelan λ4 adalah 
9

2
2,  1

tn 
 
 

 -

PTBAA. Bobot dari sembarang busur 1
jj

i iv v   dan busur j j
i iv u  pada gabungan t graf 

matahari isomorfik, tCn ʘ 1K , n ≥ 4, t ≥ 2, terhadap pelabelan λ4 adalah  

𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆4 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖+1
𝑗       (3.31) 

dan 

𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗
𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆4 𝑣𝑖

𝑗 + 𝜆4 𝑣𝑖
𝑗
𝑢𝑖
𝑗  + 𝜆4 𝑢𝑖

𝑗        (3.32) 

untuk bilangan bulat 1 ≤  j ≤ t dan 1 ≤ i ≤ n, dimana indeks dihitung dengan 

modulo n. Oleh karena pembagian label simpul dan busur sama seperti konstruksi 

(a, d)-PTBAA pada (i), maka penghitungan bobot busur 1
jj

i iv v   terhadap pelabelan 

λ4 dibagi menjadi 4 kasus, yaitu untuk  
2

  1,  2,  ..., 1
n

i   ,  
2

  
n

i  , 

 
2 2

  1,  2,  ..., 1
n n

i n    , dan i = n. 
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Pertama, untuk  
2

  1,  2,  ..., 1
n

i    diperoleh 

 𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆4 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖+1

𝑗   

                                                =  𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗 +  𝑡 3𝑛 − 𝑖 − 𝑗 + 1 + 

                            𝑡 𝑛 + (𝑖 + 1) − 1 + 𝑗  

                        = 𝑡 5𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1.      (3.33)  

Kedua, untuk
2

  
n

i  diperoleh 

 𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆4 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖+1

𝑗   

                          = 𝜆4  𝑣𝑛
2

𝑗  + 𝜆4  𝑣𝑛
2

𝑗𝑣𝑛
2

+1

𝑗  + 𝜆4  𝑣𝑛
2

+1

𝑗   

                          =  𝑡  𝑛 +
𝑛

2
− 1 + 𝑗 +  𝑡  

3𝑛

2
+

𝑛

2
+ 1 − 𝑗 + 1 +   

                            𝑡  
5𝑛

2
−  

𝑛

2
+ 1  + 𝑗   

                       = 𝑡  5𝑛 +
𝑛

2
− 1 + 𝑗 + 1.      (3.34) 

Persamaan (3.34) dapat diperoleh dengan mensubstitusikan nilai 
2

  
n

i   ke dalam 

persamaan (3.33). 

Ketiga, untuk  
2 2

  1,  2,  ..., 1
n n

i n     diperoleh 

 𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆4 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖+1
𝑗   

                          =  𝑡  
5𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗 +  𝑡  

3𝑛

2
+ 𝑖 + 1 − 𝑗 + 1 +  

                            𝑡  
5𝑛

2
− (𝑖 + 1) + 𝑗   

                        = 𝑡  5𝑛 +
3𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗 + 1.      (3.35) 
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Keempat, untuk i = n diperoleh 

 𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆4 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖+1

𝑗   

                          =  𝜆4 𝑣𝑛
𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑛

𝑗
𝑣1
𝑗  + 𝜆4 𝑣1

𝑗   

                          =  𝑡  
5𝑛

2
− 𝑛 + 𝑗 +  3𝑡𝑛 − 𝑗 + 1 +  𝑡 𝑛 + 1 − 1 + 𝑗    

                          = 𝑡  5𝑛 +
𝑛

2
 + 𝑗 + 1.       (3.36) 

Persamaan (3.36) dapat juga diperoleh dengan mensubstitusikan nilai i = n ke 

dalam persamaan (3.35). 

Dari persamaan (3.33) hingga (3.36) diperoleh bobot busur 1
jj

i iv v   dari 

gabungan t graf matahari isomorfik, yaitu  

𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  =  

𝑡 5𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1       ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
                

𝑡  5𝑛 +
3𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗 + 1    ; 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

      (3.37) 

untuk 1 ≤  j ≤ t dan bilangan genap n ≥ 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh 

dari persamaan (3.37) adalah
2

5 2,  5 3,  ...,  5 1
tn

tn tn tn
 
 
 

     untuk 

 
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan 
2 2

5 2,  5 3,  ...,  5 1
tn tn

tn tn tn tn
 
 
 

       untuk 

 
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . Masing-masing dari himpunan bobot busur 1
jj

i iv v 

membentuk barisan aritmatika dengan beda 1. 

Sedangkan penghitungan bobot busur j j
i iv u  terhadap pelabelan λ4 dibagi 

menjadi 2 kasus, yaitu untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   .  

Pertama, untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   diperoleh 

 𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆4 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖

𝑗  + 𝜆4 𝑢𝑖
𝑗   

                       =  𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 𝑗 +  𝑡  
7𝑛

2
− 𝑖 + 1 − 𝑗 + 1 +  
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                          𝑡 𝑖 − 1 + 𝑗   

                       = 𝑡  5𝑛 −
𝑛

2
+ 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1.      (3.38) 

Kedua, untuk  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n    diperoleh 

 𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗
𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆4 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆4 𝑣𝑖
𝑗
𝑢𝑖
𝑗  + 𝜆4 𝑢𝑖

𝑗   

                       =  𝑡  
5𝑛

2
− 𝑖 + 𝑗 +  𝑡 3𝑛 + 𝑖 − 𝑗 + 1 +  𝑡 𝑖 − 1 + 𝑗   

                   = 𝑡  5𝑛 +
𝑛

2
+ 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1.    (3.39) 

Dari persamaan (3.38) dan (3.39) di atas diperoleh bobot busur j j
i iv u  pada 

gabungan t graf matahari isomorfik sebagai berikut 

𝑤𝜆4
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  =   

𝑡  5𝑛 −
𝑛

2
+ 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1    ; 𝑖 = 1, 2, … ,

𝑛

2
               

𝑡  5𝑛 +
𝑛

2
+ 𝑖 − 1 + 𝑗 + 1    ; 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

    (3.40) 

untuk 1 ≤  j ≤ t dan bilangan genap n ≥ 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh 

dari persamaan (3.40) adalah 
2 2

5 2,  5 3,  ...,  5 1
tn tn

tn tn tn
 
 
 

      untuk 

 
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan 
3

2
5 2,  5 3,  ...,  5 1

tn
tn tn tn tn tn

 
 
 

      untuk 

 
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . Masing-masing dari himpunan bobot busur j j
i iv u  

membentuk barisan aritmatika dengan beda 1. 

Jadi, himpunan seluruh bobot busur pada gabungan t graf matahari 

isomorfik dari pelabelan λ4 adalah 

     1 14 4
 4

 
2 2

 
2

     

 5 2,  5 3,  ...,  5 1

   5 2,  5 3,  ...,  5 1

j jj j j j j j
i i i i i ii i

tn tn

tn

W w v v v v E w v u v u E

tn tn tn

tn tn tn

  

 
 
 

 
 
 

   

      

    

 

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA UI, 2010



36 
 

 Universitas Indonesia 

 

    
2 2

3
   

2

3
.

2 2 2

5 2,  5 3,  ...,  5 1

5 2,  5 3,  ...,  5 1

 5 2,  5 3,  ...,  5 1

tn tn

tn

tn tn tn

tn tn tn tn

tn tn tn tn tn

tn tn tn

 
 
 

 
 
 

 
 
 

      

     

      

 

Dapat dilihat bahwa seluruh bobot busur tersebut membentuk barisan aritmatika 

dengan suku awal 
9

2 2
5 2 2

tn tn
a tn      dan beda d = 1. Bobot busur terkecil a 

diperoleh pada persamaan (3.40) dengan mengambil nilai i = j = 1, yaitu busur 

1 1
1 1v u  dengan bobot 

9

2
2

tn
a   . Jadi, pelabelan λ4 adalah 

9

2
2,  1

tn 
 
 

 -PTBAA pada 

gabungan t graf matahari isomorfik, untuk n ≥ 4 genap dan bilangan bulat t ≥ 2. ■ 

Pelabelan λ3 dan pelabelan λ4 yang telah dijelaskan sebelumnya, 

merupakan pelabelan-pelabelan yang tidak saling dual, artinya pelabelan λ4 tidak 

diperoleh dengan melakukan pelabelan dual terhadap pelabelan λ3, begitu pula 

sebaliknya. Jadi, (a, 1)-PTBAA pada gabungan t graf matahari isomorfik dengan 

7

2
2

tn
a   (i) dan 

9

2
2

tn
a   (ii) pada Teorema 3.3 adalah dua konstruksi (a, 1)-

PTBAA yang berbeda.  

 

Gambar 3.5. (86, 1)-PTBAA pada gabungan 4 graf matahari isomorfik: 4C6 ʘ 1K  
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Contoh (a, 1)-PTBAA dari gabungan 4 graf matahari isomorfik, 4C6 ʘ 1K , 

diberikan pada Gambar 3.5 dan Gambar 3.6. Pada Gambar 3.5 diberikan contoh 

(a, 1)-PTBAA dengan nilai 
7

2
2

tn
a   , yaitu 

7(4)(6)

2
2 84 2 86a      . 

Sedangkan  pada Gambar 3.6 diberikan contoh (a, 1)-PTBAA dengan nilai 

9

2
2

tn
a   , yaitu 

9(4)(6)

2
2 108 2 110a      . 

 

Gambar 3.6. (110, 1)-PTBAA pada gabungan 4 graf matahari isomorfik: 4C6ʘ 1K  

 

Label dari semua simpul pada gabungan graf matahari isomorfik yang 

dihasilkan oleh pelabelan λ3 dan pelabelan λ4 selalu berupa bilangan bulat terkecil, 

yaitu 1, 2, …, 2tn, sehingga kedua pelabelan ini disebut juga sebagai (a, 1)-

PTSBAA. Sebagai catatan, konstruksi pelabelan yang diberikan pada Teorema 3.3 

dapat juga digunakan untuk melabel 1 graf matahari dengan mengambil nilai         

t = 1. 

 Selanjutnya, dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 2.4 dari 

Teorema 3.3 diperoleh Akibat 3.3. 

 

25 29

3337

41 45

1 5

9

1317

21
76

80
84

8892

96

52

56

60

64

68

72
26 30

3438

42 46

2 6

10

1418

22
75

79
83

8791

95

51

55

59

63

67

71

27 31

3539

43 47

3 7

11

1519

23
74

78
82

8690

94

50

54

58

62

66

70
28 32

3640

44 48

4 8

12

1620

24
73

77
81

8589

93

49

53

57

61

65

69

 

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA UI, 2010



38 
 

 Universitas Indonesia 

 

Akibat 3.3 Gabungan dari t graf matahari isomorfik Cn ʘ 1K , memiliki  

(i) 13

2
2,  1

tn 
 
 

 -PTBAA  

(ii) 11

2
2,  1

tn 
 
 

 -PTBAA  

untuk setiap bilangan genap n ≥ 4 dan bilangan bulat t ≥ 2. 

Pada bagian berikutnya akan dibahas mengenai (a, d)-PTBAA pada 

gabungan t graf matahari isomorfik dengan banyak simpul dalam genap untuk      

d = 2.  

Teorema 3.4 Gabungan dari t graf matahari isomorfik Cn ʘ 1K , memiliki  

(i)  (3tn + 2, 2)-PTBAA  

(ii)  (3tn + 3, 2)-PTBAA  

untuk setiap bilangan genap n ≥ 4 dan bilangan bulat t ≥ 2. 

Bukti. (i) Pertama akan ditunjukkan bahwa gabungan dari t graf matahari 

isomorfik, tCn ʘ 1K , n ≥ 4 genap, memiliki (a, 2)-PTBAA dengan a = 3tn + 2.  

Banyaknya simpul dan busur pada tCn ʘ 1K  masing-masing adalah 2tn. Misalkan 

λ5 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(tCn ʘ 1K )  E(tCn ʘ 1K ) ke        

{1, 2, …, 4tn}.  

Untuk 1 ≤  j ≤ t, label simpul dari gabungan t graf matahari isomorfik dengan  

𝜆5 𝑣𝑖
𝑗  =   

2𝑡 𝑖 − 1 + 2𝑗 − 1                       ; 𝑖 = 1, 2 , … ,
𝑛

2
               

2𝑡  
3𝑛

2
− 𝑖 + 2𝑗 − 1                    ; 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

    (3.41) 

𝜆5 𝑢𝑖
𝑗  = 2𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 2𝑗 − 1                   ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛      (3.42) 

dan label busur dengan 

𝜆5 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  =   

2𝑡 2𝑛 − 𝑖 − 2𝑗 + 2             ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
− 1         

2𝑡  
𝑛

2
+ 𝑖 + 1 − 2𝑗 + 2      ; 𝑖 =

𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1,… , 𝑛 − 1 

4𝑡𝑖 − 2𝑗 + 2                           ; 𝑖 = 𝑛                               

    (3.43)    
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𝜆5 𝑣𝑖
𝑗
𝑢𝑖
𝑗  =   

2𝑡  
𝑛

2
− 𝑖 + 1 − 2𝑗 + 2          ; 𝑖 = 1, 2, … ,

𝑛

2
                 

2𝑡𝑖 − 2𝑗 + 2                               ; 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛.

     (3.44)     

Dapat ditunjukkan bahwa label dari simpul-simpul dan busur-busur yang 

diperoleh dengan pelabelan λ5 adalah bilangan-bilangan bulat positif yang 

berbeda, yaitu λ5(V) = {1, 3, 5, …, 4tn – 1} dan λ5(E) = {2, 4, 6, …, 4tn}. Jadi, 

pelabelan λ5 merupakan pemetaan bijektif dari himpunan  V(tCn ʘ 1K )        

E(tCn ʘ 1K )  ke himpunan bilangan bulat {1, 2, …, 4tn}. 

Berikutnya akan ditunjukkan bahwa pelabelan λ5 adalah (3tn + 2, 2)-

PTBAA.  Bobot dari sembarang busur 1
jj

i iv v   dan busur j j
i iv u  pada gabungan t graf 

matahari isomorfik, tCn ʘ 1K , t ≥ 2, n ≥ 4, terhadap pelabelan λ5 adalah  

𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆5 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖+1
𝑗       (3.45) 

dan 

𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆5 𝑣𝑖

𝑗 + 𝜆5 𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑢𝑖
𝑗        (3.46) 

untuk bilangan bulat 1 ≤ j ≤ t dan 1 ≤ i ≤ n, dimana indeks dihitung dengan 

modulo n.  Berdasarkan pelabelan λ5, dari persamaan (3.41) dan (3.43) terdapat 4 

kasus penghitungan bobot busur 1
jj

i iv v  , yaitu untuk  
2

  1,  2,  ..., 1
n

i   ,  
2

  
n

i  , 

 
2 2

  1,  2,  ..., 1
n n

i n    , dan i = n. 

Pertama, untuk  
2

  1,  2,  ..., 1
n

i    diperoleh 

 𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆5 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖+1
𝑗   

                          =  2𝑡 𝑖 − 1 + 2𝑗 − 1 +  2𝑡 2𝑛 − 𝑖 − 2𝑗 + 2 + 

                            2𝑡 (𝑖 + 1) − 1 + 2𝑗 − 1  

                        = 𝑡 4𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗.      (3.47)  
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Kedua, untuk 
2

  
n

i  diperoleh 

 𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆5 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖+1

𝑗   

                          = 𝜆5  𝑣𝑛
2

𝑗
 + 𝜆5  𝑣𝑛

2

𝑗
𝑣𝑛

2
+1

𝑗
 + 𝜆5  𝑣𝑛

2
+1

𝑗
  

                          =  2𝑡  
𝑛

2
− 1 + 2𝑗 − 1 +  2𝑡  

𝑛

2
+

𝑛

2
+ 1 − 2𝑗 + 2 +   

                            2𝑡  
3𝑛

2
−  

𝑛

2
+ 1  + 2𝑗 − 1   

                          = 𝑡 4𝑛 + 𝑛 − 2 + 2𝑗.      (3.48)  

Ketiga, untuk  
2 2

  1,  2,  ..., 1
n n

i n     diperoleh 

 𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆5 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖+1
𝑗   

                       =  2𝑡  
3𝑛

2
− 𝑖 + 2𝑗 − 1 +  2𝑡  

𝑛

2
+ 𝑖 + 1 − 2𝑗 + 2 + 

                            2𝑡  
3𝑛

2
− (𝑖 + 1) + 2𝑗 − 1   

                          = 𝑡 4𝑛 + 3𝑛 − 2𝑖 + 2𝑗.      (3.49) 

Keempat, untuk i = n diperoleh 

 𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆5 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖+1
𝑗   

                          =  𝜆5 𝑣𝑛
𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑛

𝑗𝑣1
𝑗  + 𝜆5 𝑣1

𝑗   

                          =  2𝑡  
3𝑛

2
− 𝑛 + 2𝑗 − 1 +  4𝑡𝑛 − 2𝑗 + 2 + 

                            2𝑡 1 − 1 + 2𝑗 − 1  

                         = 𝑡(4𝑛 + 𝑛) + 2𝑗.     (3.50) 

Bobot busur 1
jj

i iv v   pada gabungan t graf matahari isomorfik yang 

diperoleh dari persamaan (3.47) sampai (3.50) dapat dinyatakan sebagai berikut  

𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  =  

𝑡 4𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗        ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
                

𝑡 4𝑛 + 3𝑛 − 2𝑖 + 2𝑗     ; 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛 

        (3.51) 

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA UI, 2010



41 
 

 Universitas Indonesia 

 

untuk 1 ≤  j ≤ t, n ≥ 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh dari persamaan 

(3.51) adalah {4tn + 2, 4tn + 4, …, 4tn + tn – 2, 4tn + tn} untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   

dan {4tn + tn + 2, 4tn + tn + 4, …, 4tn + 2tn – 2, 4tn + 2tn} untuk 

 
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . Masing-masing dari himpunan bobot busur 1
jj

i iv v   

membentuk barisan aritmatika dengan beda 2. 

Kemudian dalam menghitung bobot busur j j
i iv u , dengan mensubstitusikan 

persamaan (3.41), (3.42) dan (3.44) ke dalam persamaan (3.46) dibagi menjadi 2 

kasus, yaitu untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . 

Pertama, untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   diperoleh 

 𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆5 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑢𝑖
𝑗   

                      =  2𝑡 𝑖 − 1 + 2𝑗 − 1  +  2𝑡  
𝑛

2
− 𝑖 + 1 − 2𝑗 + 2 +  

                         2𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 2𝑗 − 1  

                = 𝑡 4𝑛 − 𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗.      (3.52) 

Kedua, untuk  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   diperoleh 

 𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆5 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖

𝑗  + 𝜆5 𝑢𝑖
𝑗   

                      =  2𝑡  
3𝑛

2
− 𝑖 + 2𝑗 − 1 +  2𝑡𝑖 − 2𝑗 + 2 +  

                       2𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 2𝑗 − 1   

                     = 𝑡 4𝑛 + 𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗.      (3.53) 

Dari persamaan (3.52) dan (3.53) diperoleh bobot busur j j
i iv u  pada 

gabungan t graf matahari isomorfik berikut 

𝑤𝜆5
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  =  

𝑡 4𝑛 − 𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗      ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
                

𝑡 4𝑛 + 𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗      ; 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

       (3.54) 
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dimana 1 ≤  j ≤ t, n ≥ 4. Himpunan bobot busur yang dihasilkan dari persamaan 

(3.54) adalah {4tn – tn + 2, 4tn – tn + 4, …, 4tn – 2, 4tn} untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   

dan {4tn + 2tn + 2, 4tn + 2tn + 4, …, 4tn + 3n – 2, 4tn + 3n} untuk 

 
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . Masing-masing dari himpunan bobot busur j j
i iv u  

membentuk barisan aritmatika dengan beda 2. 

Jadi, himpunan seluruh bobot busur pada gabungan t graf matahari 

isomorfik dari pelabelan λ5 adalah 

     

 

 

 

1 15 5
 5

 

 

    

   

     

 4 2,  4 4,  ...,  4 2,  4

   4 2,  4 4,  ...,  4 2,  4

4 2,  4 4,  ...,  4 2 2,  4 2

4 2 2,  4 2 4,  

j jj j j j j j
i i i i i ii iW w v v v v E w v u v u E

tn tn tn tn tn tn

tn tn tn tn tn tn

tn tn tn tn tn tn tn tn

tn tn tn tn

     

      

     

       

    

 .

...,  4 3 2,  4 3

 4 2,  4 4,  ...,  4 3

tn tn tn tn

tn tn tn tn tn tn

  

     

 

Dapat dilihat bahwa seluruh bobot busur tersebut membentuk barisan aritmatika 

dengan suku awal a = 4tn – tn + 2 = 3tn + 2 dan beda d = 2. Bobot busur terkecil 

a dari gabungan t graf matahari isomorfik ini diperoleh pada persamaan (3.54) 

dengan nilai i = j = 1, yaitu busur 1 1
1 1v u dengan bobot a = 3tn + 2. Jadi, pelabelan λ5 

adalah (3tn + 2, 2)-PTBAA pada gabungan t graf matahari isomorfik Cn ʘ 1K , 

untuk bilangan bulat t ≥ 2 dan bilangan genap n ≥ 4.  

(ii) Kedua, akan ditunjukkan bahwa gabungan dari t graf matahari isomorfik,    

tCn ʘ 1K , n ≥ 4 genap, memiliki (a, 2)-PTBAA dengan a = 3tn + 3.  

Banyaknya simpul dan busur pada tCn ʘ 1K  masing-masing adalah 2tn. Misalkan 

λ6 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(tCn ʘ 1K )  E(tCn ʘ 1K ) ke        

{1, 2, …, 4tn}. 
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Untuk 1 ≤  j ≤ t, label simpul dari gabungan t graf matahari isomorfik dengan  

𝜆6 𝑣𝑖
𝑗  =   

2𝑡 𝑖 − 1 + 2𝑗                                 ; 𝑖 = 1, 2 , … ,
𝑛

2
              

2𝑡  
3𝑛

2
− 𝑖 + 2𝑗                              ; 𝑖 =

𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

    (3.55) 

𝜆6 𝑢𝑖
𝑗  = 2𝑡 𝑛 + 𝑖 − 1 + 2𝑗                             ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛    (3.56) 

dan label busur dengan 

𝜆6 𝑣𝑖
𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  =   

2𝑡 2𝑛 − 𝑖 − 2𝑗 + 1              ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
− 1        

2𝑡  
𝑛

2
+ 𝑖 + 1 − 2𝑗 + 1        ; 𝑖 =

𝑛

2
,
𝑛

2
+ 1,… , 𝑛 − 1

4𝑡𝑖 − 2𝑗 + 1                             ; 𝑖 = 𝑛                              

    (3.57)    

𝜆6 𝑣𝑖
𝑗
𝑢𝑖
𝑗  =   

2𝑡  
𝑛

2
− 𝑖 + 1 − 2𝑗 + 1           ; 𝑖 = 1, 2, … ,

𝑛

2
               

2𝑡𝑖 − 2𝑗 + 1                                ; 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

     (3.58)     

Label dari seluruh simpul dan busur yang diperoleh dengan pelabelan λ6 adalah 

bilangan-bilangan bulat positif yang berbeda, yaitu λ6(V) = {2, 4, 6, …, 4tn} dan 

λ6(E) = {1, 3, 5, …, 4tn – 1}. Jadi, pelabelan λ6 merupakan pemetaan bijektif dari 

himpunan V(tCn ʘ 1K )  E(tCn ʘ 1K ) ke himpunan bilangan bulat                     

{1, 2, …, 4tn}. 

Berikutnya akan ditunjukkan bahwa pelabelan λ6 adalah (3tn + 3, 2)-

PTBAA. Bobot dari sembarang busur 1
jj

i iv v   dan busur j j
i iv u pada gabungan graf 

matahari isomorfik tCn ʘ 1K , terhadap pelabelan λ6 adalah  

𝑤𝜆6
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆6 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆6 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆6 𝑣𝑖+1
𝑗       (3.59) 

dan 

𝑤𝜆6
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  = 𝜆6 𝑣𝑖

𝑗 + 𝜆6 𝑣𝑖
𝑗𝑢𝑖

𝑗  + 𝜆6 𝑢𝑖
𝑗        (3.60) 

untuk bilangan bulat 1 ≤ j ≤ t dan 1 ≤ i ≤ n, dimana indeks dihitung dengan 

modulo n.  Seperti pada bukti sebelumnya, penghitungan bobot busur 1
jj

i iv v   dari 

gabungan t graf matahari isomorfik terhadap pelabelan λ6 dibagi menjadi 4 kasus, 

yaitu untuk  
2

  1,  2,  ..., 1
n

i   ,  
2

  
n

i  ,  
2 2

  1,  2,  ..., 1
n n

i n    , dan i = n. 
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Dengan cara yang sama, yaitu mensubstitusi persamaan (3.55) dan (3.57) ke 

dalam persamaan (3.59) untuk masing-masing kasus i, akan diperoleh bobot busur 

1
jj

i iv v   dari gabungan t graf matahari isomorfik sebagai berikut 

𝑤𝜆6
 𝑣𝑖

𝑗
𝑣𝑖+1
𝑗  =   

𝑡 4𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗 + 1     ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
                

𝑡 4𝑛 + 3𝑛 − 2𝑖 + 2𝑗 + 1  ; 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

    (3.61) 

dimana 1 ≤  j ≤ t, n ≥ 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh dari persamaan 

(3.61) adalah {4tn + 3, 4tn + 5, …, 4tn + tn + 1} untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan     

{4tn + tn + 3, 4tn + tn + 5, …, 4tn + 2tn + 1} untuk  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . 

Masing-masing dari himpunann bobot busur 1
jj

i iv v   membentuk barisan aritmatika 

dengan beda 2. 

Selanjutnya, penghitungan bobot busur j j
i iv u  terhadap pelabelan λ6 dibagi 

menjadi 2 kasus, yaitu untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . 

Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (3.55), (3.56) dan (3.58) ke dalam 

persamaan (3.60) untuk 2 kasus i tersebut, akan diperoleh bobot busur j j
i iv u  dari 

gabungan t graf matahari isomorfik berikut 

𝑤𝜆6
 𝑣𝑖

𝑗𝑢𝑖
𝑗  =   

𝑡 4𝑛 − 𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗 + 1  ; 𝑖 = 1, 2, … ,
𝑛

2
               

𝑡 4𝑛 + 𝑛 + 2𝑖 − 2 + 2𝑗 + 1  ; 𝑖 =
𝑛

2
+ 1,

𝑛

2
+ 2,… , 𝑛

   (3.62) 

untuk 1 ≤ j ≤ t, n ≥ 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh dari persamaan 

(3.62) adalah {4tn – tn + 3, 4tn – tn + 5, …, 4tn + 1} untuk  
2

  1,  2,  ...,
n

i   dan     

{4tn + 2tn + 3, 4tn + 2tn +5, …, 4tn + 3tn + 1} untuk  
2 2

  1,  2,  ...,
n n

i n   . 

Masing-masing dari himpunan bobot busur j j
i iv u membentuk barisan aritmatika 

dengan beda 2. 

Jadi, himpunan dari semua bobot busur pada gabungan t graf matahari 

isomorfik adalah 

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA UI, 2010



45 
 

 Universitas Indonesia 

 

     

 

 

 

 

1 16 6
 6

 

    

   

     

 4 3,  4 5,  ...,  4 1

   4 3,  4 5,  ...,  4 1

4 3,  4 5,  ...,  4 2 1

4 2 3,  4 2 5,  ...,  4 3 1

 4

j jj j j j j j
i i i i i ii iW w v v v v E w v u v u E

tn tn tn tn tn

tn tn tn tn

tn tn tn tn tn tn

tn tn tn tn tn tn

tn tn

     

      

    

      

     

   .3,  4 5,  ...,  4 3 1tn tn tn tn   

 

Dapat dilihat bahwa seluruh bobot busur tersebut membentuk barisan aritmatika 

dengan suku awal a = 4tn – tn + 3 = 3tn + 3 dan beda d = 2. Bobot busur terkecil 

a pada gabungan graf matahari isomorfik diperoleh pada persamaan (3.62) dengan 

mengambil nilai i = j = 1, yaitu busur 1 1
1 1v u  dengan bobot a = 3tn + 3. Jadi, 

pelabelan λ6 adalah (3tn + 3, 2)-PTBAA pada gabungan t graf matahari isomorfik, 

tCn ʘ 1K , untuk bilangan bulat t ≥ 2 dan bilangan genap n ≥ 4. ■ 

Baik pelabelan λ5 maupun pelabelan λ6, kedua-duanya merupakan 

pelabelan-pelabelan yang tidak saling dual. Sehingga pada Teorema 3.4, 

konstruksi (a, 2)-PTBAA pada gabungan t graf matahari isomorfik untuk              

a = 3tn + 2 (i) berbeda dengan konstruksi (a, 2)-PTBAA untuk a = 3tn + 3(ii).  

 

Gambar 3.7. (50, 2)-PTBAA pada gabungan 2 graf matahari isomorfik: 2C8 ʘ 1K  

 

Contoh (a, 2)-PTBAA dari gabungan 2 graf matahari isomorfik, 2C8 ʘ 1K  

diberikan pada Gambar 3.7 dan Gambar 3.8. Pada Gambar 3.7, (a, 2)-PTBAA 
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memiliki bobot busur terkecil a = 3tn + 2 = 3(2)(8) + 2 = 48 + 2 = 50. Sedangkan 

pada Gambar 3.8, (a, 2)-PTBAA memiliki bobot busur terkecil a = 3tn + 3 = 

3(2)(8) + 3 = 48 + 3 = 51. Sebagai catatan bahwa konstruksi pelabelan yang 

diberikan pada Teorema 3.4 dapat pula digunakan untuk melabel 1 graf matahari 

dengan mengambil nilai t = 1.   

 

Gambar 3.8. (51, 2)-PTBAA pada gabungan 2 graf matahari isomorfik: 2C8 ʘ 1K  

 

(a, 2)-PTBAA lain dari gabungan graf matahari isomorfik dapat pula 

diperoleh dengan menggunakan definisi pelabelan dual pada subbab 2.4 pada 

Teorema 3.4. Hasil ini diberikan pada Akibat 3.4. 

Akibat 3.4 Gabungan dari t graf matahari isomorfik Cn ʘ 1K  memiliki  

(i) (5tn + 3, 2)-PTBAA  

(ii) (5tn + 2, 2)-PTBAA  

untuk setiap bilangan genap n ≥ 4 dan bilangan bulat t ≥ 2. 

 Pada subbab 3.3 akan dibahas mengenai (a, d)-PTBAA pada t gabungan 

graf dumbbell untuk d = 1, dimana masing-masing dari graf dumbbell harus 

memiliki banyak simpul yang sama. Pembahasan (a, d)-PTBAA untuk d = 2 

hanya dilakukan pada graf dumbbell tunggal karena (a, 2)-PTBAA pada gabungan 

graf dumbbell belum dapat ditemukan. 
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3.3  (a, d)-PTBAA pada Gabungan Graf Dumbbell  

Graf dumbbell adalah graf yang dibentuk dari dua graf lingkaran Cm dan 

Cn yang dihubungkan oleh suatu graf lintasan Pk, dimana titik-titik ujung dari graf 

lintasan Pk adalah salah satu simpul dari masing-masing graf lingkaran. Graf ini 

dinotasikan dengan Dm,n,k, dimana m, n ≥ 3 menyatakan banyak simpul pada 

masing-masing graf lingkaran dan k ≥ 2 menyatakan banyak simpul pada graf 

lintasan. 

Gabungan t graf dumbbell, t ≥ 2, adalah graf tak terhubung yang terdiri 

dari t komponen dimana setiap komponennya adalah graf dumbbell 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
,       

1 ≤ j ≤ t, dengan mj, nj ≥ 3 dan kj ≥ 2 adalah bilangan bulat. Gabungan t graf 

dumbbell dinotasikan sebagai  𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1  =  𝐷𝑚1, 𝑛1, 𝑘1

  …  𝐷𝑚 𝑡 , 𝑛𝑡 , 𝑘𝑡 . 

Himpunan simpul dan busur  dari graf ini masing-masing dinyatakan oleh 

V( 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) = { j

iu | 1 ≤ i ≤ mj – 1, 1 ≤  j ≤ t}  { j
iv | 1 ≤ i ≤ nj – 1, 1 ≤  j ≤ t} 

{ j
ix | 1 ≤ i ≤ kj , 1 ≤  j ≤ t} dan E( 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗

𝑡
𝑗=1 ) = { 1 1

j jx u | 1 ≤  j ≤ t}                   

{ 1
jj

i iu u  | 1 ≤ i ≤ mj – 2, 1 ≤  j ≤ t}  {
11j

j j

m
u x


| 1 ≤  j ≤ t}  { 1

jj
i ix x  | 1 ≤ i ≤ kj – 1,    

1 ≤  j ≤ t}  { 11j

j j

k
x v


| 1 ≤  j ≤ t}  { 1

jj
i iv v  | 1 ≤ i ≤ nj – 2, 1 ≤  j ≤ t}  {

1j j

j j

n k
v x


|     

1 ≤  j ≤ t}. Notasi j
iu dan j

iv masing-masing menyatakan simpul-simpul dari graf 

lingkaran m j
C dan n j

C , 1 ≤  j ≤ t, sedangkan notasi j
ix menyatakan simpul-simpul 

dari graf lintasan k j
P , 1 ≤  j ≤ t.  

Graf yang menjadi obyek penelitian pada subbab ini adalah gabungan t 

graf dumbbell dimana setiap graf dumbbell memiliki banyak simpul yang sama. 

Graf ini dapat diperoleh dengan melakukan operasi gabungan terhadap dua atau 

lebih graf dumbbell dengan banyak simpul yang sama. Sehingga pada 

 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1  berlaku mh + nh + kh = mj + nj + kj, h ≠ j, 1 ≤ h, j ≤ t. Pada Gambar 

3.9 diberikan contoh gabungan dari 2 graf dumbbell: D5,4,5  D4,6,4, dimana 

masing-masing graf dumbbell memiliki 12 simpul, beserta dengan notasi 

penamaan simpul.  
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Gambar 3.9. Gabungan 2 graf dumbbell: D5,4,5  D4,6,4 

  

Suatu graf dumbbell Dm,n,k terdiri atas 2 graf lingkaran, yaitu Cm dan Cn, 

dan 1 graf lintasan Pk, dimana m, n ≥ 3, k ≥ 2. Pada graf lingkaran Cm telah 

diketahui bahwa banyak busur sama dengan banyak simpul, atau |V(Cm)| = 

|E(Cm)|. Begitu pula pada graf lingkaran Cn, berlaku |V(Cn)| = |E(Cn)|. Sedangkan 

pada graf lintasan Pk diketahui bahwa banyak simpul sama dengan banyak busur 

ditambah satu, atau |V(Pk)| = |E(Pk)| + 1. Meskipun simpul-simpul ujung dari graf 

lintasan pada graf dumbbell merupakan salah satu simpul dari subgraf yang 

berbentuk lingkaran, tetapi banyak busur dari graf dumbbell yang terdapat pada 

graf lintasan tetap sama. Sehingga pada graf dumbbell Dm,n,k berlaku hubungan: 

 

 

, ,( ) ( ) ( ) ( ) 2

( ) ( ) ( ) 1 2

( ) ( ) ( ) 1

m nm n k k

m n k

m n k

V D V C V C V P

E C E C E P

E C E C E P

   

    

   

 

                  , ,( ) 1.m n kE D                    (3.63) 

Misalkan nj dan ej, 1 ≤ j ≤ t, masing-masing menyatakan banyak simpul 

dan busur pada graf dumbbell ke-j pada gabungan t graf dumbbell, maka 

berdasarkan (3.63) diperoleh  
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ej = nj + 1                     (3.64) 

untuk 1 ≤ j ≤ t. Jika n = n1 + n2 + … + nt dan e = e1 + e2 + … + et adalah banyak 

simpul total dan busur total pada gabungan t graf dumbbell, maka dengan 

menjumlahkan persamaan (3.64) untuk 1 ≤ j ≤ t diperoleh 

e = n + t.          (3.65) 

Persamaan (3.65) dapat digunakan untuk menghitung batas atas nilai d dari (a, d)-

PTBAA pada gabungan t graf dumbbell. Caranya adalah dengan mensubstitusikan 

(3.65) ke pertidaksamaan (2.6), sehingga diperoleh hubungan 

3 3( ) 9

( ) 1

n n t
d

n t

  


 
.  

atau 

2 4
5

1

n t
d

n t

 
 

 
.         (3.66)  

Jadi, nilai d yang mungkin untuk (a, d)-PTBAA dari gabungan t graf dumbbell 

adalah {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Pembahasan selanjutnya mengenai (a, d)-PTBAA pada 

gabungan graf dumbbell hanya dilakukan untuk d = 1 dan d = 2. (a, d)-PTBAA 

pada gabungan graf dumbbell untuk d = 1 diberikan pada Teorema 3.5. 

Teorema 3.5 Gabungan t graf dumbbell,  𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 , dengan mh + nh + kh = mj + 

nj + kj, h ≠ j, 1 ≤ h, j ≤ t, memiliki ((2  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) – 4t + 2, 1)-PTBAA 

untuk setiap bilangan bulat kj ≥ 2 dan mj, nj ≥ 3, 1 ≤  j ≤ t, t ≥ 2. 

Bukti. Banyaknya simpul dan busur pada gabungan t graf dumbbell dengan 

jumlah simpul yang sama, masing-masing adalah  (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 2)𝑡
𝑗=1  dan 

 (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 1)𝑡
𝑗=1 , dengan mh + nh + kh = mj + nj + kj, h ≠ j, 1 ≤ h, j ≤ t. 

Misalkan λ7 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V( 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 )   

E( 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) ke {1, 2, …,  (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 2)𝑡

𝑗=1  +  (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 1)𝑡
𝑗=1 }.  
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Untuk 1 ≤  j ≤ t, label simpul dari gabungan t graf dumbbell dengan  

𝜆7 𝑢𝑖
𝑗  = 𝑗 + 𝑡𝑖                                          ; 𝑖 = 1, 2, … ,𝑚𝑗 − 1    (3.67) 

𝜆7 𝑥𝑖
𝑗  =   

𝑗                                               ; 𝑖 = 1               

𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑖 − 3 + 𝑗      ; 𝑖 = 2, 3, … , 𝑘𝑗
     (3.68) 

𝜆7 𝑣𝑖
𝑗  = 𝑡 𝑚𝑗 + 𝑖 − 1 + 𝑗                   ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑗 − 1    (3.69) 

dan label busur dengan 

𝜆7 𝑥1
𝑗
𝑢1
𝑗  = 𝑡 2𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 4 − 𝑗 + 1       (3.70) 

 𝜆7 𝑢𝑖
𝑗
𝑢𝑖+1
𝑗  = 𝑡 2𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 𝑖 − 4 − 𝑗 + 1    

            ; 𝑖 = 1, 2, … ,𝑚𝑗 − 2     (3.71) 

𝜆7  𝑢𝑚 𝑗−1
𝑗 𝑥1

𝑗  = 𝑡 2𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 3 − 𝑗 + 1                              (3.72) 

 𝜆7 𝑥𝑖
𝑗𝑥𝑖+1

𝑗  = 𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 𝑖 − 2 − 𝑗 + 1         

           ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑘𝑗 − 1     (3.73) 

𝜆7  𝑥𝑘𝑗
𝑗 𝑣1

𝑗  = 𝑡 𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 3 − 𝑗 + 1                  (3.74) 

 𝜆7 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  = 𝑡 𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 𝑖 − 3 − 𝑗 + 1        

                                                            ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛𝑗 − 2     (3.75) 

𝜆7  𝑣𝑛𝑗−1
𝑗 𝑥𝑘𝑗

𝑗  = 𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 2 − 𝑗 + 1              (3.76) 

Label-label untuk semua simpul dan busur yang diperoleh dari pelabelan λ7 adalah 

bilangan-bilangan bulat positif yang saling berbeda, yaitu λ7(V) = {1, 2, …, 

 (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 2)𝑡
𝑗=1 } dan λ7(E) = {  (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 2)𝑡

𝑗=1  + 1,            

 (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 2)𝑡
𝑗=1  + 2), …,   (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 2)𝑡

𝑗=1  +  (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 1)𝑡
𝑗=1 }. 

Jadi, pelabelan λ7 merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V( 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 )   

E( 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, …,  (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 2)𝑡

𝑗=1  + 

 (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 1)𝑡
𝑗=1 }. 
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Berikutnya akan ditunjukkan bahwa pelabelan λ7 adalah (a, 1)-PTBAA 

dari gabungan t graf dumbbell dengan a = (2  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) – 4t + 2. 

Berdasarkan persamaan (3.67) sampai dengan persamaan (3.76), penghitungan 

seluruh bobot busur dari gabungan t graf dumbbell terhadap pelabelan λ7 dibagi 

menjadi 8 kasus yang sesuai dengan 3 graf pembentuknya, yaitu 3 kasus pada graf 

lingkaran m j
C , 3 kasus pada graf lingkaran n j

C , dan 2 kasus pada graf lintasan

k j
P , 1 ≤  j ≤ t. 

Kasus 1: untuk graf lingkaran m j
C , 1 ≤  j ≤ t. 

Bobot busur pada graf lingkaran m j
C terbagi dalam 3 kasus, yaitu busur 1 1

j jx u , 

busur 1
jj

i iu u  , dan busur 
11j

j j

m
u x


, dengan perhitungan sebagai berikut 

1.a.  𝑤𝜆7
 𝑥1

𝑗𝑢1
𝑗  = 𝜆7 𝑥1

𝑗  + 𝜆7 𝑥1
𝑗𝑢1

𝑗  + 𝜆7 𝑢1
𝑗  

                                            =  𝑗 +  𝑡 2𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 4 − 𝑗 + 1 +  𝑗 + 𝑡  

                                            = 𝑡 2 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗  − 3 + 𝑗 + 1                (3.77)    

1.b. untuk i = 1, 2, …, mj – 2, 

𝑤𝜆7
 𝑢𝑖

𝑗𝑢𝑖+1
𝑗  = 𝜆7 𝑢𝑖

𝑗  + 𝜆7 𝑢𝑖
𝑗𝑢𝑖+1

𝑗  + 𝜆7 𝑢𝑖+1
𝑗              

                                                =  𝑗 + 𝑡𝑖 +  𝑡 2𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 𝑖 − 4 − 𝑗 + 1 + 

                                                      𝑗 + 𝑡(𝑖 + 1)  

                                                 = 𝑡 2 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗  − 3 + 𝑡𝑖 + 𝑗 + 1               (3.78)  

1.c. 𝑤𝜆7
 𝑢𝑚 𝑗−1

𝑗 𝑥1
𝑗  = 𝜆7  𝑢𝑚 𝑗−1

𝑗  + 𝜆7  𝑢𝑚 𝑗−1
𝑗 𝑥1

𝑗  + 𝜆7 𝑥1
𝑗     

                                                    =  𝑗 + 𝑡(𝑚𝑗 − 1) +  𝑡 2𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 3 − 𝑗 + 1 + 

                                                          𝑗  

                                                    = 𝑡 2 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗  − 3 + 𝑡(𝑚𝑗 − 1) + 𝑗 + 1.   (3.79) 
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Jadi, himpunan bobot dari busur 1 1
j jx u adalah {t(2(mj + nj + kj) – 3) + j + 1| 

1 ≤  j ≤ t}, busur 1
jj

i iu u  adalah {t(2(mj + nj + kj) – 3) + ti + j + 1| 1 ≤ i ≤ mj – 2,      

1 ≤  j ≤ t}, dan busur 
11j

j j

m
u x


adalah {t(2(mj + nj + kj) – 3) + t(mj – 1 )+ j + 1|          

1 ≤  j ≤ t}. Oleh karena mj + nj + kj selalu bernilai sama untuk setiap j, 1 ≤  j ≤ t, 

maka ketiga himpunan tersebut masing-masing membentuk barisan aritmatika 

dengan beda 1.   

Kasus 2: untuk graf lingkaran n j
C , 1 ≤  j ≤ t. 

Bobot busur pada graf lingkaran n j
C  terbagi dalam 3 kasus, yaitu busur 

1
j

j j

k
x v , 

busur 1
jj

i iv v  , dan busur 
1j j

j j

n k
v x


, dengan perhitungan sebagai berikut 

2.a.      𝑤𝜆7
 𝑥𝑘𝑗

𝑗 𝑣1
𝑗  = 𝜆7  𝑥𝑘𝑗

𝑗  + 𝜆7  𝑥𝑘𝑗
𝑗 𝑣1

𝑗  + 𝜆7 𝑣1
𝑗              

                                              =  𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 3 + 𝑗 + [𝑡 𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 3  

                                                  −𝑗 + 1] +   𝑡 𝑚𝑗 + 𝑗  

                                              = 𝑡 2 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗  − 3 + 𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 3   

                                                   +𝑗 + 1                            (3.80) 

2.b. untuk i = 1, 2, …, nj – 2,  

𝑤𝜆7
 𝑣𝑖

𝑗𝑣𝑖+1
𝑗  = 𝜆7 𝑣𝑖

𝑗  + 𝜆7 𝑣𝑖
𝑗𝑣𝑖+1

𝑗  + 𝜆7 𝑣𝑖+1
𝑗      

                                               =  𝑡 𝑚𝑗 + 𝑖 − 1 + 𝑗 +  𝑡 𝑚𝑗 + 2𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 𝑖 − 3 − 𝑗 + 1  

                                                   +  𝑡 𝑚𝑗 + (𝑖 + 1) − 1 + 𝑗  

                                               = 𝑡 2 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗  − 3 + 𝑡(𝑚𝑗 + 𝑖 − 1) + 𝑗 + 1   (3.81) 

2.c. 𝑤𝜆7
 𝑣𝑛𝑗−1

𝑗 𝑥𝑘𝑗
𝑗  = 𝜆7  𝑣𝑛𝑗−1

𝑗  + 𝜆7  𝑣𝑛𝑗−1
𝑗 𝑥𝑘𝑗

𝑗  + 𝜆7  𝑥𝑘𝑗
𝑗     

                                                    =  𝑡 𝑚𝑗 + (𝑛𝑗 − 1) − 1 + 𝑗  + [𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 2  

                                                         −𝑗 + 1] +  𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 3 + 𝑗  
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                                                    =  𝑡 2 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗  − 3 + 𝑡(𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 4) +   

                                                          𝑗 + 1 .                 (3.82) 

Jadi, himpunan bobot dari busur 
1

j

j j

k
x v adalah {t(2(mj + nj + kj) – 3) + t(mj + nj + kj) 

– 3) + j + 1| 1 ≤  j ≤ t}, busur 1
jj

i iv v 
 
adalah {t(2(mj + nj + kj) – 3) + t(mj + i – 1) + j 

+ 1| 1 ≤  i  ≤ nj – 2, 1 ≤  j ≤ t}, dan busur 
1j j

j j

n k
v x


adalah t(2(mj + nj + kj) – 3) + t(mj 

+ nj + kj) – 4) + j + 1| 1 ≤  j ≤ t}. Oleh karena mj + nj + kj selalu bernilai sama 

untuk setiap j, 1 ≤  j ≤ t, maka ketiga himpunan tersebut masing-masing 

membentuk barisan aritmatika dengan beda 1.   

Kasus 3: untuk graf lintasan k j
P , 1 ≤  j ≤ t. 

Bobot busur pada graf lintasan k j
P terbagi dalam 2 kasus, yaitu busur 1

jj
i ix x  untuk 

i = 1 dan untuk i = 2, 3, …, kj, dengan perhitungan sebagai berikut 

3.a. untuk i = 1,  

𝑤𝜆7
 𝑥1

𝑗𝑥2
𝑗  = 𝜆7 𝑥1

𝑗  + 𝜆7 𝑥1
𝑗𝑥2

𝑗  + 𝜆7 𝑥2
𝑗          

                                            =  𝑗 +  𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 1 − 2 − 𝑗 + 1 + 

                                                  𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 2 − 3 + 𝑗  

                                            = 𝑡 2 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗  − 3 − 𝑡 + 𝑗 + 1                  (3.83) 

3.b. untuk i = 2, 3, …, kj, 

 𝑤𝜆7
 𝑥𝑖

𝑗𝑥𝑖+1
𝑗  = 𝜆7 𝑥𝑖

𝑗  + 𝜆7 𝑥𝑖
𝑗𝑥𝑖+1

𝑗  + 𝜆7 𝑥𝑖+1
𝑗      

                                                       =  𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑖 − 3 + 𝑗 + [𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 2𝑘𝑗 − 𝑖 − 2  

                                                            −𝑗 + 1] +  𝑡 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + (𝑖 + 1) − 3 + 𝑗  

                                                       = 𝑡 2 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗  − 3 + 𝑡(𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑖 − 4) + 𝑗 + 1.          

                                     (3.84) 
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Jadi, himpunan bobot dari busur 𝑥𝑖
𝑗
𝑥𝑖+1
𝑗

 adalah {t(2(mj + nj + kj) – 3) – t +  

j + 1| 1 ≤  j ≤ t} untuk i = 1 dan {t(2(mj + nj + kj) – 3) + t(mj + nj + i – 4)+ j + 1|       

1 ≤  j ≤ t} untuk i = 2, 3, …, kj. Oleh karena mj + nj + kj selalu bernilai sama untuk 

setiap j, 1 ≤  j ≤ t, maka kedua himpunan tersebut masing-masing membentuk 

barisan aritmatika dengan beda 1.  

Jadi, untuk 1 ≤  j ≤ t, himpunan bobot busur pada gabungan t graf 

dumbbell dari pelabelan λ7 adalah 

     

     
     
 

1 1 1 1 1 17 7

1 1 1 11 17 7

1 1 1 17 7

1 2 1 27

 7      ,  1 2  

         

    ,  1 2        

    

j j j j

j j j j

j j j j j jj j
i i ji i

j j j j j j j j

m m k k

j j j j j jj j
i i ji i n k n k

j j j

W w x u x u E w u u u u E i m

w u x u x E w x v x v E

w v v v v E i n w v x v x E

w x x x x

 

 

 



 

 

   

       

   

      

    

 

 

1 17

 

 

    

   ,  1 1

 (2( ) 3) 2,  ...,  (2( ) 3) 1

   (2( ) 3) 2,  ...,  (2( ) 3) 1

{ (2( ) 3) 2,  ...,  (2( ) 3)

    ( 2)

j j jj j
i i ji i

j j j j j j

j j j j j j

j j j j j j

j

E w x x x x E i k

t m n k t t m n k

t m n k t m n k t

t m n k t t m n k

t m t

       

          

         

       

   1} 

   { (2( ) 3) ( 1) 2,  ...,  (2( ) 3)

    ( 1) 1} 

   { (2( ) 3) ( ) 2,  ...,  t(2( ) 3)

    ( 3) 1} 

   { (2( ) 3) ( 3) 2,  ...,  t(2(

j j j j j j j

j

j j j j j j j

j j

j j j j j j j

t m n k t m t m n k

t m t

t m n k t m m n k

t m n t

t m n k t m n m n k



        

    

       

     

        

   

   

) 3)

    ( 5) 1} 

{ (2( ) 3) ( 4) 2,  ...,  t(2( ) 3)

    ( 4) 1} 

{ (2( ) 3) ( 3) 2,  ...,  t(2( ) 3)

    ( 3) 1}

{ (

j

j j j

j j j j j j j j j

j j j

j j j j j j j j j

j j j

t m n k t

t m n k t m n k m n k

t m n k t

t m n k t m n k m n k

t m n k t

t



      

          

      

          

     



.

2( ) 3) 2,  ...,  t(2( ) 3)

    ( 3) 1}

j j j j j j

j j j

m n k t m n k

t m n k t

       

     

Dapat dilihat bahwa semua bobot busur di W7 membentuk barisan aritmatika 

dengan suku awal a = t(2(mj + nj + kj) – 3) – t + 2 dan beda d = 1. Bobot busur 

terkecil a pada persamaan (3.3.27) diperoleh pada saat nilai j = 1, yaitu pada busur 
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𝑥1
1𝑥2

1 dengan besar bobot t(2(mj + nj + kj) – 3) – t + 2 = 2t(mj + nj + kj) – 4t + 2 

atau (2  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) – 4t + 2. Jadi, pelabelan λ7 adalah ((2  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗

𝑡
𝑗=1 ) 

– 4t + 2, 1)-PTBAA pada gabungan t graf dumbbell, untuk bilangan bulat kj ≥ 2 

dan mj, nj ≥ 3, 1 ≤  j ≤ t, t ≥ 2. ■ 

 

Label dari seluruh simpul pada gabungan t graf dumbbell yang diperoleh 

dari pelabelan λ7 adalah bilangan bulat terkecil 1, 2, …,  (𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗 − 2)𝑡
𝑗=1 . 

Jadi, pelabelan λ7 juga merupakan (a, 1)-PTSBAA untuk gabungan t graf 

dumbbell dengan banyak simpul sama, dimana a = (2  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) – 4t + 2.  

Pada Gambar 3.10 diberikan contoh (a, 1)-PTBAA untuk gabungan 3 graf 

dumbbell:D6,3,4  D5,5,3  D4,5,4. Sesuai dengan pelabelan λ7, nilai bobot terkecil a 

= (2  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) – 4t + 2 = (2  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗

3
𝑗=1 ) – 4(3) + 2 = 78 – 10 = 68.  

 

Gambar 3.10. (68, 1)-PTBAA pada D6,3,4  D5,5,3  D4,5,4  

 

Dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 2.4, dari Teorema 3.5 

diperoleh Akibat 3.5. 
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Akibat 3.5 Gabungan t graf dumbbell,  𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 , dengan mh + nh + kh = mj + 

nj + kj, h ≠ j, 1 ≤ h, j ≤ t, memiliki ((3 𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗
3
𝑗=1 ) + 2t – 4, 1)-PTBAA untuk 

setiap bilangan bulat kj ≥ 2 dan mj, nj ≥ 3, 1 ≤  j ≤ t, t ≥ 2. 

Berikut ini adalah (a, d)-PTBAA pada graf dumbbell untuk d = 2, dimana 

pelabelan simpul dan busur hanya dilakukan untuk 1 graf dumbbell. 

Teorema 3.6 Graf dumbbell Dm,n,k  memiliki (2(m + n + k) – 1, 2)-PTBAA untuk 

setiap bilangan bulat k ≥ 2 dan m, n ≥ 3. 

Bukti. Jumlah simpul dan busur pada graf dumbbell Dm,n,k , masing-masing adalah 

m + n + k – 2 dan m + n + k – 1. Misalkan λ8 adalah pelabelan yang didefinisikan 

dari V(tDm,n,k)  E(tDm,n,k) ke {1, 2, …, 2(m + n + k) – 3}.  

Label simpul dari graf dumbbell Dm,n,k , dengan  

𝜆8 𝑢𝑖 = 2 𝑖 + 1                                          ; 𝑖 = 1, 2, … ,𝑚 − 1               (3.85) 

𝜆8 𝑥𝑖 =   
2𝑖                                                  ; 𝑖 = 1               
2 𝑚 + 𝑛 + 𝑖 − 2                      ; 𝑖 = 2, 3, … , 𝑘

     (3.86) 

𝜆8 𝑣𝑖 = 2 𝑚 + 𝑖                                         ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1               (3.87) 

dan label busur dengan 

𝜆8 𝑢𝑖𝑢𝑖+1 = 2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 𝑖 − 5        ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚 − 2               (3.88) 

𝜆8 𝑥1𝑢1 = 2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 5       (3.89) 

𝜆8 𝑢𝑚−1𝑥1 = 2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 3            (3.90) 

𝜆8 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 = 2 𝑘 − 𝑖 − 1                           ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑘 − 1              (3.91) 

𝜆8 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 = 2 𝑘 + 𝑛 − 𝑖 − 3                   ; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 2   (3.92) 

𝜆8 𝑥𝑘𝑣1 = 2 𝑘 + 𝑛 − 3             (3.93) 

𝜆8 𝑣𝑛−1𝑥𝑘 = 2𝑘 − 1                (3.94) 

Semua label dari simpul-simpul dan busur-busur yang diperoleh dengan pelabelan 

λ8 ini adalah bilangan-bilangan bulat positif yang saling berbeda, yaitu             
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λ8(V) = {2, 4, …, 2(m + n + k – 2)} dan λ8(E) = {1, 3, …, 2(m + n + k – 2) + 1}. 

Jadi, pelabelan λ8 merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V(tDm,n,k)  

E(tDm,n,k)  ke himpunan bilangan bulat {1, 2, …, 2(m + n + k) – 3}. 

 Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa pelabelan λ8 adalah (a, 2)-PTBAA 

dengan a = 2(m + n + k) – 1.  Bobot busur pada graf dumbbell Dm,n,k terhadap 

pelabelan λ8 dibagi menjadi 8 kasus. Penghitungan bobot busur ini akan diuraikan 

berdasarkan 3 graf pembentuknya, yaitu graf lingkaran Cm, graf lingkaran Cn, dan 

graf lintasan Pk. 

Pertama, bobot busur pada graf lingkaran Cm, dibagi menjadi 3 kasus, yaitu 

Kasus 1.a. Busur 1 1x u , 

𝑤𝜆8
 𝑥1𝑢1 = 𝜆8 𝑥1 + 𝜆8 𝑥1𝑢1 + 𝜆8 𝑢1                

                                           =  2(1) +  2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 5 +  2 1 + 1   

                                           = 2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 + 1       (3.95)      

Kasus 1.b. Busur 1i iu u  , i = 1, 2, …, m – 2, 

𝑤𝜆8
 𝑢𝑖𝑢𝑖+1 = 𝜆8 𝑢𝑖 + 𝜆8 𝑢𝑖𝑢𝑖+1 + 𝜆8 𝑢𝑖+1     

                                              =  2 𝑖 + 1  +  2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 𝑖 − 5 +  2 (𝑖 + 1) + 1   

                                              = 2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 + 𝑖 + 1                                     (3.96)                   

Kasus 1.c. Busur 1 1mu x , 

𝑤𝜆8
 𝑢𝑚−1𝑥1 = 𝜆8 𝑢𝑚−1 + 𝜆8 𝑢𝑚−1𝑥1 + 𝜆8 𝑥1          

                                                 =  2 (𝑚 − 1) + 1  +  2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 3 +  2(1)  

                                                 =  2 2𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 1.        (3.97) 

Kedua, bobot busur pada graf lingkaran Cn, dibagi menjadi 3 kasus, yaitu 

Kasus 2.a. Busur 1kx v , 

𝑤𝜆8
 𝑥𝑘𝑣1 = 𝜆8 𝑥𝑘 + 𝜆8 𝑥𝑘𝑣1 + 𝜆8 𝑣1                   

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA UI, 2010



58 
 

 Universitas Indonesia 

 

                                            =  2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 2  +  2 𝑘 + 𝑛 − 3 +  2 𝑚 + 1   

                                            = 2 2𝑚 + 2𝑛 + 2𝑘 − 5              (3.98)           

Kasus 2.b. Busur 1i iv v  , i = 1, 2, …, n – 2,  

𝑤𝜆8
 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 = 𝜆8 𝑣𝑖 + 𝜆8 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 + 𝜆8 𝑣𝑖+1      

                                              =  2 𝑚 + 𝑖  +  2 𝑘 + 𝑛 − 𝑖 − 3 +  2 𝑚 + (𝑖 + 1)   

                                              = 2 2𝑚 + 𝑛 + 𝑘 + 𝑖 − 1.              (3.99)           

Kasus 2.c. Busur 1n kv x , 

𝑤𝜆8
 𝑣𝑛−1𝑥𝑘 = 𝜆8 𝑣𝑛−1 + 𝜆8 𝑣𝑛−1𝑥𝑘 + 𝜆8 𝑥𝑘                 

                                                =  2 𝑚 + (𝑛 − 1)  +  2𝑘 − 1 +  2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 2    

                                                =  2 2𝑚 + 2𝑛 + 2𝑘 − 7.                        (3.100)           

Ketiga, bobot busur pada graf lintasan Pk, dibagi menjadi 2 kasus, yaitu 

Kasus 3.a. Busur 1i ix x  , untuk i = 1, 

𝑤𝜆8
 𝑥1𝑥2 = 𝜆8 𝑥1 + 𝜆8 𝑥1𝑥2 + 𝜆8 𝑥2                  

                                           =  2(1) +  2 𝑘 − 1 − 1 +  2 𝑚 + 𝑛 + 2 − 2   

                                           = 2 𝑚 + 𝑛 + 𝑘 − 1     (3.101)         

Kasus 3.b. Busur 1i ix x  , untuk i = 2, 3, …, k – 1, 

𝑤𝜆8
 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 = 𝜆8 𝑥𝑖 + 𝜆8 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 + 𝜆8 𝑥𝑖+1     

                                              =  2 𝑚 + 𝑛 + 𝑖 − 2  +  2 𝑘 − 𝑖 − 1 + 

                          2 𝑚 + 𝑛 + (𝑖 + 1) − 2   

                        = 2 2𝑚 + 2𝑛 + 𝑘 + 𝑖 − 7.                       (3.102)           

Jadi, himpunan bobot busur pada graf dumbbell dari pelabelan λ8 adalah 
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Dapat dilihat bahwa semua bobot busur di W8 membentuk barisan aritmatika 

dengan suku awal a = 2(m + n + k) – 1 dan beda d = 2. Jadi, pelabelan λ8 adalah 

(2(m + n + k) – 1, 2)-PTBAA pada graf dumbbell Dm,n,k, untuk bilangan bulat       

t, k ≥ 2 dan m, n ≥ 3. ■ 

Contoh (a, 2)-PTBAA dari graf dumbbell D6,7,5 diberikan pada Gambar 

3.11. Sesuai dengan pelabelan λ8, nilai bobot terkecil a = 2(m + n + k) – 1 = 2(6 + 

7 + 5) – 1 = 35.   

 
Gambar 3.11. (35, 2)-PTBAA pada graf dumbbell D6,7,5  
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Konstruksi lain dari (a, 2)-PTBAA pada graf dumbbell ini, dapat pula 

diperoleh dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 2.4 terhadap 

pelabelan λ8. Namun, bobot busur terkecil yang diperoleh dari pelabelan dual ini 

menghasilkan nilai a yang sama dengan Teorema 3.6. 

Pada Bab 3 ini telah dibuktikan bahwa gabungan graf lingkaran, gabungan 

graf matahari isomorfik, dan gabungan graf dumbbell memiliki (a, d)-PTBAA 

untuk  d = 1 dan d = 2. Pada bab selanjutnya akan diberikan kesimpulan dari 

hasil-hasil yang telah diperoleh beserta dengan masalah terbuka untuk (a, d)-

PTBAA pada gabungan graf yang menjadi obyek penelitian untuk beberapa nilai 

d lainnya.  
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BAB 4 

KESIMPULAN 

 

 Dalam skripsi ini telah dibuktikan bahwa gabungan graf dari kelas graf 

yang sama, yaitu gabungan graf lingkaran, gabungan graf matahari, dan gabungan 

graf dumbbell, memiliki (a, d)-PTBAA untuk d = 1 dan d = 2 dengan beberapa 

nilai a. Hasil-hasil tersebut dirangkum dalam Tabel 4.1. 

Tabel 4.1. Pelabelan Total (a, d)-Busur Anti Ajaib 

Graf Pelabelan Hasil Keterangan 

Gabungan t 

graf lingkaran, 

1
t
j n j

C  

(2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 1)-PTBAA Teorema 3.1 nj ≥ 3, t ≥ 2 

(3  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 1)-PTBAA Akibat 3.1 

(2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 2, 2)-PTBAA Teorema 3.2 

(2  𝑛𝑘
𝑡
𝑘=1  + 3, 2)-PTBAA Akibat 3.2 

Gabungan t 

graf matahari 

isomorfik, 

tCn ʘ 1K  

7

2
2,  1

tn 
 

 
-PTBAA 

Teorema 3.3 (i) n genap, n ≥ 4,  

t ≥ 2 

9

2
2,  1

tn 
 

 
-PTBAA 

Teorema 3.3 (ii) 

13

2
2,  1

tn 
 

 
-PTBAA 

Akibat 3.3 (i) 

11

2
2,  1

tn 
 

 
-PTBAA 

Akibat 3.3 (ii) 

 (3tn + 2, 2)-PTBAA Teorema 3.4 (i) 

 (3tn + 3, 2)-PTBAA Teorema 3.4 (ii) 

 (5tn + 3, 2)-PTBAA Akibat 3.4 (i) 

(5tn + 2, 2)-PTBAA Akibat 3.4 (ii) 

Gabungan t 

graf dumbbell, 

 𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1   

((2  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) – 4t + 2, 1)-

PTBAA 

Teorema 3.5 mh + nh + kh =       

mj + nj + kj; 

h ≠ j; 1 ≤ h, j ≤ t; 

kj ≥ 2; mj, nj ≥ 3;  

1 ≤  j ≤ t; t ≥ 2 

((3  𝑚𝑗 + 𝑛𝑗 + 𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 ) + 2t – 4, 1)-

PTBAA 

Akibat 3.5 

Graf dumbbell 

Dm,n,k   

 (2(m + n + k) – 1, 2)-PTBAA Teorema 3.6 k ≥ 2; m, n ≥ 3 
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Penelitian lebih lanjut mengenai konstruksi (a, d)-PTBAA pada gabungan 

graf lingkaran, gabungan graf matahari, dan gabungan graf dumbbell untuk nilai d 

lain yang belum ditemukan diberikan dalam masalah terbuka berikut. 

Masalah terbuka 1. Apakah gabungan dari t graf lingkaran n j
C , 1 ≤ j ≤ t, 

memiliki (a, d)-PTBAA dengan d {0, 3, 4, 5} untuk setiap bilangan bulat nj ≥ 3  

dan t ≥ 2. 

 

Masalah terbuka 2. Apakah gabungan isomorfik dari t graf matahari Cn ʘ 1K , 

memiliki (a, d)-PTBAA dengan d {0, 3, 4, 5} untuk setiap bilangan genap n ≥ 4 

dan bilangan bulat t ≥ 2. 

 

Masalah terbuka 3. Apakah gabungan t graf dumbbell,  𝐷𝑚 𝑗 ,𝑛𝑗 ,𝑘𝑗
𝑡
𝑗=1 , dimana   

mh + nh + kh = mj + nj + kj, h ≠ j, 1 ≤ h, j ≤ t, memiliki (a, d)-PTBAA dengan         

d {0, 2, 3, 4, 5} untuk setiap bilangan bulat kj ≥ 2 dan mj, nj ≥ 3; 1 ≤  j ≤ t; t ≥ 2. 
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