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ABSTRAK

Nama : Widya M. Niagara
Program Studi : Matematika
Judul : Pelabelan Total Busur Anti Ajaib pada Gabungan Graf dari

Kelas Graf yang Sama untuk d =1 dand =2

Misalkan G = (V, E) adalah suatu graf berhingga, sederhana dan tak berarah
dengan n = |V| simpul dan e = |E| busur. Pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib
adalah suatu pemetaan bijektif 2 dari V U E ke himpunan bilangan bulat

{1, 2, ..., n + e}, sedemikian sehingga himpunan dari seluruh bobot busur
membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a > 0 dan beda d > 0. Dalam
skripsi ini diberikan konstruksi pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib pada
beberapa gabungan graf dari kelas graf yang sama, yaitu gabungan graf lingkaran,
gabungan graf matahari dan gabungan graf dumbbell, untukd =1 dan d = 2.

Kata Kunci : pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib, gabungan graf, graf
lingkaran, graf matahari, graf dumbbell.
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ABSTRACT

Name : Widya M. Niagara
Program Study : Mathematics
Title : An Edge Antimagic Total Labeling on Union Graphs of the

Same Classes of Graphs ford=1and d =2

Let G = (V, E) be a finite, simple and undirected graph with n = |V/| vertices and
e = |E| edges. An (a, d)-edge antimagic total labeling is a bijection A fromV U E
to the set of consecutive integers {1, 2, ..., n + e}, such that the weights of the
edges form an arithmetic progression with the initial term a > 0 and the common
difference d > 0. This skripsi gives the construction of such labeling for some
disjoint unions of the same classes of graphs, such as union of cycles, union of
suns, and union of dumbbell graphs, ford =1 and d = 2.

Key Words : (a, d)-edge antimagic total labeling, union of graph, cycle graph,
sun graph, dumbbell graph.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Teori graf adalah bagian dari matematika diskrit yang digunakan sebagai
alat bantu untuk memodelkan suatu masalah sehingga lebih mudah dipahami dan
diselesaikan. Dasar lahirnya teori ini ditandai dengan munculnya masalah orang
yang ingin melewati tujuh jembatan Kénigsberg dimana setiap jembatan dilewati
tepat satu kali. Pada tahun 1736, Euler berhasil memecahkan masalah tersebut
dengan cara memodelkannya dalam bentuk suatu graf. Hingga kini teori graf terus
mengalami perkembangan karena dapat diaplikasikan ke dalam berbagai bidang
kehidupan, seperti penggambaran rangkaian listrik, senyawa kimia, jaringan

komunikasi, analisis algoritma, peta, struktur organisasi, dan lain-lain.

Menurut Chartrand dan Lesniak (1986), suatu graf G = (V(G), E(G))
dibentuk oleh suatu himpunan tak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang
disebut simpul, dengan suatu himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak
terurut simpul-simpul yang berbeda pada G yang disebut busur. Himpunan simpul
pada G dinotasikan dengan V(G), disingkat V, dan himpunan busur pada G
dinotasikan dengan E(G), disingkat E. Banyaknya anggota dari himpunan simpul

dan busur pada G secara berurutan dinotasikan oleh n =|V|, n >0, dan e = |E]|.

Salah satu bagian dari teori graf yang menghasilkan banyak penemuan
adalah pelabelan graf. Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek
pada tahun 1963 (Baca & Miller, 2008). Pelabelan 4 pada graf G merupakan
pemetaan dari elemen-elemen pada G ke suatu himpunan bilangan bulat.
Pembahasan dalam skripsi ini adalah pelabelan dengan kodomain berupa
himpunan bilangan bulat positif. Jika domain dari pemetaan berupa himpunan
simpul maka pelabelan / disebut pelabelan simpul. Jika domain dari pemetaan
berupa himpunan busur maka pelabelan 4 disebut pelabelan busur. Jika domain
dari pemetaan berupa himpunan simpul dan busur maka pelabelan A disebut

pelabelan total.
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Bentuk penjumlahan label yang dikenakan pada elemen-elemen G di
bawah pelabelan 4 disebut bobot. Bobot dari suatu simpul adalah label simpul
ditambah dengan label busur-busur yang hadir pada simpul tersebut. Bobot dari
suatu busur adalah label busur ditambah dengan label simpul-simpul yang
dihubungkan oleh busur tersebut.

Dalam pelabelan graf dikenal pula istilah pelabelan ajaib dan pelabelan
anti ajaib. Konsep pelabelan anti ajaib pertama kali diperkenalkan oleh Hartsfield
dan Ringel pada tahun 1990, dimana pelabelan menghasilkan bobot simpul-
simpul (atau busur-busur) yang berbeda (Baca & Miller, 2008). Hartsfield dan
Ringel (2003) mengeluarkan konjektur bahwa setiap graf yang terhubung, kecuali
K2, memiliki pelabelan anti ajaib. Kemudian pada tahun 1993 Bodendiek dan
Walter mengembangkan hasil tersebut, dimana bobot simpul-simpul (atau busur-
busur) yang dihasilkan tidak hanya berbeda tetapi juga membentuk suatu barisan
aritmatika (Baca & Miller, 2008). Graf G dikatakan memiliki suatu pelabelan
(a, d) anti ajaib jika bobot simpul-simpul (atau busur-busur) pada G membentuk
barisan aritmatika dengan suku awal a > 0 dan beda d > 0. Jika d = 0 maka
pelabelan disebut pelabelan ajaib.

Simanjuntak, dkk. mendefinisikan pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib
(disingkat (a, d)-PTBAA) untuk graf G sebagai suatu pemetaan bijektif A dari
V U E ke himpunan bilangan {1, 2, ..., n + e} sedemikian sehingga himpunan
bobot busur, {w, (xy) = A(x) + A(xy) + A(X) | xy € E}, membentuk barisan
aritmatikaa, a+d,a+2d, ..., a + (e —1)d, dimana a > 0 dan d > 0 adalah
bilangan bulat (Gallian, 2009). Suatu pelabelan total (a, d)-busur anti ajaib pada G
disebut pelabelan total super (a, d)-busur anti ajaib (disingkat (a, d)-PTSBAA)
jika himpunan simpul pada G diberi label {1, 2, ..., n}. Jika penghitungan bobot
dilakukan terhadap simpul-simpul di G, yaitu W, (X) = A(X) + X,eaq) A(x),V X € V,
dimana A(x) adalah himpunan busur yang bertetangga dengan simpul x, maka
pelabelan disebut pelabelan total (a, d)-simpul anti ajaib (disingkat (a, d)-PTSAA
dan untuk kasus super disingkat (a, d)-PTSSAA). Pelabelan yang dibahas dalam
skripsi ini adalah (a, d)-PTBAA.

Universitas Indonesia
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Sejak definisi (a, d)-PTBAA diperkenalkan oleh Simanjuntak, dkk. tahun
2000, konstruksi (a, d)-PTBAA untuk graf-graf terhubung terus mengalami
perkembangan. Hal ini mendorong munculnya banyak penemuan konstruksi
(a, d)-PTBAA pada beberapa kelas graf.

Hasil-hasil yang diketahui untuk (a, d)-PTBAA dari graf terhubung
(tunggal) antara lain: graf lingkaran memiliki (a, d)-PTBAA untuk d
{1, 2, 3, 4} (Baca & Miller, 2008); graf matahari memiliki (a, d)-PTBAA untuk
d € {2, 4} (Sugeng & Silaban, 2008); graf lintasan memiliki (a, d)-PTBAA untuk
d e {1, 2, 3, 4} (Gallian, 2009).

Awalnya pelabelan graf hanya dilakukan pada berbagai jenis graf
terhubung (tunggal). Namun pada perkembangan selanjutnya, muncul penelitian
mengenai pelabelan untuk gabungan graf yang terdiri dari graf-graf terhubung,
baik gabungan graf dari kelas graf yang sama maupun tidak. Gabungan graf dari
kelas graf yang sama ini dapat berupa gabungan dari graf-graf yang saling
isomorfik maupun gabungan dari graf-graf yang non-isomorfik. Hasil-hasil yang
diketahui untuk (a, d)-PTBAA pada gabungan graf antara lain: gabungan graf
lingkaran isomorfik memiliki (a, d)-PTBAA untuk d € {0, 1, 2}, gabungan graf
lintasan isomorfik memiliki (a, d)-PTBAA untuk d € {0, 1, 2, 3} (Baca & Miller,
2008). Pada skripsi ini, akan dilakukan penelitian terhadap (a, d)-PTBAA untuk
gabungan graf dari kelas graf yang sama, dimana kelas graf tersebut memiliki

lingkaran sebagai subgraf-nya.

1.2 Permasalahan

Bagaimanakah konstruksi (a, d)-PTBAA pada gabungan graf dari kelas

graf yang sama?
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1.3 Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membuat konstruksi dan rumus umum
untuk (a, d)-PTBAA pada gabungan graf dari kelas graf yang sama, antara lain
gabungan graf lingkaran, gabungan graf matahari, dan gabungan graf dumbbell
untuk d=1dand = 2.

1.4 Pembatasan Masalah

Penelitian yang dilakukan dalam skripsi ini adalah membuat konstruksi
(a, d)-PTBAA untuk d = 1 dan d = 2 pada graf-graf berikut:
e Gabungan t graf lingkaran,
e Gabungan t graf matahari isomorfik dengan banyak simpul dalam genap,
dan

e Gabungan t graf dumbbell dengan banyak simpul yang sama.

15 Sistematika Penulisan

Pembahasan skripsi ini, selanjutnya dilakukan dengan sistematika sebagai
berikut: Bab 2 berisi landasan teori yang membahas mengenai definisi dan konsep
dasar dari suatu graf, kelas-kelas graf yang digunakan, operasi gabungan graf,
definisi (a, d)-PTBAA dan hasil-hasil yang diketahui untuk (a, d)-PTBAA,

Bab 3 berisi pembahasan (a, d)-PTBAA pada gabungan graf yang mengandung
lingkaran beserta buktinya; dan Bab 4 berisi kesimpulan dan masalah terbuka

untuk (a, d)-PTBAA pada gabungan graf yang menjadi obyek penelitian.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan konsep dasar dari suatu
graf, kelas-kelas graf yang digunakan, operasi gabungan graf, dan pelabelan graf
yang akan digunakan selanjutnya beserta hasil-hasil yang diketahui.

2.1 Definisi Graf

Semua definisi yang digunakan pada subbab ini mengacu pada buku yang
ditulis oleh Chartrand dan Lesniak (1986) dan West (1996). Menurut Chartrand
dan Lesniak (1986), suatu graf G didefinisikan sebagai suatu himpunan tak
kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut simpul-simpul (vertices;
bentuk tunggal vertex) bersama dengan suatu himpunan (mungkin kosong) dari
pasangan-pasangan tak terurut dari simpul-simpul yang berbeda pada G yang
disebut busur-busur (edges). Himpunan simpul pada G dinotasikan dengan V(G),
atau disingkat V, dan himpunan busur pada G dinotasikan dengan E(G), atau
disingkat E. Sedangkan menurut West (1996), suatu graf G dengan n simpul dan
m busur terdiri dari suatu himpunan simpul V = {vi, v», ..., v,} dan suatu
himpunan busur E = {es, €y, ..., ém}, dimana masing-masing busur terdiri atas dua

simpul (mungkin sama) yang disebut titik-titik ujung (endpoints) dari busur.

Gelung (loop) adalah suatu busur yang memiliki titik-titik ujung yang
sama. Busur-busur ganda (multiple edges/parallel edges) adalah kumpulan
busur yang memiliki pasangan titik-titik ujung yang sama. Graf sederhana
(simple graph) adalah suatu graf yang tidak memiliki gelang ataupun busur-busur
ganda. Graf berarah (directed graph/digraph) adalah suatu graf yang terdiri dari
himpunan simpul V dan himpunan busur E, dimana setiap busur merupakan suatu

pasangan terurut simpul-simpul yang disebut busur berarah (arc/directed egde).

Misalkan V = {v, Vo, ..., Va} dan E = {ey, ey, ..., em} adalah himpunan
simpul dan busur pada G. Banyaknya anggota (cardinality) dari himpunan
simpul pada graf G disebut order dari G, dinotasikan dengan n =|V|, n > 0.

Sedangkan banyaknya anggota dari himpunan busur pada graf G disebut ukuran
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(size) dari G, dinotasikan dengan m = E. Suatu graf G dikatakan berhingga
(finite) jika order dan ukuran dari G adalah berhingga.

Busur e = {u, v} = uv menghubungkan simpul-simpul u dan v. Jika e = uv
adalah suatu busur pada graf G, maka u dan v disebut simpul-simpul yang
bertetangga (adjacent vertices), sedangkan busur e dan simpul v dikatakan saling
hadir (incident), begitu pula dengan busur e dan simpul u. Jika e; dan e, adalah
dua busur berbeda di G yang hadir pada suatu simpul yang sama, maka e; dan e,
disebut busur-busur yang bertetangga (adjacent edges). Derajat (degree) dari
suatu simpul v pada graf G adalah bilangan yang menyatakan banyaknya busur di
G yang hadir pada simpul v, dinotasikan dengan d(v). Suatu simpul di G dengan
derajat 0 (d(v) = 0) disebut simpul terpencil (isolated vertex). Suatu simpul di G
dengan derajat 1 (d(v) = 1) disebut simpul akhir (end-vertex). Suatu graf G
dikatakan teratur (regular) dengan derajat r, jika setiap simpul v di G memiliki
derajat r (d(v) = ).

Biasanya suatu graf digambarkan dalam bentuk diagram, dimana setiap
simpul direpresentasikan oleh titik (lingkaran kecil) dan setiap busur e = uv
direpresentasikan oleh ruas garis atau kurva yang menghubungkan titik-titik

u dan v.

€1 € Vo €4 V3

Vi

€3 3 €6

Vg \'3

Gambar 2.1. Graf G;

Pada Gambar 2.1 diberikan contoh suatu graf, G1, dengan himpunan
simpul V(G1) = {v1, V2, V3, V4, Vs} dan himpunan busur V(G;) = {e, €2, €3, €4, €5,
€6} = {V1V1, VaVa, V1V, VoV3, VoVs, VsV, }. Graf Gy ini bukan merupakan graf yang
sederhana karena mengandung gelang e; dan busur-busur ganda {es, es}.
Banyaknya simpul dan busur pada G; adalah |V | =5 dan |E | = 6. Derajat dari
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simpul v, (d(v2)) adalah 4 karena busur {e,, e4, €5, es} hadir pada simpul v,. Oleh
karena d(vi) = 4, d(v2) =4, d(v3) = 1, d(v4) = 1, dan d(vs) = 2, maka graf G; bukan

graf yang teratur.

Vq 7 Vo Vi Vo

Vs Vy Vg Vs Vy

G F H

Gambar 2.2. Contoh subgraf dari G

Graf H adalah subgraf dari graf G (ditulis H c G) jika (V)H < (V)G dan
(E)H < (E)G. Setiap subgraf dari G dapat diperoleh dengan cara menghapus
simpul-simpul dan busur-busur yang ada di G. Pada Gambar 2.2 dapat dilihat
bahwa F dan H merupakan subgraf dari G, dimana G = ({vy, V2, V3, Va4, V5 },
{V1V2, V1Vs, VaV3, VoVa, VaVa, VaVs}), F = ({Vz, V3, Va}, {VoVs, VaVs, VaVs}), dan H =
({va, V2, Va4, Vs}, { Vava, Vovy, Vavs}). Oleh karena (V)F < (V)G dan (E)F c (E)G,
maka F adalah subgraf dari G, begitu pula antara H dengan G.

Vi Vo

V3 Vy

G G'

Gambar 2.3. Dua graf yang isomorfik

Dua graf seringkali mempunyai struktur yang sama, dimana graf-graf
tersebut hanya berbeda pada cara pemberian label pada simpul-simpul dan busur-
busur ataupun pada cara graf-graf tersebut digambarkan. Dua graf G dan G’
dikatakan isomorfik jika terdapat suatu pemetaan bijektif 1: V(G) — V(G")
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sedemikian sehingga uv € E(G) jika dan hanya jika A(u)A(v) € E(G’). Pada
Gambar 2.3 diberikan contoh dua graf yang isomorfik, G dan G".

Misalkan u dan v adalah simpul-simpul (tidak perlu berbeda) pada graf G.
Jalan (walk) u-v pada G adalah suatu barisan berhingga di G yang terdiri dari
simpul dan busur secara berselingan, u = up, €1, Ug, €2, ..., Un_1, €, Vo =V, Yang
diawali dengan simpul u dan diakhiri dengan simpul v, sedemikian sehingga
ei=uj_iujuntuk i=1, 2, ..., n. Jejak (trail) u-v adalah suatu jalan u-v dimana
tidak ada busur yang berulang. Lintasan (path) u-v adalah suatu jalan u-v dimana
tidak ada simpul yang berulang. Suatu graf G dikatakan terhubung (connected)
jika terdapat suatu lintasan u-v untuk setiap pasang simpul u, v € V. Apabila
syarat ini tidak terpenuhi maka graf G dikatakan tak terhubung (disconnected).
Komponen-komponen (components) dari suatu graf G adalah subgraf-subgraf
terhubung yang maksimal pada G. Pada Gambar 2.4 diberikan contoh graf G yang
terdiri dari 5 komponen.

"aWe N

Gambar 2.4. Graf dengan 5 komponen

Graf yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah graf berhingga, sederhana
dan tak berarah. Berikut ini adalah definisi dari beberapa kelas graf yang akan

digunakan dalam skripsi ini.

2.2 Kelas-kelas Graf

Graf lintasan (path graph) adalah suatu graf terhubung dimana setiap
simpulnya memiliki derajat 2, kecuali pada kedua simpul ujungnya yang
berderajat satu. Graf lintasan dengan n simpul dinotasikan sebagai P, dan

memiliki jumlah busur sebanyak n — 1.
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Vq Vy
vy V2 V3 Vg
O O O O

\Z V3

@) (b)

Gambar 2.5. (a) graf lintasan P, dan (b) graf lingkaran C,4

Graf lingkaran (cycle graph) adalah suatu graf yang diperoleh dari graf
lintasan yang kedua simpul ujungnya dihubungkan oleh satu busur. Umumnya,
graf lingkaran dengan n simpul (n > 3) dinotasikan sebagai C,. Jumlah simpul dan
busur pada graf lingkaran adalah sama, yaitu |V(C,)| = |[E(C,)| = n. Pada Gambar
2.5 diberikan contoh graf lintasan dan graf lingkaran: (a) graf lintasan P, dan (b)

graf lingkaran Cy.

Gambar 2.6. Graf matahari Cs O K,

Graf matahari (sun graph) adalah suatu graf yang diperoleh dari graf
lingkaran dengan penambahan satu simpul berderajat satu pada tiap simpul Cp,

sedemikian sehingga setiap simpul pada graf lingkaran C, memiliki derajat 3.
Graf matahari dinotasikan dengan C, © K, dimana n menunjukkan banyak
simpul pada graf lingkaran. Himpunan simpul dan himpunan busur dari graf
matahari dinyatakan sebagai V(C, © K;) = {vi| 1 <i<n}uU {ui| 1 <i<n} dan
E(C, G)El) ={viviz1 | 1 <1 <n} U {viui| 1 <i<n}. Untuk selanjutnya, simpul

graf matahari yang terletak pada graf lingkaran atau v;, disebut simpul dalam dan
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simpul yang berderajat satu atau u;, disebut simpul luar. Pada graf matahari,
banyak simpul sama dengan banyak busur, yaitu 2n. Pada Gambar 2.6 diberikan
contoh graf matahari dengan 5 simpul dalam.

Graf dumbbell adalah graf yang dibentuk dari dua graf lingkaran C,, dan
C, yang dihubungkan oleh suatu graf lintasan Py, dimana titik-titik ujung dari graf
lintasan Py adalah salah satu simpul dari masing-masing graf lingkaran (Wang et
al., 2010). Graf dumbbell dinotasikan dengan Dy, nk, dimana m, n > 3 menyatakan
jumlah simpul pada masing-masing graf lingkaran dan k > 2 menyatakan jumlah
simpul pada graf lintasan. Graf dumbbell memiliki simpul sebanyak m + n + k — 2
dan busur sebanyak m + n + k — 1. Himpunan simpul dan himpunan busur pada
graf dumbbell dinyatakan sebagai V(Dmnk) ={Ui| 1 <i<m-1} v
{ui| 1 <i<n-1} U {x| 1 <i<k} dan E(Dmnk) = {uillis1 | 1 <i<m-2} U
{vivisa | 1 <1<n-—2} U {XXisa | 1 <1 <k-—1}, dimana u; dan v; adalah simpul pada
graf lingkaran, dan x; adalah simpul pada graf lintasan. Pada Gambar 2.7
diberikan contoh graf dumbbell Dg s 4.

Uy us V1
Vo
u o O
3 X1 X2 X3 Xa
V3
Ug Us Vq

Gambar 2.7. Graf dumbbell Dg s 4

Suatu graf yang memiliki tepat satu subgraf lingkaran disebut graf
unicyclic dan yang memiliki tepat dua subgraf lingkaran disebut graf bicyclic.

Graf matahari adalah graf unicyclic, sedangkan graf dumbbell adalah graf bicyclic.

2.3 Operasi pada Graf

Ada banyak cara dalam mengkombinasikan graf-graf untuk memperoleh
graf-graf baru. Diantaranya adalah dengan mendefinisikan operasi-operasi biner

pada graf-graf tersebut. Operasi biner pada graf yang akan digunakan pada skripsi
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ini adalah gabungan graf (union of graphs). Misalkan G; dan G, adalah dua graf
terhubung yang memenuhi V(G;) N V(G) = @ dan E(G;) N E(G,) = . Suatu
graf G gabungan graf G; dan G; (dinotasikan dengan G = G; U G;) mempunyai
himpunan simpul V(G) = V(G1) U V(G2) dan himpunan busur E(G) = E(Gy) v
E(G2). Untuk gabungan n graf terhubung dinotasikan dengan U}, G;. Jika G; =
G, = ... = G, = G, maka gabungan graf tersebut dapat dinotasikan sebagai nG.
(Chartrand dan Lesniak , 1986). Pada Gambar 2.8 diberikan contoh operasi
gabungan pada graf-graf lingkaran, C4 dan Cs.

T

C4UC3

Gambar 2.8. Operasi gabungan pada graf C4 dan C;

24 Pelabelan Graf

Pelabelan / pada graf G merupakan pemetaan dari elemen-elemen pada G
ke suatu himpunan bilangan bulat. Bilangan yang dihasilkan dari pemetaan A
disebut label (Baca & Miller, 2008). Jika domain dari pemetaan berupa himpunan
simpul maka pelabelan 1 disebut pelabelan simpul. Jika domain dari pemetaan
berupa himpunan busur maka pelabelan A disebut pelabelan busur. Jika domain
dari pemetaan berupa himpunan simpul dan busur maka pelabelan A disebut
pelabelan total. Pada Gambar 2.9 diberikan contoh pelabelan pada graf lintasan:

(a) pelabelan simpul, (b) pelabelan busur, dan (c) pelabelan total.

Bentuk penjumlahan label yang dikenakan pada elemen-elemen dari graf
G di bawah pelabelan 2 disebut bobot (weight). Bobot dari suatu simpul diperoleh
dengan menjumlahkan label simpul dengan label busur-busur yang hadir pada
simpul tersebut (jika ada) untuk setiap simpul di G. Bobot dari suatu busur

diperoleh dengan menjumlahkan label busur dengan label simpul-simpul ujung
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pada busur tersebut (jika ada) untuk setiap busur di G. Secara matematis, bobot

simpul x € V di bawah suatu pelabelan 4 yang dinotasikan denganw; (x) , dapat
dinyatakan sebagai w; (X) = A(X) + Xyecax) A(x), ¥ X € V, dimana A(x) adalah
himpunan semua simpul yang bertetangga dengan x. Sedangkan bobot busur

xy € E di bawah suatu pelabelan A yang dinotasikan dengan w; (xy) , dapat

dinyatakan sebagai w; (xy) = A(x) + A(xy) + A(X), V xy € E.

i 2 3 4
o o B O
(@

- B
(b)

1 2 3 4
! o 0
5 6 7
(©

Gambar 2.9. (a) Pelabelan simpul, (b) Pelabelan busur, dan (c) Pelabelan total

Dalam pelabelan graf terdapat istilah pelabelan ajaib dan pelabelan anti
ajaib. Suatu pelabelan disebut pelabelan ajaib jika pelabelan tersebut
menghasilkan bobot simpul-simpul (atau busur-busur) yang sama. Sebaliknya,
jika suatu pelabelan menghasilkan bobot simpul-simpul (atau busur-busur) yang
berbeda maka pelabelan ini disebut pelabelan anti ajaib. Pelabelan anti ajaib
pertama kali diperkenalkan oleh Hartsfield dan Ringel pada tahun 1990 (Baca &
Miller, 2008). Setelah memperkenalkan konsep pelabelan anti ajaib, Hartsfield
dan Ringel (2003) mengeluarkan konjektur bahwa setiap graf yang terhubung,
kecuali K, memiliki pelabelan anti ajaib. Pada tahun 1993 Bodendiek dan Walter
mengembangkan hasil tersebut, dimana bobot simpul-simpul (atau busur-busur)
yang dihasilkan tidak hanya berbeda tetapi juga membentuk suatu barisan
aritmatika (Bac¢a & Miller, 2008). Dengan kata lain, graf G dikatakan memiliki
suatu pelabelan (a, d) anti ajaib jika himpunan bobot simpul (atau busur) pada G
membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a > 0 dan beda d > 0, dimana a
dan d merupakan bilangan bulat. Jika nilai d = 0 maka pelabelan disebut

pelabelan ajaib.
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Misalkan G adalah suatu graf dengan n simpul dan e busur. Pelabelan
yang menjadi obyek penelitian dalam skripsi ini adalah pelabelan total (a, d)-
busur anti ajaib dengan definisi sebagai berikut:

Definisi 2.1 Misalkan A: V U E — {1, 2, ..., n + e} adalah suatu pemetaan bijektif
pada G. Jika himpunan bobot busur, {w, (xy) = A(x) + A(xy) + A(X)| xy € E},
membentuk barisan aritmatikaa, a+d,a+ 2d, ...,a+ (e —1)d, dengan a > 0 dan

d > 0 adalah bilangan bulat, maka pemetaan 1 disebut pelabelan total (a,d)-busur
anti ajaib. (Baca & Miller, 2008)

Jika pada pemetaan 4, nilai V(1) = {1, 2, ..., n} maka pelabelan 1 disebut
pelabelan total super (a,d)-busur anti ajaib. Untuk selanjutnya pelabelan total
(a, d)-busur anti ajaib disingkat menjadi (a,d)-PTBAA dan pelabelan total super
(a, d)-busur anti ajaib disingkat menjadi (a,d)-PTSBAA. Berikut ini akan
didefinisikan pelabelan dual pada G.

Definisi 2.2 Misalkan pemetaan A: VU E — {1, 2, ..., n + ¢} adalah (a, d)-

PTBAA pada G.

Definisikan pelabelan 1: VU E — {1, 2, ..., n + e} sebagai berikut:
AX)=n+e+1-AXx),VxeV (2.1)
A(xy)=n+e+1=A(xy), Vxy € E (2.2)

Maka pemetaan 4" disebut dual dari 1. (Baca & Miller, 2008)

Hubungan antara (a, d)-PTBAA dengan pelabelan dual dari (a, d)-PTBAA

diberikan dalam Teorema 2.1.

Teorema 2.1 Jika A adalah (a, d)-PTBAA pada G maka 4’ adalah
(3n+3e+3—-a—(e—1)d, d)-PTBAA pada G. (Baca & Miller, 2008)

Bukti. Diketahui bahwa A adalah (a, d)-PTBAA pada G, maka berdasarkan
Definisi 2.2 terdapat pelabelan 2. V U E — {1, 2, ..., n + e} sedemikian sehingga
berlaku A’'(X) =n+e+1-A(x), VxeVdanA'(xy)=n+e+1-A(xy), Vxy € E.
Bobot busur pada pelabelan 1’ adalah
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W, (xy) =2'(X)+ L' (xy)+ 2'(y)
=(n+e+1-200)+(n+e+1-Axy))+

(n+e+1-Ay)
=3(n +e+1) —(A(x) + A(xy) + AY))
=3n + 3e + 3 — w,;(xy). (2.3)

Oleh karena w;,(xy) € {a,a+d,a+2d,...,a+(e—1)d}, V xy € E, maka
berdasarkan (2.3) diperoleh w;.(xy) e {3n+3e+3-a—(e—1)d,3n+3e +3 -
a—(e—-2d,...,3n+3e+3—-a-d, 3n+ 3e + 3—a} yang membentuk barisan
aritmatika dengan suku awal 3n + 3e + 3 —-a — (e — 1)d > 0 dan beda d > 0. Jadi, 4’
adalah (3n+3e+3-a—(e—1)d, d-PTBAApada G. =

Misalkan suatu graf G akan diberi label (a, d)-PTBAA. Dengan
menggunakan struktur graf G, dapat ditentukan batas nilai yang mungkin untuk a
dan d.

Misalkan pemetaan 4: VU E — {1, 2, ..., n + e} adalah (a, d)-PTBAA

pada G dengan n simpul dan e busur, sedemikian sehingga { w, (xy) = A(X) + A(xy)

+ A(X)| xy € E} adalah himpunan bobot busur yang membentuk barisan aritmatika
a,a+d,a+2d,...,a+(e-1)d, dengan suku awal a > 0 dan beda d > 0. Bobot
busur minimum yang mungkin dari pelabelan ini adalah 1 + 2 + 3, sehingga

diperoleh
a=o. (2.4)

Sedangkan bobot busur maksimum yang mungkin adalah (n +e—2) + (n+e—1)

+(n +e) = 3n + 3e — 3, sehingga diperoleh
a+t(e-1)d<3n+3e-3. (2.5)

Dari (2.4) dan (2.5) diperoleh 6 + (e — 1)d < 3n + 3e — 3, yang mengakibatkan

3n+3e-9
d ST. (2.6)

Pertidaksamaan (2.6) merupakan batas atas dari d untuk suatu (a, d)-PTBAA pada
G. Contohnya untuk graf lingkaran C; dengan jumlah simpul n = 7 dan jumlah
busur e = 7, maka berdasarkan (2.5) diperoleh d < 5. Dalam hal ini berarti graf
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lingkaran C; memiliki (a, d)-PTBAA dengan nilai d yang mungkin adalah d e
{0, 1, 2, 3,4,5}.

2.5 Hasil-hasil yang Diketahui

Berikut ini adalah hasil-hasil yang diketahui dari (a, d)-PTBAA untuk graf
terhubung (tunggal) antara lain: pada graf lingkaran, Simanjuntak, dkk.
membuktikan bahwa setiap graf lingkaran C,, n > 3, memiliki (2n + 2, 1)-PTBAA
dan (3n + 2, 1) -PTBAA; Czy, n > 2, memiliki (4n + 2, 2)-PTBAA dan
(4n + 3, 2)-PTBAA; Coys1, N> 1, memiliki (3n + 4, 3)-PTBAA dan (3n + 5, 3)-
PTBAA (Gallian, 2009); pada graf matahari, Sugeng dan Silaban (2008)
membuktikan bahwa graf matahari C, © K, memiliki (a, d)-PTBAA untuk d e

{2, 43; graf matahari C, © K; tidak memiliki (a, d)-PTBAA untuk n dan d yang
keduanya bernilai ganjil. Sugeng dan Silaban (2008) memberikan masalah terbuka
(open problem) dari (a, d)-PTBAA pada graf matahari C, O K, , untuk d e
{4,

Hasil yang diketahui dari (a, d)-PTBAA pada gabungan graf antara lain:
pada gabungan graf lingkaran, Baca, dkk. membuktikan bahwa gabungan m graf
lingkaran isomorfik, mC,, n > 3, memiliki (a, d)-PTSBAA untuk d € {0, 1, 2};
Ngurah, dkk. membuktikan bahwa mC,, n > 3, memiliki (a, d)-PTBAA untuk d €
{1, 2, 3, 4} (Gallian, 2009). Pada penelitian Sugeng dan Silaban diketahui bahwa
gabungan dari graf-graf lingkaran memiliki (a, 1)-PTSSAA (Sugeng & Silaban,
2009). Dengan memanfaatkan struktur dari graf lingkaran, maka dari (a, 1)-
PTSSAA ini dapat juga diperoleh suatu (a, 1)-PTBAA untuk gabungan graf
lingkaran non-isomorfik. Pada bab berikutnya, akan dibahas mengenai hasil
penelitian terhadap (a, d)-PTBAA untuk gabungan graf dari kelas graf yang sama,
baik gabungan graf-graf yang saling isomorfik maupun non-isomorfik. Kelas graf

yang digunakan adalah graf lingkaran, graf matahari, dan graf dumbbell.
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BAB 3
(a, d)-PTBAA PADA GABUNGAN GRAF DARI KELAS GRAF YANG
SAMA UNTUK d=1DANd=2

Pada bab ini akan diberikan konstruksi pelabelan total (a, d)-busur anti
ajaib, disingkat (a, d)-PTBAA, dari beberapa kelas graf, yaitu gabungan graf
lingkaran, gabungan graf matahari isomorfik, dan gabungan graf dumbbell. Untuk
mengkonstruksi pelabelan dan menunjukkan bahwa konstruksi yang diberikan
adalah (a, d)-PTBAA dari graf terkait, maka secara garis besar pembuktian
dilakukan dengan alur sebagai berikut: pertama-tama didefinisikan fungsi
pelabelan untuk simpul dan busur, selanjutnya ditunjukkan bahwa fungsi
pelabelan yang diberikan adalah fungsi bijektif, dan akhirnya ditunjukkan bahwa
semua bobot busur yang diperoleh dari pelabelan tersebut membentuk barisan
aritmatika dengan suku awal a > 0 dan beda d > 0. Sebelumnya, dengan
menggunakan pertidaksamaan (2.6) pada subbab 2.4 akan diberikan beberapa nilai
d yang mungkin untuk masing-masing graf dan yang akan dibahas selanjutnya
adalah d =1 dan d = 2. Untuk nilai d yang tidak dibahas dalam skripsi ini akan
menjadi masalah terbuka dan diberikan pada bab kesimpulan. Pada Definisi 2.2
dan Teorema 2.1 telah diberikan definisi pelabelan dual dari (a, d)-PTBAA dan
hubungan antara suatu (a, d)-PTBAA dengan dualnya. Menggunakan definisi dan
teorema ini, akan diperoleh konstruksi lain untuk setiap graf yang merupakan

akibat dari teorema-teorema yang akan diberikan.

Pada subbab 3.1 akan dibahas mengenai hasil yang diperoleh untuk (a, d)-
PTBAA pada gabungan graf lingkaran dengan d =1 dan d = 2.

3.1 (a, d)-PTBAA pada Gabungan Graf Lingkaran

Graf lingkaran merupakan graf terhubung yang teratur dengan derajat 2.
Graf ini dinotasikan dengan C,, dengan n > 3 menyatakan banyaknya simpul.
Pada graf lingkaran, banyaknya simpul sama dengan banyaknya busur, yaitu
V| = |E| = n.

16 Universitas Indonesia
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Gabungan t graf lingkaran, t > 2, adalah graf tak terhubung yang terdiri

dari t komponen dimana setiap komponennya adalah graf lingkaran C, E dengan

nj>3 untuk 1 < j <t. Graf ini dapat diperoleh dengan melakukan operasi
gabungan terhadap dua atau lebih graf lingkaran, dimana banyak simpul dari
masing-masing graf lingkaran tidak perlu sama. Gabungan t graf lingkaran dapat

dinotasikan sebagai U‘,-Zlan =C,, v ... UC, . Himpunan simpul dan busur dari
graf ini dinyatakan oleh V( tj:lcnj ) ={vl|1<i<n 1< j<t}dan E( ‘J.:lcnj ):
{vivl | 1<i<n, 1< j<t}, dimana indeks dihitung dengan modulo n;. Sama
halnya pada graf lingkaran, gabungan t graf lingkaran juga memiliki banyak
simpul yang sama dengan banyak busur, yaitu r\/(U‘Han )‘ = ‘E( .G, )‘ =

t

j=inj .

3
V11 V]_z Vi Vz3

V3 V3

3
vyt Vgl V3 Vs Vg

Gambar 3.1. Gabungan 3 graf lingkaran: Cs U C, U Cg

Pada Gambar 3.1 diberikan contoh dari gabungan 3 graf lingkaran:
Cs U C4 U Cs, beserta notasi penamaan simpul. Superscript j pada simpul v
menyatakan graf lingkaran ke-j, 1 < j <t, dari gabungan t graf lingkaran,
sedangkan subscript i menyatakan simpul ke-i, 1 <i <n;, dari masing-masing graf

lingkaran.

Pertidaksamaan (2.6) pada subbab 2.4 dapat digunakan untuk menghitung
suatu batas atas nilai d dari (a, d)-PTBAA pada gabungan t graf lingkaran.

Misalkan njdan ej, 1 < j <t, t > 2, masing-masing menyatakan banyak simpul dan
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busur pada graf lingkaran ke-j pada gabungan t graf lingkaran, maka berlaku
nj=e.Jikan=ny+ny+...+ndane=e; +e+... +e adalah banyak simpul
dan busur pada gabungan t graf lingkaran, maka n = e. Dengan mensubstitusikan
nilai n dan e dari gabungan t graf lingkaran ke pertidaksamaan (2.6) diperoleh
hubungan sebagai berikut

d<3n+3n—9
- n-1

atau

n-4
d 35+ﬁ. (3.1)

Nilai dari ?];_‘11 pada pertidaksamaan (3.1) selalu bernilai lebih kecil dari satu

untuk setiap bilangan bulat n > 6 (karena banyak simpul minimum pada graf
lingkaran adalah 3 dan banyak graf minimum pada gabungan graf adalah 2),
sehingga nilai d yang mungkin untuk (a, d)-PTBAA dari gabungan graf lingkaran
adalah {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Dalam skripsi ini, pembahasan (a, d)-PTBAA dari
gabungan t graf lingkaran hanya dilakukan untuk d =1 dand = 2.

Pada Teorema 3.1 diberikan hasil yang diperoleh untuk (a, d)-PTBAA
pada gabungan graf lingkaran dengan d = 1.

Teorema 3.1 Gabungan dari t graf lingkaran an , 1 < j<t, memiliki

(2 Xf—1m + 2,1)-PTBAA untuk setiap bilangan bulat nj> 3 dant > 2.

Bukti. Banyaknya simpul dan busur pada gabungan t graf lingkaran masing-

masing adalah Y!,_; n,. Misalkan 4; adalah pelabelan yang didefinisikan dari

V( tj=1an ) % E(Utj=lcﬂj) ke {13 2’ teey 2ZIL‘{=1nk}'
Untuk 1 < j <t, label simpul dari gabungan t graf lingkaran dengan

M) =X +i i=1,2,..,n (3.2)
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dan label busur dengan

t t Ci=
Y= t 2k — 1 5i=1,2,..,m —1

Yho1ny + Z/ﬁ:j ny ;i=n

L (vlvl,) = { (3.3)

dimana ¥?_, n, = 0. Semua label dari simpul dan busur yang diperoleh dengan
pelabelan 4; saling berbeda, yaitu A1(V) = {1, 2, ..., 2§ _; n, } dan A41(E) =

Lo + 1L, Yo +2, ..., 2 X5 - ny. }. Jadi, pelabelan A, merupakan pemetaan
bijektif dari himpunan ke v( e ) U E( \4Cn, ) himpunan bilangan bulat
{1, 2, ceey Z]tc=1 le}.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 1, adalah (a, 1)-PTBAA dengan

a=2Y¢_,n, + 2. Bobot dari sembarang busur vlvl. pada gabungan t graf

Y+l

lingkaran terhadap pelabelan 4; adalah

th(”zj v{+1) =M (v{) +4 (U{ vzj+1) +4 (U{H)

dimana semua indeks dihitung dengan modulo n;. Berdasarkan pelabelan 4;, label

dari busur vJvl, pada persamaan (3.3) dibagi menjadi 2 bagian. Sehingga

I Vi+l

penghitungan bobot dari busur v, dibedakan ke dalam 2 kasus, yaitu untuk

1Y+l

i=1,2,...,nj—1dani=n;
Pertama, untuk i =1, 2, ..., nj— 1 diperoleh
wa, (Ivly,) = 1(v]) + (vl vl,,) + 14 (v),)
= (Xiime+i) + Cheame + 200 — i) +
i +i+1)
=Y i+ o+ (B + T ) Hi+
=Y i AN+ i+ 1

=Y 2N+ i+ 1 (3.4)
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Kedua, untuk i = n; diperoleh

way (w00 41) = 41 (v,) + 20 (v, v 10) + 2 (v 41
=1 (v),) + 4 (v o)) + 1 (v])
= (B +my) + (B + i) +
(Tt +1)
= Y070 palt 1ty + 1 (3.5)

Dari persamaan (3.4) dan (3.5), untuk i = 1, 2, ..., n; diperoleh bobot busur vJv

Vil

terhadap pelabelan 4;, yaitu
wa, (Wv]) =TT F 2T it 1 (3.6)

Himpunan bobot busur pada gabungan t graf lingkaran dari pelabelan /;

adalah W, = {WA1 (v v )

i Vi+l

1< j<t, vivi e } =23 +2,2% i+ 3, .,

20k e+ Doy i, 2 25—y + Xk mi + 1} Dapat dilihat bahwa semua bobot
busur di Wi membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a=2
Yh_1n, +2 dan beda d = 1. Bobot busur terkecil a pada persamaan (3.6) diperoleh
pada saat nilai i = j = 1 (karena Zk 1T = Xp—1 i = 0), yaitu pada busur viv;
dengan bobot 2 Yf,_, n; + 2. Jadi, pelabelan 4, adalah (2 Xf,-; n, +2, 1)-PTBAA

pada gabungan t graf lingkaran. m

Oleh karena semua label simpul pada gabungan graf lingkaran yang
diperoleh dari pelabelan 1; adalah bilangan bulat terkecil 1, 2, ..., i _, n,, maka

pelabelan 1; juga merupakan (a, 1)-PTSBAA dengana =2 Y_; n;, + 2.

Pada Gambar 3.2 diberikan contoh (a, 1)-PTBAA pada gabungan 3 graf
lingkaran: C¢ Lw Cs U Cg(a) dan Cs U Cg U Cg(b), dengan nilaia=2 ¥3_;ny, + 2
=2(6 + 5+ 8) + 2 = 40. Dapat dilihat bahwa urutan graf tidak mempengaruhi
konstruksi (a, 1)-PTBAA pada gabungan graf lingkaran. Sehingga baik C¢ U Cs
w Cg maupun Cs U Cg u Cg akan memiliki (a, 1)-PTBAA dengan nilai a yang
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sama. Sebagai catatan, konstruksi pelabelan yang diberikan pada Teorema 3.1

dapat juga digunakan untuk melabel 1 graf lingkaran dengan mengambil t = 1.

10 29

(b)

25 24
19, 5
20, 23
18 16
21 22

17

Gambar 3.2. (40, 1)-PTBAA pada gabungan 3 graf lingkaran: (a) Cs W Cs U Cg
dan (b) C5 u Cgu Cg

Dengan menggunakan pelabelan dual pada Definisi 2.2 dan Teorema 2.1,
dari Teorema 3.1 diperoleh Akibat 3.1.

Akibat 3.1 Gabungan dari t graf lingkaran an , 1< <t memiliki

(3%f=1 i +2,1)-PTBAA untuk setiap bilangan bulat nj>3 dant> 2.

Pada bagian selanjutnya, akan dibahas mengenai (a, d)-PTBAA dari

gabungan graf lingkaran untuk d = 2.

Teorema 3.2 Gabungan dari t graf lingkaran an , 1 < j<t, memiliki

(2Xf=1 i +2,2)-PTBAA untuk setiap bilangan bulat nj>3 dant>2.
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Bukti. Banyaknya simpul dan busur pada gabungan t graf lingkaran masing-

masing adalah Y},_; n;. Misalkan 1, adalah pelabelan yang didefinisikan dari

v( g.:lcnj) U E(nglcnj) ke {1,2,..,2%¢_ n}.

Untuk 1 < j <t, label simpul dari gabungan t graf lingkaran dengan
L)=2%_m+2i—-1 ;i=12.,n (3.7)
dan label busur dengan

230 n, —2i L T — 1
N | . ! (3.8)
2 Xk=j M =

(o) ={

dimana %9_, n;, = 0. Semua label dari simpul dan busur yang diperoleh dengan
pelabelan 1, saling berbeda, yaitu 2,(V) = {1, 3, ..., 2 X, _; n, — 1} dan 4»(E) =
{2,4,...,2%_,n,}. Jadi, pelabelan 1, merupakan pemetaan bijektif dari

himpunan V( ‘j:lCnj ) U E(Utj=lcnj ) ke himpunan bilangan bulat

{15 27 cees 2 Zf{=l nk}'
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 1, adalah (a, 2)-PTBAA dengan
a=23xkL_;n, +2. Bobot dari sembarang busur v/vl, pada gabungan t graf

lingkaran terhadap pelabelan 2, adalah

Wi, (U{ 17{+1) =1, (V{) + 4, (V{ 17{+1) + 4, (V{+1)

dimana semua indeks dihitung dengan modulo n;. Berdasarkan pelabelan 4., label

dari busur vijvi+1 pada persamaan (3.8) dibagi menjadi 2 bagian. Sehingga

penghitungan bobot dari busur v;v/

Jvl, dibedakan ke dalam 2 kasus, yaitu untuk

i=1,2,...,nj—1dani=n;
Pertama, untuk i =1, 2, ..., nj— 1 diperoleh
Wiy (v10),1) = Ao (v]) + 2 (vl ],) + 2o ()
=¥ ine+2i—-1)+ (2% me — 20) +
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Yy im +2+1)-1)
—22 nk+(22k 1nk+22k_]nk)+21
—ZZ nk+22k 1y + 20

=2(T g + 5oy +1). (3.9

Kedua, untuk i = n; diperoleh

wa, (V4,0 41) = 22 (vh)) + 22 (v, ¥4 41) + 22 (), 1)
=25 (v],) + 22 (v, v]) + 22(+})
= (2% ime+2m —1)+ (22 m) +
CXlin+2-1)
=2 Y T, 255 g2
= 2(Zh S g + Zhoy i + 1)), (3.10)

Dari persamaan (3.9) dan (3.10), untuk i =1, 2, ..., n; diperoleh bobot busur v,Jle

terhadap pelabelan /,, yaitu
wa, (v] vl,1) = 208020 e+ Bl e +10). (3.11)

Himpunan bobot busur pada gabungan t graf lingkaran dari pelabelan 7,

adalah W, = {wﬂz( i, )

1< j<t, viv] } =23 i +2,2% i +4, ..,

1 |+l

2 Y-y my + 225 n. }. Dapat dilihat bahwa semua bobot busur di W, membentuk
barisan aritmatika dengan suku awal a =2 Y} _, n, + 2 dan beda d = 2. Nilai

dari bobot busur terkecil a dari gabungan t graf lingkaran dapat dihitung dari
persamaan (3.11) dengan mengambil i = j = 1 (karena Zk 1M =Xh—1my = 0),
yaitu pada busur viv; dengan bobot 2 Y% _, n, + 2. Jadi, pelabelan 1, adalah (2

YE_in, + 2, 2)-PTBAA untuk gabungan t graf lingkaran. m
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1
30 28 2
9
3 6 4
22 26
29 2
5 2 A 27
1 (@
30 28 21
13 3
15 10 8
18 26
16 14 29 23
11
5 2 6
20 24
19 12 17
9 22 7 27 4 25
(b)

Gambar 3.3. (32, 2)-PTBAA pada gabungan 3 graf lingkaran: (a) Cs w C; U Cs
dan (b) CHEi. . CY

Pada Gambar 3.3 diberikan (a, 2)-PTBAA dari gabungan 3 graf lingkaran:
Cs U C7; U C;(a) dan C; U C3 U Cs (b), dengannilaia=2Y3_,n, +2=
2(5 + 7+ 3) + 2 =32. Dapat dilihat bahwa (a, 2)-PTBAA pada Cs U C; U Czdan
C; u C3 U Csmenghasilkan nilai a yang sama, sehingga urutan graf pada

gabungan graf lingkaran tidak mempengaruhi konstruksi (a, 2)-PTBAA.

Pada Teorema 3.2 telah dibuktikan bahwa gabungan t graf lingkaran
memiliki (2 %f.-; ni + 2, 2)-PTBAA. Selanjutnya dengan menggunakan pelabelan
dual pada subbab 2.4 diperoleh Akibat 3.2.

Akibat 3.2 Gabungan dari t graf lingkaran an , 1 < )<t memiliki

(2Xf=1 i +3,2)-PTBAA untuk setiap bilangan bulat nj>3 dant > 2.

Pada subbab selanjutnya akan dibahas mengenai (a, d)-PTBAA pada
gabungan graf matahari isomorfik untuk d = 1 dan d = 2. Hasil ini dimotivasi oleh
adanya masalah terbuka untuk (a, d)-PTBAA pada graf matahari (tunggal)

Ch O Ky, N genap, untuk d € {1, 3, 5} (Sugeng & Silaban, 2008) yang kemudian

diperumum ke gabungan t graf matahari dengan beberapa syarat tertentu.
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3.2 (a, d)-PTBAA pada Gabungan Graf Matahari Isomorfik

Graf matahari adalah graf yang diperoleh dari graf lingkaran C,, dengan
penambahan satu simpul berderajat satu pada setiap simpul graf lingkaran. Graf
ini dinotasikan dengan C, ©® K, dimana n menunjukkan banyak simpul yang
terdapat pada graf lingkaran. Pada graf matahari, banyak simpul sama dengan
banyak busur, yaitu |V| = |[E| = 2n. Untuk selanjutnya, simpul graf matahari yang
terletak pada graf lingkaran disebut simpul dalam, sedangkan simpul yang
berderajat satu disebut simpul luar.

1 2 3
Ug ust Ua Uz Uy Us>

Gambar 3.4. Gabungan 3 graf matahari isomorfik: 3C4 O K,

Gabungan t graf matahari isomorfik, t > 2, adalah graf tak terhubung yang

terdiri dari t komponen dimana setiap komponennya adalah graf matahari C,O K,
n > 3. Graf ini dapat diperoleh dengan melakukan operasi gabungan terhadap dua

atau lebih graf matahari dengan banyak simpul dalam yang sama (isomorfik).
Gabungan t graf matahari isomorfik dinotasikan sebagai tC, © K,, n> 3.
Himpunan simpul dan busur dari graf ini dinyatakan oleh V(¢tC, O K,) =
{vl|1<i<n1<j<ttu{u/|1<i<n 1< j<t}danE(C,OK,)=
{vivi [1<isn 1< j<sttu{vlui|1<i<n 1< j<t}, dimana v/ dan u}

masing-masing menyatakan simpul-simpul dalam ke-i dan simpul-simpul luar ke-i
dari graf matahari ke-j, dengan indeks dihitung menggunakan modulo n. Sama

halnya pada graf matahari, gabungan t graf matahari isomorfik juga memiliki

banyak simpul dan busur yang sama, yaitu |V(tC, O K,)|= |E(tC, OK;) | = 2tn.
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Pada Gambar 3.4 diberikan contoh gabungan 3 graf matahari yang isomorfik

masing-masing dengan 4 simpul dalam beserta notasi penamaan simpul.

Batas atas nilai d dari (a, d)-PTBAA pada gabungan graf matahari
isomorfik dapat ditentukan dengan menggunakan persamaan (2.6) pada subbab
2.4. Misalkan suatu graf matahari memiliki banyak simpul n dan banyak busur e,
maka berlaku e = n. Sehingga untuk gabungan t graf matahari isomorfik akan
memiliki banyak simpul dan busur masing-masing sebanyak tn. Dengan
mensubstitusikan nilai ini ke dalam pertidaksamaan (2.6) diperoleh hasil sebagai
berikut

d< 3tn+3tn-9
tn—-1
atau

tn—4

<
d_5+tn_l.

(3.12)

Untuk setiap bilangan bulat n > 3 dan t > 2, dari pertidaksamaan (3.12) diperoleh
nilai d yang mungkin dari (a, d)-PTBAA untuk gabungan t graf matahari
isomorfik adalah {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Dalam skripsi ini, pembahasan (a, d)-PTBAA
dari gabungan t graf matahari isomorfik hanya dilakukan untuk d =1 dand = 2.
Gabungan graf matahari yang dibahas selanjutnya adalah gabungan dari t graf

matahari isomorfik dengan banyak simpul dalam genap, n > 4.

(a, d)-PTBAA pada gabungan graf matahari isomorfik untuk d = 1

diberikan dalam Teorema 3.3.

Teorema 3.3 Gabungan dari t graf matahari isomorfik C, © K, memiliki

(i) [7‘7% 2 1) _PTBAA

(ii) (ggu, 1J-PTBAA

untuk setiap bilangan genap n > 4 dan bilangan bulat t > 2.

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA Ul, 2010



27

Bukti. (i) Pertama akan ditunjukkan bahwa gabungan dari t graf matahari

isomorfik atau tC, O K,, n > 4 genap, memiliki (a, 1)-PTBAA dengana = 7t7n+ 2.

Banyaknya simpul dan busur pada ¢tC, © K, masing-masing adalah 2tn. Misalkan
/3 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(tC, O K,) U E(tC, O K ) ke
{1,2, ..., 4tn}.

Untuk 1 < j <t, label simpul dari gabungan t graf matahari isomorfik dengan

) t(i =) +j ;i=1,2,...,’21

As3(vi) = 3.13
Al t(37"—i)+j i=2417+2,..,n (3.13)
L) =thh+i-1)+j ;i=1,2,..,n (3.14)

dan label busur dengan

tdn—i)—j+1 i=1,2,.,2-1
2(vivia) =y o(B4it1)—j+1 i=2t+1.,n-1 (19
4ti —j+1 o] = 77
5n n
o tl——i+1)—j+1 ;i=1,2,..,%
/13(”{“—{ = (2 ) n n2 (316)
t@n+i)—j+1 ;i:5+1,5+2, N

Label dari semua simpul dan busur yang diperoleh dengan pelabelan /3 saling
berbeda, yaitu A3(V) = {1, 2, ..., 2tn} dan A3(E) = {2tn + 1, 2tn + 2, ..., 4tn}. Jadi,

pelabelan 23 merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V(tC, © K, ) U

E(tC, ©K,) ke himpunan bilangan bulat {1,2, ..., 4tn}.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa pelabelan A3 adalah [7;”+ 2, 1} -

PTBAA. Bobot dari sembarang busur v;v/

Jvi dan busur vlu pada gabungan t graf

matahari isomorfik, tC, O K,,n>4,t>2, terhadap pelabelan A; adalah

Wi, (U{ v{+1) =13 (U{) + 43 (U{ U{+1) + 3 (U{+1) (3.17)

dan
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wa, (vfu]) = 25(v]) + 25 (v]u]) + 25 (u}) (3.18)

untuk bilangan bulat 1 < j<tdan 1 <i<n, dimana indeks dihitung dengan
modulo n. Berdasarkan pelabelan 13, dari persamaan (3.13) dan (3.15) terdapat 4

kasus penghitungan bobot busur vivd_, yaitu untuk i = 1, 2, ..., 2—1, i = 2
i="41 "y2 . n-1dani=n.
2 2
Pertama, untuk i = 1, 2, ..., 2—1 diperoleh
wis (v vlh) = 43(v)) + 23(vi vl ) + 25(v])
=[i—-D+jl+[t@Gn-i)—-j+1]+
[t(G+1)—1)+]]
=t(dn+i—1)+j +1. (3.19)
Kedua, untuk i = gdiperoleh
Wis (U{ U{+1) =3 (V{) + 13 (U{ U{+1) + 13 (U{+1)
N j i/ j
=3 (vg) + 13 (U§U§+1) + A3 (vyZ_LH)
= [¢ (5= 1))+ [t(s—n+f+ 1)— '+1] +
2 ) pun— i
3n n
[f<7— i 1)) +i]
=t(4n+2-1)+j+1. (3.20)
Jika pada persamaan (3.19) nilai i = % maka akan diperoleh persamaan (3.20).

Ketiga, untuk i = 2+L g+2, ..., n—=1 diperoleh
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Wiy (v v]1) = A3(v]) + 23(v]v],) + A3(v,,)
=[eE-))+i]+[e(Zrit1)—j+1]+
[t(E-a+1D)+)]
=t(m+Z-i)+j+1 (3.21)
Keempat, untuk i = n diperoleh
wa, (V/0]1) = A3(0)) + 23(v] vlyy) + 23(v]s4)
= 3(v)) + 23 (wiv]) + 23 (v])
= [t(37n—n)+j]+[4tn—j+1]+[t(1—1)+j]
= t(4n - %) +j+ 1. (3.22)

Jika pada persamaan (3.21) nilai i = n, maka diperoleh persamaan (3.22).

Dari persamaan (3.19) hingga (3.22) diperoleh bobot busur vijv.+1 pada

gabungan t graf matahari isomorfik, yaitu

(vl ) t(dn+i—1)+j+1 ;i=1,2,...,’2i
wa, (V] vlyq) = (3.23)
P e (42— 441 =410 4200

untuk 1 < j <t, dengan n >4 adalah bilangan genap. Himpunan bobot busur yang

diperoleh dari persamaan (3.23) adalah {4tn+2, 4tn+3, ..., 4tn+%n, 4tn+t;+1}
untuk i =1 2, ..., 2 dan {4tn+%n+2, 4tn+%n+3, .y AtN+1tn, 4tn+tn+1} untuk

i = 2+L g+2, ..., n. Dapat dilihat bahwa masing-masing dari himpunan bobot

busur vivi, membentuk barisan aritmatika dengan beda 1.

Berikutnya dalam penghitungan bobot dari busur vJu/, dengan

menggunakan persamaan (3.13), (3.14) dan (3.16) pada persamaan (3.18) maka
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terdapat 2 kasus, yaitu untuk i = 1, 2, ..., g dan i = g+1 g+2, oy .
Pertama, untuk i = 1, 2, ..., 2 diperoleh

wa, (v1]) = 23(v]) + 23(v/ud]) + 25(u))
=[tG-D+j1+[c(Z-i+1)—j+1]+
[ttn+i—1)+/]

=t(4n—%+i—1)+j+1. (3.24)

n

Kedua, untuk i = §+1’ A

§+2’ ..., ndiperoleh
wa, (v/w]) = A5 (v]) + 23 (viw)) + 2 ()
3n ] . 5 : g ,
= [t(7—1)+]]+[t(2n+l)—]+1]+[t(n+l—1)+]]
=t(4n+2+i-1)+j+1. (3.25)
Dari kedua persamaan di atas diperoleh bobot busur v/u! pada gabungan t

graf matahari isomorfik sebagai berikut

g t(4n=2+i—-1)+j+1 ;i=12,.
wy, (Vi) = (3.26)

i)

S

Rk ; T n
t(4n+5+1—1)+]+1 ,l—2+1,2+2,...,n

untuk 1 < j <tdan bilangan genap n > 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh

dari persamaan (3.26) adalah {4tn—%n+2, 4tn—%n+3, ., 4tn, 4tn+1} untuk
i=1 2 .. g dan {4tn+tn+2, dn+tn+3, ..., 4tn+3t?n, 4tn+%+l} untuk

i = 2+1 g+2, ..., . Masing-masing dari himpunan bobot busur vJu/

membentuk barisan aritmatika dengan beda 1.
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Jadi, himpunan semua bobot busur pada gabungan t graf matahari

isomorfik dari pelabelan A5 adalah

i Vi+l

Wy = {Wﬂ3 (vivds)

Vvl e E} U {Wﬂ3 (vijuij)‘ vju) eE}

{4tn——+2 4tn——+3 ., 4tn, 4tn+1} )
{4tn+2 4tn+3, . 4tn+? 4tn+%n+l} U

4tn+ +2 4tn+ +3 ., 4tn+tn, 4tn+tn+l} U

{4tn+tn+2 4n+tn+3, . 4tn+3;_n 4tn+‘°’t2n+1}

= {4tn—tﬂ+2, i) S oA 4tn+3t—n+1}
2 2 2

Dapat dilihat bahwa seluruh bobot busur tersebut membentuk barisan aritmatika

dengan suku awal a =4tn— E+2_7—;n+2 dan beda d = 1. Bobot busur terkecil a

diperoleh pada persamaan (3.26) dengan mengambil nilai i = j = 1, yaitu busur
viuidengan bobot a_7t7”+2 Jadi, pelabelan /3 adalah [7;”+2 1} -PTBAA pada

gabungan t graf matahari isomorfik, untuk bilangan bulat t > 2 dan bilangan genap

n>4.

(i) Kedua akan ditunjukkan bahwa gabungan dari t graf matahari isomorfik atau

tCh O Ky, N> 4 genap, memiliki (a, 1)-PTBAA dengana = %” 12,

Banyaknya simpul dan busur pada tC, OE masing-masing adalah 2tn. Misalkan
J4 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(tC, © K,) U E(tC, O K, ) ke
{1,2,...,4tn}.

Untuk 1 < j <t, label simpul dari gabungan t graf matahari isomorfik dengan

_ tin+i—1) 4+ =12,
24(v]) ={ 5 : (3.27)

t(?—l)-}-] ,l—;+1,5+2,...,n
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L) =t -1+ ji=1,2,..,n (3.28)

dan label busur dengan

tBn—-i)—j+1 ;i=1,2,...,§—1

A(vlvl,) = t(37n+i+1)—j+1 i=2241,..,n—1 (3.29)
3ti—j+1 ;i=n
n . . . n

14(1){11{ = (2 ) n n2 (330)
tBn+i)—j+1 ji=2+L242..n

Label dari semua simpul dan busur yang diperoleh dengan pelabelan /4 saling
berbeda, yaitu 44(V) = {1, 2, ..., 2tn} dan A4(E) = {2tn + 1, 2tn + 2, ..., 4tn}. Jadi,

pelabelan 2, merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V(tC, O K, ) U

E(tCy O K,) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, ..., 4tn}.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa pelabelan 1, adalah (gt7n+ 2 1}-

PTBAA. Bobot dari sembarang busur v/vJ, dan busur vlu] pada gabungan t graf
matahari isomorfik, tCo O K, n>4,t>2, terhadap pelabelan A4 adalah

w, (v v]1) = (v]) + 24(v]vl, ) + 2 (v],) (3.31)
dan

w, (v{u]) = (v]) + Aa(v]u]) + 2 () (3.32)

untuk bilangan bulat 1 < j<tdan 1 <i<n, dimana indeks dihitung dengan
modulo n. Oleh karena pembagian label simpul dan busur sama seperti konstruksi

(a, d)-PTBAA pada (i), maka penghitungan bobot busur vivi, terhadap pelabelan

A4 dibagi menjadi 4 kasus, yaitu untuk i =1, 2, ..., g—l, i = %

= E+J, E+2, .., h=1,dani=n.
2 2
Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA Ul, 2010



33

Pertama, untuki = 1, 2, ..., 2—1 diperoleh

Wi, (v{ v{+1) = 14(17{) + /14(77{ v{+1) + /14(v{+1)
=[tln+i—-1)+j]+[t@Bn—-1i)—j+ 1]+
[th+ (@@ +1)—1)+/]

=t(Gn+i—1)+j+1. (3.33)
Kedua, untuki = gdiperoleh

Wis (Wi vli1) = W(¥]) + (v v],,) + A(v),,)
=/1<¥;)+/1(¥L¥L )+/1(¥L )
3 vE * vaz“ i vz“
=[t(n+’2i—1)+j]+[t(37”+§+1)—j+1]+

e (3= G+)+)

=t(Sn+2-1)+j+1. (3.34)
Persamaan (3.34) dapat diperoleh dengan mensubstitusikan nilai i = g ke dalam
persamaan (3.33).
Ketiga, untuk i = 2+L g+2, ..., n—1 diperoleh

wa, (0 v]11) = 24(0)) + A (v]v],1) + A4 (v],1)
=[e(Z-i)+j|+[c(Erit1)—j+1]+
[t(Z - +D)+)

=t(sn+2—1)+j+1. (3.35)
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Keempat, untuk i = n diperoleh

Wi, (v{ v{+1) =4 (U{) + /14(77{ v{+1) + A4 (v{+1)

/14(17,’;) + )L;(v,{v{) + )14(12{)

=[t(57"—n)+j]+[3tn—j+1]+[t(n+1—1)+j]
- t(5n+§) +j+1. (3.36)

Persamaan (3.36) dapat juga diperoleh dengan mensubstitusikan nilai i = n ke

dalam persamaan (3.35).

Dari persamaan (3.33) hingga (3.36) diperoleh bobot busur v’v!, dari

i Vil

gabungan t graf matahari isomorfik, yaitu

DU N ST | — gl
t(5n+?—l)+]+1 ;l=;+1,5+2,...,n

Wi, (U{ U{+1) e {

untuk 1 < j <tdan bilangan genap n > 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh

dari persamaan (3.37) adalah {5tn+2, 5tn+3, ..., 5tn+t;+1} untuk
| = o 2 dan {5tn+%n+2, 5tn+£§+3, 5tn+tn+1} untuk

i = g+1 g+2, ..., N . Masing-masing dari himpunan bobot busur vjv!,

membentuk barisan aritmatika dengan beda 1.

Sedangkan penghitungan bobot busur viu/) terhadap pelabelan 1, dibagi

menjadi 2 kasus, yaitu untuk i = 1, 2, ..., g dani = g+1 2+2, oy N

Pertama, untuk i = 1, 2, ..., 2 diperoleh

W/14(U{u{) = 14(17{) +)l4(v{u{) +/’l4(u{)
=[tt+i-D++[e(Z—i+1)—j+1]+

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA Ul, 2010



35

[tG —1) + ]
=t(5n—§+i—1)+j+1. (3.38)
Kedua, untuk i = g+L g+2, ..., n diperoleh

wa, (V/u]) = (v]) + A4 (v] ) + 24 (]
= [t(57"—i)+j]+[t(3n+i)—j+1]+[t(i—1)+j]
=t(5n+§+i—1)+j+1. (3.39)

Dari persamaan (3.38) dan (3.39) di atas diperoleh bobot busur viu! pada

gabungan t graf matahari isomorfik sebagai berikut

= t{Sn=c+i—1)+j+1 ;i=1,2,..
wy, (v] ! ={ ( 4 ) (3.40)

gtk

t(sn+2+i-1)+j+1 ;i=2+1242,.,n

untuk 1 < j <tdan bilangan genap n > 4. Himpunan bobot busur yang diperoleh
dari persamaan (3.40) adalah {Stn—%n+2, 5tn—%n+3, ..., btn +1} untuk

| = T 2 dan {5tn+tn+2, 5th +tn+3, ..., 5tn+3tzn+1} untuk

i = g+1, g+2, ..., N . Masing-masing dari himpunan bobot busur viu/
membentuk barisan aritmatika dengan beda 1.

Jadi, himpunan seluruh bobot busur pada gabungan t graf matahari

isomorfik dari pelabelan A, adalah

W, = {WM (V-jV-j )

i Vil

vivl, e E} v {WM (V)| vl E}

- {Stn—%n+2, 5tn—%n+3, 5tn+1} U

{5tn+2, 5tn+3, ..., 5tn+%n+1} U
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{5tn+%n+2, 5tn+%n+3, 5tn+tn+1} U

{5tn+tn+2, 5tn+tn+3, ..., 5tn+%+1}

_ {Stn—‘_”+2, 5tn-"43 .. 5tn+3t—n+1}.
2 2 2

Dapat dilihat bahwa seluruh bobot busur tersebut membentuk barisan aritmatika

dengan suku awal a:5tn—%”+2:9i2n+2 dan beda d = 1. Bobot busur terkecil a

diperoleh pada persamaan (3.40) dengan mengambil nilai i = j = 1, yaitu busur

viui dengan bobot a=9t7n+2. Jadi, pelabelan A4 adalah (9t7n+2, 1J-PTBAA pada

gabungan t graf matahari isomorfik, untuk n > 4 genap dan bilangan bulatt > 2. m

Pelabelan /3 dan pelabelan 14 yang telah dijelaskan sebelumnya,
merupakan pelabelan-pelabelan yang tidak saling dual, artinya pelabelan 4, tidak
diperoleh dengan melakukan pelabelan dual terhadap pelabelan 3, begitu pula
sebaliknya. Jadi, (a, 1)-PTBAA pada gabungan t graf matahari isomorfik dengan

a= “7”+2 (i) dan a= 9‘7“+ 2 (ii) pada Teorema 3.3 adalah dua konstruksi (a, 1)-

PTBAA yang berbeda.

Gambar 3.5. (86, 1)-PTBAA pada gabungan 4 graf matahari isomorfik: 4Cs 0K,
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Contoh (a, 1)-PTBAA dari gabungan 4 graf matahari isomorfik, 4Cs OK,,
diberikan pada Gambar 3.5 dan Gambar 3.6. Pada Gambar 3.5 diberikan contoh

(a, 1)-PTBAA dengan nilai a:7t7”+2, yaitu a:@+2:84+2:86.
Sedangkan pada Gambar 3.6 diberikan contoh (a, 1)-PTBAA dengan nilai

a=20+2, yaitu a=*0 1 5_108+2-110.

Gambar 3.6. (110, 1)-PTBAA pada gabungan 4 graf matahari isomorfik: 4Cs0 K,

Label dari semua simpul pada gabungan graf matahari isomorfik yang
dihasilkan oleh pelabelan /3 dan pelabelan 14 selalu berupa bilangan bulat terkecil,
yaitu 1, 2, ..., 2tn, sehingga kedua pelabelan ini disebut juga sebagai (a, 1)-
PTSBAA. Sebagai catatan, konstruksi pelabelan yang diberikan pada Teorema 3.3
dapat juga digunakan untuk melabel 1 graf matahari dengan mengambil nilai
t=1.

Selanjutnya, dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 2.4 dari
Teorema 3.3 diperoleh Akibat 3.3.
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Akibat 3.3 Gabungan dari t graf matahari isomorfik C, © K, memiliki

(i) [%+2, 1J-PTBAA

(ii) [“%u, 1] PTBAA
untuk setiap bilangan genap n >4 dan bilangan bulat t > 2.

Pada bagian berikutnya akan dibahas mengenai (a, d)-PTBAA pada
gabungan t graf matahari isomorfik dengan banyak simpul dalam genap untuk
d=2.

Teorema 3.4 Gabungan dari t graf matahari isomorfik C, © K, , memiliki
(i) (3tn + 2, 2)-PTBAA
(i) (3tn + 3, 2)-PTBAA

untuk setiap bilangan genap n > 4 dan bilangan bulat t > 2.

Bukti. (i) Pertama akan ditunjukkan bahwa gabungan dari t graf matahari

isomorfik, tC, ® K, , n > 4 genap, memiliki (a, 2)-PTBAA dengan a = 3tn + 2.

Banyaknya simpul dan busur pada tC, ® K, masing-masing adalah 2tn. Misalkan
J5 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(¢C, © K, ) U E(tCy O K4) ke
(1,2, ..., 4tn}.

Untuk 1 < j <t, label simpul dari gabungan t graf matahari isomorfik dengan

) {2t(i—1)+2j—1 i=12,..%
As(vy) = ST . ; . n n (341)
2t (Z—i) +2j-1 i=24+1242,.n
(W) =2ttn+i—-1+2j—1 ji=1,2,..,1 (3.42)
dan label busur dengan
2t(2n — i) — 2j + 2 i=12.,7-1
As(vlvly,) = 20(B+i+1)—2j+2 ;i=22+41.,n-1 (343
4ti —2j + 2 ji=n
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o 2t(2—i+1)—2j+2 i=1,2,..,2
/15 (v{ u{ = (2 ) ! n n2 (344)
2ti — 2j + 2 i=2+ 10420

Dapat ditunjukkan bahwa label dari simpul-simpul dan busur-busur yang
diperoleh dengan pelabelan /s adalah bilangan-bilangan bulat positif yang
berbeda, yaitu As5(V) = {1, 3, 5, ..., 4tn— 1} dan A5(E) = {2, 4, 6, ..., 4tn}. Jadi,

pelabelan 1s merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V(tC, O K,) U

E(tC, ©K,) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, ..., 4tn}.

Berikutnya akan ditunjukkan bahwa pelabelan 4s adalah (3tn + 2, 2)-

PTBAA. Bobot dari sembarang busur viv!  dan busur viul pada gabungan t graf

I Vil

matahari isomorfik, tC, ©® K,, t>2, n> 4, terhadap pelabelan /s adalah

was (] vly1) = A5(v)) + s (v! v)1) + 25(v,1) (3.45)
dan

wig (viuf) = 25(v)) + s (v] ) + 25 (uf) (3.46)

untuk bilangan bulat 1 <j<tdan 1 <i<n, dimana indeks dihitung dengan

modulo n. Berdasarkan pelabelan s, dari persamaan (3.41) dan (3.43) terdapat 4

kasus penghitungan bobot busur v/v!,, yaituuntuk i =1, 2, ..., g—l, i = g
i= 141 E+2, .., h=1,dani=n.
2 2
Pertama, untuk i =1, 2, ..., %—1 diperoleh
Wis (U{ v{+1) = s (U{) + s (U{ U{+1) +4s (V{H)
=[2t(i—1)+2j —1]+[2t@n—i) — 2j + 2] +
e+ -1 +2j—1]
= t(4n + 2i — 2) + 2j. (3.47)
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Kedua, untuk i = gdiperoleh

Wis (v{ v{+1) =15 (v{) + s (v{ v{+1) +4s (v{+1)
= A5 (vé) + 45 (vévéﬂ) + 45 (vi_;ﬂ)

=l2e(B-1)+2—1]+[2e(B+2+1) - 25 +2]+
[2t(37"—('2—1+ 1))+2j—1]

=t(dn+n-2) + 2j. (3.48)

Ketiga, untuk i = 2+L 2+2, ..., n—=1 diperoleh
wag (v1vl1,) = 2s(v)) + A5 (v v),.,) + 2s(v),.,)
=l2e(Z-i)+2—1]+[2e(B+i+1) -2 +2|+
|2t (22— @+ 1) +2) -1
= t(4n + 3n — 2i) + 2j. (3.49)
Keempat, untuk i = n diperoleh

Wis (U{ U{+1) — (v{) + s (U{ 17zj+1) == /15(17{+1)

= 25(v)) + 25 (v v]) + 25(v])

|2t (2-n) +2j - 1|+ [4en —2j + 21 +
(270 Nl

= t(4n +n) + 2j. (3.50)

Bobot busur viv!, pada gabungan t graf matahari isomorfik yang

i Vi+l

diperoleh dari persamaan (3.47) sampai (3.50) dapat dinyatakan sebagai berikut

t@n+2i-2)+2j ;i=12..,7 (351)

J 1] —
w. V.U =
15( i l+1) t(4n+3n—2i)+zj ;i=%+1,%+2,...,n
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untuk 1 < j <t, n>4. Himpunan bobot busur yang diperoleh dari persamaan
(3.51) adalah {4tn + 2, 4tn + 4, ..., 4tn +tn — 2, 4tn + tn} untuki = 1, 2, ..., g
dan {4tn + tn + 2, 4tn + tn + 4, ..., 4tn + 2tn — 2, 4tn + 2tn} untuk

i Vi+l

i = g+1 g+2, ..., N. Masing-masing dari himpunan bobot busur viv/

membentuk barisan aritmatika dengan beda 2.

Kemudian dalam menghitung bobot busur viul, dengan mensubstitusikan

persamaan (3.41), (3.42) dan (3.44) ke dalam persamaan (3.46) dibagi menjadi 2

kasus, yaitu untuk i = 1, 2, ..., g dani = 2+L g+2, B .
Pertama, untuk i = 1 2, ..., g diperoleh

was (V) = 45 (v]) + 25 (v ]} + 25 (u])
= [26G = 1) +2j— 1]+ [2e (B —i+1) -2 + 2]+
[2t(n+i—1) +2j — 1]

=t(4n —n+ 2i —2) + 2j. (3.52)
Kedua, untuk i = 2+1, g+2, ..., ndiperoleh

wag (v)]) = 25(v]) + s (v]w) ) + 45 (u])
=2t (Z—i)+ 2/ 1+ [2ti—2j+2] +
[2tn+ i=1) 42j 1]

=t(dn+n+2i —2) + 2j. (3.53)

Dari persamaan (3.52) dan (3.53) diperoleh bobot busur viuJ pada

gabungan t graf matahari isomorfik berikut

i tn—-n+2i-2)+2j ;i=
Wls(viui =

= (3.54)
tUn+n+2i—-2)+2j ;i=

Universitas Indonesia

Pelabelan total..., Widya M. Niagara, FMIPA Ul, 2010



42

dimana 1 < j <t, n>4. Himpunan bobot busur yang dihasilkan dari persamaan
(3.54) adalah {4tn —tn + 2, 4tn —tn + 4, ..., 4tn— 2, 4tn}untuk i = 1, 2, ..., g
dan {4tn + 2tn + 2, 4tn + 2tn + 4, ..., 4tn + 3n — 2, 4tn + 3n} untuk

i = g+1 g+2, ..., N. Masing-masing dari himpunan bobot busur vju/

membentuk barisan aritmatika dengan beda 2.

Jadi, himpunan seluruh bobot busur pada gabungan t graf matahari
isomorfik dari pelabelan s adalah

vivl, e E} v {WA5 (viul)| W e E}

Wg = {Wj5 (vividy)

= {4tn—-tn+2, 4in—tn+4, ..., 4n-2, 4tn} U
{4in+2, 4in+4, ..., 4n+tn-2, 4tn+tn} U
{4tn+tn+2, 4tn+tn+4, ..., 4tn+2tn—2, 4tn+2tn} U
{4tn+2tn+2, 4tn+2tn+4, ..., 4n+3th—2, 4tn+3tn|

= {4tn—tn+2, 4tn—tn+4, ..., 4n+3tn}.

Dapat dilihat bahwa seluruh bobot busur tersebut membentuk barisan aritmatika
dengan suku awal a = 4tn —tn + 2 = 3tn + 2 dan beda d = 2. Bobot busur terkecil
a dari gabungan t graf matahari isomorfik ini diperoleh pada persamaan (3.54)

dengan nilai i = j =1, yaitu busur viu; dengan bobot a = 3tn + 2. Jadi, pelabelan /s

adalah (3tn + 2, 2)-PTBAA pada gabungan t graf matahari isomorfik C, O K,

untuk bilangan bulat t > 2 dan bilangan genap n > 4.

(i) Kedua, akan ditunjukkan bahwa gabungan dari t graf matahari isomorfik,

tChn OKy, Nn>4 genap, memiliki (a, 2)-PTBAA dengan a = 3tn + 3.

Banyaknya simpul dan busur pada tC,, ® K, masing-masing adalah 2tn. Misalkan
Js adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(tC, © K,) U E(tC, O K, ) ke
(1,2, ..., 4tn}.
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Untuk 1 < j <t, label simpul dari gabungan t graf matahari isomorfik dengan

) 2t(i — 1) + 2j ;i=1,2,...,§

A¢(vi) = 3.55
o 2t (X - i) +2 i=2+1242, ,n( )
(W) =2t +i—1)+2j ji=1,2,..,n (3.56)

dan label busur dengan

2t@2n—i)=2j + 1 ji=1,2,..,0-1
6(vivi) =y 2t (B+it1)=2j+1  ;i=22+1.,n-1 (57
Ati—2j +1 i=n
o 2t(2—i+1)—-2j+1 ii=1,2,..,=
A6(v]uy) = G ) n (3.58)
2tt=2j +1 ii=o+1,-+42,..,n

Label dari seluruh simpul dan busur yang diperoleh dengan pelabelan s adalah
bilangan-bilangan bulat positif yang berbeda, yaitu As(V) = {2, 4, 6, ..., 4in} dan
As(E)= {1, 3,5, ..., 4tn — 1}. Jadi, pelabelan ¢ merupakan pemetaan bijektif dari
himpunan V(tC, © K, ) U E(tCy O K; ) ke himpunan bilangan bulat

(1,2, ..., 4tn}.

Berikutnya akan ditunjukkan bahwa pelabelan /s adalah (3tn + 3, 2)-

PTBAA. Bobot dari sembarang busur viv!, dan busur v/u/ pada gabungan graf

T Yi+l

matahari isomorfik tC, ® K., terhadap pelabelan 4 adalah

wa, (vIvly) = A6 (v]) + 26 (v]v], 1) + 26(v)1) (3.59)
dan

Wy, (v{ u{) = 16(17{) + /'16(17{ u{) + Ag (u{) (3.60)

untuk bilangan bulat 1 <j <tdan 1 <i<n, dimana indeks dihitung dengan
modulo n. Seperti pada bukti sebelumnya, penghitungan bobot busur v/v!, dari
gabungan t graf matahari isomorfik terhadap pelabelan /¢ dibagi menjadi 4 kasus,

yaituuntuk i =1, 2, ..., 2—1, = —=,1= 2+L g+2, .., N=1,dani=n.

NS
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Dengan cara yang sama, yaitu mensubstitusi persamaan (3.55) dan (3.57) ke
dalam persamaan (3.59) untuk masing-masing kasus i, akan diperoleh bobot busur

vivl  dari gabungan t graf matahari isomorfik sebagai berikut

i Vi+l

i tUn+2i—-2)+2j+1 ;i=
Wle(”i vi+1) =

. . . (3.61)
tdn+3n—-2i)+2j+1;i= n

dimana 1 < j <t, n>4. Himpunan bobot busur yang diperoleh dari persamaan

(3.61) adalah {4t + 3, 4t + 5, .., 4tn+tn + 1} untuk i = 1, 2, ..., 2 dan

{4tn +tn+3,4tn+tn + 5, ..., 4tn + 2tn + 1} untuk i = 2+1, g+2, o N

Masing-masing dari himpunann bobot busur viv!, membentuk barisan aritmatika

i Vil

dengan beda 2.

Selanjutnya, penghitungan bobot busur viul terhadap pelabelan /¢ dibagi

n

—+1 -
2

menjadi 2 kasus, yaitu untuk i = 1, 2, ..., g dani = 5+2, v Ll

Kemudian dengan mensubstitusikan persamaan (3.55), (3.56) dan (3.58) ke dalam
persamaan (3.60) untuk 2 kasus i tersebut, akan diperoleh bobot busur viu’ dari

gabungan t graf matahari isomorfik berikut

(3.62)

o 1
w Uj.u]. =
i (Vi tn+n+2i—-2)+2j+1;i=7

untuk 1 <j <t, n>4. Himpunan bobot busur yang diperoleh dari persamaan
(3.62) adalah {4tn —tn+ 3, 4tn —tn+ 5, ..., 4tn + 1} untuk i =1, 2, ..., 2 dan

n

{4tn + 2tn + 3, 4tn + 2tn +5, ..., 4tn + 3tn + 1} untuk i = E+1, g+2, oy N

Masing-masing dari himpunan bobot busur v/u) membentuk barisan aritmatika

dengan beda 2.

Jadi, himpunan dari semua bobot busur pada gabungan t graf matahari

isomorfik adalah
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i Vi+l

vivi, e E} v {W% (viu)| viul e E}

Wy = {w% (vivids)

4tn—tn+3, 4n—tn+5, .., 4n+l} U
4tn+3, 4tn+5, ..., dtn+tn+lju
{4tn+tn+3, dtn+tn+5, ..., 4tn+2tn+1} U
{4tn+2tn+3, 4tn+2tn+5, ..., 4tn+3tn+1}

=1
{

= {4tn—tn+3, 4tn—tn+5, ..., 4tn+3tn+1}.

Dapat dilihat bahwa seluruh bobot busur tersebut membentuk barisan aritmatika
dengan suku awal a = 4tn —tn + 3 = 3tn + 3 dan beda d = 2. Bobot busur terkecil
a pada gabungan graf matahari isomorfik diperoleh pada persamaan (3.62) dengan
mengambil nilai i = j = 1, yaitu busur viu; dengan bobot a = 3tn + 3. Jadi,
pelabelan As adalah (3tn + 3, 2)-PTBAA pada gabungan t graf matahari isomorfik,
tCn © K4, Untuk bilangan bulat t > 2 dan bilangan genap n > 4. m

Baik pelabelan 15 maupun pelabelan As, kedua-duanya merupakan
pelabelan-pelabelan yang tidak saling dual. Sehingga pada Teorema 3.4,
konstruksi (a, 2)-PTBAA pada gabungan t graf matahari isomorfik untuk
a = 3tn + 2 (i) berbeda dengan konstruksi (a, 2)-PTBAA untuk a = 3tn + 3(ii).

Gambar 3.7. (50, 2)-PTBAA pada gabungan 2 graf matahari isomorfik: 2Cs O K,

Contoh (a, 2)-PTBAA dari gabungan 2 graf matahari isomorfik, 2Cg OK,
diberikan pada Gambar 3.7 dan Gambar 3.8. Pada Gambar 3.7, (a, 2)-PTBAA
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memiliki bobot busur terkecil a = 3tn + 2 = 3(2)(8) + 2 = 48 + 2 = 50. Sedangkan
pada Gambar 3.8, (a, 2)-PTBAA memiliki bobot busur terkecil a = 3tn + 3 =
3(2)(8) + 3 =48 + 3 =51. Sebagai catatan bahwa konstruksi pelabelan yang
diberikan pada Teorema 3.4 dapat pula digunakan untuk melabel 1 graf matahari

dengan mengambil nilai t = 1.

Gambar 3.8. (51, 2)-PTBAA pada gabungan 2 graf matahari isomorfik: 2Cs O K,

(a, 2)-PTBAA lain dari gabungan graf matahari isomorfik dapat pula
diperoleh dengan menggunakan definisi pelabelan dual pada subbab 2.4 pada
Teorema 3.4. Hasil ini diberikan pada Akibat 3.4.

Akibat 3.4 Gabungan dari t graf matahari isomorfik C, © K, memiliki
(i) (5tn + 3, 2)-PTBAA
(i)  (5tn+ 2, 2)-PTBAA

untuk setiap bilangan genap n > 4 dan bilangan bulat t > 2.

Pada subbab 3.3 akan dibahas mengenai (a, d)-PTBAA pada t gabungan
graf dumbbell untuk d = 1, dimana masing-masing dari graf dumbbell harus
memiliki banyak simpul yang sama. Pembahasan (a, d)-PTBAA untuk d = 2
hanya dilakukan pada graf dumbbell tunggal karena (a, 2)-PTBAA pada gabungan

graf dumbbell belum dapat ditemukan.
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3.3 (a, d)-PTBAA pada Gabungan Graf Dumbbell

Graf dumbbell adalah graf yang dibentuk dari dua graf lingkaran C,, dan
Cn yang dihubungkan oleh suatu graf lintasan Py, dimana titik-titik ujung dari graf
lintasan Py adalah salah satu simpul dari masing-masing graf lingkaran. Graf ini
dinotasikan dengan Dk, dimana m, n > 3 menyatakan banyak simpul pada
masing-masing graf lingkaran dan k > 2 menyatakan banyak simpul pada graf

lintasan.

Gabungan t graf dumbbell, t > 2, adalah graf tak terhubung yang terdiri
dari t komponen dimana setiap komponennya adalah graf dumbbell Doy
1 <j <t, dengan m;j, n; > 3 dan k; > 2 adalah bilangan bulat. Gabungan t graf
dumbbell dinotasikan sebagai Uf:1ij,nj,kj S, A S
Himpunan simpul dan busur dari graf ini masing-masing dinyatakan oleh
V(Uj=1 D) ={ul | Isi=sm-1L 1< j<puf{vl|l=isn-1,1<j<t}
U{x} [ 1 <i<kj, 1< j<t}dan E(Ujoy Doy k) ={XU}| 1< j<t} U

{ujul, ] T<i<mj-2,1< jst}u{urfqu)q']lg j<Strudxix | 1<i<k-1,

i+1
I<jsgu{} MIT<jstgu{vvi|I<isn-2,1<j<gu{v] x|
J J J
1 < j<t}. Notasi ul dan v} masing-masing menyatakan simpul-simpul dari graf

lingkaran ij dan an , 1 < j<t, sedangkan notasi x/ menyatakan simpul-simpul

dari graf lintasan ij ———

Graf yang menjadi obyek penelitian pada subbab ini adalah gabungan t
graf dumbbell dimana setiap graf dumbbell memiliki banyak simpul yang sama.
Graf ini dapat diperoleh dengan melakukan operasi gabungan terhadap dua atau
lebih graf dumbbell dengan banyak simpul yang sama. Sehingga pada
U]t-=1 Din i berlaku my + np + ks = mj + nj + k, h #j, 1 <h, j<t. Pada Gambar
3.9 diberikan contoh gabungan dari 2 graf dumbbell: Ds 45 U D4 g4, dimana
masing-masing graf dumbbell memiliki 12 simpul, beserta dengan notasi

penamaan simpul.
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uy* 1 1 1 1 1 Vot

VE) 1

2
Uz O O V3

Gambar 3.9. Gabungan 2 graf dumbbell: Ds 45 U D4g 4

Suatu graf dumbbell Dn, n« terdiri atas 2 graf lingkaran, yaitu C,, dan Cy,
dan 1 graf lintasan Py, dimana m, n > 3, k > 2. Pada graf lingkaran C,, telah
diketahui bahwa banyak busur sama dengan banyak simpul, atau |V(Cp)| =
|[E(C)|. Begitu pula pada graf lingkaran C,, berlaku [V(C,)| = |E(C,)|. Sedangkan
pada graf lintasan Py diketahui bahwa banyak simpul sama dengan banyak busur
ditambah satu, atau |V(Py)| = |E(Px)| + 1. Meskipun simpul-simpul ujung dari graf
lintasan pada graf dumbbell merupakan salah satu simpul dari subgraf yang
berbentuk lingkaran, tetapi banyak busur dari graf dumbbell yang terdapat pada

graf lintasan tetap sama. Sehingga pada graf dumbbell Dy, , x berlaku hubungan:
‘V(Dm,n,k)| =NV (Cm)|+|V(Cn)|+N(Pk)‘_2
=|E(Cm)| +[E(Cn)|+([E(R)| +1)-2
=([ECm)|+|E(Cn)+[E(R)|)-L
=[E@np0| L (3.63)

Misalkan n; dan e;j, 1 <j <t, masing-masing menyatakan banyak simpul
dan busur pada graf dumbbell ke-j pada gabungan t graf dumbbell, maka
berdasarkan (3.63) diperoleh
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o=n+1 (364)

untuk 1 <j<t. Jikan=ni+n;+...+ndane=e; +e, + ... + e adalah banyak
simpul total dan busur total pada gabungan t graf dumbbell, maka dengan

menjumlahkan persamaan (3.64) untuk 1 <j <t diperoleh
e=n+t (3.65)

Persamaan (3.65) dapat digunakan untuk menghitung batas atas nilai d dari (a, d)-
PTBAA pada gabungan t graf dumbbell. Caranya adalah dengan mensubstitusikan
(3.65) ke pertidaksamaan (2.6), sehingga diperoleh hubungan

<3n+3(n+t)-9
(n+t)-1

atau

n-2t—4

<
d2 n+t-1 "

(3.66)

Jadi, nilai d yang mungkin untuk (a, d)-PTBAA dari gabungan t graf dumbbell
adalah {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Pembahasan selanjutnya mengenai (a, d)-PTBAA pada
gabungan graf dumbbell hanya dilakukan untuk d = 1 dan d = 2. (a, d)-PTBAA
pada gabungan graf dumbbell untuk d = 1 diberikan pada Teorema 3.5.

Teorema 3.5 Gabungan t graf dumbbell, Uj—; Dy, », 1, d€ngan my + np + Ky = m; +
n+k, h#j,1<h j<t memiliki (2X:_,m; +n +k)—4t+2,1)-PTBAA

untuk setiap bilangan bulat kj>2 danm;, nj >3, 1< j<t t>2.

Bukti. Banyaknya simpul dan busur pada gabungan t graf dumbbell dengan
jumlah simpul yang sama, masing-masing adalah Y. _; (m; +n; + k; — 2) dan
io1(m; +m; + ki — 1), dengan my + np + Ky =mj+nj+kj, h#j, 1 <h, j<t.

Misalkan /7 adalah pelabelan yang didefinisikan dari V(Uf_, ij,nj,kj) U

E(UJF:1 ij,nj,kj) ke {1,2, ..., ]t-zl(mj +n +k —2) +Z]t-:1(mj +n +k — D}
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Untuk 1 < j <t, label simpul dari gabungan t graf dumbbell dengan

(W) =j+ti ji=1,2,..,m —1 (3.67)
’17(x{)={i(mj+nj +i—3)+j :21319 (3.68)
L) =tlm+i-1)+j ji=1,2,..,m—1 (3.69)
dan label busur dengan

A () = t(2my +2m + 2k —4) —j + 1 (3.70)
A(Wul,)=t(2m +2n + 2k —i—4) —j+1

ji= 1,2, 0, my — 2 (3.71)
A7 (&, 1) = t(2m; +2n; +2k, =3) = j+1 (3.72)
() =tlm +n +2k —i—2)—j+1

=12,k =1 (3.73)
Ay (x{;]_v{) =t(m +2n + 2k —3) —j+1 (3.74)
M(v{vgﬂ) =t(mj " BT —i=3)—j+1

Si=1,2,..,m— 2 (3.75)
A7 (v,{j_lx{;j) = t(m; +m + 2k — 2) —j+ 1 (3.76)

Label-label untuk semua simpul dan busur yang diperoleh dari pelabelan A; adalah
bilangan-bilangan bulat positif yang saling berbeda, yaitu 1;(V) = {1, 2, ...,
Yioa(m +n +k —2)}dan A7(E) = { Xjo (m; + 1y + & —2) + 1,

foamp A kg —2)+2), ., X (my Ay k= 2)+ X (m 1y + kg — 1D}
Jadi, pelabelan A; merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V(U;_, ij,nj,kj) U
E(Uj=1Dm,n, k;) ke himpunan bilangan bulat {1,2, ..., Xf_;(m; +n; +k; —2) +

j=1(m; + 1y + kg — D}
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Berikutnya akan ditunjukkan bahwa pelabelan 1; adalah (a, 1)-PTBAA
dari gabungan t graf dumbbell dengana = (2 X/, m; +n; + k;) — 4t + 2.
Berdasarkan persamaan (3.67) sampai dengan persamaan (3.76), penghitungan
seluruh bobot busur dari gabungan t graf dumbbell terhadap pelabelan A7 dibagi

menjadi 8 kasus yang sesuai dengan 3 graf pembentuknya, yaitu 3 kasus pada graf

lingkaran C, E 3 kasus pada graf lingkaran C, E dan 2 kasus pada graf lintasan

ij,ISjSt.

Kasus 1: untuk graf lingkaran ij ,1<j<t.
Bobot busur pada graf lingkaran ij terbagi dalam 3 kasus, yaitu busur x/u/,

busur ujul,, dan busur uniquxli, dengan perhitungan sebagai berikut

la wy, (1)) = 27 (x]) + 27 () + A7 (u])
=[jl1+ [e(2m +2n + 2k —4) —j + 1] + [ + t]
=t(2(m +m +k)—3)+j+1 (3.77)
1b.untuki=1,2, ..., m-2,
wy, (1) = A (uf) + 27 (ufulyy) + 27 (],

=[j +ti] + [t(2m +2m + 2k —i—4) —j + 1] +

[+t@+1)]
=t(2(mj +n+ k) =3)+ti+j+1 (3.78)
l.c. wy, (u{nj_lx{) =1 (u{nj_l) + 27 (u{nj_lxo +27(x)

=[j +tm; — D]+ [t(2m +2ny + 2k —3) —j + 1] +
1

=t(2(mj +n +k)—-3)+t(m —1)+j+1.  (3.79)
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Jadi, himpunan bobot dari busur x/u/adalah {t(2(m; + n; + kj) — 3) +j + 1]

1 < j<t}, busur uju},adalah {t(2(mj+n; + k) —3) +ti+j+ 1|1 <i<m;-2,

i+1

1 < j<t}, dan busur urjquxlj adalah {t(2(m; + nj + k) —3) +t(m;j — 1 )+ j + 1]

1 < j<t}. Oleh karena m; + n; + kj selalu bernilai sama untuk setiap j, 1 < j<t,
maka ketiga himpunan tersebut masing-masing membentuk barisan aritmatika
dengan beda 1.

Kasus 2: untuk graf lingkaran an ,I<j<t

Bobot busur pada graf lingkaran C, ; terbagi dalam 3 kasus, yaitu busur xkjjvlj ,

busur vJvi,, danbusur vi  xJ , dengan perhitungan sebagai berikut
n;—17%;

i Vil

2.a. wy, (x{;j v{) =1, (x{;]_) + 1y (xij v{) i /17(17{)
= [e(my +m; + kj —3) +j] + [¢(m; + 2n; + 2k — 3)
—j + 11+ [t(my) +J]
= t(2(my, +1j +15) =3) + t(m; +my ik —3)
+j+1 (3.80)
2.b.untuki=1,2,...,n-2,
w, (v} vlyy) = 2, (v]) + 4 (v} v],,) + Mo (vlyy)
=[t(m +i—=1) +j] + [t(m +2m; + 2k, —i —3) —j + 1]
+[tlm + G+ 1) — 1) +/]

=t(2(m +n +k)-3)+tm +i—1)+j+1  (3.81)

2.C. Wy, (v,{j_lx{;j) =1 (v,{j_l) + 27 (v,{j_lx{;j) + A5 (x{;j)
= [t(m; + oy = 1) = 1) +j | + [t(my +n; + 2k; — 2)

—j+ 1]+ [t(m +n + & —3) + ]
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= t(2(m +m + k) —=3)+t(m +n +k —4) +
j+1. (3.82)
Jadi, himpunan bobot dari busur xkjjvlj adalah {t(2(m; + n; + k;) — 3) + t(m; + n; + kj)

—3)+j+ 1| 1< j<t}, busur vjy/

i Vi+l

adalah {t(2(m; + nj+ k) —3) +t(m; +i—1) +]
+1] 1< i <nj—2,1< j<t}, danbusur v  x} adalah t(2(m; + n; + kj) — 3) + t(m;
+nj+kj) —4) +j+ 1] 1 < j<t}. Oleh karena m; + n; + kj selalu bernilai sama
untuk setiap j, 1 < j <t, maka ketiga himpunan tersebut masing-masing
membentuk barisan aritmatika dengan beda 1.
Kasus 3: untuk graf lintasan ij , I,
Bobot busur pada graf lintasan F j terbagi dalam 2 kasus, yaitu busur x/x/, untuk
i =1danuntuki=2,3, ..., k; dengan perhitungan sebagai berikut
3.a. untuk i =1,
wi, (x155) = A7 (x]) + 2; (1 23) +27(x})
=1+ [t(m +m +2k —1-2)—j+1] +
[e(m; +7; +2—3) +]

=t(2(m +n + k) —3)—t+j+1 (3.83)

3.b.untuki=2,3, ..., k;
Wiz (x{ xzj+1) =4 (x{) 1 /17("{ x{+1) +47 (x{+1)
= [t(m +m +i—3) +j] + [t(m +n + 2k — i — 2)
—j+ 1]+ [t(m + 1 + ((+ 1) — 3) +J]

=t(2(mj +m +k)-3)+tm +m +i—-4) +j+1
(3.84)
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Jadi, himpunan bobot dari busur xl /., adalah {t(2(m; + nj + kj) —3) -t +
J+ 1 1< j<t}untuki=1dan {t(2(m;+ nj+ k) —3) +t(mj +nj+i—4)+j+1]
1< j<t}untuki=2,3, ..., k. Oleh karena m; + n; + k; selalu bernilai sama untuk
setiap j, 1 < j <t, maka kedua himpunan tersebut masing-masing membentuk

barisan aritmatika dengan beda 1.

Jadi, untuk 1 < j <t, himpunan bobot busur pada gabungan t graf

dumbbell dari pelabelan 1; adalah

ou

i+1

cE,1<i<m;-2} U

w, xfuf)\xfuleE} w,, (uiuyy)

= |
ol ot ] ]
{
{

iy
Xg Vi eE} U

i - _ Ioxd || viooxi
vivl, e E, 1<i<n, 2} U {WA7 (an—lxkj) Vo, 1%, eE} U

i Vi+l

i |+1

(

(o,
A (v

(

7
w, (/x4 )| x)xd eE} v {WA (/% )| Xixi, € B, 1<i <k —1}

i N+l

= {t(2(mj+nj+kj)—3)—t+2, t(2(mj+nj+kj)—3)+1} )

{t@(m; +n; +k;)=3)+2, ..., t(2(m; +n; +k;)-3)+t+1} U

{t(2(m; +n; +k;)-3) +t+2, ..., t(2(m; +n; +k;) -3)
+t(m; =2) +t+1} U

{t2(m; +n; +k;)=3)+t(m; =) +2, ..., t(2(m; +n; +k;)—3)

+t(m; - +t+1} U

{t2(m; +n; +k;)=3)+t(m;) +2, ..., t(2(m; +n; +k;)=3)
+t(m; +n; =-3) +t+1} L

{t(2(m; +n; +k;)=3) +t(m; +n; -3)+2, ..., t(2(m;+n; +k;)-3)
+t(m; +n; +k; -5)+t+1} U

{t(2(m; +n; +k;)-3)+t(m; +n; +k; =4)+2, ..., t(2(m; +n; +k;)-3)
+t(m; +n; +k; —4)+t+1} U

{t(2(m; +n; +k;)=3)+t(m; +n; +k; =3)+2, ..., t(2(m; +n; +k;)-3)
+t(m; +n; +k; =3) +t+1}

={t(2(m; +n; +k;)=3)-t+2, ..., t(2(m; +n; +k;)-3)
+t(m; +n; +k; =3) +t+1}.

Dapat dilihat bahwa semua bobot busur di W7 membentuk barisan aritmatika
dengan suku awal a = t(2(m; + n; + kj) — 3) —t + 2 dan beda d = 1. Bobot busur

terkecil a pada persamaan (3.3.27) diperoleh pada saat nilai j = 1, yaitu pada busur
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xix3 dengan besar bobot t(2(m; + nj + k) — 3) —t + 2 = 2t(m; + nj + kj) — 4t + 2
atau (2 X;_, m; +n; +k;) — 4t + 2. Jadi, pelabelan 27 adalah ((2 X7, m; +n; + k;)
—4t + 2, 1)-PTBAA pada gabungan t graf dumbbell, untuk bilangan bulat k; > 2

danm;, nj>3,1< j<tt>2. m

Label dari seluruh simpul pada gabungan t graf dumbbell yang diperoleh
dari pelabelan /7 adalah bilangan bulat terkecil 1, 2, ..., Xf_;(m; +n; +k; — 2).
Jadi, pelabelan 17 juga merupakan (a, 1)-PTSBAA untuk gabungan t graf

dumbbell dengan banyak simpul sama, dimana a = (2 X;_, m; +n; + k) — 4t + 2.

Pada Gambar 3.10 diberikan contoh (a, 1)-PTBAA untuk gabungan 3 graf
dumbbell:D¢ 34 U Dss3 U Das4. Sesuai dengan pelabelan A7, nilai bobot terkecil a
=@RYam k) —4+2=2Y_ m +n +k)—43)+2=78-10=68.

Gambar 3.10. (68, 1)-PTBAA pada D6'3,4 U D515,3 ) D415,4

Dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 2.4, dari Teorema 3.5
diperoleh Akibat 3.5.
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Akibat 3.5 Gabungan t graf dumbbell, Uj_; Dy, &;, dengan mp + np + ky = m; +
nj+ Kk, h#j, 1 <h, j<t, memiliki ((32]3:1mj +mn + k) + 2t — 4, 1)-PTBAA untuk

setiap bilangan bulat kj>2 danm;, nj>3,1 < j<t, t>2.

Berikut ini adalah (a, d)-PTBAA pada graf dumbbell untuk d = 2, dimana
pelabelan simpul dan busur hanya dilakukan untuk 1 graf dumbbell.

Teorema 3.6 Graf dumbbell Dy nx memiliki (2(m + n + k) — 1, 2)-PTBAA untuk

setiap bilangan bulat k>2 dan m, n> 3.

Bukti. Jumlah simpul dan busur pada graf dumbbell Dy, »x , masing-masing adalah
m+n+k-2danm+n+k— 1. Misalkan 1g adalah pelabelan yang didefinisikan
dari V(tDmnk) U E(tDmnk) ke {1, 2, ..., 2(m + n + k) — 3}.

Label simpul dari graf dumbbell Dy, , , dengan

Ag(u)) = 2(i + 1) ;i=1,2,...,m—1 (3.85)
20 s =1l

Ag (%) _{2(m+n+i—2) 10 = 2, 3N (3.86)

Ag(v;) =2(m+1i) i=1,2,...,n—1 (3.87)

dan label busur dengan

As(uuip)=2(m+n+k=i)=5 ;i=1,2,..m—-2 (3.88)
Ag(xquy) =2(m+n+k)—5 (3.89)
Ag(Uy_1x1) =2(m+n+k)—3 (3.90)
Ae(xixipy) = 2k =) =1 =12 k-1 (3.91)
Ag(ivip) =2k +n—1i)—3 i=1,2,.,n—2 (3.92)
Ag(xpvy) =2(k+n)—3 (3.93)
Ag(Wp_q1x,) = 2k — 1 (3.94)

Semua label dari simpul-simpul dan busur-busur yang diperoleh dengan pelabelan

Ag ini adalah bilangan-bilangan bulat positif yang saling berbeda, yaitu
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As(V)=1{2,4,..,2(m+n+k-2)}dan Ag(E)= {1, 3, ...,2(m+n+ k—-2) + 1}.
Jadi, pelabelan g merupakan pemetaan bijektif dari himpunan V(tDpynx) W
E(tDmnk) ke himpunan bilangan bulat {1, 2, ..., 2(m + n + k) — 3}.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa pelabelan g adalah (a, 2)-PTBAA
dengan a =2(m + n + k) — 1. Bobot busur pada graf dumbbell D« terhadap
pelabelan Ag dibagi menjadi 8 kasus. Penghitungan bobot busur ini akan diuraikan
berdasarkan 3 graf pembentuknya, yaitu graf lingkaran Cy,, graf lingkaran C,, dan
graf lintasan Pk.

Pertama, bobot busur pada graf lingkaran Cy,, dibagi menjadi 3 kasus, yaitu

Kasus 1.a. Busur xu,,

Wy, (tug) = Ag (1) + Ag(xr1uq) + A5 (wy)
=[R2(M]+[2m+n+k)—5]+[2(1+1)]

=2(m+n+k)+1 (3.95)
Kasus 1.b. Busur uu,,,i=1,2,...,m-2,

wy, (Wiui1) = Ag(y) + Ag(Uittiyq) + Ag(ui41)
=R>GE+D]+[2m+n+k—i)—5]+[2((+1)+1)]

=2m+n+k+i)+1 (3.96)

Kasus 1.c. Busur u, X,

Wy, (U —1%1) = Ag (U —1) + Ag (W —121) + A5 (x7)

=R2(m-D+ D]+ [2m+n+k)—3]+[2(1)]

22m+n+k)—1. (3.97)

Kedua, bobot busur pada graf lingkaran C,, dibagi menjadi 3 kasus, yaitu

Kasus 2.a. Busur x.v;,

wy, (ev1) = Ag(xx) + Ag (e v1) + Ag(v1)
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=[2m+n+k—-2)]+[2(k+n)—3]+[2(m+ 1)]

=2(2m+2n+2k) -5 (3.98)
Kasus 2.b. Busur vv,,,,i=1,2,...,n—2,

Wi (Vi Vi41) = A8(vy) + Ag(V;v41) + A (Vi41)
=[2m+ D]+ [2(k+n—-10)—=3]+[20m+ (@ +1))]

=20C2m+n+k+i)—1. (3.99)
Kasus 2.c. Busur Vv, ;X ,

Wi (Wn—12) = Ag(Wn—1) + Ag (V1 %3) + Ag (o)
=R2m+Mm-1D))]+[2k—-1]+[2(m+n+k—2)]

= 2(2m+ 2n + 2k) — 7. (3.100)

Ketiga, bobot busur pada graf lintasan Py, dibagi menjadi 2 kasus, yaitu

Kasus 3.a. Busur X%, , untuk i =1,

Wy, (x122) = Ag(xq) + Ag(xyx2) + A5 (x2)
=[2D)]+[2(k—-1) —1]+[2(m+n+2-2)]

=2(m+n+k)-1 (3.101)
Kasus 3.b. Busur XX, , untuk i =2,3, ..., k-1,

Wy, (i xi41) = A5 (%) + Ag(xixi41) + Ag(xi41)
=2m+n+i—-2)]+[2(k—1i)—1]+
2m+n+G+1)—2)]

=22m+2n+k+i)—7. (3.102)

Jadi, himpunan bobot busur pada graf dumbbell dari pelabelan 1g adalah
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Xlul)| Xlu]_ € E} ) {WZ8 (uiui+1)| uiui+l € E, 1£| < m—2} |\
Up 1% )| Up 1% € E} U {Wﬂ8 (X )| XV € E} U

(
(

W, (ViVig )| Vivi € B, 1<i < n—2} v/ {wﬂe (VoaXe )| VoaXy € E} U
(

= {2(m +n+ k-1 U {2(m + n + k) +1} U
£2m + n + k+2)+1 2(m + n + k+3)+1, ...,
2(m +n + k+(Mm=-2))+1} v
2m +n + k+m)-1 U
£2m +n + k+ m +1)-1 2(m + n + k+ m +2)-1, ...,
2m+n+k+m+n-)-3 v
£2m +n +k+m+n+2)-7,2(m + n + K+ m + n+3)-7, ...,
2m +n+k+m+n+k-)-7} v
{22m + 2n + 2k)-7} U {2(2m + 2n + 2k) -5}

= {2(m +n +k)-L 2(m + n + k)+1, ..., 2(2m + 2n + 2k)-5}.

Dapat dilihat bahwa semua bobot busur di Ws membentuk barisan aritmatika
dengan suku awal a = 2(m + n + k) — 1 dan beda d = 2. Jadi, pelabelan 4g adalah
(2(m+n+k)— 1, 2)-PTBAA pada graf dumbbell Dy, x, untuk bilangan bulat

t,tk>2danm,n>3. m

Contoh (a, 2)-PTBAA dari graf dumbbell Dg 7 5 diberikan pada Gambar
3.11. Sesuai dengan pelabelan Zg, nilai bobot terkecila=2(m +n + k) — 1 =2(6 +

7+5)-1=235,

Gambar 3.11. (35, 2)-PTBAA pada graf dumbbell Dg 7 5
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Konstruksi lain dari (a, 2)-PTBAA pada graf dumbbell ini, dapat pula
diperoleh dengan menggunakan pelabelan dual pada subbab 2.4 terhadap
pelabelan Ag. Namun, bobot busur terkecil yang diperoleh dari pelabelan dual ini
menghasilkan nilai a yang sama dengan Teorema 3.6.

Pada Bab 3 ini telah dibuktikan bahwa gabungan graf lingkaran, gabungan
graf matahari isomorfik, dan gabungan graf dumbbell memiliki (a, d)-PTBAA
untuk d =1 dan d = 2. Pada bab selanjutnya akan diberikan kesimpulan dari
hasil-hasil yang telah diperoleh beserta dengan masalah terbuka untuk (a, d)-
PTBAA pada gabungan graf yang menjadi obyek penelitian untuk beberapa nilai
d lainnya.
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BAB 4

KESIMPULAN

Dalam skripsi ini telah dibuktikan bahwa gabungan graf dari kelas graf

yang sama, yaitu gabungan graf lingkaran, gabungan graf matahari, dan gabungan
graf dumbbell, memiliki (a, d)-PTBAA untuk d = 1 dan d = 2 dengan beberapa
nilai a. Hasil-hasil tersebut dirangkum dalam Tabel 4.1.

Tabel 4.1. Pelabelan Total (a, d)-Busur Anti Ajaib

Graf Pelabelan Hasil Keterangan
Gabungan t (2X5—1ny + 2, 1)-PTBAA Teorema 3.1 n>3,t>2
graf lingkaran, (3X¢_ n + 2, 1)-PTBAA Akibat 3.1
Utj:lcnj (2XL_n +2,2)-PTBAA Teorema 3.2
(2Xh_in, +3,2)-PTBAA Akibat 3.2
Gabungan t (7tn ", 1) PTBAA Teorema 3.3 (i) n genap, N> 4,
graf matahari 2 t>2
isomorfik, [mn 9 1) PTBAA Teorema 3.3 (ii)
tC, OK, ;
( 13; 3 1) L3 Akibat 3.3 (i)
[112thr > 1} PTBAA Akibat 3.3 (ii)
(3tn + 2, 2)-PTBAA Teorema 3.4 (i)
(3tn + 3, 2)-PTBAA Teorema 3.4 (ii)
(5tn + 3, 2)-PTBAA Akibat 3.4 (i)
(5tn + 2, 2)-PTBAA Akibat 3.4 (ii)
Gabungan t (2% m +m + k) — 4t +2, 1)- Teorema 3.5 mp + Ny + ky =
graf dumbbell, PTBAA m; + 1 + k;
t i : .
R @ S _omtm k) + 2 4 1) | Akibat3s tj?;;lnf,—,hr;:;t;
PTBAA 1<j<tt>2
Graf dumbbell (2(m+n+k)—1, 2)-PTBAA Teorema 3.6 k>2:m,n>3
Dmnk
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Penelitian lebih lanjut mengenai konstruksi (a, d)-PTBAA pada gabungan
graf lingkaran, gabungan graf matahari, dan gabungan graf dumbbell untuk nilai d
lain yang belum ditemukan diberikan dalam masalah terbuka berikut.

Masalah terbuka 1. Apakah gabungan dari t graf lingkaran an , 1 <<,

memiliki (a, d)-PTBAA dengan d {0, 3, 4, 5} untuk setiap bilangan bulat n; >3
dant>2.

Masalah terbuka 2. Apakah gabungan isomorfik dari t graf matahari C, © K,
memiliki (a, d)-PTBAA dengan d €{0, 3, 4, 5} untuk setiap bilangan genap n >4

dan bilangan bulat t > 2.

Masalah terbuka 3. Apakah gabungan t graf dumbbell, Uf:l D s dimana
My + Np + kn = mj+ nj + kj, h#j, 1 <h, j <t, memiliki (a, d)-PTBAA dengan
d €{0, 2, 3, 4, 5} untuk setiap bilangan bulat ki;>2 danm;, nj>3; 1< j<t; t>2.
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