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ABSTRAK
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Judul :  Karakteristik Aljabar Lie Berdimensi Kurang Dari 4

Aljabar Lie adalah ruang vektor atas suatu lapangan yang memenuhi beberapa
aksioma tertentu. Salah satu dari aksioma aljabar Lie ini dikenal dengan identitas
Jacobi. Dalam skripsi ini, dibahas karakteristik dari aljabar Lie seperti ideal,
homomorfisma dan struktur konstan. Selain itu juga dibahas aljabar yang
terturunkan dari suatu aljabar Lie. Untuk aljabar Lie berdimensi 2 dan 3 yang
dibahas adalah aljabar Lie yang non-abelian. Khusus untuk aljabar Lie berdimensi
3 yang dibahas hanya sampai aljabar yang terturunkan berdimensi 2 dan pada

lapangan kompleks.

Kata Kunci : aljabar Lie, homomorfisma, struktur konstan, aljabar yang
terturunkan.
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Lie algebra is a vector space over a field that satisfy some axioms. One of the
axioms is known as the Jacobi identity. In this thesis, it is discussed the
characteristics of Lie algebra such as ideal, homomorphism and constant structure.
Here, it is also discussed the derived algebra of Lie algebra. For the Lie algebra
with dimension 2 and 3 to be discussed is a non-abelian Lie algebra. Especially for
a 3-dimensional Lie algebra is discussed only to the derived algebra of dimension

2 on complex field.
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BAB 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Ruang vektor atas lapangan F adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi 2
operasi, yaitu penjumlahan antar vektor dan perkalian skalar dan memenuhi 10
aksioma. Aljabar telah dikenal sebagai salah satu bidang dalam matematika. Suatu
aljabar adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan operasi bilinier dan memenuhi
aksioma tertentu. Salah satu contoh aljabar adalah aljabar Lie.

Kerangka dari aljabar Lie diperkenalkan oleh matematikawan Norwegia yang
bernama Sophus Lie di akhir abad ke-19. Pada tahun 1873 Sophus Lie melakukan
penelitian yang kemudian hasil penelitian itu dikenal dengan Grup Lie. Setelah
memperkenalkan tentang Grup Lie kemudian ia memperluasnya menjadi aljabar
Eic.

Grup Lie ini sendiri banyak digunakan di bidang fisika sebelum ditemukannya
teori kuantum. Aljabar Lie ini sendiri berperan penting dalam pengembangan teori
Fisika pada abad ke 19, salah satunya yaitu Spectroscopy. Aplikasi pada aljabar
Lie ini sendiri cukup banyak seperti pada molekul yaitu vibron model, dan pada
atom yaitu atomic shell model, pada nuklir yaitu interacting boson model.

Aljabar Lie atas suatu lapangan adalah ruang vektor dengan pemetaan bilinear
yang disebut bracket Lie (dinotasikan dengan [-,-]) dan memenuhi 2 aksioma.
Secara umum, bracket Lie belum tentu komutatif dan asosiatif. Dalam skripsi ini,
dibahas karakteristik dari aljabar Lie seperti ideal, homomorfisma dan
isomorfisma. Untuk aljabar Lie berdimensi 2 dan 3 yang dibahas adalah aljabar
Lie yang non abelian. Khusus untuk aljabar Lie berdimensi 3 yang dibahas hanya
sampai aljabar yang terturunkan berdimensi 2 dan aljabar Lie yang ditinjau lebih

lanjut pada lapangan kompleks.

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup Penelitian

Perumusan masalah pada skripsi ini adalah sebagai berikut:
Bagaimana karakteristik dari aljabar Lie berdimensi kurang dari 4?

Ruang lingkup penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Untuk aljabar Lie berdimensi 2 dan 3 yang dibahas adalah aljabar Lie yang

non abelian.
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2. Untuk aljabar Lie berdimensi 3 yang dibahas adalah aljabar yang
terturunkan berdimensi 1 dan 2. Selain itu, yang ditinjau hanya aljabar Lie

pada lapangan kompleks.

1.3 Metodologi Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada pembahasan skripsi ini adalah studi

literatur tentang aljabar Lie.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah memahami karakteristik aljabar Lie berdimensi

kurang dari 4.
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BAB 2

Landasan Teori

Dalam skripsi ini dibahas mengenai beberapa teorema dan lema yang berkaitan
dengan aljabar Lie. Oleh karena itu, diperlukan pembahasan mengenai teori-teori
yang melatarbelakanginya dalam bab ini. Pertama-tama dibahas terlebih dahulu
definisi ruang vektor dan definisi yang berkaitan dengan ruang vektor, serta
definisi pemetaan linear dan pemetaan bilinear yang banyak digunakan dalam

skripsi ini. Setelah itu dibahas teori mengenai matriks dan aljabar.

2.1 Ruang Vektor

Pada subbab ini dibahas mengenai ruang vektor beserta sifat-sifat dari ruang vektor

itu sendiri seperti bebas linear, basis, dimensi.

Definisi 2.1. Misalkan F merupakan suatu lapangan, anggotanya disebut skalar.
Suatu ruang vektor V atas lapangan F adalah himpunan tidak kosong V yang
anggotanya disebut vektor dan dilengkapi dengan dua buah operasi. Operasi
pertama, disebut penjumlahan dan dinotasikan dengan +, mengoperasikan setiap
pasang vektor (u,v) pada V ke suatu vektor u+v pada V. Operasi kedua, disebut
sebagai perkalian skalar, mengoperasikan setiap pasang (ru) € F XV ke suatu
vektor ru di V. Lebih lanjut, beberapa sifat berikut harus dipenuhi :

1. (Sifat asosiatif penjumlahan) Untuk semua u,v,w €V,
u+ (v+w) = (u+v)+w.
2. (Sifat komutatif penjumlahan) Untuk semua u,v €V,
ut+tv=v+u.
3. (Keberadaan vektor nol) terdapat suatu O € V dengan sifat
Ot+u=u+0=uVueV.

4. (Keberadaan invers terhadap penjumlahan) Untuk semua u € V, terdapat suatu

vektor di 'V, dinotasikan dengan -u , dengan sifat
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5. (Sifat perkalian skalar) Untuk semua a,b € F dan semua u,v €V,

alu+v) = au+tav
(a+b)u = au+bu
(ab)u = a(bu)

lu = u.

(S. Roman, 2007, hal. 35-36)

Definisi 2.2. Subruang dari ruang vektor V adalah himpunan bagian tak kosong U
C Vdengan U merupakan ruang vektor dengan operasi penjumlahan dan
perkalian skalar yang sama dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar
vang dimiliki oleh V.

(B. Jacob, 1990, hal. 100)

Definisi 2.3. Misalkan V adalah ruang vektor atas F, maka vektor vy,...,v, €V
dikatakan bebas linear jika o.1vi + ... + o,v, = 0, dengan oy,...,0, € F,
mengakibatkan o) = 0 = ... = o, = 0.

(B. Jacob, 1990, hal. 185)

Definisi 2.4. Misalkan vi,vy,...,v, adalah vektor dan o, 09, ...,Q, merupakan
skalar. Vektor w = oi1vy + 0o vy + ... + O, Vv, disebut kombinasi linear dari
V1,V2,...,V,. Himpunan seluruh kombinasi linear dari vi,v;, ..., v, disebut
rentangan dari vy, v, ..., v, dan dinotasikan sebagai span{vy,vy,...,vn}.

(B. Jacob, 1990, hal. 86)

Definisi 2.5. Himpunan vektor {vi,vy,...,vy} pada suatu ruang vektor V disebut
basis untuk 'V jika

1. vi,va,...,v, bebas linear.

2. span{vi,vy, .., v} =V.

(B. Jacob, 1990, hal. 114)

Teorema 2.6. (Teorema Perluasan Basis / Basis Extension Theorem) Misalkan
V1,V2,...,Vs merupakan vektor-vektor yang saling bebas linear pada ruang vektor
V yang berdimensi n. Maka terdapat wgi1,Ws+2,...,w, € V sedemikian sehingga
himpunan {v,va,,Vs,Wgi1,Ws 42, ..., Wy } merupakan basis untuk V.

(B. Jacob, 1990, hal. 121)

Definisi 2.7. Misalkan V merupakan ruang vektor dan memiliki basis dengan n
anggota maka V dikatakan mempunyai dimensi n.
(B. Jacob, 1990, hal. 115)
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Definisi 2.8. Himpunan rentangan minimal untuk ruang vektor 'V adalah
himpunan dari vektor yang merentang ruang vektor V, tetapi untuk setiap
subhimpunan tidak merentang V. Himpunan bebas linear maksimal untuk ruang
vektor V adalah himpunan yang merupakan subhimpunan dari V dimana setiap
subhimpunan yang lebih besar tidak bebas linear.

(B. Jacob, 1990, hal. 120)

Hubungan antara himpunan rentangan minimal, himpunan bebas linear maksimal

dengan basis ada pada lema berikut ini.
Lema 2.9. Misalkan vy,v3,...,v, adalah elemen dari ruang vektorV.

(i) Jika {v1,va,...,vn} adalah himpunan rentangan minimal untuk V jika dan

hanya jika {vi,va,...,vn} adalah basis untuk V.

(ii) Jika {v1,v2,...,vn} adalah himpunan bebas linear maksimal dari V, maka

{v1,v2,...,v, } adalah basis untuk V.

(B. Jacob, 1990, hal. 120)

2.2 Pemetaan Linear dan Pemetaan Bilinear

Sebelum mengenal pemetaan bilinear, dikenal pemetaan linear. Selanjutnya
dibahas tentang sifat-sifat pemetaan linear. Pada subbab ini juga dibahas mengenai
matriks representasi dari pemetaan linear, kemudian mengenai matriks dibahas

pada subbab selanjutnya.

Definisi 2.10. Misalkan V, V’ adalah ruang vektor atas lapangan K. Pemetaan

linear
F: V=V

adalah pemetaan yang memenuhi dua sifat berikut :

1. Untuk setiap vektor u,v €'V
Fu+v)=F(u)+F(v).
2. Untuk setiap c € K danv €'V,
F(cv) =cF(v).

(S. Lang, 1987, hal. 51-52)
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Definisi 2.11. Misalkan T : V — W adalah pemetaan linear, dengan

B ={vi,v2, -+ ,v,} adalah basis terurut dari ruang vektor'V dan

C ={wy,wa, -+ ,wn} adalah basis terurut dari ruang vektor W. Didefinisikan
matriks m x n Tgc = (a;;) dengan elemen a;; ditentukan secara unik dengan

persamaan
T(vj) =aijwi+ayjwr+ -+ amjwpn.
Matriks Tpc disebut matriks representasi dari pemetaan linear T.

(B. Jacob, 1990, hal. 194)

Matriks representasi dari komposisi dari 2 pemetaan adalah hasil kali matriks

representasi dari masing-masing pemetaan, hal ini ada pada teorema berikut ini.

Teorema 2.12. Misalkan S:V — W dan T : U — V adalah pemetaan linear
(sehingga SoT : U — W adalah pemetaan linear). Misalkan B,C,D adalah basis
terurut untuk U,V,W. Maka

(SoT)gp = ScpTpc

(B. Jacob, 1990, hal. 200)

Definisi 2.13. Misalkan T : V — W merupakan pemetaan linear.
(i) Kernel dari T, dinotasikan sebagai ker(T), didefinisikan sebagai

ker(T)={v e V|T(v) =0}.
(ii) Image dari T, dinotasikan sebagai im(T), didefinisikan sebagai
im(T)={T(v)|v€V}.

(B. Jacob, 1990, hal. 181)

Definisi 2.14. Misalkan T : V — W adalah pemetaan linear. Dimensi ker(T')
dikatakan nullitas dari T dan dinotasikan null(T). Dimensi dari im(T) dikatakan
rank dari T dan dinotasikan rk(T).

(B. Jacob, 1990, hal. 182)

Berikut ini, adalah teorema tentang rank dan nullitas.

Teorema 2.15. Misalkan T : V — W adalah pemetaan linear, dengan V adalah
ruang vektor berdimensi hingga. Maka rk(T )+ null(T) = dim(V).
(B. Jacob, 1990, hal. 184)
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Jika basis pada suatu ruang vektor dipetakan dan hasil pemetaannya ada pada
daerah hasil, maka pemetaan yang dibentuk adalah pemetaan linear, hal ini ada

pada teorema berikut ini.

Teorema 2.16. DiasumsikanV dan W adalah ruang vektor. Misalkan
{v1,v2,....,vu } adalah basis dari V dan wi,wy, ....,w, € W. Maka ada pemetaan
linear yang unik T : V — W sedemikian sehingga T (vi) = wy, T(v2) =wo, ...,
T (vn) = wp.

(B. Jacob, 1990, hal. 173)

Definisi 2.17. Pemetaan linear T : V — W dikatakan satu-satu jika u,v €V dan
T(u) =T (v) maka u = v. Pemetaan linear T dikatakan pada jika im(T) = W.
(B. Jacob, 1990, hal. 185)

Teorema berikut ini adalah teorema tentang isomorfisma di ruang vektor.

Teorema 2.18. MisalkanV dan W ruang vektor berdimensi-hingga dan
T :V — W adalah pemetaan linear. Maka

1. (i) T satu-satu jika dan hanya jika ker(T) = {0}.

2. (ii) T satu-satu jika dan hanya jika ketika vi,v,...v, bebas linear di 'V,
T(v1),T(v2),..;T(vy) bebas linear di W.

3. (iii) T pada jika dan hanya jika rk(T) = dim(W ).

4. (iv) T isomorfisma jika dan hanya jika saat {v,v>,...,v,} adalah basis
untuk V, {T (vi),T(v2)s.-., T (v,)} adalah basis untuk W.

5. (v) Jika T isomorfisma maka dim(V) = dim(W) .

6. (vi) Jika T isomorfisma maka T~ ada sebagai sebuah fungsi dan
T~ W — V adalah sebuah isomorfisma.

(B. Jacob, 1990, hal. 187)

Definisi 2.19. Misalkan W\ dan W, subruang dari ruang vektor V. Maka
V =W, @W, jika

1. () WiNnWw, =0.
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2. (ii)) V. = Wi +Wa, yaitu setiap v € V dapat dinyatakan sebagai v =wi + w»,
dengan wi € Wi dan wy € W;.
V disebut sebagai hasil tambah langsung dari W1 dan W,.

(B. Jacob, 1990, hal. 268)

Definisi 2.20. Misalkan U,V, W adalah ruang vektor atas F , dan
g:UxV W

adalah pemetaan. Pemetaan g adalah pemetaan bilinear jika untuk suatu u € U

yang tetap, pemetaan
v g(u,v)

adalah linear dan untuk suatu v € V yang tetap, pemetaan
u— g(u,v)

adalah linear. Atau dapat disimpulkan dari kondisi pertama

gluvr+w) = glu,vi)+gu,m)
g(u,ev) = cg(u,v)

dan serupa untuk kondisi kedua.
(S. Lang, 1987, hal. 118-119)

2.3 Matriks

Pada subbab ini dibahas berbagai hal mengenai matriks seperti trace, keserupaan

matriks, matriks yang dapat didiagonalkan, nilai eigen dan vektor eigen.

Definisi 2.21. Diberikan matriks persegi A. Didefinisikan trace dari matriks A

sebagai
tr(A) =aj+ay+...+an,.

(B. Jacob, 1990, hal. 180)
Pemetaan dari matriks ke tracenya adalah pemetaan linear.

Lema 2.22. tr: M, »,(F) — F adalah pemetaan linear.
(B. Jacob, 1990, hal. 180)
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Bukti.
tr(A+B) = an+bi+axn+bn+...+aym+by
= ay+taxn+..+ayum+bi1+byn+..+by
= tr(A)+1tr(B).
tl’(OCA) = oajp+oaxy+...+oa,,
= oay +axn+... +am)
= a(tr(A)).
Jadi terbukti #r adalah pemetaan linear. [

Teorema 2.23. Jika A, B adalah matriks persegi maka tr(AB) = tr(BA).
(S. Roman, 2007, hal. 188)

Bukti. Misalkan AB =C, maka ci1 =Y a1;bj1, co =Y azibin, ... ,

Con = L q anibin. Didapatkan tr(C) = cj1+cn+ ...+ cm =Yy Z?ZI ajibi;.
Misalkan pula BA = D, maka dyjy = Y1 biai1, dp =Y. briap, ..,

bpn =Y. | bpiain. Didapatkan (D) =d+dn+...+dm =Y}, 27:] bjia;;. Jadi
tr(AB) =tr(BA). O

Definisi 2.24. Misalkan T : V — V adalah pemetaan linear. Jika v € V bukan
vektor nol dan ada skalar k sedemikian sehingga T (v) = kv, kita katakan v adalah
vektor eigen dari T. Skalar k disebut nilai eigen dari v yang bersesuaian dengan

vektor eigen v.
(B. Jacob, 1990, hal. 270)

Definisi 2.25. Diberikan matriks persegi A. Matriks A dikatakan diagonal jika
a;j = 0 untuk i # j.
(B. Jacob, 1990, hal. 30)

Definisi 2.26. Diberikan matriks persegi A dan B. Jika terdapat matriks P yang
dapat dibalik sedemikian sehingga A = PBP~", maka dikatakan matriks A dan B
serupa.

(B. Jacob, 1990, hal. 201)

Definisi 2.27. Diberikan matriks persegi A. Matriks A dikatakan dapat

didiagonalkan atas F jika A serupa ke suatu matriks diagonal.
(B. Jacob, 1990, hal. 218)
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Teorema 2.28. Matriks persegi A dapat dibalik jika dan hanya jika A = 0 bukan
merupakan nilai eigen dari A.
(H. Anton, 2005, hal. 366)

Teorema 2.29. Jika matriks persegi A mempunyai n nilai eigen yang berbeda
maka A dapat didiagonalkan.
(H. Anton, 2005, hal. 374)

2.4 Aljabar

Definisi 2.30. Sebuah aljabar atas lapangan F adalah ruang vektor A di F dengan

pemetaan yang bilinear

AXA—A,

(x,¥) = xy.

Kita katakan xy adalah hasil kali antara x dan y.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 5)
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BAB 3
Aljabar Lie

3.1 Definisi Aljabar Lie

Pada sub bab ini dibahas mengenai definisi aljabar Lie dan beberapa lema dasar

yang dihasilkan dengan menjalankan definisi dari aljabar Lie.

Definisi 3.1. Misalkan F adalah lapangan. Aljabar Lie atas F adalah ruang

vektor L atas F dengan pemetaan bilinear (disebut Bracket Lie)

[—,—] : LXxL—L,
(%,3) = [y,
yang memenuhi 2 aksioma, yaitu:
(L1) [x,x]=0,VxelL.
(L2) [x, [z} + [ [z, x]] + [z, [x,y]] =0, Vx,y,z € L.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 1)

Bracket Lie [x,y| biasa disebut commutator dari x dan y. Aksioma ke 2 dari
Bracket Lie disebut juga Identitas Jacobi. Karena Bracket Lie merupakan

pemetaan bilinear dan aksioma (L1), maka

0 = [x+y,x+y]
= o]t oy + 0,6+ )l
= 0+ [x,y]+[v,x]+0
= [yl + DA,

(LY [x,y] = —[y,x].

Aljabar Lie L dikatakan abelian jika [x,y] = [y,x], Vx,y € L.
Salah satu kondisi yang menyebabkan aljabar Lie L abelian terdapat pada lema

berikut ini.

Lema 3.2. Aljabar Lie L abelian jika dan hanya jika [x,y| = 0, Vx,y € L.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 2)

11
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Bukti. Misal L adalah aljabar Lie yang abelian maka [x,y] = [y, x]. Dari akibat
(L1") didapat [y, x] = [x,y] = —[y,].

[v,x] = —[y,x] dipenuhi jika [y,x] = 0, sehingga didapat [x,y] = [y,x] =0, Vx,y € L.
Jika [x,y] =0, Vx,y € L maka [x,y| =0 = —0 = [y,x], Vx,y € L. Jadi L abelian. []

Sifat dari bracket Lie dengan O terdapat pada lema berikut ini.

Lema 3.3. Misalkan L adalah aljabar Lie. [v,0] =0 =[0,v], Vv € L.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 2)

Bukti. Berdasarkan aksioma (L.1) dari aljabar Lie,
0=[wv]=[vv+0]=[v,v]+[v,0] = 0+ [»,0] = [v,0] = —[0,V].

Jadi didapat [v,0] = 0 = [0, v]. O
Syarat agar 2 vektor di aljabar Lie bebas linear dibahas pada lema berikut ini.

Lema 3.4. Misalkan L adalah aljabar Lie atas F. Jika x,y € L dan memenuhi
[x,y] # 0, maka x dan y bebas linear
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 2)

Bukti. Perhatikan oijx + 0y = 0, dengan oy, 0 € F,

Berdasarkan Lema 3.3, maka

0 = [x,0qx+00Y]
=[x, 0]+ [x,00)]
= oulx,x]+0[x,y]
= 0+oapx,y]
= ax,y].

0 = [oyx+02y,)]
= o2,y + [02y:y]
= oufx,y]+onfyy]
= oyfxy]+0

= ayx,y]

Karena [x,y] # 0 maka o, = 0 dan oy = 0.
Akibatnya, didapat ot = o = 0 jika oy x+ 0o y = 0. Jadi x dan y bebas linear. []

Karakteristik Aljabar..., Andrew, FMIPA Ul, 2012



13

3.2 Contoh Aljabar Lie

Pada bagian ini dibahas beberapa contoh dari aljabar Lie dari berbagai ruang

vektor dengan definisi bracket Lie tertentu.

Contoh 3.5. Ruang vektor riil R3 bersama bracket

[x,y] = x Xy,

dengan x X y adalah hasil kali silang (cross product) biasa antara vektor x dan y,

merupakan aljabar Lie.
Selanjutnya, ditunjukkan operator [-,-] bilinear yaitu :
L [xa+25,5] = [xa, ] + X6, ), ¥ a0, %5, y €R.
2. [oqxg,y] =04 [xa,], YV 01 ER, x4,y € R,
3. [%,ya+¥s] = [x,ya] + [x,38), ¥ Ya» Y5, ¥ €R.
4. [x,00y4] = 02 [x,v4] ¥, 02 € R, x,y, € R3,

Misal x, = (x1,1, %21, %3,1), Xp = (¥1,2, X225 x32) dany = (y1,¥2,y3)-
Xa+xp = (xif1 Fx12, X2,1 FXa2, %3 1 +%32).

a+xp,y] = ((21+x22)y3 = (131 +x32)y2, (3,1 +x32)y1 — (*1,1 +X1.2)3,
+(x1,1+x12)y2 — (x2,1 +Xx22)y1)

= (%2,1y3 = X3,1¥2,%3,191 — X1,1¥3,%1,1Y2 — X2,1)1) + (¥2,2Y3 = X3 2)2,
+X3201 = X1,2Y3,%1 2Y2 = X2,291)

= [xapy) + [, ).

[Olixa,y] = (O4x2,1y3 — O1X3,1y2, 001 X3,1Y1 — O1X1,1Y3, 01 X1,1Y2 — OL1X2,1)1)
= o (xz,l)@ —X3,1Y2,X3,1Y1 — X1,1Y3, 01X]1,1Y2 —X2,1y1)

= (xl[xavy]'

Dengan cara serupa dapat dibuktikan juga butir 3 dan 4.

Selanjutnya, ditunjukkan [x,x] = 0 Vx € R3.

[x,x] = (x2x3 — x3X2,x3X] —x1x3,x1 X2 —x2x1) = (0,0,0).

Untuk menunjukkan [-,-] memenuhi Identitas Jacobi, digunakan persamaan yang

berlaku di R3 berikut
x, [v2]] = (x-2)y — (x-y)z, (3.1)
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dengan operator - adalah hasil kali titik di R3. Terlebih dahulu ditunjukkan
persamaan (3.1) berlaku. Misalkan x = (x1,x2,x3), y = (v1,¥2,¥3), 2= (21,22,23)

[x7 [y,z]] = [(xl,xz,m), ()’2Z3 — Y322, y321 — Y133, Y122 —y2Z1)]-

[, [y, 2]]

= (x2(y1z2 —y221) —x3(y321 —¥123),X3(223 — y322) — X1 (V122 — y221)
x1(y321 —y123) — 02(y223 — ¥322))

= (X2y122 +X3Y123 — X2)221 — X3Y321,X3Y223 +X1Y221 — X3Y322 — X1Y122
,X1y321 +X1Y321 +X2Y322 — X1Y123 — X2Y223)

= (x¥122 +X3Y123 +X1Y121 — X1Y121 — X2Y221 — X3Y321,X2)222 — X2Y222
—X3Y322 — X1Y122,X3Y223 F X1Y221 + X1Y321 + X1Y321 +X2Y322
+X3Y323 — X3Y323 — X1Y123 — X2Y273)

= (x2y122 + X3Y123 + X1Y121,%3Y223 + X1y221 + X2Y222, X1Y321 + X1Y321
+x2¥32 +x3y323) — (%1121 +X2y221 + X3Y321, %2222 ++ X3Y322 +X1Y120
,X3Y323 +X1Y123 +X2223)

= (%121 +x222 +x323) (1,52, ¥3) — (Xiy1 +x2y2 +x33) (21,22, 23)

= (x-Zy=(=yz

e, 2]+ [2,x]] + [z 6] = (-2)y—(x-y)z+-x)z—(-2)x+(z-y)x— (z-x)y
- 0.

Contoh 3.6. Misalkan V adalah ruang vektor berdimensi hingga atas F. Diberikan
ruang vektor gl(V) = {f: V=V, f pemetaan linear}. Ruang vektor gl(V) atas F
adalah sebuah aljabar Lie jika didefinisikan Bracket Lie [-,-]

[, y] = xoy—yox|Vx,y € gl(V),

dengan simbol o menotasikan komposisi fungsi.

Dapat ditunjukkan [x, y| bilinear, yaitu :

L. [x1 +x2,y] = [x1,y] + [x2,5], V x1, x2, y € gl (V).
2. e yi+y2] = [yl + [x,y2], VX, i, v € gL(V).
3. [(xlxl,y] = Ocl[xl,y], Vo eF.

4. [x,apy1] = 0afx,y1],Vap € F.
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X1 +x2,5] = (x14+x2)oy—yo(x;+x2)
= X10y+X20y—yox]; —yoxs
= Xjoy—yox;+x0y—yox
= [,y + [,

eoyr+y2] = xo(yi+y2)— (i +y2)ox
= XO0Yy]+XO0yp —yj0x—y20x
= XOYy1 —Y10X+XO0y>—)20X
=[]+ [l

laxi,y] = oxjoy—yoaxy
= oy(xjoy) —ou(yoxs)
= y(x 0y —yoxp)
= ol

[x,00y1] = xo0py; —0pyiox
= op(xoyr)—o(y1ox)
= o(xoy1 —y1ox)

== 0‘2[’%)’1]-

Jelas [x,x] =0, Vx € gl (V).
Dapat ditunjukan [—, —] memenuhi identitas Jacobi, yaitu :
b, bl + b, [z, 4] + [z, [, 0] = 0, V v,z €. 81H(V).

[x, s 2ll = D 2ol + [z, [, ]

= xolpz—[ngoxtyolzx]—[z,xloy+zolxy] —[x,y]oz

= xo(yogz—zoy)=(yoz—zoy)ox+yo(zox—xo0z)—(zox—xoz)oy
+z0(x0y —yox) =(Eoy = yox)oz

= X0yO0Z—XOZOYy—YyO0ZOX+ZOYyOX+YyOZOX—yOX0Z—Z0X0Oy+X0Z0Yy
+zoxoy—zoyox—xoyoz4yoxozg

= 0.
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Contoh 3.7. Ruang vektor gl(n,F) yang terdiri dari matriks berukuran n X n atas
lapangan F adalah aljabar Lie dengan bracket Lie yang didefinisikan sebagai
berikut

b, y] = xy — yx,
dengan xy adalah perkalian standar antara matriks x dan matriks y.

Perhatikan, Contoh 3.7 adalah bentuk matriks dari Contoh 3.6.

Himpunan s/(n,F) = {A € gl(n,F) : tr(A) = 0} adalah subruang dari gl(n,F),
sehingga dengan mendefinisikan bracket Lie [x,y| = xy — yx pada sl(n, F') didapat
sl(n, F) membentuk aljabar Lie. Aksioma (L1) dan (L2) jelas terturunkan dari
gl(n,F).

3.3 Struktur Konstan

Misalkan L adalah aljabar Lie atas lapangan F dengan basis {xj,x,..... ,Xn .
Didefinisikan skalar a{-‘j € F sehingga

n
[x,-,xj] = Z aff]-xk.
k=1

Skalar af.‘j adalah struktur konstan dari L yang berhubungan dengan basis.
Ditekankan di sini ai.‘j tergantung pada pemilihan basis dari L. Pemilihan basis
yang berbeda secara umum memberikan struktur konstan yang berbeda. Karena
aksioma L1 dan akibat (L1"), [x;,x;] = 0, Vi dan [x;,x;] = —[x;,x;], V i, j maka bisa
k

didapatkan g;; = 0, a;; = aj;. Jadi di sini, cukup mengetahui struktur konstan a; i
dengan1 <i < j<n.
Berikut adalah contoh dari struktur konstan pada aljabar Lie. Misal e, e, e3 basis

pada s/(2,C) dengan

01 0 0 1 0
e1 — éH) — é3 —
! 007 =) 0 —1

Bisa didapatkan [e1,ez] = e3, [e1,e3] = —2ey, [e2,e3] = 2e, maka struktur konstan
dari s/(2,C) dengan pemilihan basis {ej, e, e3} adalah
a}z = O,a%2 = O,a%2 = 1,a{3 = —2,a%3 = O,a?3 = 0,aé3 = O,a%3 = 2,(1%3 =0,

sisanya bisa didapatkan dari sifat struktur konstan.
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3.4 Subaljabar dan Ideal

Pada subbab ini dibahas tentang subaljabar, ideal, dan pusat.

Definisi 3.8. K adalah subaljabar Lie dari aljabar Lie L jika K subruang dari L

dan memenuhi
[x,y] € K, Vx,y € K.

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 3)

Definisi 3.9. I adalah ideal dari aljabar Lie L jika I subruang dari L dan

memenuhi
[x,y]el,VxeLyel

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 4)

Di dalam aljabar Lie tidak perlu dibedakan antara ideal kiri dan kanan karena [x, y|
= —[y,x]. Jika [x,y] € I maka —[y,x| € I, sehingga —(—[y,x]) € I atau [y,x] € L.

Oleh karena itu, jika [x,y] € IV x € L,y € I maka [y,x] € I. Salah satu contoh ideal
yaitu pada b(n, F) (ruang vektor yang berisi matriks segitiga atas) yang merupakan

subaljabar Lie dari s/(n, F)) adalah himpunan matriks

A

Ternyata ideal dari aljabar Lie adalah sebuah subaljabar Lie juga, hal ini ada pada

lema berikut ini.

Lema 3.10. Sebuah ideal dari aljabar Lie adalah sebuah subaljabar Lie.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 4)

Bukti. Misalkan a,b € I. Karena I subruang dari L maka b € L. Karena [ ideal
maka [a,b] €. Jadi, jika I sebuah dideal dari L maka I adalah subaljabar dari L. [

Catatan Subaljabar belum tentu ideal.

Definisi 3.11. Pusat dari aljabar Lie L adalah
Z(L)y={x€eL:[x,y]=0,VyeL}.

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 4)
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Syarat agar suatu aljabar Lie sama dengan pusat dari aljabar Lie ada pada lema

berikut ini.

Lema 3.12. L = Z(L) jika dan hanya jika L abelian.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 4)

Bukti. Misalkan L = Z(L). Ambil sembarang x,y € L maka x,y € Z(L). Didapat
[x,y] = [y,x] = 0. Jadi jika L = Z(L) maka L abelian.

Misalkan L abelian, maka [x,y] = [y,x] V x,y € L. Karena [x,y] = —[y,x] dan

[x,y] = [,x], didapat [y,x] = —[y,x] sehingga [y,x] = 0 dan [x,y] = 0 . Karena

[x,y] = [y,x] =0, ¥ x,y € L maka x,y € Z(L). Jelas bahwa di sini x € Z(L) maka

x € L. Jadi jika L abelian maka L = Z(L). O

3.5 Homomorfisma

Definisi 3.13. Misalkan L) dan L, adalah aljabar Lie atas lapangan F. Fungsi @ :

Ly — Ly adalah sebuah homomorfisma jika ¢ adalah pemetaan linear dan

o([xy]) = [0(x),0(y)]; Vx,y € Li. (3.2)

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 4)

Yang perlu diperhatikan dalam Definisi 3.13 adalah Bracket Lie pertama adalah
Bracket Lie di Ly sedangkan Bracket Lie kedua adalah Bracket Lie di L,.
Homomorfisma ¢ dikatakan isomorfisma jika @ bijektif.

Misalkan L adalah aljabar Lie, definisikan pemetaan
ad: L — gl(L),

dengan (adx)(y) = [x,y] ¥ x,y € L. Pemetaaan ad adalah pemetaan linear. Untuk
menunjukkan ad adalah sebuah homomorfisma, cukup diperiksa apakah

(ad[x,y]) = [ad(x),ad(y)] ¥ x,y € L. Pada Contoh 3.6 telah dibahas Bracket Lie di
gl(L) adalah [x,y] = xoy—yox. Akibatnya untuk menunjukkan ad adalah sebuah

homomorfisma maka perlu ditunjukkan ad([x,y]) = adxoady — adyoad x. Ambil
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sembarang z € L maka

= [xyl.7]

= [l 4 2]l

= (adx)([y,2]) + (ady)([z,x])

= (adx)(ady)(z) — (ady)([x,2])

= (adx)(ady)(z) — (ady)(ad x)(z),

(ad[x,y])(z)

sehingga didapatkan (ad[x,y]) = adxoady —adyoadx.
Homomorfisma ini dikatakan homomorfisma adjoint.

Lema 3.14. Misalkan Ly, L, adalah aljabar Lie atas F. Jika ¢ : Ly — L adalah
sebuah homomorfisma, maka ker (@) adalah ideal dari L.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 5)

Bukti. Ambil y € ker (¢) danx € L;. y € ker (@) berarti y € Ly,9(y) =0 € L.
Karena x,y € L; maka [x,y] € L;. Karena ¢ homomorfisma,

o(lxy]) =

Didapat [x,y] € L; dan ¢ [x,y] = 0 maka [x,y] € ker (¢)
Karena y € ker (¢) dan x € Lj menyebabkan [x,y] € ker (¢), maka ker (@) adalah
ideal dari L. L]

Lema 3.15. Misalkan L, L, adalah aljabar Lie atas F. Jika @ : L1 — L adalah
sebuah homomorfisma, maka image @ ( im (@) ) adalah subaljabar dari L.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 6)

Bukti. Ambil x,y € im (). Karena x € im (¢) maka Ix € L; 3 ¢ (x ) = x. Karena
yeim(p)makady €L 3¢ (y)=y.

Pilih 2 = [¥.y/], perhatikan ¢(z) = ([, ']) = [(), (/)] = [x,)].

Dapat disimpulkan [x,y] € L. N

2 aljabar Lie yang isomorfik pasti mempunyai dimensi yang sama dan 2 aljabar
Lie abelian mempunya dimensi yang sama isomorfik hal ini ditunjukkan pada lema

selanjutnya.
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Lema 3.16. Misalkan L, L, adalah aljabar Lie yang berdimensi hingga dan
abelian. Ly, L, isomorfik jika dan hanya jika dimensi Ly dan L, sama.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 8)

Bukti. Misalkan T adalah isomorfisma dari L ke L,. Misalkan L. memiliki n
vektor basis. Berdasarkan Teorema 2.18 (iv), T adalah isomorfisma maka basis L;
dipetakan menjadi basis di L, sehingga basis di L, terdiri atas n vektor juga. Jadi
L dan L, memiliki dimensi yang sama.

Jika L; dan L, memiliki dimensi yang sama yaitu n, maka berdasarkan Teorema
2.16 dapat dibuat pemetaan linear f yang memetakan vektor basis L ke vektor
basis di L,. Selanjutnya, berdasarkan Teorema 2.18 (iv) f pemetaan bijektif.
Untuk x1,x» € L, berdasarkan Lema 3.2

f([x17x2]) =0= [f(x1)7f(x2)]v

sehingga f adalah isomorfisma dari L; ke L. Jadi L dan L, isomorfik. O]

2 aljabar Lie yang berdimensi hingga dengan pemilihan basis tertentu sehingga
struktur konstannya sama maka 2 aljabar Lie tersebut isomorfik, hal ini terdapat

pada lema berikut ini.

Lema 3.17. Misalkan Ly dan Ly adalah aljabar Lie yang berdimensi hingga.
Misalkan Ly dan L, mempunyai basis sedemikian hingga struktur konstannya
sama maka L) dan L, isomorfik.

(Adam Bower, 2005, hal. 1)

Bukti. Misalkan L) mempunyai basis {xj,x7,...x, } dan L, mempunyai basis
{y1,y2, .., yn} sedemikian sehingga struktur konstan terhadap basis L; dan L, yang
dipilih sama, untuk i, j = 1,2,....n

n

P i Zcfj S W
i=1

dan
ok
b’b)’j] = Zdij yi,k=1,2,...,n,
i=1
dan
ki =dlVk=12,..,n.
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Berdasarkan Teorema 2.16, dapat didefinisikan pemetaan linear ¢ : L; — L, dengan

O(xi) =yii=1,2,...,n

Berdasarkan Teorema 2.18 (iv) maka ¢ bijektif. Dari sifat kelinearan, maka cukup
diperiksa persamaan (3.2) pada vektor basis saja. Misalkan i, j € {1,2,....,n}.
Maka

n n
O([xi,x;]) Zcu Xk Zcfj () = Zcffyk'
= i=1 i=1

Karena struktur konstan dari basis yang telah dipilih sama, didapat

n
Y clive= Z%m visys] = O, xj])-
i=1

Kesimpulannya ¢ adalah homomorfisma dan lebih lanjut karena ¢ bijektif maka ¢

adalah isomorfisma. ]

3.6 Derivasi

Definisi 3.18. Misalkan A adalah aljabar atas lapangan F. Derivasi dari A
adalah pemetaan linear di F', D : A — A yang memenuhi

D(ab) = aD(b) + D(a)b Y a,b € A.

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 6)

Misal Der A adalah himpunan dari semua derivasi A. Himpunan ini tertutup
terhadap penjumlahan dan perkalian skalar serta mengandung pemetaan nol. Dapat
dikatakan, DerA adalah subruang dari g/(A). Lebih lanjut, DerA adalah subaljabar
Lie dari gl(A).

Lema 3.19. Jika D dan E adalah derivasi maka [D,E] juga derivasi.
[D,E|=DoE—EoD.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 6)

Bukti. Misalkan D dan E adalah derivasi dari A Dapat ditunjukkan

[D,E] = DoE — E o D adalah pemetaan linear dari A ke A. Dengan kata lain,
ditunjukkan sebagai berikut :

1. [D,E] (x1 +X2) = [D,E] (xl) + [D,E] ()Q) Vxi,x € A.

2. [D,E](ox) = a|D,E](x), Vo € F.

Karakteristik Aljabar..., Andrew, FMIPA Ul, 2012



Ambil x;,x, €A,0 € F,

[D,E](xl +X2) = (DOE)(X] +X2) —

= D(E(x1) +E(x2)) -
= D(E(x1))+

= [D7E](x1) + [D,E](xz).

ID,E](0x) = (DoE)(

= D(aE(x)) —E(aD(x))
= aD(E(x)) — aD(E(x))
= oD, E](x).
[D,E|(ab) = (DoE)(ab)— (EoD)(ab)
= D(aE(b)+E(a)b) —E(aD(b)+D(a)b
= D(aE(D))+D(E(a)b) — E(aD(b)) —
= aD(E(b)) +D(a)E(b) + E(a)D(
—aE(D(b)) E(a)D(b) — D(a)E(b) —
= aD(E(b)) +D(E(a))b—aE(D(b)) =

¥
)

o) — (E o D) (cx)

= a[D.E](b)+ D, E](a)b.

Jadi [D, E] (ab) = a[D, E](b) + [D, E](a)b.

3.7 Mengkonstruksi Ideal

(E OD) (x1 +x2)
E(D(x1) + (D(x2))
D(E(x2)) — E(D(x1)) —

22

Pada bagian in1 dieksplorasi beberapa konstruksi dari beberapa ideal. Misalkan /

dan J adalah ideal dari aljabar Lie L. Ada beberapa cara agar didapat ideal baru

dari I dan J.

Lema 3.20. Misalkan I dan J adalah ideal dari aljabar Lie L maka 1N J ideal dari

L.

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 11)

Bukti. Karena I dan J masing masing subruang dari L maka /N J subruang dari L.

Misalkanx € LdanyeINJ.JikayelINJmakaye/ldanyeJ. I danJ
masing-masing ideal dari L, maka [x,y] € I dan [x,y] € J. Karena [x,y] € I dan

[x,y] € J maka [x,y| € INJ. Jadi INJ ideal dari L.
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Lema 3.21. Misalkan I dan J adalah ideal dari aljabar Lie L maka
I+J={x+y : xe€l,y€J} adalah ideal dari L.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 11)

Bukti. I dan J ideal maka I dan J tidak kosong sehingga I + J tidak kosong.
Misalkan a € I +J dan b € [ 4 J. Tulis a = x1 +y; dengan x| € I,y; € J dan

b = xp +y, dengan x; € I,y, € J. Perhatikan a + b = x1 +y; +x2 + y» dengan
x1+x2€l,y1+y; €J. Misalkan pula ot € F. ova = ouxy; + o yy, jelas di sini

oa € I+J. Jadi I 4 J subruang dari L.

Misalkan ¢ € L dand €I+ J. Tulis d = x3 + y3 dengan x3 € I, y3 € J. Perhatikan
[c,d] = [c,x3+y3] = [c,x3] + [c,y3]. I dan J ideal serta x3 € I, y3 € J maka

[c,x3] €1 dan [c,y3] € J, sehingga [c,d] € I+ J. Jadi [ + J adalah ideal dari L [

Lema 3.22. Misalkan I dan J adalah ideal dari aljabar Lie L maka
[1,J] = span{[x,y] : x € I,y € J} adalah ideal dari L.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 11)

Bukti. I dan J ideal maka I dan J tidak kosong sehingga 7 + J tidak kosong. Ambil
sembarang a € [I,J] akan ditunjukkan a € L. a € [I,J] maka dapat dinyatakan

a = ci[x;,yi| + ... cn[xn,ys] dengan x; € I,y; € J,i=1,...,n. I dan J ideal dari L
maka a € L. Didapat a € L maka [I,J] C L. Misalkan b € [I,J] dan ¢ € [1,J].

b € [I,J] maka b dapat dinyatakan b = k;[x;,y;] + ... + kn[x,,y,] dengan

x; €l,y; €J,i=1,...,ndan c € [I,J] maka c dapat dinyatakan

c=1jlx;,yjl+ ...+ Lu[Xm,ym) dengan x; € I,y; € J, j = 1,...,m. Perhatikan

b+c = ki[xi,yi] + ... + kn[Xn, Yn] + Li[Xi, yi] + . + Lu[Xm, ] dengan
xiel,yi€J,i=1,..,n,j=1,...,msehingga b+c € [I,J]. Misalkan ab € [I,J]
dengan o € F. Perhatikan o.b = 0k;[x;, yi] + ... + Ok, [xn, yn), jelas di sini

ob € [1,J]. Jadi [1,J] subruang dari L. Misalkan x € [ , y € J dan u € L, maka
berdasarkan identitas Jacobi [u, [x,y]] = [x, [u,y]] + [[u,x],y]. I dan J ideal dari L
danx €1,y € J, maka [u,y] € J dan [u,x] € I. [u,y] € J dan [u,x] € ] menyebabkan
[x, [u,y]] dan [[u,x],y] € [I,J] sehingga pejumlahan keduanya elemen [I,J].
Misalkan 7 € [I,J], t dapat dinyatakan sebagai t = Y ¢;[x;,y;] dengan c¢; skalar, x; € [
dan y; € J. Perhatikan [u,t] = [u, Y ci[xi,yi]] = ¥ ci[u, [xi,yi]], dengan

[u, [xi,yi]] € [I,J], didapat [u,t] € [I,J]. Jadi [I,J] ideal dari L. O

Hal penting yang bisa dilihat dari Lema 3.22 adalah ketika diambil / =J = L.
Dinotasikan L' untuk [L,L]. Dari Lema 3.22 L' adalah ideal dari L. L’ biasa dikenal
dengan aljabar yang terturunkan dari L.
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Pada lema selanjutnya, jika z merupakan vektor pada aljabar yang terturunkan,

maka frace matriks representasinya bernilai 0.

Lema 3.23. Jika z € L' maka tr(ad z) = 0.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 15)

Bukti. z € L' maka z merupakan kombinasi linear dari [x,y], dengan x,y € L.
Cukup dibuktikan ¢r(ad([x,y])) = 0. Dengan Teorema 2.12 dan Lema 2.23 bisa
didapatkan tr(adx o ady) = tr(ady o adx). Berdasarkan Teorema 2.22,

homomorfisma, dan Bracket Lie pada Contoh 3.6 maka

tr(ad(|x,y])) = tr([adx, ady]) = tr(adxoady — adyoadx) = 0.

Jika pemetaan dari suatu aljabar Lie ke aljabar Lie lainnya isomorfisma, maka
pemetaan dari aljabar Lie yang terturunkan keduanya berlaku sama, hal ini ada

pada lema berikut ini.

Lema 3.24. Misalkan Ly dan Ly adalah aljabar Lie, dan misal ¢ : Ly — Ly adalah
isomorfisma. Maka (L) = L,.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 15-16)

Bukti. Ambil x1,x; € L;. Perhatikan @([x1,x2]) = [@(x1),9(x2)]. Dapat
disimpulkan (p(L/I) C L/z. Ll2 direntang oleh [y;, y2], dengan yj,y, € L. Misalkan

¢©(x1) =y; dan @(xy) =y, maka [y, y2] = @([x1,x2]). Dapat disimpulkan
L, C o(L,). Jadi (L;) = L. O

3.8 Aljabar Hasil Bagi

Jika I adalah ideal dari aljabar Lie L, maka / adalah subruang dari L. Tinjau coset
z+1={z+x:x€I},Vz € L dan ruang vektor hasil bagi

L/I={z+T1:z€L}.

Lema 3.25. Ruang vektor hasil bagi merupakan aljabar Lie dengan
mendefinisikan Bracket Lie di L/1

wWH1,z+1] =[wz]+1, Yw,z € L.

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 12)

Karakteristik Aljabar..., Andrew, FMIPA Ul, 2012



25

Bukti. Pertama diperiksa Bracket Lie di L/I terdefinisi dengan baik yaitu jika
wH+I=w+Idanz+1=7+1maka [w+1,z+1] = [w +1,7 + 1] atau dengan
kata lain buktikan [w,z] +1=[w', 7| +1I.

Dapat dibuktikan [w,z] +1 C [w',7] + 1.

Karenaw ew+I1Cw +Imakadij €I>w=w+ijdankarenazc€z+1C 7 +1
maka3ip €I3z=7+1i

Jadi [w,z] = W +i1,7 +i2) = W, 2]+ W, i1] + [i1,2] + [i1, i2] (ketiga suku
penjumlahan terakhir anggota 7).

Sehingga didapat [w,z] € [w/,Z/] +1, jadi

Vx € [w,z)+1,3is €12 x=|wz|+i3 =W, ,Z]+i3+is € W, 7]+ Didapat
[w,2] +1 Cw', 2]+ L

Dapat dibuktikan [w', /| +1 C [w,z] +1.

Karenaw' € w +1 C w-+1 maka Ji; €I 35w =w-+i; dan karena
7ed+1Cz+Imakadi €157 =z+ip. Jadi

W, =w+ii,z+i] = w2+ [wi1] + [i1,2) + [i1,72] (ketiga suku penjumlahan
terakhir anggota /).

Sehingga didapat [w',Z'] € [w,z] + 1. Jadi

VxewW,Z]+1,Jisel>x=W, 7] +i3 =[wz]+i3+is € [w,z] + 1. Didapat
W21 +1C [wz]+1.

Kemudian diperiksa apakah Bracket Lie di L/I bilinear.

Yang dibuktikan sebagai berikut :

L. [(wi+1)+ (w2 +1),z+1] = [wi+1,z+1]+ [wr+1,z+1], dengan
wi+I,wy+1,z+I1€L/L

20w+ (zi+ D)+ (2 + D)= w4+, zi+1] + [w+ I,z +1], dengan
wt+l,zi+Lzp+1€ L/I

3. [ay(wy+1),z+1 = ay[w; +1,z+1], dengan o] € F.

4. w+1,02(z1 +1)] = oa[w+1,z1 +1], dengan o, € F.
[(wi+1)+ (wa+1),z4+1] = [wi+wr+1,z+]1]
(w1 +wa,z]+1
= [wi, 2+ w22 +1
(w1, 2]+ 1+ [wa, 2] +1
wi+1Lz+1+[wr+1,z+1].
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w+1,z1+2+1]

w,z1 + 2] +1

w,z1] + [w, 2] +1

(wyz1] +14 [w, 2] +1

w1z +1+ [w+1,z2+1].
[ogwy+o04l,z+1]

[aywy 41,2+ 1]

[wi,z] +1

oy [wy,z]+1
oy[wy+1,z+1].
[w+1,00z1 + 0]
[w+1,0071 +1]
[w,00z1] +1
oaw,z1]+1

o w+1,z1 +1.

Selanjutnya diperiksa apakah Bracket Lie di L/I memenuhi aksioma (L1) dan (L2).
Dapat dibuktikan Bracket Lie memenuhi aksioma (L.1)

w+Iw+I=1,Yyw+I€L/I
wH+Iw+I| =

ww] +I=0+1=1.

Dapat dibuktikan Bracket Lie memenuhi identitas Jacobi yaitu:
WL+ Tzl # [y +1, e+ Lw++z+1,[w+ Ly +1)=

I,Yw+Ly+ILz+1€L/I

wH+Ly+Lz+N++Lz+1,w+ I+ z+Lw+1,y+]]
=[w+Ly,z| + 0+ y+1,[zw] +1] + 2+ 1, [w,y] +1]
= [w, [y, 2] +1+ [, [z, W] + 1+ [z, [w,y]] +1

=1

Teorema selanjutnya yaitu tentang isomorfisma pada aljabar Lie, yang secara

umum mencakup pada teorema isomorfisma pada struktur aljabar yang telah

dipelajari.

Teorema 3.26. Teorema isomorfisma yaitu

(a) Misalkan @ : Ly — Ly homorfisma aljabar Lie. ker(®) adalah ideal dari L,
dan im(Q) adalah subaljabar dari Ly dan Ly [ker(@) = im(@).
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(b) Jika I dan J adalah ideal dari sebuah aljabar Lie maka (I1+J)/J =1/(INJ).
(¢) Misalkan I dan J adalah ideal dari aljabar Lie L dengan I C J. J /I adalah
ideal dari L/I dan (L/I)/(J/I) = L/J.

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 13)

Bukti. (a) ker(¢) adalah ideal dari L dan im(@) adalah subaljabar dari L, telah
dibuktikan pada Lema 3.14 dan 3.15.

Dapat dibuktikan L; /ker(¢@) = im(@).

Didefinisikan y : Ly /ker(@) — im(@).

Y(x+Ker(9)) = 9(x).

Yang dibuktikan sebagai berikut :

1. y terdefinisi dengan baik.

2. v pemetaan linear.

3. ¥ homomorfisma.

4. y fungsi pada.

5. vy fungsi satu-satu.

1. Pembuktian y terdefinisi dengan baik atau dengan kata lain jika
x+Ker(9) = y+ Ker(¢) maka ¢(x) = ().

Karena x = x+0 € x+ Ker(¢) C y+ Ker(¢) maka x =y + ker(¢) dengan
ker(@) € Ker(¢) schingga

P(x) = @y +ker(9)) = 0(y) + @(ker(@)) = 0(y) +0 = o(y).

Terbukti y terdefinisi dengan baik.

2. Pembuktian dibuktikan y pemetaan linear.

Y((x+ker(¢) +y+ker(@))) = W((x+y)+ker(9))
= @(x+y)
= 0(x)+0(y)
= Y((x+ker(9)) +y((y+ker(p)).

y(o(x+ker(9))) = y(ox+ker(e))
= ¢(ox)
= a@(x)
= ay(x+ker(9)).

3. Pembuktian y homomorfisma.

Pada bukti ke-2 sebelumnya telah dibuktikan y pemetaan linear selanjutnya
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dibuktikan y([x + ker(@),y +ker(9)]) = [w(x+ker(®)), y(y +ker())]

Y([x+ker(),y+ker(9)]) = w([x,y]+ker(9))
= o([x.y])
[o(x),9(y)]
= [y(x+ker(9)),w(y+ker(9))].

4. Pembuktian y fungsi pada.
Ambil sembarang y € im(@) maka 3x € L; 3 @(x) = y. Pilih z = x + ker(¢) maka
Y(z) = y(x tker(@)) = @(x) = y.
Terbukti y fungsi pada.
5. Pembuktian y fungsi satu-satu.
Ambil sembarang
x+ker(@),y+ker(®) € Ly /ker(Q) 2 y(x+ker(9)) = w(y+ker(9)). Selanjutnya,
dibuktikan x +ker (@) = y+ker(¢).
Karena y(x + ker(9))
o(x) —0(y) =0
@(x—y) =0,
sehingga didapat x — y € ker(@) jadi x = y+ ¢ untuk suatu ¢ € ker(¢), dengan kata
lain x € y+ ker ().
jika z; € x+ ker(¢) makaz; =x+d; =x+d;| +c € y+ ker(9) dengan
dy € ker(@). Dapat disimpulkan x + ker(@) C y + ker (o).
y=x—c € x+ker(9),jika zo € y+ ker(®) maka
=y+dy =x—c+dy € x+ker(¢) dengan d> € ker(Q).
Dapat disimpukan y + ker(@) C x+ ker(®).
Karena x + ker(@) C y+ ker(¢) dan y + ker(¢) C x +ker(@) maka
y+ker(@) =x+ker (o).
(b) Pertama dibuktikan (I +J)/J = I/(INJ) jika I dan J adalah ideal dari L
Didefinisikan ¢ : T — T+ J /J.
Qi) =i+J.
Yang dibuktikan sebagai berikut :
1. J ideal dari I 4 J.
2. ¢ terdefinisi dengan baik.

W(y + ker(@)) maka ¢(x) = @(y).

3. @ pemetaan linear.
4. @ homomorfisma.
5. ¢ fungsi pada.

6. INJ ideal dari 1.
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7. ker(@) =1NJ.

1. Pembuktian J ideal dari 7+ J.

Karena J ideal dari L maka J tidak kosong, minimal ada O € J. Ambil sembarang
x € J maka x = 0+ x € I 4 J sehingga dapat disimpulkan J C I +J. Setelah itu
ditunjukkan jika x,y € J maka x+y € J dan oix € J dengan o € F. Karena J adalah
ideal maka J tertutup terhadap penjumlahan dan perkalian sekalar sehingga
didapat x+y € J jika x,y € J dan aux € J. Berdasarkan yang telah dibuktikan maka
J adalah subruang dari I +J.

Selanjutnya dibuktikan jika x € I +J dan y € J maka [x,y] € J. Karenax € [ +J
maka dapat dinyatakan x =i+ j,i € I dan j € J.

b, y] =[i+j,y] = [i,y] + [J,y] € J ([i,y] € J karena J ideal dari L dan [},y] € J).
Terbukti bahwa J merupakan ideal dari 7 4 J.

2. Pembuktian ¢ terdefinisi dengan baik.

Ambil i1;ip € L

o)) =i +J=ib+J=0().

Terbukti ¢ terdefinisi dengan baik.

3. Pembuktian ¢ pemetaan linear.

(i1 +ip) = (i1 +ix)+J
S Y -
= (1) +0(i2).

o(aiy) = a(iy)+J
= a(ij+J)
= ao(i).

4. Pembuktian dibuktikan ¢ homomorfisma.

Pada bukti ke-3 sebelumnya telah dibuktikan ¢ pemetaan linear selanjutnya
dibuktikan [(p(il),(p(iz)] = (p([il,iz]).

[0(i1),0(2)] = [i+J,i2+J]
= [iy,ia] +[ir,J] + [, 2] + [/, J]
= [ini] +J
= ¢([i1,2]).

5. Pembuktian ¢ fungsi pada.
Ambil sembarang y € I +J/J maka y = x+J,x € I. Pilih z = x, perhatikan

9(z) =Y.
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Terbukti bahwa @ fungsi pada, sehingga im(¢) =1+J/J.

6. Pembuktian / NJ ideal dari /.

Karena telah dibuktikan sebelumnya pada konstruksi ideal bahwa 7 MJ membentuk
ideal bagi L, maka I NJ tidak kosong. Ambil sembarang x € INJ makax € 1
sehingga dapat disimpulkan /N J C I. Setelah itu, ditunjukkan jika x,y € INJ
makax+yec/INJ.x,yclINJ makax,y €l danx,y < J, sechingga karena / dan J
ideal maka tertutup terhadap penjumlahan, didapat x+y € I dan x+y € J atau
dengan kata lain x +y € /N J. Yang terakhir ditunjukkan jika o.x € INJ dengan
o € F. Karena / dan J ideal maka tertutup terhadap perkalian skalar, didapat

ox € I dan ax € J atau dengan kata lain owx € N J. Jadi I NJ subruang dari L.
Selanjutnya akan dibuktikan jika x € I dan y € INJ maka [x,y] € /N J. Karena
yvelNnJmakaye€ldany & J dan I dan J ideal dari L makay € L. y € L maka
[x,y] € I karena I adalah ideal dari I dan [x,y] € J karena J ideal dari Ldan x € L,
sehingga [x,y] € INJ.

Terbukti /NJ merupakan ideal dari /.

7. Pembuktian ker(¢) =1NJ.

Ambil sembarang x € ker(@), selanjutnya dibuktikan x € I J. Karena x € ker(¢)
maka @(x) = J dan @(x) = x+J, sehingga x € J. Karena ker(@) C I, x € ker(¢)
maka x € /. Didapat ker(@) C INJ.

Ambil sembarang y € INJ, akan dibuktikan y € ker(¢). Karena y € I NJ maka
y € J sehingga ¢(y) = y+J = J. Didapat INJ C ker(o).

Karena ker(@) dan /N J saling subhimpunan maka terbukti ker(@) =I1NJ.
Maka dari Teorema 3.26 (a) dapat disimpulkan bahwa (I +J)/J = 1/(INJ).

(c) Pembuktian (L/I)/(J/T)=L/J.

Didefinisikan ¢ : L/I — L/J.

Q(x+i)=x+j.

Yang dibuktikan sebagai berikut :

. ¢ terdefinisi dengan baik.

. ¢ pemetaan linear.

. @ homomorfisma.

. ¢ fungsi pada.

. J/I ideal dari L/I.

. ker(@) =J/I.

. Pembuktian ¢ terdefinisi dengan baik.

Pertama dibuktikan jika x+1,y+1 € L/I dan x+ 1 = y+ I maka

Plx+1) =o(y+1)

Karena x + I = y+ I maka dapat dinyatakan x = y+c¢,c € I. Karena I C J maka

— N L B W N =

Karakteristik Aljabar..., Andrew, FMIPA Ul, 2012



31

didapat ¢ € J, sehingga @(x+1) =x+J=y+c+J=y+J=0(y+I1).
Terbukti bahwa @ terdefinisi dengan baik.

2. Pembutkian ¢ pemetaan linear.

O(x+I1+y+I) = ox+y+I)
= x+y+J
= x+J+y+J
= Qx+1)+o(y+1).
o(a(x+1)) = ¢(ax+1)
= ox+J
= o(x+J)
= op(x+I).

3. Pembuktian ¢ homomorfisma.
Pada bukti ke-3 sebelumnya telah dibuktikan ¢ pemetaan linear selanjutnya
dibuktikan @([x+ 1,y +1]) = [@(x+1),9(y +I)].

o(x+1y+1]) = @([x,y]+1)
=[x,y +J
= [x+J,y+J]
= [o(x+1),0(y+1)].

4. Pembuktian ¢ fungsi pada.

Ambil sembarang y € L/J maka dapat dinyatakan y = x+ J. Pilih z =x+1,
perhatikan ¢(z) =x+J = y.

Terbukti bahwa @ fungsi pada, sehingga im(¢Q) = L/J.

5. Pembuktian J/I ideal dari L /1.

Karena J dan I adalah ideal dari L maka J dan / tidak kosong, yaitu ada O € / dan
0 € J. J/I tidak kosong karena 0+ 0 = 0 € J/I. Ambil sembarang x € J/I maka
dapat dinyatakan x = j 4 I dengan j € J. Karena J adalah ideal dari L, j € J maka
J € L. Dapat disimpulkan x = j+1 € L/I atau dengan kata lain J/I C L/I. Setelah
itu, ditunjukkan jika x,y € J/I maka x+y € J/I. Karena x,y € J/I maka dapat
dinyatakan x = ji +Idany = jr+ 1. x+y=j1+I1+ jp+I=j1+ jp+I1€J/I
Yang terakhir, ditunjukkan jika ax € J/I. ox = o ji + a1, jelas di sini ax € J/I.
Berdasarkan yang telah dibuktikan, maka J /I subruang dari L/I.

Selanjutnya dibuktikan jikax € L/I dany € J/I maka [x,y] € J/I. Karenax € L/I
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dan y € J/I maka dapat dinyatakan x =[+1,/ € Ldany=j+1,j € J.

byl =+ 1+ 1 =LA+ L+ LA+ = (L1 + L1+ 1,0 ] €
LI e[l jle€l).

Terbukti J/I merupakan ideal dari L/1.

6. Pembuktian ker(¢) = J/I.

32

Ambil x € J/I maka dapat dinyatakan x = j+1,j € J.o(x) =@(j+1)=j+J=J

sehingga x € ker(¢). Didapat ker(¢) C J/I.

Ambily € ker(¢) CL/ImakadxeL3>y=x+1.J=0(y) =@(x+1) =x+J, hal

ini berlaku jika x € J. Didapat J/I C ker (o).
Karena ker(@) dan J/I saling subhimpunan maka terbukti ker(@) = J/I.
Maka dari Teorema 3.26 (a) dapat disimpulkan bahwa (L/I)/(J/I) = L/J.

3.9 Aljabar Lie berdimensi 1, 2 dan 3

Pada subbab ini, dibahas mengenai karakteristik dari aljabar Lie berdimensi 1, 2

dan 3 yang ada pada Teorema 3.27 sampai Teorema 3.31.

Teorema 3.27. Aljabar Lie berdimensi 1 bersifat abelian.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 20)

Bukti. Misalkan L adalah aljabar Lie berdimensi 1, dengan basis di L : {a}.
Ambil sembarang x,y € L maka bisa dinyatakan x = ot @ dan y =  a, dengan
o,BeF.

ey] = [oa,Ba]
= 0fa,Bd]
= apla,d]
=0

Dengan cara serupa didapatkan [y,x] = 0, sehingga [x,y] = 0 = [y, x].

Terbukti bahwa aljabar Lie berdimensi 1 bersifat komutatif.

[

[

Teorema 3.28. Jika F adalah lapangan, maka terhadap isomorfisma ada aljabar

Lie non abelian berdimensi 2 yang unik atas F. Aljabar Lie ini memiliki basis
{x,y} sedemikian sehingga bracket Lie dari vektor basis [x,y] = x.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 20)

Bukti. Misalkan L adalah aljabar Lie non abelian berdimensi 2 atas F'. Aljabar

yang terturunkan dari L yaitu L’ tidak mungkin mempunyai dimensi lebih dari 1,

dikarenakan {x,y} adalah basis dari L, maka L’ dispan oleh [x,y]. L’ tidak boleh 0,
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karena jika L' = 0 maka L akan menjadi aljabar Lie yang abelian. Dapat
disimpulkan L' berdimensi 1.

Ambil x € L', x # 0 dan dengan Teorema 2.6 dapat ditemukan x, y sehingga {x,y}
basis dari L. Karena x, 7 € L dan L’ ideal dari L, maka [x,y] € L. [x, 7] haruslah
tidak 0, jika tidak maka L akan menjadi aljabar Lie yang abelian. Oleh karena itu,
Ja € F,o0# 0 3 [x,5] = ax, jika diganti j dengan y = o~ ', didapat [x,y] = x.
Misalkan G adalah aljabar Lie non abelian berdimensi 2 atas F, dengan basis dari
G = {a,b}. Maka dari struktur konstan, [a,b] = Ab+ ua, dengan A,u € F. Jika

A = u = 0 maka G menjadi aljabar Lie yang abelian. Maka diasumsikan u # 0.
Didefinisikan f : G — L, dengan f(a) = —Ay+ lllx dan f(b) = uy.

Dengan mendefinisikan pemetaan basisnya, maka berdasarkan Teorema 2.16 maka
f pemetaan linear.

Selanjutnya, dibuktikan sebagai berikut :

1. f fungsi satu-satu.

2. f fungsi pada.

3. f homomorfisma.

1. Pembuktian f fungsi satu-satu.

Jika p € ker(f) C G maka f(p) = 0. Tulis p = ava+ P b, dengan o, 3 € F.

(e = 06(—7»%:1)6) +Buy
::<u—wy+%x+ﬁuy

— ema+ﬁmy+zx
= 40

Karena {x,y} bebas linear maka bisa didapatkan A = 0 dan 3 = 0.

Sehingga p = 0. Berdasarkan Teorema 2.18 (1), terbukti bahwa f adalah fungsi
satu-satu.

2. Pembuktian f fungsi pada.

Ambil sembarang ¢ € L, dapat dinyatakan ¢ = ax+ By, dengan o, € F.

Perhatikan f(aya+ (% —I—Koc) b) =ax+Py. Pilihz = <0c,ua+ (% +7»0L)>b,

f(2)=q.
Jadi f fungsi pada.
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3. Pembuktian f homomorfisma.

f(p.g]) = f(lowa+Pib,oza+Pb])
= flouazfa,al+0iPaa,b]+PBion [b,a]+ BiP2 [b,b])
= f((ouP2—Bron)[a,b])
= (ouP2—Bro)f([a,b])
= oP2—Bro f(Ab+pua)

= oyP2—Prow <7»,uy+,u(—7»y+:lx))

= (oP2—Pron)x

— (oo prag) + (TN )

= (%(—7»061 + Bm)) (=x)+ (%(—7““2 T 132“))x

= <—ml+slm<—xa2+szm[y,y1+(°:f<—>»oc1+slu>)[—y,x1
(0] Oy Oq
+(y(—la2+ﬁzﬂ)) xy] 4 (M) .
- [(—7»051+I31H)Y+%xa(—7v062+l3w)y‘|-(sz]

P [O€1<—7»y+iX)+I31/«ly,0€2<—7~y+}1X)+Bz.uy]
= [f(ara+Bib), f(ca+Bab)]
= [f(p),f(q)]

Terbukti bahwa f adalah isomorfisma dari G ke L, sehingga dapat disimpulkan jika
sembarang aljabar Lie berdimensi 2 akan isomorfik dengan aljabar Lie berdimensi
dua dengan basis {x,y} dan [x,y] = x atau dengan kata lain aljabar Lie non abelian

berdimensi 2 unik terhadap isomorfisma. [

Teorema 3.29. Misalkan F adalah lapangan. Aljabar Lie L berdimensi 3 atas F
sedemikian sehingga L' berdimensi I dan L' terkandung di pusat dari L, maka L
mempunyai basis {f,g,z}, dengan |f,g| = z dan z merupakan elemen pusat dari L.
(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 21)

Bukti. Ambil sembarang f,g € L sedemikian sehingga [f, g] tak nol. Karena L'
berdimensi 1, [f, g] merentang L'. L’ terkandung di pusat dari L menyebabkan

[f,g] komutatif dengan sembarang elemen dari L. Dimisalkan

z=1f,8l-
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Pertama dibuktikan f, g,z membentuk basis untuk L. Pertama dibuktikan f, g
bebas linear. Jika f, g tidak bebas linear maka bisa dinyatakan f = o g, didapat
[f,g] = 0. Hal ini kontradiksi dengan [f, g| tak nol, sehingga f dan g bebas linear.
Selanjutnya, dibuktikan f, g,z bebas linear. Jika f, g,z tidak bebas linear maka bisa
Dinyatakan z = B f +vg.

[f.z] = [f,Bf+vg] =1If. g

0
2,8l = [Bf+7g 8]l =Blf.g] =0

karena [f,g| tak nol maka y= = 0. Sehingga didapat z = 0, hal ini kontradiksi
dengan [f,g] = z# 0. Maka f, g,z bebas linear. Karena L berdimensi 3 maka
f,g,z adalah bebas linear maksimal untuk L sehingga berdasarkan Teorema 2.9

(i), f, g,z membentuk basis untuk L. [

Teorema 3.30. Misalkan F adalah lapangan. Aljabar Lie L berdimensi 3 atas F
sedemikian sehingga L' berdimensi 1 dan L' tidak terkandung di Z(L), maka
aljabar Lie ini merupakan hasil tambah langsung dari aljabar Lie non abelian
berdimensi 2 dengan aljabar Lie berdimensi 1.

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 21)

Bukti. Ambil sembarang x € L' dengan x # 0. Karena x ¢ L' maka

Jy € L 5 [x,y] # 0. Berdasarkan Lema 3.4, x dan y bebas linear. Karena L’
direntang oleh x, maka [x,¥] = o.x, dengan o € F. Dengan mengganti y = a5,
maka bisa didapat [x,y] = x. Dapat disimpulkan subaljabar dari L yang dibangun
oleh {x,y} adalah aljabar Lie non abelian berdimensi 2.

dapat diperluas {x,y} menjadi basis di L dengan menambahkan w, sehingga
{x,y,w} menjadi basis di L. Karena L’ direntang oleh x, maka ada a,b € F
sedemikian sehingga [x,w] = ax dan [y,w] = Dx.

Diklaim bahwa z € L, z # 0 dan z ¢ span{x,y}. Misalkan z = Ax+uy+vw € L,
dengan A, u,v € F. Perhatikan,

[,z = poAx+uy+vw]
= ux-+vax,

ywl = [ Ax+uy+vw]
= —Ax-+vbx.

Jika dimisalkan A = b,u = —a dan v = 1 maka [x,z] = [y,z] = 0 dan z ¢ span{x,y}.
Dapat disimpulkan L = span{x,y} €@ span{w}.
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Jadi aljabar Lie ini merupakan hasil tambah langsung dari aljabar Lie non abelian

berdimensi 2 dengan aljabar Lie berdimensi 1. 0

Teorema 3.31. Misalkan L adalah aljabar Lie berdimensi 3 dengan aljabar yang
terturunkan L' berdimensi 2. Maka

(a) L' abelian.

(b) adx : L' — L' isomorfisma.

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 22)

Bukti. Misalkan {y,z} adalah basis untuk L', dengan teorema perluasan basis bisa

didapatkan x sedemikian sehingga x basis untuk L. Untuk membuktikan bagian (a),
cukup dengan membuktikan [y,z] = 0. [y,z] € L, sehingga terdapat skalar o, € F
yang tak nol sedemikian sehingga

[,2] = ay+Bz.

Bisa didapatkan matriks ad y : L — L terhadap basis x,y, z yaitu

x X O
oS O O
™ R O

* adalah koefisien yang tidak perlu diketahui secara rinci. Bisa dilihat bahwa
tr(ad y) = B. Berdasarkan Lema 3.23, y € L' maka ¢r(ad y) = 0 atau dengan kata
lain B = 0.

Dengan cara serupa bisa didapatkan juga o = 0 sehingga [y, z] = 0.

Jadi terbukti L' abelian.

Untuk bagian (b), L’ dispan oleh [x,y], [x,z], dan [y,z]. Telah didapatkan [y,z] =0
dan L' berdimensi 2, berdasarkan Teorema 2.9 (i) dapat disimpulkan {[x,y], [x,z]}
adalah basis untuk L'. Dengan demikian dimensi im(ad x) adalah 2, dan
berdasarkan Teorema 2.15 dan Teorema 2.18 (iii) adx : L' — L’ adalah

isomorfisma. 0

Di sini diklasifikasi aljabar Lie kompleks dengan dari bentuk ini.

Kasus 1 : Ada x ¢ L’ sedemikian sehingga ad x : L' — L' dapat didiagonalkan.
Pada kasus ini, asumsikan y, z adalah eigen vektor dari ad x. Berdasarkan Teorema
3.31(b), Teorema 2.18 (vi) dan Teorema 2.28 ad x : L' — L' isomorfisma maka
nilai eigen yang bersesuaian tak nol.

Misalkan [x,y] = Ay. Asumsikan A = 1. Skalakan x oleh A !, sehingga

[A~!x,y] = y. Sehubungan dengan basis {y,z} dari L', pemetaan linear
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ad x : L' — L' mempunyai matriks representasi
1 0
0 u /)

Kasus 2 : Untuk semua x ¢ L’ sedemikian sehingga ad x : L' — L' tidak dapat

untuk u € C yang tak nol.

didiagonalisasi.

Ambil x ¢ L'. Karena lapangan yang digunakan kompleks maka ad x : L' — L
pasti mempunyai vektor eigen, misalkan y € L. Dengan mengskalakan x seperti
yang telah dilakukan pada kasus 1 maka bisa diasumsikan [x,y] = y. Dengan
teorema perluasan basis , diperluas x sedemikian sehingga {y,z} basis untuk L’.
[v,z] = Ay + uz. dengan A # 0. Dengan mengskalakan z, maka bisa diasumsikan
A = 1. Pemetaan linear ad x : L' — L' mempunyai matriks

A:(;;)

Berdasarkan premis, A tidak dapat didiagonalkan. Oleh karena itu, berdasarkan
Teorema 2.28 A tidak dapat mempunyai 2 nilai eigen yang berbeda. Bisa didapat
u =1 jika A tidak dapat mempunyai 2 nilai eigen yang berbeda. Terhadap
isomorfisma, dapat diperoleh 1 jenis aljabar dengan sifat seperti ini

Aljabar Lie yang mempunyai sifat pada kasus 1, ditulis sebagai L,,. Yang menarik
di sini adalah syarat apa agar dua aljabar Lie yang mempunyai sifat pada kasus 1

1somorfik.

Teorema 3.32. L, isomorfik dengan Ly jika dan hanya jika u= v atau u = vl

(M. J. Wildon & K. Erdmann, 2006, hal. 25)

Bukii. Untuk bukti ke kanan, perlu dibuktikan L, isomorfik dengan L 1. Misalkan
{y1,21} basis untuk L;l. Dengan Teorema 2.6, ada x; € L, sedemikian sehingga

{x1,¥1,21} adalah basis untuk L, dan ad x : L;, o L;l mempunyai matriks

(o2)

Misalkan {y,,z,} basis untuk L;J,l dan dengan Teorema 2.6, bisa didapatkan

reprensentasi

X2 € Lyq sedemikian sehingga {x,y2,22} adalah basis untuk Llrl. Perhatikan di
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sini bahwa u~'ad x; mempunyai matriks

—1
A= 9
0 0

Jika kolom dan baris pada matriks A ditukar maka didapat matriks ad x;. Dilihat
dari matriks A, dapat didefinisikan homorfisma dari vektor basis oleh

o x1) = x5 @) =22, 9(z1) =2

Berdasarkan Teorema 2.16 maka ¢ adalah pemetaan linear dan berdasarkan
Teorema 2.18 (iv) maka ¢ adalah pemetaan linear yang bijektif.
Untuk membuktikan ¢ merupakan homomorfisma maka cukup diperiksa

persamaan (3.13) berlaku pada vektor basis.

o([xi,m]) = o(adxi(y))
= ¢o(n)
— )
[o(x1),001)] = [we2,22]
= px2,20]
= w2
- ¥
o([x1,21]) = oladx(z1))
= @(uz1)
= w2
[o(x1),0(z1)] = [wr2,y2]
= ffx2,2]
=

o([y1,z21]) = 0= [z2,52] = [0(y1), ¢(z1)]

Karena ¢ adalah homomorfisma bijektif maka ¢ adalah suatu isomorfisma.

Untuk bukti ke kiri, misalkan ¢ : L, — Ly adalah isomorfisma. Berdasarkan Lema
324,0: L;, — L,V juga suatu isomorfisma.

Karena ¢ pada, ¢(a1) = oar +w dengan a; € L, az € Ly — L), 0 €F,dan
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we L/V 0 homormofisma menyebabkan

[w(a1),y(v)] =vl(a1),v] = (Woaday)(v). (3.3)

dan

w(ar),y(v)] = [w(aa +w),y(v)] = oad az o y)(v). (3.4)

Dari persamaan (3.3) dan persamaan (3.4),

(yoaday) = a(ad ay o y) = ad (aay) o y. Karena y isomorfisma maka pemetaan

adaj : L;, — L;, dan ad oa; : L:, — L/\, serupa. Matriks ad a; dan ad o.a, serupa

maka kedua matriks tersebut mempunyai nilai eigen yg sama yaitu

{1,u} = {o, cu}. Hanya ada 2 kemungkinan yaitu o = 1 dan g = v atau oo = u dan
-1

u=v . L]
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BAB 4
Penutup

4.1 Kesimpulan

Di dalam skripsi ini didapatkan

Tidak ada ideal kiri dan ideal kanan pada aljabar Lie.

Homomorfisma dalam aljabar Lie mencakup homomorfisma yang telah

dipelajari pada struktur aljabar.

Pada aljabar Lie struktur konstan tidak unik, bergantung pada basis dari

aljabar Lie .

Beberapa hal yang penting pada skripsi ini adalah karakteristik aljabar Lie yang

berdimensi kurang dari 4, yaitu :

Aljabar Lie berdimensi 1 adalah aljabar Lie yang abelian.

Aljabar Lie non abelian berdimensi 2 unik terhadap isomorfisma dengan

bracket Lie antar vektor basis yaitu [x, y| = x.

Diberikan aljabar Lie L berdimensi 3 dengan aljabar Lie yang
terturunkannya berdimensi 1 sedemikian sehingga aljabar Lie yang
terturunkannya terkandung pada pusat L. Maka aljabar L Lie ini memiliki
basis {f,g,z} sedemikian sehingga [f,g] = z dan z merupakan elemen dari

pusat L.

Diberikan aljabar Lie L dengan aljabar Lie yang terturunkan berdimensi 1
sedemikian sehingga aljabar Lie yang terturunkannya tidak terkandung pada
pusat L. Maka aljabar Lie ini merupakan hasil tambah langsung dari aljabar

Lie non abelian berdimensi 2 dengan aljabar Lie berdimensi 1.

Diberikan aljabar Lie L berdimensi 3 atas lapangan kompleks dengan aljabar
Lie yang terturunkannya berdimensi 2, didapat aljabar Lie yang
terturunkannya abelian dan ad x : L' — L’ adalah isomorfisma. Terdapat tak

hingga banyaknya aljabar Lie yang non-isomorfik dengan sifat seperti ini.

40
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4.2 Saran

Aljabar Lie yang dibahas dalam skripsi ini hanya sebagian kecil dari keseluruhan
aljabar Lie.Bagi penulis selanjutnya yang tertarik untuk melanjutkan skripsi dari

penulis, ada beberapa topik yang disarankan seperti :

e Aljabar Lie yang solvable.

Aljabar Lie yang simple dan semi-simple.

Aljabar Lie berdimensi 3 dengan aljabar yang terturunkan berdimensi 3 dan
aljabar Lie yang berdimensi lebih dari 3.

Teorema Engel dan teorema Lie.

Kfriteria Cartan pada aljabar Lie.
e Aplikasi dari Aljabar Lie.

dan masih banyak lagi yang tidak dapat disebutkan satu per satu di sini.
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