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ABSTRAK

Nama . Azki Nuril llmiyah
Program Studi : Matematika
Judul : Syarat-syarat Fungsi dan Barisan di Ruang Metrik agar Ruang

Metriknya Memiliki Atsuji Completion

Suatu ruang metrik disebut sebagai ruang Atsuji jika untuk setiap fungsi kontinu
dan bernilai real di ruang metrik tersebut akan kontinu seragam. Ruang metrik
dikatakan memiliki Atsuji completion jika completion dari ruang metrik tersebut
adalah ruang Atsuji. Dalam skripsi ini, dipelajari syarat-syarat fungsi dan barisan
di ruang metrik agar ruang metrik tersebut memiliki Atsuji completion. Fungsi dan
barisan yang ditinjau merupakan fungsi Cauchy-sequentially regular dan barisan
yang tidak memiliki subbarisan Cauchy.

Kata Kunci : ruang Atsuji, ruang metrik, completion, fungsi Cauchy-
sequentially regular.
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order that The Metric Space Has Atsuji Completion

A metric space is called an Atsuji space if every real-valued continuous function
on it is uniformly continuous. Metric space is called to have an Atsuji completion
if its completion is Atsuji space. In this skripsi, some conditions of function and
sequence in metric space will be studied in order that the metric space has Atsuji
completion. The function and sequence that will be considered are Cauchy-
sequentially regular function and sequence that has no Cauchy subsequence.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang
Analisis Fungsional adalah cabang dari matematika abstrak yang

berkembang dari analisis klasik. Kreyzig, 1978, dalam bukunya yang berjudul
Introductory Functional Analysis with Application mengatakan bahwa analisis
fungsional pada dasarnya adalah analisis mengenai fungsional. Namun, bukan
hanya fungsional, pembahasan seperti operator linier, ruang Banach, dan ruang
Hilbert adalah contoh topik-topik penting di dalamnya. Saat ini hasil-hasil dari
pengembangan analisis fungsional berperan penting pada banyak cabang ilmu

matematika dan terapannya.

Beberapa konsep yang ada di analisis fungsional adalah hasil dari
perumuman konsep yang lain, misalnya adalah abstraksi suatu ruang. Contoh
ruang hasil abstraksi adalah ruang metrik. Ruang metrik memiliki konsep jarak
yang merupakan abstraksi dari konsep jarak di himpunan bilangan real. Sesuai
namanya, konsep jarak di ruang metrik menggunakan fungsi metrik, yaitu fungsi
bernilai real yang memenuhi beberapa sifat tertentu. Berdasarkan fungsi metrik
inilah kemudian dibangun ide mengenai konvergensi barisan, barisan Cauchy,

fungsi kontinu, fungsi kontinu seragam, dan fungsi Cauchy-sequentially regular.

Walaupun ide ruang metrik berasal dari himpunan bilangan real, namun
sifat-sifat yang ada dalam himpunan bilangan real tidak selalu berlaku di semua
ruang metrik. Sifat lengkap di himpunan bilangan real, yaitu bahwa setiap barisan
Cauchy-nya pasti konvergen, adalah salah satu contoh yang tidak berlaku di ruang
metrik. Meskipun demikian, setiap ruang metrik dapat dilengkapi. Ruang metrik
yang telah lengkap disebut dengan completion.

Berdasarkan pengetahuan mengenai ruang metrik ini kemudian dapat
diperkenalkan ruang Atsuji. Ruang metrik dikatakan ruang Atsuji jika setiap
fungsi bernilai real dan kontinu juga kontinu seragam. Nagata di tahun 1950
mungkin menjadi orang pertama yang mempelajari ruang Atsuji. Kemudian di

tahun 1951 A.A Monteiro dan M.M Peixoto mengembangkan empat karakteristik
1
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ekuivalensi dari ruang tersebut. Namun, Gerald Beer adalah orang pertama yang
menyebut ruang tersebut dengan ruang Atsuji dan pada tulisannya yang lain

disebut sebagai ruang UC (Uniformly Continuous). (Jain & Kundu, 2005)

Tidak hanya pengetahuan mengenai ruang metrik, pengetahuan mengenai
ruang seragam juga sangat dibutuhkan dalam skripsi ini. Engelking, 1989, dalam
bukunya yang berjudul General Topology menjelaskan bahwa teori mengenai
ruang seragam sebenarnya analog dengan teori dalam ruang metrik. Konsep ruang
seragam diambil dari sifat kontinu seragam yang melihat aspek kedekatan titik-
titik di ruang metrik. Akibatnya ruang seragam juga memiliki konsep jarak,

namun dalam sudut pandang yang lebih luas.

Seperti dijelaskan sebelumnya bahwa setiap ruang metrik memiliki
completion. Suatu ruang metrik yang completion-nya adalah Atsuji disebut
memiliki Atsuji completion dan merupakan pembahasan utama dalam skripsi ini.
Jain dan Kundu, 2005, menyatakan bahwa Gerald Beer telah mempelajari Atsuji
completion dan menemukan empat kondisi ekuivalensi untuk ruang metrik yang
memiliki Atsuji completion. Sedangkan Borsik telah memberikan dua ekuivalensi
untuk Atsuji completion yang berhubungan dengan Cauchy-sequentially regular

function.

Pengembangan ekuivalensi yang telah ditemukan oleh Gerald Beer sudah
mencapai dua puluh sembilan ekuivalensi. Semua ekuivalensi tersebut terbagi atas
pendekatan dari sudut pandang karakteristik barisannya, dari karakteristik
fungsionalnya, dan dari karakteristik yang ditinjau dari hubungan antara dua
fungsional geometrik. (Jain & Kundu, 2005)

Dalam skripsi ini dibahas syarat-syarat fungsi dan barisan di ruang metrik,

yang termasuk dalam dua puluh sembilan ekuivalensi untuk Atsuji completion.

1.2 Perumusan Masalah dan Ruang Lingkup Penelitian
Perumusan masalah dalam skripsi ini adalah sebagai berikut :
Apa syarat-syarat fungsi dan barisan di ruang metrik yang menyebabkan

ruang metrik tersebut memiliki Atsuji completion?
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Ruang lingkup dalam skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. Fungsi yang ditinjau hanya fungsi yang Cauchy-sequentially regular dari
ruang metrik ke ruang seragam, yaitu fungsi yang mengawetkan barisan
Cauchy.

2. Barisan yang ditinjau hanya barisan di ruang metrik yang tidak memiliki

subbarisan Cauchy.

1.3 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan adalah studi literatur. Pertama-tama
dipelajari mengenai Analisis Fungsional, khususnya mengenai fungsi dan barisan
di ruang metrik. Selanjutnya dipelajari ruang Atsuji, ruang metrik yang memiliki
Atsuji completion, dan teori-teori dalam ruang seragam. Pengetahuan ini
digunakan untuk mempelajari syarat-syarat fungsi dan barisan di ruang metrik
agar ruang metriknya memiliki Atsuji completion.

1.4  Tujuan Penelitian

Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah mempelajari dan menjelaskan
syarat-syarat fungsi dan barisan di ruang metrik agar ruang metrik tersebut

memiliki Atsuji completion.
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BAB 2
LANDASAN TEORI

Pada skripsi ini dibahas mengenai beberapa teorema yang dapat
menggolongkan suatu ruang metrik sehingga memiliki Atsuji completion. Oleh
karena itu, diperlukan pembahasan mengenai teori-teori yang
melatarbelakanginya. Pertama-tama dibahas terlebih dahulu definisi ruang metrik
dan teori-teori yang berhubungan dengan ruang metrik, yaitu barisan dan fungsi di
ruang metrik, completion, dan terakhir ruang Atsuji. Setelah itu dibahas teori
mengenai ruang seragam, yaitu definisi ruang seragam dan fungsi di ruang

seragam.

2.1  Ruang Metrik

2.1.1 Pendahuluan Ruang Metrik

Ruang metrik merupakan himpunan yang dilengkapi dengan metrik.
Metrik adalah fungsi jarak yang merupakan hasil dari perumuman konsep jarak di
himpunan bilangan real. Dengan fungsi jarak ini, dapat diukur kedekatan antar

titik dalam himpunan. Selanjutnya diberikan definisi mengenai ruang metrik.

Definisi 2.1 Ruang metrik adalah pasangan (X, d), dengan X adalah himpunan
dan d adalah metrik di X, yaitu fungsi yang didefinisikan di X x X sedemikian

sehingga untuk setiap x,y,z € X berlaku:

1. d adalah fungsi bernilai real, hingga, dan tak negatif,

2. d(x,y) = 0jika dan hanya jika x =y,

3. d(x,y) =d(x,y), (simetri)
4. d(x,y) <d(x,z)+d(zv). (ketaksamaan segitiga)

(Kreyszig, 1989, hal. 3)

Kedekatan dua titik dalam himpunan adalah relatif terhadap suatu nilai
jarak yang biasanya dilambangkan dengan e. Akibatnya, dua titik dikatakan dekat
relatif terhadap suatu jarak e jika jarak antara dua titik tersebut berdasarkan metrik
kurang dari €. Selanjutnya, subhimpunan dari ruang metrik yang mewarisi metrik

yang sama disebut sebagai subruang. (Kreyszig, 1989)
4
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Contoh 2.2 Himpunan bilangan real R dengan metrik standar d(x,y) = |x — y|
adalah suatu ruang metrik. Fungsi d jelas merupakan fungsi bernilai real, hingga,
dan tak negatif. Kemudian |x — y| = 0 berlaku jika dan hanya jika x = y.
Selanjutnya, sifat simetri dan ketaksamaan segitiga juga berlaku untuk fungsi
harga mutlak. Akhirnya dapat disimpulkan bahwa (R, |-|) adalah suatu ruang

metrik.

Setelah definisi ruang metrik, berikut dijelaskan beberapa teori dasar
dalam ruang metrik. Pertama-tama dijelaskan mengenai lingkungan suatu titik

oleh jarak tertentu.

Definisi 2.3 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan x € X. Lingkungan-e dari

x adalah himpunan B(x, €) yang didefinisikan sebagai:

B(x,e) ={y € X;d(x,y) < €}.
(Kreyszig, 1989, hal. 18)

Contoh 2.4 Dengan menggunakan metrik standar di himpunan bilangan real R,

interval buka (a — €, a + €) dengan a € R adalah lingkungan-e dari titik a.
Kemudian suatu lingkungan dari x didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.5 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan x € X. Lingkungan dari x
adalah subhimpunan dari X yang memuat suatu lingkungan-e dari x.
(Kreyszig, 1989, hal. 18)

Dengan menggunakan pengertian lingkungan dari suatu titik, kemudian

dapat didefinisikan titik akumulasi dan titik terisolasi.

Definisi 2.6 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan A c X. Titik x € X adalah
titik akumulasi dari A jika setiap lingkungan dari x mengandung titik di A yang
berbeda dari x.

(Kreyszig, 1989, hal. 22)
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Himpunan titik akumulasi dari A dinotasikan dengan A’. Closure dari A
dinotasikan sebagai A4, adalah gabungan dari A dan A’. (Kreyszig, 1989). Lebih
lanjut, titik terisolasi didefinisikan sebagai titik yang bukan merupakan titik
akumulasi. (Jain & Kundu, 2005)

Konsep lain yang ada dalam ruang metrik adalah konsep jarak antara titik

ke himpunan yang memuatnya, serta konsep kepadatan himpunan.

Definisi 2.7 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan x € X. Didefinisikan

I(x) =d(x, X —{x}) = inf{d(x,y):y EX— {x}}.
(Jain & Kundu, 2005, hal. 32)

Dalam hal ini, terlihat bahwa I (x) merepresentasikan jarak antara titik

dalam himpunan dengan himpunan yang tidak memuat titik tersebut.

Contoh 2.8 (Q, |]) adalah ruang metrik dari himpunan bilangan rasional dan

misalkan p € Q. I(p) = d(p,Q — {p}) = inf{d(p, ): y € Q — {p}} = 0, karena
sifat kepadatan himpunan bilangan rasional.

Contoh 2.9 Dengan menggunakan metrik standar, jarak antara [0,1] U {2}
dengan 2 adalah I(2) =d(2,{x|]0 < x <1} - {2}) = 1.

Definisi 2.10 Misalkan M adalah subhimpunan dari ruang metrik (X,d). M
dikatakan padat di X jika M = X.
(Kreyszig, 1989, hal. 21)

2.1.2 Barisan di Ruang Metrik

Telah diketahui bahwa ruang metrik memuat konsep jarak. Oleh karena itu
dalam ruang metrik dapat didefinisikan konsep konvergensi barisan.

Definisi 2.11 Barisan (x,,) di ruang metrik (X, d) dikatakan konvergen jika

terdapat x € X sedemikian sehingga lim d(x,,, x) = 0. Titik x disebut limit dari
n—->oo
(x,,) dan dituliskan sebagai lim x,, = x atau secara sederhana x,, - x.
n—->oo

(Kreyszig, 1989, hal. 25)
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Definisi ini jelas menekankan bahwa titik limit barisan di suatu himpunan
harus berada di himpunan tersebut. Selanjutnya hal-hal yang berhubungan dengan

konvergensi barisan dijelaskan sebagai berikut.

Lema 2.12 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Jika (x,,) dan (y,,) adalah
barisan di X yang masing-masing secara berurutan konvergen ke x dan y, maka
(d(xn, y)) konvergen ke d(x, y).

(Kreyszig, 1989, hal. 26)

Kemudian teorema berikut menyatakan hubungan antara konvergensi

barisan dengan titik dalam himpunan closure.

Teorema 2.13 Misalkan A adalah subhimpunan dari ruang metrik (X, d). Jika
x € X termasuk dalam A, maka terdapat barisan (x,,) di A sedemikian sehingga

Bk, ., ==
n—0oo

(Kreyszig, 1989, hal. 30)

Bukti. Misalkan x € A. Kasus pertama adalah x € A. Pilih barisan di A yang
berbentuk (x, x, x, ... ), maka kesimpulan terpenuhi. Kasus selanjutnya jika x & A,
maka x € A". Akibatnya untuk setiap lingkungan dari x terdapat anggota A yang

berbeda dari x dan termasuk di lingkungan x. Secara khusus dipilih suatu

lingkungan dengan jarak % n € N. Terdapat x,, € A yang berbeda dari x dan

termuat di lingkungan x. Kemudian konstruksi (x,,) dan tunjukkan lim x,, = x.
n—-oo

Misalkan diberikan e > 0. Dengan Archimedean property diperoleh

1 1
3K eN ad(x,xn)<£SE<e,n2K.

Hal ini ekuivalen dengan menyatakan x,, = x. m
Berikutnya diberikan definisi barisan Cauchy.

Definisi 2.14 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Barisan (x,) di X dikatakan
barisan Cauchy di (X, d) jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli N
sedemikian sehingga d(xy, x,,) < €,Vk,m > N.

(Kreyszig, 1989, hal. 28)
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2.1.3 Fungsi di Ruang Metrik

Selanjutnya, ditinjau teori mengenai fungsi dalam ruang metrik. Pertama-

tama diberikan definisi fungsi kontinu di ruang metrik.

Definisi 2.15 Misalkan X = (X,d) danY = (Y, p) adalah ruang metrik.
Pemetaan T: X — Y dikatakan kontinu di titik x, € X jika untuk setiap € > 0
terdapat § > 0 sedemikian sehingga p(Tx, Tx,) < € untuk semua x € X yang
memenuhi d(x, x,) < 6.

(Kreyszig, 1989, hal. 20)

Lebih jauh, pemetaan T: X — Y dikatakan kontinu di X atau disingkat
kontinu, jika T kontinu di setiap titik di X.

Contoh 2.16 Misalkan g(x) = ix € A= {x € R,x > 0}. Jika diberikan € > 0,

dapat dipilih 5(e,u) = inf{% u,%uze} untuk setiap u € A sedemikian sehingga

jika |x —u| < §(e,u), maka |g(x) — g(u)| < e. (Bartle & Sherbert, 2000, hal.
136). Dengan kata lain, fungsi g kontinu di A.

Contoh 2.17 Misalkan f(x) = x,x € R. Jika diberikan € > 0, pilih § = € untuk
setiap u € R, sehingga jika [x —u| < § maka |f(x) — f(w)| =[x —u| < § =e.

Pada Contoh 2.16, pemilihan 6 bergantung terhadap e dan u. Berbeda
halnya pada Contoh 2.17, pemilihan § hanya bergantung terhadap e dan tidak
bergantung terhadap u. Cara pemilihan § yang berbeda, kemudian memberikan

ide tentang konsep kontinu yang lebih kuat, yaitu kontinu seragam.

Definisi 2.18 Misalkan (X, d) dan (Y, p) adalah ruang metrik. Pemetaan

T: X — Y dikatakan kontinu seragam jika untuk setiap e > 0 terdapat 6 > 0
sedemikian sehingga berlaku p(T (x1), T (xy)) < € untuk semua x,, x; € X yang
memenuhi d(x,,xy) < 8.

(Munkres, 1975, hal. 176)

Berhubungan dengan fungsi kontinu, diberikan teorema yang
menghubungkan ketunggalan dari fungsi kontinu di subhimpunan yang padat.
Berikut teorema yang menyatakan ketunggalannya.
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Teorema 2.19 Misalkan (X,d) dan (Y, p) adalah ruang metrik . Misalkan pula
A adalah subhimpunan X yang padat. Jika f: X — Y fungsi kontinu dan terdapat
g:X — Y kontinu dengan g(a) = f(a),Va € Amaka g = f. Dengan kata lain,
nilai dari fungsi kontinu f: X — Y ditentukan oleh nilai dari f pada sebuah
subhimpunan X yang padat, yaitu A.

(Engelking, 1989, hal. 70)

Bukti. Pembuktian dilakukan melalui kontradiksi. Andaikan f # g, yaitu terdapat
p € X — A sedemikian sehingga f(p) # g(p). Misalkan diberikan ¢ > 0. Karena
f kontinu, maka terdapat 6 > 0 sehingga jika d(p,y) < &y dengan y € X,
mengakibatkan p(f (p), f(¥) ) < €. Dengan kata lain, jika y € B(p, 8;) maka
f(y) € B(f(p), e). Karena g kontinu kemudian dengan cara yang sama didapat

pula, jika y € B(p, 8,) maka g(y) € B(g(p), €). Pilih e; = p(f(p;,g(p))_

Kemudian bentuk B(f (p), €,;) lingkungan-e; dari f(p) dan B(g(p), €1)
lingkungan-¢, dari g(p). Jelas bahwa B(f (p),€;) N B(g(p),e,) = @. Di sisi lain
B(p, 6¢) dan B(p, 8,) adalah lingkungan dari p yang masing-masing terkandung
dalam £ ~(B(f (p), &) dan f~*(B(g(@). &)). Karena £~ (B(F (). 1)),
f=1(B(g(p). €1)) lingkungan dari p, £~ (B(f (). €)) N £~ (B(g(P). &) juga
lingkungan dari p. Selanjutnya p € X — A danp € X = A mengakibatkanp € A’
Karenap € A" dan f~1(B(f(p), 1)) n f~1(B(g(p), €,)) lingkungan dari p,
terdapat a € A sedemikian sehingga a € f~1(B(f(p),€1)) n f1(B(g(p), €1)).

Lebih lanjut berdasarkan hipotesis bahwa nilai fungsi f, g sama untuk
setiap nilai di himpunan padatnya, maka f(a) = g(a), f(a) € B(f(p), €,) dan
g(a) € B(g(p), €,). Hal tersebut kontradiksi dengan pernyataan bahwa
B(f(p),€1) N B(g(p),e,) = @. Sehingga dapat disimpulkan bahwa tidak ada
p€EX—A>3 f(p) # g(p). Akibatnya haruslah g(x) = f(x),Vx € X. m

Selanjutnya, diberikan Definisi 2.20 mengenai fungsi Cauchy-

sequentially regular, yaitu fungsi yang mengawetkan barisan Cauchy.
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Definisi 2.20 Misalkan T: (X,d) — (Y, p) adalah fungsi antara dua ruang metrik
X dan Y. Jika untuk setiap barisan Cauchy (x,,) di (X, d), (T (x,)) juga barisan
Cauchy di (Y, p), maka T disebut Cauchy-sequentially regular (CS-regular).
(Jain & Kundu, 2005, hal. 31)

Setelah fungsi kontinu dan fungsi CS-regular, terdapat pula fungsi
isometrik, yaitu fungsi yang mempertahankan jarak antara dua buah titik. Berikut

definisinya.

Definisi 2.21 Misalkan (X, d) dan (Y, p) adalah ruang metrik. T: X — Y disebut
pemetaan isometrik atau isometri jika T mengawetkan jarak, yaitu untuk setiap

x,y € X berlaku

p(Tx,Ty) = d(x,y).
(Kreyszig, 1989, hal. 41)

Jika terdapat isometri bijektif antara dua ruang metrik, maka kedua ruang
tersebut isometrik. Ruang yang isometrik dapat merupakan himpunan yang
berbeda, namun dilihat dari sudut pandang jarak sebenarnya kedua himpunan
tersebut tidak berbeda. (Kreyszig, 1989)

2.1.4 Completion di Ruang Metrik

Dalam himpunan bilangan real, telah diketahui bahwa barisan akan
konvergen jika dan hanya jika barisan tersebut adalah barisan Cauchy. Namun,
dalam ruang metrik secara umum tidak berlaku demikian. Yang pasti berlaku
adalah jika suatu barisan konvergen, maka barisan tersebut Cauchy. Ruang metrik
yang memiliki sifat istimewa seperti himpunan bilangan real, yaitu setiap barisan
Cauchy-nya konvergen, disebut ruang metrik yang lengkap. Berikut diberikan

contoh ruang metrik yang tidak lengkap.
Contoh 2.22 Interval (0,1] < R dengan metrik standar adalah ruang metrik yang

tidak lengkap karena terdapat (1) barisan Cauchy di (0,1] yang tidak konvergen.

n
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Meskipun tidak semua ruang metrik adalah lengkap, setiap ruang metrik
dapat dilengkapi. Ruang metrik yang sudah dilengkapi disebut completion. Lebih
jauh, completion ruang metrik adalah tunggal dipandang dari segi isometrinya.
Berikut diberikan Definisi 2.23 mengenai completion dan Teorema 2.24 yang
menjamin bahwa setiap ruang metrik memiliki completion yang tunggal secara

isometri.

Definisi 2.23 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. (X, p) disebut completion
dari (X, d) jika (X’ p) adalah ruang metrik yang lengkap dan terdapat W subruang

yang padat dari X dan W isometrik dengan X.
(Kreyszig, 1989, hal. 41)

Teorema 2.24 Untuk setiap ruang metrik (X, d), terdapat ruang metrik lengkap
(X, d) yang memiliki W sebagai subhimpunan yang padat di X dan W isometrik
dengan X. X tunggal secara isometri, yaitu jika X adalah sebarang ruang metrik
lengkap yang memiliki W sebagai subhimpunan yang padat di X dan W isometrik

dengan X, maka X dan X isometrik.
(Kreyszig, 1989, hal. 41)

Pembuktian Teorema 2.24 dapat dilihat pada Kreyzig(1989).

Contoh 2.25 Interval [0,1] < R dengan metrik standar adalah completion dari
interval (0,1]. [0,1] adalah ruang metrik lengkap dan terdapat (0,1] < [0,1]

dengan (0,1] = [0,1] dan (0,1] isometrik dengan (0,1].

Setelah semua teori yang berkaitan mengenai ruang metrik dalam
penulisan skripsi ini telah dibahas, selanjutnya didefinisikan sebuah ruang baru

yaitu ruang Atsuji.

Definisi 2.26 Misalkan (X, d) ruang metrik. Jika untuk setiap f: X = R kontinu
mengakibatkan f kontinu seragam, maka (X, d) disebut ruang Atsuiji.
(Jain & Kundu, 2005, hal. 33)

Selanjutnya, ruang metrik yang completion-nya adalah ruang Atsuji

disebut memiliki Atsuji completion.
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Contoh 2.27 Misalkan (X,d) = ([—1,1],]]) dan f:[—1,1] — R kontinu. Telah
diketahui bahwa fungsi kontinu yang didefinisikan di interval tutup terbatas akan

kontinu seragam. Untuk itu ([—1,1], |-|) adalah ruang Atsuji.

2.2 Ruang Seragam

2.2.1 Pendahuluan Ruang Seragam

Ide dari pembentukan ruang seragam berasal dari perumuman konsep
ruang metrik. Dengan pembentukan ruang seragam, kedekatan antar titik dalam
himpunan tetap dapat diekspresikan. Namun sebelum didefinisikan ruang
seragam, diperlukan pengertian mengenai diagonal uniformity. Berikut

definisinya.

Definisi 2.28 Diagonal uniformity dari himpunan X adalah himpunan U, yaitu

koleksi subhimpunan X x X yang memenuhi sifat berikut:

1. JikaU, € Udan U, c U, maka U, € U,

2. Untuk setiap U € U, U memuat diagonal dari X x X, yaitu A =
{(x,%); x € X},

3. Untuk setiap U;, U, € U berlaku U; N U, € U,

4. JikaU e UmakaU™! = {(y,x); (x,y) € U} € U,

5. Untuk setiap U; € U ada U, € U sedemikian sehingga U,° U, c U,.
U,°U, = {(x,y) € X x X| terdapat z € X dengan (x,z) € U,, (z,y) € U,}.

(Williard, 1970, hal. 238)

Anggota dari U disebut entourage. Kemudian misalkan X adalah suatu
himpunan dan U adalah diagonal uniformity, ruang seragam didefinisikan sebagai
pasangan (X,U). (Williard, 1970, hal. 238)

Dalam ruang seragam, kedekatan dua buabh titik dinilai relatif terhadap
suatu entourage, yaitu jika pasangan dua titik tersebut berada dalam satu
entourage. Seperti yang dijelaskan sebelumnya, ruang seragam pada dasarnya
adalah abstraksi dari ruang metrik. Pada teorema berikut, dibuktikan bahwa ruang

metrik juga merupakan ruang seragam.
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Teorema 2.29 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan € > 0. Diberikan
C. ={(x,y) e X xX|d(x,y) < €}.

Jika U merupakan koleksi dari subhimpunan X x X dengan sifat untuk setiap
anggota dari ‘U terdapat C, yang terkandung dalam anggota dari U tersebut,

yaitu

U =1{U € X X X| C. C U, untuk suatu €},
maka (X, U) adalah ruang seragam.

Bukti. Untuk menunjukkan (X, U) adalah ruang seragam, maka sifat 1-5 dalam

Definisi 2.28 harus dipenuhi.

Pertama-tama dibuktikan bahwa (X, 1) memenubhi sifat 1. Misalkan
U, € Udan U; c U,. U; € U, artinya terdapat € sedemikian sehingga C, c U, .
Karena U; c U,, maka C. c U; c U,. Kemudian dapat disimpulkan bahwa U,

memuat suatu C,, akibatnya U, € U.

Langkah selanjutnya, dibuktikan bahwa sifat 2 terpenuhi. Misalkan U € U
dan misalkan u € A = {(x, x); x € X} sebarang. U € U, artinya terdapat C. 3
C. c U.Karenad(x,x) = 0 < ¢, makau = (x,x) € C.. Dengan kata lain didapat

bawa A c C, c U, yaitu setiap setiap entourage memuat diagonal.

Selanjutnya dibuktikan bahwa sifat 3 terpenuhi. Misalkan Uy, U, € U.
Menurut pendefinisian anggota U, terdapat €; > 0 dan €, > 0 sedemikian
sehingga C,, € U, dan C,, © U,. Pilih € = min{¢,, €, }, maka untuk setiap
(x,y) € C. berlaku (x,y) € U, dan (x,y) € U,. Artinya (x,y) € U; N Us,.
Karena berlaku untuk sebarang (x,y) € €. mengakibatkan (x,y) € U; N U,,
maka C. < U; n U,. Sehingga, sesuai dengan pendefinisian anggota U,
U,nU, €U,

Kemudian dibuktikan bahwa sifat 4 terpenuhi. Misalkan ambil sebarang
U € U. Menurut pendefinisian anggota U, terdapat e > 0 sedemikian sehingga

C. c U. Selanjutnya, misalkan (x,y) € C.. Karena d(x,y) = d(y,x) < €, maka

Universitas Indonesia

Syarat-syarat fungsi..., Azki Nuril llmiyah, FMIPA Ul, 2012



14

(v,x) € C,. Akibatnya C. c U™ = {(y,x); (x,y) € U}, dan lebih lanjut
mengimplikasikan bahwa U~ € U.
Terakhir dibuktikan bahwa sifat 5 terpenuhi. Misalkan U; € U, maka

terdapat € > 0 sedemikian sehingga C. c U;. Dengan memilih U, = C;, maka
C§ c U, € U. Misalkan (x,y) € C§ ° C§ , maka terdapat z € X sedemikian
sehingga (x, 2), (z,y) € Ce. Kemudian d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) < g + g =,
mengakibatkan (x,y) € C. € U;. Karena untuk setiap U; € U terdapat U, = C§

sedemikian sehingga Ce °Ce = U,°U, < U,, maka sifat 5 terpenuhi.m
2 2

Contoh 2.30 Ruang metrik (IR, d) dengan pendefinisian metrik d(a, b) =

la — b|, Va, b € R adalah ruang seragam. Seperti telah dijelaskan pada Teorema
2.29, entourage ruang metrik adalah sebarang subhimpunan R X R yang memuat
C.. Dalam hal ini, C, adalah koleksi dari pasangan titik-titik yang terletak dalam

interval dengan panjang interval €.

2.2.2 Fungsi di Ruang Seragam

Karena ruang seragam adalah abstraksi ruang metrik, maka dapat
didefinisikan pula konsep-konsep fungsi dan barisan di ruang seragam. Berikut

definisinya.

Definisi 2.31 Misalkan (X, Uy) dan (Y, Uy) adalah ruang seragam. Fungsi

f: X =Y dikatakan kontinu seragam jika untuk setiap V € Uy terdapat U € Uy
sedemikian sehingga Y,y € X dengan (x,y) € U, maka (f(x),f(y)) € V.
(Williard, 1970, hal. 242)

Jika dalam ruang metrik berlaku konsep kontinu seragam terhadap
sebarang €, maka di ruang seragam berlaku terhadap sebarang entourage. Tidak
hanya kontinu seragam, konsep barisan Cauchy di ruang seragam juga diadopsi
dari ruang metrik. Namun sebelum mendefinisikan barisan Cauchy dalam ruang

seragam, diperlukan definisi directed set dan net.
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Definisi 2.32 Suatu himpunan A adalah directed set A jika terdapat relasi < pada

A yang memenuhi:

1. AS AL VAEA,

2. Jikad; < A, dan A, < A3 maka A4 < Ag,

3. Jika 44,1, € A maka terdapat 1; dengan 4; < 43 dan 4, < A;.
(Williard, 1970, hal. 73)

Relasi < disebut arah pada A. Himpunan bilangan asli N dengan relasi <

adalah suatu directed set karena memenuhi ketiga sifat dalam Definsi 2.32.

Definisi 2.33 Misalkan X adalah suatu himpunan. Sebuah net di X adalah fungsi
f dari directed set A ke X. Jika A € A maka f (1) dinotasikan dengan x;. Untuk
menyederhanakan notasi, selanjutnya net di X dinotasikan dengan (x;).
(Williard, 1970, hal. 73)

Barisan merupakan net dengan directed set-nya merupakan himpunan
bilangan asli N dan arah <, sehingga net kemudian dapat dilihat sebagai abstraksi

sebuah barisan.

Definisi 2.34 Net (x;) dari directed set A ke ruang seragam (Y, U) disebut
Cauchy net jika untuk setiap IV € U di Y ada A, € A sedemikian sehingga untuk
setiap A,, 1, = A, berlaku (x;,,x3,) € V.

(Williard, 1970, hal. 260)

Dengan menggunakan directed set N dan arah <, maka Cauchy net disebut
sebagai barisan Cauchy. Dengan kata lain, misalkan (x;) adalah net dari directed
set N dan arah <, (x,,) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap V' € U terdapat
N € N sedemikian sehingga untuk setiap k,l = N berlaku (x,x;) € V.
(Williard, 1970)

Selanjutnya diberikan definisi mengenai Cauchy regular dan Cauchy-

sequentially regular di ruang seragam.
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Definisi 2.35 Misalkan f: (X, Uyx) = (Y, Uy) adalah fungsi antara dua ruang
seragam X dan Y. Jika untuk setiap Cauchy net (x;) di (X, Uy), (f(x2)) adalah
Cauchy net di (Y, Uy), maka f disebut Cauchy regular.

(Jain & Kundu, 2005, hal. 30)

Definisi 2.36 Misalkan f: (X, Uy) — (Y,Uy) adalah fungsi dari dua ruang
seragam X dan Y. Jika untuk setiap barisan Cauchy (x;,,) di (X, Uy), (f(xn))
adalah barisan Cauchy di (¥, Uy), maka f disebut Cauchy-sequentially regular
(CS-regular).

(Jain & Kundu, 2005, hal. 31)
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BAB 3
SYARAT-SYARAT FUNGSI DAN BARISAN DI RUANG METRIK AGAR
RUANG METRIKNYA MEMILIKI ATSUJI COMPLETION

Pada bab ini dibahas mengenai syarat-syarat fungsi dan barisan di ruang
metrik agar ruang metrik tersebut memiliki Atsuji completion. Pernyataan-
pernyataan berikut adalah klaim untuk syarat-syarat tersebut dan sebenarnya dapat
membentuk suatu rantai ekuivalensi. Namun dalam skripsi ini hanya dipelajari

dan dijelaskan secara satu arah. Berikut pernyataan-pernyataannya:

Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan (X, d) adalah completion-nya.

(@) Untuk setiap barisan (x,) di X yang tidak memiliki subbarisan Cauchy,
terdapat bilangan bulat positif n, sedemikian sehingga untuk setiap n > n,,
x,, adalah titik terisolasi di X dan inf{I(x,):n = ny} > 0.

(b) Untuk setiap ruang seragam (S, U), setiap fungsi Cauchy regular
f:(X,d) - (S, U) kontinu seragam.

(c) Untuk setiap ruang metrik (M, p), setiap fungsi CS-regular
f:(X,d) -» (M, p) adalah kontinu seragam.

(d) Untuk setiap fungsi CS-regular bernilai real di (X, d) adalah kontinu
seragam.

(Jain & Kundu, 2005, hal. 33)

Selanjutnya, pembuktian klaim dilakukan dengan alur pembuktian, jika
pernyataan yang lebih awal terpenuhi maka pernyataan setelahnya berlaku. Pada
akhirnya, setiap pernyataan dihubungkan dengan Teorema 3.9 yang menjelaskan

bahwa jika pernyataan (d) terpenuhi, maka ()? &) adalah ruang Atsuiji.

Selanjutnya dalam pembahasan skripsi ini, diberikan lema dan teorema
yang dapat menjelaskan secara bertahap bahwa setiap pernyataan (a) sampai (d)
dapat menyebabkan (X, d) adalah ruang Atsuji. Teorema dan lema utamanya
diberikan dalam Teorema 3.3, 3.5, dan 3.9, dan Lema 3.6. Berikut lema dan

teoremanya.

Sebelum membuktikan pernyataan utama dari (a) ke (b), diberikan Lema

3.1 dan Lema 3.2 yang digunakan dalam pembuktian Teorema 3.3.

17
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Lema 3.1 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Jika (x,) dan (y,,) adalah
barisan Cauchy di X dengan d(x,, y»,) < % ,Vn € N, maka (z,,) yang
didefinisikan sebagai z,,_; = x,, dan z,,, = y,,n = 1,2, 3, ... adalah barisan

Cauchy.
(Jain & Kundu, 2005, hal. 33)

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa untuk € > 0 terdapat bilangan asli N sedemikian
sehingga d(z;, z;) < €, VI, k = N. Misalkan diberikan € > 0. Perhatikan bahwa
(x,,) adalah barisan Cauchy, sehingga terdapat bilangan asli N’ sedemikian
sehingga d(x;, xz) < § untuk setiap [, k = N'. Selain itu perhatikan pula (y,,)
adalah barisan Cauchy, sehingga terdapat bilangan asli N'* sedemikian sehingga

dyuyi) <3, YLk = N".

Untuk membuktikan bahwa (z,) juga merupakan barisan Cauchy, akan

ditinjau beberapa kasus sebagai berikut. Kasus pertama adalah ketika z;, z;, €

{x,}. Jelas bahwa d(z;,z,) = d (xp,_l, XE) < €, VI, k = N'. Selanjutnya ditinjau

2 2

jika z;, z, € {y,,}. Selain itu, jelas bahwa d(z;, z;) = d (3’1' y5> <e Vl,k=N".
2 2

Jika z; € {x,} dan z;, € {y,,}. Kemudian dengan Archimedean property, terdapat
bilangan asli K dimana% < Z. Dengan sifat ketaksamaan segitiga untuk metrik

dan Archimedean property didapatkan, untuk k > K berlaku,

€E 2 € 2
i, z, T d(xH—Tl,yg) <d (xHTl,xg) +d (xg,yg) < §+E < E+E

== — B e,

N ™
N ™

Sehingga dengan memilih N = max{N’, N/, K}, didapatkan bahwa
d(z;,z,) <€V, k = N. Hal ini berarti (z,) adalah barisan Cauchy. m
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Lema 3.2 Misalkan f: (X,d) — (S,U) adalah fungsi Cauchy regular dari ruang
metrik (X, d) ke ruang seragam (S, U). Misalkan pula V adalah entourage di S.

Jika (x;,) dan (y,,) adalah barisan di X yang memenuhi d(x,,y, ) < % vn € N

namun (f(xn),f(yn)) ¢ V, maka (x,,) tidak memiliki subbarisan Cauchy.
(Jain & Kundu, 2005, hal. 33)

Bukti. Andaikan (x,) memiliki subbarisan Cauchy, yaitu (xnk). Misalkan
diberikan € > 0. Sesuai Definisi 2.14, terdapat N € N sedemikian sehingga jika

k,l > N maka d(xp,, X%,,) < g Selanjutnya dengan Archimedean property,

il 1

terdapat K, K’ € N sedemikian sehingga E

< g Selanjutnya, jika k,1 > N
maka d(yn, ¥n,) < d(Vnyr X, ) + (X %n,) + d Xy V) < nik + § + nil < % +
=+ Kl < =+ 2+ = €. Hal ini ekuivalen dengan (y,) juga memiliki subbarisan
Cauchy, yaitu (yy, ).

Kemudian definisikan barisan (z;) sebagai z,;_; = xp,, dan z, = yp,,
k =1,2,3,... Menurut Lema 3.1, (z;) adalah barisan Cauchy. Karena f Cauchy

regular dan (z,) barisan Cauchy, maka (f (z;)) barisan Cauchy di S. Karena

(f (zy)) barisan Cauchy, maka untuk setiap entourage V terdapat k, € N
sedemikian sehingga (f(z), f (z1)) € V,Vk, L = ko. Pilih k > k,, maka

(F(Zar-1), f (z21)) = (f(xnk),f(ynk)) € V. Hal ini kontradiksi dengan premis
(f(xn),f(yn)) ¢ V. Haruslah (x,,) tidak memiliki subbarisan Cauchy.m

Selanjutnya teorema berikut menghubungkan pernyataan (a) dan

pernyataan (b).

Teorema 3.3 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan untuk setiap (x,,) barisan
di X yang tidak memiliki subbarisan Cauchy berlaku ada bilangan bulat positif
n, sedemikian sehingga untuk setiap n > n,, x,, titik terisolasi di X dan

inf{I(xn) =d(x, X —{x,}) = inf{d(xn,y);y EX— {xn}} n > no} >0, maka
untuk setiap ruang seragam (S,U), setiap fungsi Cauchy regular f: X — S
kontinu seragam.

(Jain & Kundu, 2005, hal. 33)
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Sebelumnya diberikan diagram alur pembuktian teorema

Andaikan kesimpulan Teorema 3.3

tidak berlaku
\ 4
Ada ruang seragam dimana ada V4§ terdapat (xy, yi) dengan:
fungsi Cauchy regular yang tidak > d(xy, yi) < 6 namun
kontinu seragam (Fea) f)) &V

Pilih § = 1/n, 3 (x, i)
dengan: d (xg, yx) < % namun

(F ), f (i) & V...(3.1)

v

Konstruksi (x,,), (,) yang
memenuhi (3.1)

v

Dengan Lema 3.1 maka (x,,) tidak memiliki
subbarisan Cauchy

A
Berdasarkan premis terdapat n, € N sedemikian
sehingga Vn = n,, x,, adalah titik terisolasi di X
dan inf{I(x,);n = ny} =r > 0.

A 4
Dengan pernyataan (3.1) dan untuk sebarang

n = max {no,%} didapat d(x,, y,) < T

A 4
Kontradiksi dengan pernyataan bahwa r
adalah inf{I(x,):n = n,}

v

Haruslah (b) berlaku

Diagram 3.1 Diagram alur pembuktian Teorema 3.3
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Berikut adalah bukti lengkap dari Teorema 3.3.

Bukti. Bukti dilakukan dengan kontradiksi, yaitu andaikan terdapat ruang
seragam S dimana terdapat fungsi Cauchy regular f: X — S yang tidak kontinu

seragam. Berdasarkan Definisi 2.31, terdapat entourage V sehingga untuk setiap §

terdapat (xy, yx) dengan d(xy, yi) < & namun (£ (x;), f (vx)) € V. Untuk
entourage V tersebut, pilih § = 1/n, sehingga untuk setiap bilangan asli n

terdapat (x,, y,,) dengan

1
dGen, yn ) < — namun (f (o), f ) € V. (3.1)

Selanjutnya konstruksi barisan (x,,) dan (y,,), yaitu barisan yang dibentuk
dari titik-titik yang memenuhi pernyataan (3.1). Berdasarkan Lema 3.2, maka
(x,,) tidak memiliki subbarisan Cauchy. Karena (x;,) tidak memiliki subbarisan
Cauchy, berdasarkan premis, maka terdapat n, € N sedemikian sehingga

vn = n,, x, adalah titik terisolasi di X dan inf{I(x,);n > n,} =r > 0.

Dari pernyataan (3.1) didapatkan, vn € N terdapat x,, # y,, € X dengan

d(Xp, yn) < % Lebih khusus, jika n = max{n,, 1/r} = % maka terdapat

1

Xn, Yn € X sedemikian sehingga d(x,, ) < % < = r. Hal ini

QIR R

max{ng,1/r} —
kontradiksi dengan pernyataan bahwa r adalah inf{/(x,,); n = n,}. Sehingga
kesimpulannya, haruslah untuk setiap ruang seragam S, setiap fungsi Cauchy

regular f: X — S kontinu seragam. m

Sebelum dibuktikan pernyataan (b) ke (c) dalam Teorema 3.5 dan (c) ke
(d) dalam Lema 3.6, akan diberikan terlebih dahulu Teorema 3.4 yang

menyatakan hubungan fungsi Cauchy regular dan fungsi CS-regular.

Teorema 3.4 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan (Y, U) adalah ruang
seragam. Sebuah fungsi f: (X,d) — (Y,U) adalah Cauchy-regular jika dan
hanya jika f CS-regular.

(Jain & Kundu, 2005, hal. 31)

Universitas Indonesia

Syarat-syarat fungsi..., Azki Nuril llmiyah, FMIPA Ul, 2012



22

Bukti. Untuk bukti ke kanan, misalkan f: (X, d) — (Y, U) adalah Cauchy-
regular, maka untuk setiap (x;) Cauchy-net di (X, d) mengakibatkan (£ (x;))
Cauchy-net di (Y,U). Secara khusus, untuk setiap net dengan directed set N dan

arah <, juga akan berlaku untuk setiap (x,,) barisan Cauchy di (X, d)
mengakibatkan (f (x,)) barisan Cauchy di (Y, ). Dengan kata lain f adalah

fungsi CS-regular.

Kemudian untuk bukti ke kiri, misalkan f CS-regular. Selanjutnya
dilakukan dengan kontradiksi. Andaikan f bukan Cauchy-regular, yaitu terdapat -
Cauchy net (x3)2ea di X namun (f(x;)) bukan Cauchy net di Y. Karena (x;) zea

adalah Cauchy net dan €1 adalah entourage di ruang metrik, maka berdasarkan

n

definisi Cauchy net,
V% > 0,i € N 3§; € A sedemikian sehingga d (x;7, x3) < % A A" = 6;...(3.2)
Selanjutnya karena (f (x,l)) bukan Cauchy net di Y artinya,

IV €U V8 €A 3 terdapat §',8" = & namun (f (xg), f(xg1)) & V ..(3.3)

Langkah berikutnya, konstruksi barisan (4,,) dari A sebagai berikut, untuk
n € N, 1,,, dan 1,,,_, adalah ¢’ dan 6" yang memenuhi (3.3) dengan 6§ = §;
yang diperoleh dari (3.2) untuk setiap i = 1, 2, ..., n. Konstruksi yang demikian
akan dijamin eksistensinya dari aksioma ketiga untuk directed set. Kemudian

konstruksi (c,,) dengan c,, = x;

e

Kemudian ditunjukkan bahwa (c,) = (x;,,) adalah barisan Cauchy.

Misalkan diberikan € > 0. Dengan Archimedean property, terdapat M € N

sedemikian sehingga% < 2¢e. Kemudian dengan memilih bilangan asli 2M
tersebut didapatkan, jika m,n > 2M maka 4,, > 6;, Vi =1,2,.. M, ..., [%] dan
=6, Vi=1, 2,...,M, ..., E] Secara khusus, i = M didapatkan bahwa

Am» Ay = 6. Dengan (3.2) didapatkan bahwa d(x;,, x;,,) < ﬁ < €. Akibatnya,
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terdapat 2M € N sedemikian sehingga jika m,n > 2M maka d(c,,, ¢,) =

d(xy,, %1, ) < ﬁ < €. Dengan kata lain, (x; ) adalah barisan Cauchy.

Tahap berikutnya, dibuktikan bahwa (f (x,«ln)) bukan barisan Cauchy di Y.

Dengan konstruksi (x,ln) yang demikian, maka terdapat V € U sehingga vn € N

terdapat 6,, € A yang mengakibatkan 32n = k,2n — 1 = [ = n sedemikian
sehingga (f (cx), f(c)) = (f(xak);f(le)) - (f(x,lzn),f(x,lzn_l)) ¢ V. Hal ini

ekuivalen dengan mengatakan bahwa barisan (f (x,ln)) bukan barisan Cauchy.

Karena terdapat barisan Cauchy (x;,,) dengan (f (xln)) bukan merupakan

barisan Cauchy, maka terjadi kontradiksi dengan f adalah fungsi CS-regular.
Kesimpulannya, haruslah untuk setiap f yang CS-regular, f juga merupakan

Cauchy-regular.m

Selanjutnya, berikut adalah teorema yang menyatakan pernyataan (b) ke

pernyataan (c).

Teorema 3.5 Misalkan (X, d) dan (M, p) adalah ruang metrik. Jika untuk setiap
ruang seragam S, setiap fungsi Cauchy regular f: X — S kontinu seragam, maka
setiap fungsi CS-regular g: (X, d) — (M, p) kontinu seragam.

(Jain & Kundu, 2005, hal. 33)

Bukti. Mengacu ke Teorema 3.4, karena g fungsi CS-regular maka g adalah
fungsi Cauchy regular. Perhatikan pula, menurut Teorema 2.31, ruang metrik
(M, p) adalah ruang seragam. Akibatnya g adalah fungsi Cauchy regular dari
ruang metrik (X, d) ke ruang seragam (M, p). Kemudian menurut premis, g

kontinu seragam. m

Selanjutnya, berikut adalah lema yang menghubungkan pernyataan (c) ke

pernyataa (d).
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Lema 3.6 Misalkan (X, d) dan (M, p) ruang metrik. Jika setiap fungsi CS-
regular f: (X,d) — (M, p) kontinu seragam, maka setiap fungsi CS-regular
bernilai real di (X, d) kontinu seragam.

(Jain & Kundu, 2005, hal. 33)

Bukti. Dengan memperhatikan bawa (R, | - |) juga merupakan suatu ruang metrik,

maka kesimpulan dari Lema 3.6 terpenuhi. m

Selanjutnya diberikan Teorema 3.9 yang menghubungkan pernyataan (d),
yaitu, untuk setiap fungsi CS-regular bernilai real di (X, d) adalah kontinu
seragam, ke kesimpulan bahwa ()? p) adalah ruang Atsuji. Namun sebelumnya,
diberikan Lema 3.7 dan Teorema 3.8 yang digunakan dalam pembuktian Teorema
3.9. Lema 3.7 yang menjelaskan bahwa fungsi yang kontinu seragam akan

mengawetkan barisan Cauchy.

Lema 3.7 Misalkan (4, d) dan (Y, p) adalah ruang metrik. Misalkan pula
f:A — Y adalah fungsi yang kontinu seragam. Jika (x,,) adalah barisan Cauchy

di A, maka (f(x,)) adalah barisan Cauchy di Y.

Bukti. Akan dibuktikan Ve > 0 terdapat bilangan asli N sedemikian sehingga
p(f (), f (x)) < €,¥n,m = N. Selanjutnya, misalkan diberikan e > 0. Karena
fungsi f kontinu seragam, maka terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga Vx,y € A,
jikad(x,y) < 6 maka p(f(x), f(37)) < e. Selanjutnya, karena (x,,) barisan
Cauchy di A, terdapat bilangan asli N sedemikian sehingga d(x,,, x,,,) < 6,

vn,m = N. Kemudian, karena d(x,, x,,) < é dan f kontinu seragam, maka

p(fOe), f(xm)) <€ ¥Yn,m=N.m

Teorema 3.8 berikut menjelaskan mengenai eksistensi dan ketunggalan
perluasan fungsi kontinu seragam dari ruang metrik ke ruang metrik yang

lengkap.
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Teorema 3.8 Misalkan A adalah subhimpunan dari ruang metrik (X, d) dan
(Y, p) adalah ruang metrik lengkap. Jika f: A — Y adalah fungsi kontinu
seragam, maka terdapat perluasan fungsi f yang kontinu seragam dan tunggal,
yaitu g:A > Y.

(Aliprantis & Burkinshaw, 1998, hal. 45)

Bukti. Konstruksi g: A — Y dengan pendefinisian g(x) = lim f(x,,) dengan (x,,)
n—-oo

adalah barisan di A yang konvergen ke x. Kemudian dibuktikan bahwa fungsi g

dijamin eksistensinya, terdefinisi dengan baik, kontinu seragam, dan tunggal.

Pertama-tama dibuktikan bahwa g dijamin eksistensinya. Misalkan a € A
maka menurut Teorema 2.13 terdapat (a,,) barisan di A yang konvergen ke a.
Lebih lanjut karena (a,,) konvergen, maka (a,,) adalah barisan Cauchy. Karena
(a,) barisan Cauchy di A dan f kontinu seragam, berdasarkan Lema 3.7 maka
(f (an)) barisan Cauchy di Y. Kemudian karena Y adalah ruang metrik lengkap

dan (f (x,) ) adalah barisan Cauchy, maka lim (f (x,,) ) ada. Kesimpulannya,
n—oo

eksistensi fungsi g terjamin.

Kedua, dibuktikan bahwa fungsi g terdefinisi dengan baik, yaitu jika
x = x" maka g(x) = g(x'). Misalkan x = x’ € A, menurut Teorema 2.13,
terdapat barisan (x,,), (3,,) di A dengan il_l)lolo Xp = X, rlllfﬂlo yn, = x'. Karena
(x,), () barisan yang konvergen, maka (x,), (,,) barisan Cauchy. Selanjutnya
karena (x,,), () barisan Cauchy di 4 dan f kontinu seragam, maka menurut
Lema 3.7 (£ (xy)), (f (3,) ) barisan Cauchy. (f(x,)), (f (,) ) adalah barisan
Cauchy di ruang metrik lengkap, akibatnya (f (xn)), (f (v) ) konvergen.
Misalkan Ail?of(x”) = Ai_r)rgof(yn) = y'. Kemudian ditunjukkan y = y'. Untuk
itu konstruksi (z,,) dengan z,,, = x,, dan z,,_; = y,, kemudian tunjukkan bahwa
(z,) konvergen ke x. Misalkan diberikan € > 0. Barisan x,, — x artinya, terdapat
bilangan asli N’ sehingga d(x,,,x) < €,n > N'. Barisan y,, —» x’ = x artinya,
terdapat bilangan asli N’ sehingga d(y,, x) < €,n > N". Kemudian dengan
memilih N = max{N’, N''} didapat bahwa 7li_r)rolozn = x, yaitu terdapat N

sedemikian sehingga d(x, z,,) < €, Yn > N. Karena z,, = x, maka menurut Lema
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3.7 lim f(z,) ada. Akibatnya sebarang subbarisan dari (f(z,)) konvergen ke
n—oo
nilai yang sama. Secara khusus, y' = lim f(y,,) = lim f(z3,,—1) = lim f(z,) =
n—oo n—oo n-—-o
lim f(x,,) = y. Dengan demikian, jika x = x', maka g(x") = lim f(y,) =
n—oo n—-oo

lim £ () = g(2).

Ketiga, ditunjukkan bahwa g kontinu seragam. Misalkan diberikan € > 0.
Untuk x,y € A. Karena f(a) = g(a),Va € A dan f kontinu seragam, maka
terdapat § > 0 sedemikian sehingga jika d(x,y) < &6 maka p(g(x),g(y)) =
p(f(x), f()) < €. Selanjutnya untuk x,y € A dengan d(x,y) < §. Teorema

2.13 menjamin terdapat barisan (x,) dan (y;,) di A dengan lim x,, = x dan
n—oo

limy, = y. Menurut Teorema 2.12 lim d(x,, ,,) = d(x,y), sehingga dapat
n—00

n—oo

dipilih N, sedemikian sehingga d(x,, y,) < 6 untuk n > Ny. Karena d (x,, yn) <
& dan £ kontinu seragam, maka p(f (x,), f(y,)) < €,n = Ny. Kesimpulannya,
untuk x,y € A terdapat § > 0 sedemikian sehingga jika d(x,y) < & maka

P9, 9»)) = p (lim F ), lim FO)) = lim p(Fea), ) < e

Terakhir, ditunjukkan g sebagai perluasan fungsi £, yang kontinu
seragam adalah tunggal. Misalkan terdapat perluasan lain dari fungsi f},,, yaitu h
yang kontinu seragam. Karena g, h adalah fungsi yang kontinu, A subhimpunan
yang padat di 4, dan g(a) = h(a),Va € A, maka berdasarkan Teorema 2.19
g = h. Sehingga dapat disimpulkan bahwa terdapat perluasan fungsi f, yaitu

g: A = Y, yang kontinu seragam dan tunggal. m

Teorema 3.9 Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan (X, d) adalah
completion-nya. Jika setiap fungsi CS-regular bernilai real h: (X,d) - (R, |-|)
kontinu seragam, maka (X, d) ruang Atsuji.

(Jain & Kundu, 2005, hal. 33)
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Seperti dalam Teorema 3.3 sebelumnya, dalam Teorema 3.9 digunakan
diagram alur pembuktian. Berikut bagan alur pembuktianya.

bukti 47/ X completion X /Lp Terdapat W subruang X
yang padat dan isometrik

l dengan X

Tunjukkan untuk setiap fungsi l
kontinu bernilai real f: X — R maka f

kontinu seragam W Isometrik dengan X:

Terdapat T: X — W dimana
T isometri dan bijektif

\ 4
Ambil sebarang f: X — R kontinu

v

Restriksi f di W. fi,,; W — R.

Tunjukkan kontinu juga

\ 4
Tunjukkan fungsi

Karena sebarang f fungsi
kontinu bernilai realnya kontinu
seragam maka X ruang Atsuji.

fiwoT:X - W - R CS-regular.

A\ 4
Tunjukkan f,,, o T kontinu T
seragam berdasarkan premis

Gunakan Teorema 2.19: f, g

kontinu dan fungsi yang memiliki
Jv nilai yang sama di subhimpunan
Tunjukkan f,,, kontinu seragam W yang padat di X sehingga f = g

\ 4

Gunakan Teorema 3.8: W adalah subhimpunan dari ruang metrik ()? ci) dan (R, |:|) adalah
ruang metrik yang lengkap. Jika f},, kontinu seragam, maka terdapat perluasan fungsi dari
fiw yang kontinu seragam dan tunggal, sebut saja g: W -R

Diagram 3.2 Diagram alur pembuktian Teorema 3.9
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Bukti. Untuk membuktikan bahwa (X, p) ruang Atsuji, menurut definisi ruang
Atsuji haruslah ditunjukkan untuk setiap f: X — R, f kontinu maka f kontinu
seragam. Misalkan diberikan e > 0. Pertama-tama misalkan f: X — R kontinu,
yaitu untuk setiap x, € X terdapat § > 0 3 d(x,x,) < 6 = |[f(x) — f(xp)| < €.
Selanjutnya perhatikan bahwa, karena X adalah completion dari X maka terdapat

W subruang yang padat dari X dan W ruang yang isometrik dengan X.

Langkah selanjutnya konstruksi fungsi f},,: W — R dengan
fiww) = f(w),Yw € W. Fungsi f;,, kontinu di W karena untuk setiap w, € W,
w, € X. Dengan pemilihan § yang sama berlaku

pw,wo) <8 = |fiu W) = flw Wo)| = [fF W) — Fwp)| < € +(3.4)

Kemudian konstruksi fungsi f,, e T: X - W — R dan tunjukkan f,, o T

adalah fungsi CS-regular. Misalkan (x,,) adalah barisan Cauchy di X. Karena
(x,,) barisan Cauchy, maka untuk & di pernyataan (3.4), akan terdapat bilangan

natural K sedemikian sehinng d(x,, x,,) < 8,n,m = K ---(3.5)

Perhatikan pula karena T pada, maka untuk setiap w € W terdapat x € X 3

Tx = w. Karena T pada, serta menggunakan pernyataan (3.4) dan (3.5),
didapatkan (f|w o T(x,) ) adalah barisan Cauchy di R. Karena untuk sebarang
(x,,) barisan Cauchy di X mengakibatkan (f|w oT(x,) ) barisan Cauchy di R,
maka menurut definisi fungsi CS-regular dapat disimpulkan bahwa fungsi fj,, o T

adalah fungsi CS- regular dari X ke R.

Selanjutnya, karena f},, o T: (X, d) — (R, |-|) adalah CS-regular, maka
menurut premis f,, o T adalah fungsi yang kontinu seragam, yaitu Vxq, x, € X

36" > 03 d(xy,%,) <8 = |fiy o TG0 — fi o T(x3)| < €.

Tahap berikutnya adalah menunjukkan bahwa f|,, adalah fungsi yang

kontinu seragam. Dengan memilih & di atas, diperoleh bahwa untuk setiap

wy, w, € W berlaku
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p(wy,wp) = p(Tx1,Txy) = d(x1,%;) <8 = |f|w(W1) - f|w(W2)|

= |f|w(T(x1)) - f|w(T(x2))| = |f|w oT(xy) — f|w ° T(xz)l <€

Terbukti bahwa f|,, adalah fungsi yang kontinu seragam.

Lebih lanjut menurut Teorema 3.8, W adalah subruang dari (X,d) dan
(R, |.]) lengkap. f,,: W — R adalah fungsi yang kontinu seragam, maka terdapat
perluasan yang tunggal untuk fungsi f,,, yaitu fungsi g: W = X - Ryang

kontinu seragam.

Perhatikan bahwa f dan g adalah dua buah fungsi yang memiliki sifat

fw) = fiuww) = g(w),Vw € W. Karena f, g kontinu dan W adalah subruang

yang padat dari X, maka menurut Teorema 2.19 f(x) = g(x), Vx € X. Dengan
kata lain f = g.

Karena untuk sebarang f: X = R kontinu berlaku f = g kontinu seragam,

maka X adalah ruang Atsuji. m

Teorema 3.9 menjelaskan bahwa, cukup dengan membuktikan bahwa
setiap fungsi CS-regular bernilai real di ruang metrik (X, d) kontinu seragam,

maka completion dari ruang metrik tersebut adalah ruang Atsuji.
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BAB 4
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan
Dalam skripsi ini, telah dipelajari keterkaitan antar pernyataan-pernyataan
berikut:

Misalkan (X, d) adalah ruang metrik dan (X’ ci) adalah completion-nya.

(@) Setiap (x,) barisan di ruang metrik yang tidak memiliki subbarisan Cauchy,
memiliki bilangan bulat positif n, sedemikian sehingga untuk setiap n > n,,

X, titik terisolasi di ruang metrik tersebut dan inf{/(x,):n = ny} > 0.

(b) Setiap ruang seragam dan setiap fungsi Cauchy-regular dari ruang metrik

tersebut ke ruang seragam akan kontinu seragam.

(c) Setiap ruang metrik (M, p), setiap fungsi CS-regular f:(X,d) - (M, p)

adalah kontinu seragam.
(d) Setiap fungsi CS-regular bernilai real di (X, d) adalah kontinu seragam.

Keterkaitan pernyataan-pernyataan tersebut diperlihatkan dalam Teorema 3.3,
Teorema 3.5, dan Lema 3.6. Dalam Teorema 3.3, apabila pernyataan (a) dipenuhi,
maka diperoleh kondisi pada pernyataan (b). Dalam Teorema 3.5, apabila
pernyataan (b) dipenuhi, maka diperoleh kondisi pada pernyataan (c). Kemudian
dalam Lema 3.6 dijelaskan bahwa, apabila pernyataan (c) dipenuhi, maka
diperoleh kondisi pada pernyataan (d). Selanjutnya, Teorema 3.9 menyatakan
bahwa jika kondisi pada pernyataan (d) dipenuhi, maka ruang metrik tersebut
memiliki Atsuji completion. Akibatnya, jika pernyataan (a), (b), (c), atau (d)
terpenuhi, maka completion dari ruang metrik (X, d), yaitu ()? d), adalah ruang

Atsuji.
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Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa syarat-syarat fungsi di ruang
metrik agar ruang metrik tersebut memiliki Atsuji completion adalah:

1. Setiap ruang seragam dan setiap fungsi Cauchy-regular dari ruang metrik
tersebut ke ruang seragam akan kontinu seragam, atau

2. Setiap ruang metrik (M, p), setiap fungsi CS-regular f:(X,d) — (M, p) adalah
kontinu seragam, atau

3. Setiap fungsi CS-regular bernilai real di (X, d) adalah kontinu seragam.

Selain itu, syarat barisan di ruang metrik agar ruang metrik memiliki Atsuji

completion adalah:

Setiap barisan (x;,,) di ruang metrik yang tidak memiliki subbarisan Cauchy,
memiliki bilangan bulat positif n, sedemikian sehingga untuk setiap n = ny, x,

adalah titik terisolasi di ruang metrik tersebut dan inf{I(x,,):n = ny} > 0.

4.2 Saran

Pengembangan ekuivalensi untuk Atsuji completion yang diteliti oleh
Gerald Beer telah menghasilkan dua puluh sembilan ekuivalensi. (Jain & Kundu,
2005). Dalam skripsi ini, hanya dipelajari beberapa pernyataan, yang termasuk
dalam ekuivalensi tersebut, berdasarkan fungsi dan barisan di ruang metrik. Oleh
karena itu, untuk penelitian skripsi yang lebih lanjut, penulis menyarankan untuk
mempelajari pernyataan-pernyataan lain yang termasuk dalam dua puluh sembilan
ekuivalensi untuk Atsuji completion, misalnya pernyataan-pernyataan yang
berdasarkan kondisi subhimpunan ruang metrik yang lengkap atau kompak.
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