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Abstrak

Nama : Asmi Susanto
Program Studi : Pascasarjana Fisika Murni dan Terapan
Judul : Model Separabel untuk Interaksi Pion-Nukleon

Telah dilakukan perhitungan pergeseran fase hamburan Pion Nukleon untuk
gelombang parsial S, P dan D, dan untuk isospin 1

2
dan 3

2
. Interaksi meng-

gunakan bentuk separabel rank-1 dan rank-2. Parameter interaksi ditentukan
melalui fittting dengan data pergeseran fase analisis SAID. Didapatkan bah-
wa rank-1 dan rank-2 dapat memfit data dengan baik sampai momentum 400
MeV/c. Disamping itu, rank -2 dapat menjelaskan cukup baik sampai momen-
tum 1200 MeV/c.

Kata kunci : pion, nukleon, hamburan, pergeseran fase, interaksi separabel.
xii+75 halaman : 16 gambar; 10 tabel
Daftar Pustaka : 16 (1970-2010)

Abstract

Name : Asmi Susanto
Program Study : Pascasarjana Fisika Murni dan Terapan
Title : Separable Model for Pion-Nukleon Interaction

Phaseshift of Pion-Nucleon Scattering has been calculated for the partial wa-
ves S, P , and D, and for the isospin 1

2
and 3

2
. The interaction is assumed to

take the separable form of rank-1 and rank-2. Interaction parameters are de-
termined through fitting with the phaseshift data of SAID analysis. It is found
that the rank-1 and rank-2 can fit the data quite well for the momentum up
to 400 MeV/c. Meanwhile, the rank-2 can describe the data fairly well for the
momentum up to 1200 MeV/c.

Keywords : pion, nucleon, scattering, phaseshift, separable interaction
xii+75 pages : 16 pictures; 10 tables
Bibliography : 16 (1970-2010)
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Ditengah berkembangnya teknologi dan ilmu pengetahuan dewasa ini, para
Ilmuwan Fisika terus menggali pengetahuan tentang Fisika. Ini dibuktikan
dengan ditemukannya partikel - partikel baru, yang kemudian partikel ini di-
kelompokkan dan ditemukan pola bagaimana partikel - partikel dialam ber-
interaksi. Menurut [6] Interaksi fundamental di alam ada 4 yaitu, interaksi
gravitasi, interaksi elektromagnetik (e.m.), interaksi kuat dan interaksi lemah.
Segala proses di alam berlangsung akibat satu atau lebih dari interaksi funda-
mental tersebut. Beberapa sifat interaksi fundamental [6]:

• Interaksi gravitasi yang paling lemah. Interaksi kuat yang paling kuat.

• Interaksi gravitasi dan interaksi e.m. berjangkauan panjang (tak ber-
hingga). Interaksi kuat dan interaksi lemah berjangkauan pendek (ku-
rang lebih seukuran dimensi nukleon).

Jika salah satu gaya itu tidak ada maka alam semesta tidak akan terbentuk.
Hamburan πN merupakan salah satu contoh interaksi kuat, menurut A.M

Gasparyan, Dkk fenomena hamburan πN menarik untuk dipelajari karena be-
barapa hal [9] Pertama, adanya ketersediaan data akurat yang banyak dan
mempunyai struktur yang sederhana. Kedua, merupakan salah satu sumber
informasi utama tentang spektrum Baryon. Ketiga, interaksi πN adalah kom-
posisi penting pada banyak reaksi hadronik. Juga ada indikasi yang kuat
bahwa sistem πN memainkan peranan penting (walaupun tidak dominan) pa-
da produksi meson n dan w dan berhubungan dengan produksi strangeness.
Sehingga kesuksesan penggunaan partikel π dalam mempelajari struktur Nu-

1
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2

klir membutuhkan pengetahuan tentang bagaimana sebenarnya interaksi kuat
antara π dengan Nukleus.

Eksperimen hamburan dilakukan dengan menembakkan atom, inti atom
atau partikel dari sebuah proyektil kepada partikel lain yang dianggap seba-
gai target. Dalam [11] teori interaksi kuat dipelajari melalui teori Quantum
Chromodynamics(QCD), yaitu teori yang dapat menjelaskan pertukaran boson
gauge. Boson gauge kuat dinamakan dengan gluon, karena gluon mengkomuni-
kasikan gaya untuk partikel-partikel berinteraksi secara kuat terikat bersama-
sama, seperti lem “glue“. Pada tahun 1950-an dan 1960-an telah ditemukan
partikel-partikel yang dinamakan pion, eta dan delta. Partikel-partikel ini di-
namakan hadron. Teori QCD bisa digunakan pada sistem hamburan energi
tinggi (high energy physics). Untuk energy rendah dan menengah (low and
medium energy physics) aplikasi teori ini sulit untuk diterapkan karena ter-
kendala oleh kerumitan matematisnya, di samping tuntutan untuk memperhi-
tungkan lebih banyak lagi proses (diagram) yang mungkin. Untuk energi ren-
dah dan menengah, penelitian dapat dilanjutkan dengan menggunakan baryon
dan meson (hadron) sebagai pengganti quark dan gluon atau bisa juga dengan
memprediksikan bentuk interaksi secara fenomenologis. Untuk keperluan yang
bersifat praktis, interaksi kuat dapat diasumsikan berbentuk separabel. Inte-
raksi beberapa benda (few-body problem) yang menggunakan bentuk separabel
digunakan untuk mempermudah penyelesaian persamaan Lippmann - Schwi-
nger secara analitis.

Setelah diperoleh solusi persamaan Lippmann - Schwinger secara analitis,
dan jika dilanjutkan menghitung nilai pergeseran fase hamburan πN maka
kita dapat mengetahui gaya interaktif yang terjadi pada hamburan πN, ca-
ra ini cukup berhasil dilakukan oleh [12]. Dan [3] telah melakukan usaha -
usaha mempertemukan interaksi separabel dan potensial pertukaran satu bo-
son (OBEP untuk One Boson Exchange Potential) dengan bentuknya yang
nonlokal. Untuk itu penulis mencoba melakukan penelitian membuat model
seperabel untuk interaksi Pion-Nukleon (πN) yang disertai faktor bentuk yang
lebih kompleks.

1.2 Perumusan Masalah

Rumusan masalahnya difokuskan pada menemukan model interaksi Pion-Nukleon
(πN) yang sederhana tetapi dapat menjelaskan observable dengan baik.

Universitas Indonesia
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1.3 Metode Penelitian

Dilakukan dengan menurunkan persamaan Lippmann-Schwinger sehingga di-
dapat elemen matriks-t. Dari elemen matriks-t kita dapat menentukan per-
geseran fase hamburan, untuk mencari parameter potensial dilakukan fitting
dengan membandingkan pergeseran fase hasil perhitungan dan data. Proses
fitting dikerjakan dengan menggunakan routine fitting minuit dari CERN.

1.4 Tujuan Penelitian

Membuat model seperabel untuk interaksi Pion-Nukleon (πN) yang menggu-
nakan faktor bentuk tertentu dengan menghitung pergeseran fase hamburan
πN .

Universitas Indonesia
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Bab 2

Teori Dasar Hamburan

Hamburan pada eksperimen terjadi jika suatu partikel di tembakkan dari pro-
yektil kepada partikel yang dianggap sebagai target sehingga akan terjadi in-
teraksi antar partikel itu. Pada umumnya hamburan merupakan proses dari
objek yang saling mendekat dan pada jarak tertentu objek ini akan berinte-
raksi kemudian objek ini akan berpisah kembali. [2] menyatakan banyak dari
apa yang kita ketahui tentang kekuatan dan interaksi dalam atom dan inti
yang telah dipelajari dari percobaan hamburan, biasanya kita tahu sifat dari
partikel yang digunakan sebagai proyektil, momentum mereka, dan mungkin
polarisasi mereka. Partikel-partikel ini tersebar oleh atom-atom target dan se-
lanjutnya dideteksi oleh alat yang dapat memberi kita intensitas sebagai fungsi
dari sudut hamburan. Dan rentang interaksi berada dalam jarak yang amat
kecil sehingga diluar jarak itu kedua objek praktis tidak berinteraksi, dengan
kata lain diluar jarak itu mereka diasumsikan dalam keadaan bebas.

Interaksi antar partikel dapat dipahami dengan mengkaji proses hambur-
an. Hamburan elastik terjadi jika tidak ada energi yang hilang sedangkan
sebaliknya kita sebut sebagai hamburan inelastik. Teori hamburan klasik me-
nyatakan jika suatu peristiwa partikel pada pusat hamburan dengan energi
datang E dan impact parameter b akan membentuk sudut hambur, menurut
[1] masalah penting pada hamburan klasik adalah impact parameter dan per-
hitungan sudut hambur. Biasanya semakin kecil impact parameter semakin
besar sudut hambur. Teori hamburan kuantum menurut [1] bila kita memba-
yangkan sebuah peristiwa gelombang berjalan searah sumbu - z, dimana ber-
temu dengan potensial hamburan menghasilkan gelombang spherical artinya
kita mencari solusi persamaan umum Schrodinger. Penjelasan tentang ham-
buran dalam bab ini difokuskan pada interaksi dua objek dan hanya bersifat
singkat sebagai dasar untuk formulasi pada bab-bab selanjutnya.

4
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2.1 Kinematika Proses Hamburan

Interaksi antara pion (π) dan nukleon (N) dikelompokkan dalam interaksi dua
benda. Ini berarti hanya terdapat dua partikel pada keadaan awal dan akhir.
Umumnya interaksi ini dapat dituliskan sebagai [4] :

A(~pA) +B(~pB)→ A(~qA) +B(~qB) (2.1)

dimana ~pi adalah momentum awal dan ~qi adalah momentum akhir partikel i,
dengan i ε {A,B}.

Untuk memudahkan menghitung proses hamburan dalam Kinematika Non-
Relativistik maka kita menggunakan momentum relative (~p). Mendapatkan
persamaan momentum relatif menurut [7] bisa menggunakan koordinat Jaco-
bi, yaitu :

Gambar 2.1: Kinematika koordinat Jacobi

Dengan memperhatikan Gambar 2.1 didapatkan informasi bahwa posisi relatif
partikel A terhadap partikel B adalah :

~r = ~rA − ~rB (2.2)

Jika persamaan (2.2) dideferensialkan terhadap waktu kita dapatkan :

~v = ~vA − ~vB (2.3)
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Karena persamaan umum momentum ~p = m~v maka persamaan (2.3) menjadi :

~v =
~pA
mA

− ~pB
mB

~v =
mB~pA −mA~pB

mAmB

mAmB~v = mB~pA −mA~pB (2.4)

Persamaan (2.4) dikalikan dengan 1
mA+mB

akan didapat :

mAmB

mA +mB

~v =
mB~pA −mA~pB
mA +mB

(2.5)

Jika mAmB

mA+mB
= µ , maka persamaan (2.5) :

µ~v =
mB~pA −mA~pB
mA +mB

(2.6)

Karena ~p = µ~v dengan µ adalah masa tereduksi, maka persamaan (2.6) men-
jadi :

~p =
mB~pA −mA~pB
mA +mB

(2.7)

Persamaan (2.7) merupakan persamaan momentum relatif yang tidak bergan-
tung pada kerangka acuan yang dipakai, dengan mA menyatakan massa parti-
kel A, mB merupakan massa partikel B, ~pA adalah momentum partikel A dan
~pB momentum partikel B dengan momentum bersifat kekal dalam proses ham-
buran yaitu |~p| = |~q|, dengan ~q adalah momentum relatif setelah hamburan.

Kerangka yang kita gunakan dalam pembahasan ini adalah kerangka labo-
ratorium (lab) dan kerangka pusat massa (cm). Melihat sistem dua partikel
dimana mA menyatakan massa partikel A yang merupakan proyektil, dan mB

massa partikel B yang merupakan target. Didalam kerangka laboratorium
(lab) pada keadaan awal (sebelum mengalami hamburan) mA dan mB me-
milki momentum masing âĂŞ masing ~p labA dan ~p labB . Kemudian pada keadaan
akhir (sesudah hamburan) momentum yang dimiliki mA dan mB adalah ~q labA

dan ~q labB . Pada kerangka acuan pusat massa momentum awal dan akhir bagi
partikel proyektil (mA) yaitu ~p cmA dan ~q cmA , momentum awal dan akhir dari
partikel target (mB) adalah ~p cmB dan ~q cmB . Gambar (2.2) merupakan proses
kinematika tumbukan elastik dua benda, dimana gambar sebelah kiri untuk
kerangka lab dan sebelah kanan untuk kerangka cm
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Gambar 2.2: Proses kinematika tumbukan elastik dua benda

Melihat partikel target yang ditembakkan berada dalam keadaan diam re-
latif terhadap kerangka lab, maka ~p labB = 0. Sehingga ~p lab diperoleh dari per-
samaan (2.7) adalah :

~p lab =
mB~p

lab
A

mA +mB

(2.8)

Untuk kerangka cm, ~p cmA = −~p cmB . jika disubsitusikan kepersamaan (2.7) di-
peroleh :

~p cm = ~p cmA (2.9)

pada momentum relatif berlaku :

~p cm = ~p lab (2.10)

substitusikan persamaan (2.8) dan (2.9) ke persamaan (2.10) :

~p cmA =
mB

mA +mB

~p labA (2.11)

persamaan (2.11) dikalikan dengan mA

mA
:

~p cmA =
mAmB

(mA +mB)mA

~p labA

mengingat definisi massa tereduksi (µ)maka hubungan ~p lab dan ~p cm adalah :

~p cmA =
µ

mA

~p labA (2.12)

Pada suatu hamburan elastik, energi kinetik total bersifat kekal. Energi
kinetik total dalam suatu kerangka acuan adalah penjumlahan dari energi
kinetik masing - masing partikel. Sehingga besarnya energi total sebelum dan
sesudah hamburan berlaku :
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Kerangka Lab :

E lab = E lab
A + E lab

B = E ′ labA + E ′ labB (2.13)

E lab
B = 0 karena ~p labB = 0, maka persamaan (2.13):

E lab = E lab
A = E ′ labA + E ′ labB (2.14)

E lab =
(~p labA )2

2mA

(2.15)

Untuk kerangka cm prinsip hukum kekekalannya juga sama dengan kerang-
ka lab, tapi menggunakan ~p cmA = −~p cmB , maka :

E cm = E cm
A + E cm

B = E ′ cmA + E ′ cmB (2.16)

E cm =
(~p cmA )2

2mA

+
(~p cmB )2

2mB

(2.17)

E cm =
(~p cmA )2

2mA

+
( ~−p cmA )2

2mB

E cm =
(~p cmA )2

2mA

+
(~p cmA )2

2mB

(2.18)

E cm =
(~p cmA )2(mA +mB)

2mAmB

(2.19)

mengingat kembali definisi masa tereduksi, jadi :

E cm =
(~p cmA )2

2µ
(2.20)

substitusikan persamaan (2.12) ke persamaan (2.20), maka :

E cm =
( µ
mA
~p labA )2

2µ
(2.21)

E cm =
µ2

2µm2
A

(~p labA )2 (2.22)

E cm =
µ

mA

(~p labA )2

2mA

berdasarkan persamaan (2.15), hubungan E cm dan E lab dapat di tulis :

E cm =
µ

mA

E lab (2.23)
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Gambar (2.2) menunjukkan proses terjadinya hamburan dimana proyektil
datang pada arah sumbu-z dengan momentum awal ~p labA dan ~p cmA . hamburan
terjadi pada bidang x̂− ẑ, maka momentum akhir dalam kerangka cm adalah :

~q cm = ~qx̂ + ~qẑ = |~p cmA | sin θcmx̂+ |~p cmA | cos θcmẑ (2.24)

seperti persamaan (2.7), momentum relatif sesudah hamburan adalah :

~q =
mB~qA −mA~qB
mA +mB

(2.25)

• Pada kerangka lab persamaan dapat ditulis menjadi :
Sumbu-x

~q labx̂ =
mB~q

lab
A,x −mA~q

lab
B,x

mA +mB

(2.26)

~q labx̂ =
mB|~q labA | sin θlab −mA|~q labB | sin βlab

mA +mB

x̂ (2.27)

Sumbu-z

~q labẑ =
mB~q

lab
A,z −mA~q

lab
B,z

mA +mB

(2.28)

~q labẑ =
mB|~q labA | cos θlab −mA|~q labB | cos βlab

mA +mB

ẑ (2.29)

Berdasarkan hukum kekekalan momentum yaitu besar momentum sebe-
lum hamburan sama dengan besar momentum setelah hamburan, maka
dapat ditulis :

~p labA + ~p labB = ~q labA + ~q labB (2.30)

karena ~p labB = 0

~p labA = ~q labA + ~q labB (2.31)

Sumbu-x
tanda pada ~q labB menjadi negatif (-) karena saling berlawanan arah, maka :

|~p labA |x = |~q labA | sin θlab − |~q labB | sin βlab (2.32)

Sumbu-z
|~p labA |z = |~q labA | cos θlab + |~q labB | cos βlab (2.33)

|~q labB | cos βlab = |~p labA | − |~q labA | cos θlab (2.34)

pada sumbu-x nilai momentum |~P lab
A |x sama dengan 0 (nol) karena saling
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meniadakan, maka :

0 = |~q labA | sin θlab − |~q labB | sin βlab (2.35)

|~q labB | sin βlab = |~q labA | sin θlab (2.36)

substitusikan persamaan (2.36) ke persamaan (2.27) diperoleh :

|~q labx̂ | =
mB|~q labA | sin θlab −mA|~q labA | sin θlab

mA +mB

(2.37)

substitusikan persamaan (2.34) ke persamaan (2.29), sehingga :

|~q labẑ | =
mB|~q labA | cos θlab −mA(|~p labA | − |~q labA | cos θlab)

mA +mB

(2.38)

• Pada kerangka pusat massa
Berdasarkan persamaan (2.9), maka : ~q cm = ~q cmA . Sehingga :
Sumbu-x

|~q cmx̂ | = |~q cmA | sin θcm (2.39)

Sumbu-z
|~q cmẑ | = |~q cmA | cos θcm (2.40)

Hubungan kerangka lab dan kerangka cm adalah :
kerangka cm = kerangka lab
Sumbu-x

|~q cmx̂ | = |~q labx̂ | (2.41)

|~q cmA | sin θcm =
mB|~q labA | sin θlab −mA|~q labA | sin θlab

mA +mB

(2.42)

Sumbu-z
|~q cmẑ | = |~q labẑ | (2.43)

|~q cmA | cos θcm =
mB|~q labA | cos θlab −mA(|~p labA | − |~q labA | cos θlab)

mA +mB

(2.44)

Bila persamaan (2.42) dibagi dengan persamaan (2.44), maka :

sin θcm

cos θcm
=

mB|~q labA | sin θlab −mA|~q labA | sin θlab

mB|~q labA | cos θlab −mA(|~p labA | − |~q labA | cos θlab)
(2.45)
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Jadi hubungan antara θcm dengan θlab adalah :

tan θcm =
(mB −mA) sin θlab

mB cos θlab −mA(
|~p lab

A |
|~q lab

A | − cos θlab)
(2.46)

Kemudian untuk menyederhanakan persamaan (2.46) kita mencari penye-
lesaian |~q labA |, dengan mengkuadratkan persamaan (2.34) dan (2.36), sehingga
diperoleh :

(|~p labA | − |~q labA | cos θlab)2 = |~q labB |2cos2βlab (2.47)

|~q labB |2sin2βlab = |~q labA |2sin2θlab (2.48)

dari persamaan (2.47) :

|~p labA |2 − 2|~p labA ||~q labA | cos θlab + |~q labA |2cos2θlab = |~q labB |2cos2βlab (2.49)

Jika cos2βlab = 1− sin2βlab dan mensubstitusikan persamaan (2.48) ke persa-
maan (2.49), sehingga diperoleh :

|~p labA |2 − 2|~p labA ||~q labA | cos θlab + |~q labA |2cos2θlab = |~q labB |2 − |~q labA |2sin2θlab (2.50)

Pada hamburan elastik hukum kekekalan energi dalam kerangka lab adalah :

|~p labA |2

2mA

=
|~q labA |2

2mA

+
|~q labB |2

2mB

(2.51)

dari persamaan (2.51) didapat :

|~q labB |2 =
mB

mA

|~p labA |2 −
mB

mA

|~q labA |2 (2.52)

substitusikan persamaan (2.52) ke persamaan (2.50), maka :

|~p labA |2−2|~p labA ||~q labA | cos θlab+|~q labA |2cos2θlab = {mB

mA

|~p labA |2−
mB

mA

|~q labA |2}−|~q labA |2sin2θlab

(2.53)
diketahui cos2θlab + sin2θlab = 1, sehingga persamaan (2.53) dapat disederha-
nakan menjadi :

(1 +
mB

mA

)|~q labA |2 − 2|~p labA | cos θlab|~q labA |+ (1− mB

mA

)|~p labA |2 = 0 (2.54)
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dari persamaan kuadrat (2.54) diketahui :

a = 1 +
mB

mA

(2.55)

b = −2|~p labA | cos θlab (2.56)

c = (1− mB

mA

)|~p labA |2 (2.57)

persamaan kuadrat (2.54) diselesaikan menggunakan rumus abc, yaitu :

x1, x2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
(2.58)

|~q labA±| =
2|~p labA | cos θlab ±

√
(2|~p labA | cos θlab)2 − 4{1 + mB

mA
}{(1− mB

mA
)|~p labA |2}

2(1 + mB

mA
)

(2.59)
setelah disederhanakan bagian yang didalam akar pada persamaan (2.59), di-
peroleh :

= 4|~p labA |2(
m2
B

m2
A

− sin2 θlab) (2.60)

substitusikan persamaan (2.60) ke persamaan (2.59), kemudian disederhana-
kan maka akan diperoleh :

|~q labA±| =
2|~p labA | cos θlab ± 2|~p labA |

√
m2

B

m2
A
− sin2θlab

2(1 + mB

mA
)

(2.61)

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.61) kepersamaan (2.46) akan didapat
hubungan θcm dan θlab yang lebih sederhana. Dimana θcm hanya merupakan
fungsi dari momentum awal dan sudut hamburnya. Sehingga dapat ditulis
dalam bentuk :

θcm = f(θlab) (2.62)
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2.2 Persamaan Lippmann-Schwinger

Diketahui persamaan umum Schrodinger :

− ~2

2m
52 ψ(~r) + v(~r)ψ(~r) = Eψ(~r) (2.63)

Persamaan (2.63) dikalikan dengan faktor −2m
~2 , menjadi :

52ψ(~r)− 2m

~2
v(~r)ψ(~r) = −2m

~2
Eψ(~r) (2.64)

Jika :
U(~r) =

2m

~2
v(~r)

k2 =
2m

~2
E

Sehingga persamaan (2.64) dapat ditulis dengan :

52ψ(~r)− U(~r)ψ(~r) = −k2ψ(~r) (2.65)

Bila disederhanakan (2.65) akan menjadi :

{52 + k2}ψ(~r) = U(~r)ψ(~r) (2.66)

Persamaan (2.66) merupakan representasi persamaan Scrhodinger dalam ruang
koordinat. Selanjutnya, dengan memanfaatkan sifat delta Dirac yaitu :

ˆ
d3~r′δ3(~r − ~r′)f(~r′) = f(~r) (2.67)

maka suku kanan persamaan (2.66) berubah menjadi :

U(~r)ψ(~r) =

ˆ
d3~r′δ3(~r − ~r′)U(~r′)ψ(~r′) (2.68)

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.68) ke persamaan (2.66) diperoleh per-
samaan :

{52 + k2}ψ(~r) =

ˆ
d3~r′δ3(~r − ~r′)U(~r′)ψ(~r′) (2.69)

Diketahui fungsi Green seperti dibawah ini :

{52 + k2}G(~r, ~r′) = δ3(~r − ~r′) (2.70)
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maka persamaan (2.69) menjadi :

{52 + k2}ψ(~r) =

ˆ
d3~r′{52 + k2}G(~r, ~r′)U(~r′)ψ(~r′) (2.71)

{52 + k2}ψ(~r) = {52 + k2}
ˆ
d3~r′G(~r, ~r′)U(~r′)ψ(~r′) (2.72)

ψ(~r) =

ˆ
d3~r′G(~r, ~r′)U(~r′)ψ(~r′) (2.73)

Sehingga, solusi komplit jika ada interaksi :

ψ(~r) = φi(~r) +

ˆ
d3~r′G(~r, ~r′)U(~r′)ψ(~r′) (2.74)

Persamaan (2.74) adalah persamaan Lippmann - Schwinger didalam ruang
koordinat. Jika interaksinya tidak ada (U(~r) = 0), maka :

{52 + k2}φi(~r) = 0 (2.75)

dengan i = initial yang berarti sebagai fungsi gelombang awal.

2.3 Amplitudo Transisi

Setelah mengganti U = 2m
~2 v , maka persamaan (2.74) bisa dituliskan dalam

notasi Dirac menjadi :

|ψ〉 = |φi〉+GU |ψ〉

= |φi〉+
2m

~2
Gv|ψ〉 (2.76)

dimana subscript i yang berarti awal dan f yang berarti akhir. Amplitudo
transisi didefinisikan sebagai [9] :

tfi ≡ 〈φf |T |φi〉 ≡ 〈φf |v|ψ〉 (2.77)

Gunakan (2.76) dan relasi kelengkapan Σ|φm〉〈φm| = 1 pada (2.77) diperoleh :

tfi = vfi +
2m

~2

∑
m,n

vfm〈φm|G|φn〉tni (2.78)
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Misalkan φ adalah fungsi gelombang di ruang momentum ~p, maka persamaan
(2.78) menjadi :

t(~pf , ~pi) = v(~pf , ~pi) +
2m

~2

ˆ
d3~pm

ˆ
d3~pnv(~pf , ~pm)G(~pm, ~pn)t(~pn, ~pi) (2.79)

Dengan menggunakan fungsi Green dalam ruang momentum yang diberikan
oleh Charles [9] :

G(~pm, ~pn) =
δ(~pm − ~pn)

p2 − p2
m

(2.80)

maka persamaan (2.79) menjadi :

t(~pf , ~pi) = v(~pf , ~pi) +
2m

~2

ˆ
d3~pn

v(~pf , ~pn)t(~pn, ~pi)

p2 − p2
n

(2.81)

2.4 Pergeseran Fase

Dalam teori medan kuantum dikenal matrik-S sebagai dasar untuk menghi-
tung amplitudo transisi, sementara dari persamaan Scrhodinger dapat dipero-
leh matrik-t sebagai kuantitas untuk menghitung peluang hamburan[5]. Ueda,
et.al [12] menuliskan amplitudo hamburan elastik πN sebagai tπN , dimana tπN
merupakan solusi dari persamaan Lippmann - Schwinger. Matriks-S untuk
amplitudo elastik dengan momentum angular total J dan parity P dalam se-
mua kasus dari rank dan chanel - chanel sebagai berikut :

S = 1− i2πpµ(p)tπN (2.82)

dimana :
1

µ(p)
=

1

mπ

+
1

mN

(2.83)

Selanjutnya hubungan pergeseran fase δ dan absorption parameter η de-
ngan matriks-S menurut [12] adalah :

S = ηe2iδ (2.84)

Sifat - sifat interaksi yang muncul pada kanal - kanal gelombang parsial dapat
dikenali dengan menganalisis pergeseran fase. pergeseran fase menunjukkan
sifat atraktif atau repulsif dari gaya nuklir. δ merupakan pergeseran fase yang
menunjukkan bagaimana perubahan fase fungsi gelombang sebelum dan sete-
lah hamburan [9]. Dari definisi pergeseran fase kita dapat melihat, bahwa nilai
dari pergeseran fase berkaitan dengan sifat dari interaksi πN [13]. Pergeseran
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fase dengan nilai negatif menunjukkan adanya gaya repulsif (saling tolak) se-
dangkan pergeseran fase dengan nilai positif menunjukkan gaya yang sifatnya
atraktif (saling tarik) pada interaksi πN. Dan jika berdasarkan [12] nilai para-
meter λ yang bernilai negatif pada model potensial separabel yang digunakan
menunjukkan potensial ini memberikan deskripsi interaksi nuklir πN yang si-
fatnya atraktif. Sedangkan Nilai parameter λ yang bernilai positif pada model
potensial separabel yang digunakan menunjukkan potensial ini memberikan
deskripsi interaksi nuklir πN yang sifatnya repulsif.

Dari definisi persamaan (2.82), (2.84) dan karena proses ini dalam tum-
bukan elastik maka η = 1, sehingga :

1− i2πpµ(p)tπN = e2iδ

1− i2πpµ(p)tπN = cos (2δ) + i sin (2δ) (2.85)

sebagai sebuah bilangan kompleks, tπN = Re[tπN ] + iIm[tπN ] maka :

1− i2πpµ(p)(Re[tπN ] + iIm[tπN ]) = cos (2δ) + i sin (2δ)

1− i2πpµ(p)Re[tπN ] + 2πpµ(p)Im[tπN ] = cos (2δ) + i sin (2δ)

1 + 2πpµ(p)Im[tπN ]− i2πpµ(p)Re[tπN ] = cos (2δ) + i sin (2δ) (2.86)

ini juga dapat ditulis :

sin (2δ)

cos (2δ)
=

−2πpµ(p)Re[tπN ]

1 + 2πpµ(p)Im[tπN ]

tan(2δ) =
−2πpµ(p)Re[tπN ]

1 + 2πpµ(p)Im[tπN ]

2δ = arctan

[
−2πpµ(p)Re[tπN ]

1 + 2πpµ(p)Im[tπN ]

]
(2.87)

jika :

χ =
−2πpµ(p)Re[tπN ]

1 + 2πpµ(p)Im[tπN ]
(2.88)

maka, akan diperoleh hubungan antara pergeseran fase dengan matriks-t se-
bagai berikut :

δ =
1

2
arctan(χ) (2.89)

Dari memperoleh nilai pergeseran fase kita dapat memperoleh observable.
Tapi untuk proses sebaliknya tidak semudah itu. Kita tidak dapat memperoleh
pergeseran fase dari data observable hasil eksperimen melalui proses analitik
langsung. Karenanya, prosedur yang biasa digunakan untuk memperoleh nilai

Universitas Indonesia

Model separabel..., Asmi Susanto, FMIPA UI, 2012



17

pergeseran fase dari nilai observable (hasil eksperimen) adalah dengan pro-
ses fitting. Kita memasukkan nilai pergeseran fase awal kemudian dilakukan
iterasi terhadap nilai tersebut dengan membandingkan data observable yang
diperoleh dari pergeseran fase dengan data eksperimen. Untuk membentuk
model potensial bagi interaksi πN, kami melakukan fitting dengan data perge-
seran fase yang diperoleh melalui SAID-analysis.
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Bab 3

Interaksi Pion - Nukleon (πN)

3.1 Pion - Nukleon (πN)

Hamburan terjadi apabila ada interaksi dari partikel yaitu dari proyektil dan
target, makin besar interaksi maka θ-nya semakin besar. Dalam hal ini akan
difokuskan pada interaksi πN, dimana Pion (π) diasumsikan dari proyektil
dan Nukleon (N) sebagai targetnya. Interaksi antara pion (π) dan nukleon
(N) dikelompokkan dalam interaksi dua benda. Ini berarti hanya terdapat
dua partikel pada keadaan awal dan akhir, salah satu bentuk interaksi yang
mungkin adalah :

π(~pπ) +N(~pN)→ π(~qπ) +N(~qN) (3.1)

dimana ~pπ, ~pN adalah momentum awal dan ~qπ, ~qN adalah momentum akhir
dari masing - masing partikel Pion dan Nukleon.

Potensial separabel menurut [8] adalah potensial non lokal interaksi berupa
operator yang bekerja dengan aturan potensial pada persamaan Schrodinger
tetapi tidak diagonal pada representasi koordinat. Dengan kata lain aksi po-
tensial non lokal pada fungsi gelombang bergantung pada nilai fungsi pada
seluruh ruang konfigurasi. Jika memilih potensial nonlokal tanpa deret yang
panjang, kita dapat bergantung validitas yang disebut teori daerah efektif
yang menjamin fitting data untuk energi rendah. Faktor bentuk yang diguna-
kan dalam potensial separabel merupakan tranformasi Fourier dari representasi
ruang ke momentum. Dalam faktor bentuk tersebut terdapat berbagai nilai
parameter, yang akan dicari dalam penelitian ini. Kami menggunakan data
eksperimen dari SAID analisis dan melakukan fitting terhadapnya. Pada pe-
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nelitian ini, kami memilih bentuk potensial separabel yang didasarkan pada
faktor bentuk potensial yang digunakan [12].

3.2 Pendekatan Separabel

Dengan memperhatikan hamburan πN dalam sistem pusat massa dimana mo-
mentum relatif awal dan momentum relatif akhir adalah ~p dan ~q, dan energi
totalnya adalah w. [12] Amplitudo transisi t untuk hamburan πN dapat ditu-
liskan kembali dalam bentuk lain dari persamaan Lippmann - Schwinger 2.81,
dimana persamaan tersebut sudah dituliskan dalam representasi gelombang
parsial, yaitu sebagai berikut :

t`(q, p;w) = v`(q, p) +

∞̂

0

dkk2v`(q, k)GN(w; k)t`(k, p;w) (3.2)

dengan v(q, p) adalah potensial dan GN(w; k) adalah fungsi Green bebas. Pada
hamburan channel tunggal fungsi Green-nya adalah :

GN(w; k) = [w − wN(k)]−1 (3.3)

dimana :

wN(k) =
k2

2mπ

+mπ +
k2

2mN

+mN

=
k2

2

(
1

mπ

+
1

mN

)
+ (mπ +mN)

=
k2

2

(
1

mπ

+
1

mN

)
+mπN

=
k2

2µπN
+mπN (3.4)

dengan µπN adalah massa tereduksi untuk partikel π dan N , mπN adalah
massa total kedua partikel. Dengan cara yang sama akan didapatkan :

w =
q2

2µπN
+mπN (3.5)
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bila disubstitusikan persamaan (3.4) dan persamaan (3.5) kepersamaan (3.3)
diperoleh :

GN(w; k) = [{ q2

2µπN
+mπN} − {

k2

2µπN
+mπN}]−1

= [
q2

2µπN
− k2

2µπN
]−1

= [
q2

2µπN
− k2

2µπN
]−1

=
2µπN
q2 − k2

(3.6)

Model separabel pada interaksi πN akan dibahas dalam bentuk dua jenis po-
tensial separabel yaitu :

3.2.1 Potensial Separabel Rank - 1

Menurut [12] potensial separabel untuk bentuk rank - 1 diasumsikan seperti :

v`(q, p) = λg`(q)g`(p) (3.7)

dimana λ = +1 atau -1 adalah parameter fase yang menyatakan kasus re-
pulsif dan atraktif, dengan g`(p) disebut sebagai faktor bentuk (form factor),
maka dengan v`(q, k) = λg`(q)g`(k) persamaan (3.2) dapat dituliskan kembali
sebagai :

t`(q, p;w) = λg`(q)g`(p) +

∞̂

0

dkk2λg`(q)g`(k)GN(w; k)t`(k, p;w)

= g`(q)[λg`(p) + λ

∞̂

0

dkk2g`(k)GN(w; k)t`(k, p;w)] (3.8)

misalkan :
t`(q, p;w) = g`(q)a(p, w) (3.9)

selanjutnya mensubstitusikan persamaan (3.9) ke persamaan (3.8) dengan t`(k, p;w) =

g`(k)a(p, w) :

g`(q)a(p, w) = g`(q)[λg`(p) + λ

∞̂

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k)a(p, w)] (3.10)
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a(p, w) = λg`(p) + λ

∞̂

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k)a(p, w)

= λg`(p) + λa(p, w)

∞̂

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k) (3.11)

a(p, w)− λa(p, w)

∞̂

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k) = λg`(p) (3.12)

a(p, w){1− λ
∞̂

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k)} = λg`(p) (3.13)

a(p, w) =
λg`(p)

1− λ
∞́

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k)

=
g`(p)

1
λ
−
∞́

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k)

(3.14)

substitusikan persamaan (3.14) ke persamaan (3.9) akan diperoleh :

t`(q, p;w) =
g`(q)g`(p)

1
λ
−
∞́

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k)

(3.15)

jika :

τ(w) =

λ−1 −
∞̂

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k)

−1

(3.16)

maka persamaan (3.15) menjadi :

t`(q, p;w) = g`(q)τ(w)g`(p) (3.17)

Persamaan (3.17) ini merupakan solusi persamaan (3.2) untuk separabel po-
tensial rank - 1. Dalam rank - 1 untuk hamburan channel tunggal dari poten-
sial separabel pada energi lab pion datang dengan menawarkan g`(k) dalam
bentuk :

g`(k) = k`
N∑
i=1

Ci
k2 + β2

i

(3.18)
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selanjutkan akan kita sebut sebagai form factor, dengan ` adalah orde gelom-
bang parsial dimana C dan β merupakan parameter yang mencirikan kekuatan
dan daerah potensial. Memperhatikan salah satu suku pada persamaan (3.16)
di misalkan sebagai :

I` =

∞̂

0

dkk2g`(k)GN(w; k)g`(k) (3.19)

substitusikan persamaan (3.6) ke persamaan (3.19) :

I` =

∞̂

0

dkk2g`(k)(
2µπN
q2 − k2

)g`(k)

= 2µπN

∞̂

0

dk
k2g2

` (k)

q2 − k2
(3.20)

persamaan (3.20) diselesaikan dengan teorema residu yang dijelaskan secara
lengkap pada bagian lampiran A. Setelah menghitung integrasinya yang ditun-
jukan pada lampiran A, maka dengan mensubstitusikan ke persamaan (3.17) :
Untuk form factor diperoleh :
pada ` = 0 adalah :

t0(q, p) = λ
C2

0

(q2 + β2
0)(p2 + β2

0)

[
1 + λ

πµπNC
2
0

2β0(β0 − iq)2

]−1

(3.21)

pada ` = 1 adalah :

t1(q, p) = λ
C2

1qp

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

[
1 + λ

πµπNC
2
1 [2iq3 + 3βq2 + β3]

2(q2 + β2
1)2

]−1

(3.22)

dan pada ` = 2 adalah :

t2(q, p) = λ
C2

2q
2p2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

[
1 + λ

πµπNC
2
2 [2iq5 − 3β5 − 5β3q2]

(q2 + β2
2)2

]−1

(3.23)

dimana parameter dalam potensial tersebut akan didapatkan dengan melaku-
kan fitting pada data eksperimen pergeseran fase.
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3.2.2 Potensial Separabel Rank - 2

Potensial separabel untuk bentuk rank - 2 diasumsikan seperti [12] :

v`(q, p) = λ1g`1(q)g`1(p) + λ2g`2(q)g`2(p) (3.24)

jika persamaan (3.24) disubstitusikan ke persamaan (3.2) dengan v`(q, k) =

λ1g`1(q)g`1(k) + λ2g`2(q)g`2(k) didapat :

t`(q, p;w) = {λ1g`1(q)g`1(p) + λ2g`2(q)g`2(p)}+

∞̂

0

dkk2{λ1g`1(q)g`1(k)

+λ2g`2(q)g`2(k)}GN(w; k)t`(k, p;w)

= λ1g`1(q)g`1(p) + λ2g`2(q)g`2(p)

+

∞̂

0

dkk2{λ1g`1(q)g`1(k)GN(w; k)t`(k, p;w)

+λ2g`2(q)g`2(k)GN(w; k)t`(k, p;w)}

= λ1g`1(q)g`1(p) +

∞̂

0

dkk2λ1g`1(q)g`1(k)GN(w; k)t`(k, p;w)

+λ2g`2(q)g`2(p) +

∞̂

0

dkk2λ2g`2(q)g`2(k)GN(w; k)t`(k, p;w)

= g`1(q)

λ1g`1(p) + λ1

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)t`(k, p;w)


+g`2(q)

λ2g`2(p) + λ2

∞̂

0

dkk2g`2(k)GN(w; k)t`(k, p;w)


(3.25)

dengan memperhatikan persamaan (3.8) dan (3.9) tentang definisi dari a(p, w),
maka persamaan (3.25) menjadi :

t`(q, p;w) = g`1(q)a1(p, w) + g`2(q)a2(p, w) (3.26)

pada :

a1(p, w) = λ1g`1(p) + λ1

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)t`(k, p;w) (3.27)
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jika :
t`(k, p;w) = g`1(k)a1(p, w) + g`2(k)a2(p, w) (3.28)

sehingga persamaan (3.27) menjadi :

a1(p, w) = λ1g`1(p) + λ1

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)

{g`1(k)a1(p, w) + g`2(k)a2(p, w)}

= λ1g`1(p) + λ1a1(p, w)

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`1(k)

+λ1a2(p, w)

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`2(k) (3.29)

pada persamaan (3.29) suku yang mangandung a1(p, w) diletakkan pada sebe-
lah kiri tanda “sama dengan“ :

a1(p, w)− λ1a1(p, w)

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`1(k) =

λ1g`1(p) + λ1a2(p, w)

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`2(k) (3.30)

a1(p, w){1− λ1

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`1(k)} =

λ1g`1(p) + λ1a2(p, w)

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`2(k) (3.31)

maka :

a1(p, w) =

λ1g`1(p) + λ1a2(p, w)
∞́

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`2(k)

1− λ1

∞́

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`1(k)

=

g`1(p) + a2(p, w)
∞́

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`2(k)

λ−1
1 −

∞́

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`1(k)

(3.32)
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dengan menggunakan cara yang sama mendapatkan a1(p, w), sehingga akan
diperoleh :

a2(p, w) =

g`2(p) + a1(p, w)
∞́

0

dkk2g`2(k)GN(w; k)g`1(k)

λ−1
2 −

∞́

0

dkk2g`2(k)GN(w; k)g`2(k)

(3.33)

misalkan :

Xij(w) =

∞̂

0

dkk2g`i(k)GN(w; k)g`j(k) (3.34)

dari suku persamaan (3.32) dan (3.33) diperoleh :

X12(w) =

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`2(k) (3.35)

X11(w) =

∞̂

0

dkk2g`1(k)GN(w; k)g`1(k) (3.36)

X21(w) =

∞̂

0

dkk2g`2(k)GN(w; k)g`1(k) (3.37)

X22(w) =

∞̂

0

dkk2g`2(k)GN(w; k)g`2(k) (3.38)

dan jika :

N3−i,3−i(w) = λ−1
i −Xii(w); (i = 1, 2);X12(w) = X21(w) = N12(w) (3.39)

sehingga :
N22(w) = λ−1

1 −X11(w) (3.40)

N11(w) = λ−1
2 −X22(w) (3.41)

maka persamaan (3.32) dan (3.33) dapat ditulis :

a1(p, w) =
g`1(p) + a2(p, w)X12

λ−1
1 −X11

(3.42)
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a2(p, w) =
g`2(p) + a1(p, w)X21

λ−1
2 −X22

(3.43)

melihat definisi persamaan (3.39),(3.40) dan (3.41), menjadikan persamaan
(3.42) dan (3.43) dapat dituliskan seperti :

a1(p, w)N22(w) = g`1(p) + a2(p, w)N12(w) (3.44)

a2(p, w)N11(w) = g`2(p) + a1(p, w)N12(w) (3.45)

dari persamaan (3.45) :

a1(p, w) =
a2(p, w)N11(w)− g`2(p)

N12(w)
(3.46)

selanjutnya mensubstitusikan persamaan (3.46) ke persamaan (3.44) akan di-
peroleh :

(a2(p, w)N11(w)− g`2(p))N22(w) = g`1(p)N12(w) + a2(p, w)[N12(w)]2

a2(p, w)N11(w)N22(w)− g`2(p)N22(w) = g`1(p)N12(w) + a2(p, w)[N12(w)]2

a2(p, w){N11(w)N22(w)− [N12(w)]2} = g`1(p)N12(w) + g`2(p)N22(w)(3.47)

jadi :

a2(p, w) =
g`1(p)N12(w) + g`2(p)N22(w)

N11(w)N22(w)− [N12(w)]2
(3.48)

misalkan :
D(w) = N11(w)N22(w)− [N12(w)]2 (3.49)

sehingga persamaan (3.48) dapat ditulis menjadi :

a2(p, w) =
g`1(p)N12(w) + g`2(p)N22(w)

D(w)
(3.50)

substitusikan persamaan (3.50), maka persamaan (3.46) menjadi :

a1(p, w) =

[
g`1(p)N12(w)+g`2(p)N22(w)

D(w)

]
N11(w)− g`2(p)

N12(w)

=
g`1(p)N12(w)N11(w)

D(w)N12(w)
+
g`2(p)N22(w)N11(w)

D(w)N12(w)
− g`2(p)

N12(w)

=
g`1(p)N11(w)

D(w)
+ g`2(p)

[
N22(w)N11(w)

D(w)N12(w)
− 1

N12(w)

]
=

g`1(p)N11(w)

D(w)
+ g`2(p)

[
N22(w)N11(w)−D(w)

D(w)N12(w)

]
(3.51)
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kemudian substitusikan persamaan (3.49) ke persamaan (3.51) diperoleh :

a1(p, w) =
g`1(p)N11(w)

D(w)
+ g`2(p)

[
N22(w)N11(w)− {N11(w)N22(w)− [N12(w)]2}

D(w)N12(w)

]
=

g`1(p)N11(w)

D(w)
+ g`2(p)

[
N12(w)

D(w)

]
=

g`1(p)N11(w)

D(w)
+
g`2(p)N12(w)

D(w)
(3.52)

substitusikan persamaan (3.52) dan persamaan (3.50) ke persamaan (3.26)
menjadi :

t`(q, p;w) = g`1(q)

[
g`1(p)N11(w)

D(w)
+
g`2(p)N12(w)

D(w)

]
+g`2(q)

[
g`1(p)N12(w)

D(w)
+
g`2(p)N22(w)

D(w)

]
= g`1(q)

N11(w)

D(w)
g`1(p) + g`1(q)

N12(w)

D(w)
g`2(p)

+g`2(q)
N12(w)

D(w)
g`1(p) + g`2(q)

N22(w)

D(w)
g`2(p) (3.53)

sehingga persamaan (3.53) dapat disederhanakan menjadi :

t`(q, p;w) =
∑
i,j=1,2

g`i(q)
Nij(w)

D(w)
g`j(p) (3.54)

persamaan (3.54) merupakan solusi persamaan (3.2) untuk separabel poten-
sial rank - 2. Pada rank - 2 untuk hamburan channel tunggal dari potensial
separabel pada energi lab pion datang dengan menawarkan form factor g`1(k)

dan g`2(k) sama dengan bentuk form factor pada rank - 1, yaitu :

g`1(k) = k`
C1

k2 + β2
1

(3.55)

g`2(k) = k`
C2

k2 + β2
2

(3.56)
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sehingga bila disubstitusikan persamaan (3.6) ke persamaan (3.35), (3.36),
(3.37), (3.38), maka akan diperoleh :

X12 =

∞̂

0

dkk2g`1(k)g`2(k)
2µπN
q2 − k2

= 2µπN

∞̂

0

dk
k2g`1(k)g`2(k)

q2 − k2
(3.57)

X11 =

∞̂

0

dkk2g`1(k)g`1(k)
2µπN
q2 − k2

= 2µπN

∞̂

0

dk
k2g2

`1(k)

q2 − k2
(3.58)

X21 =

∞̂

0

dkk2g`2(k)g`1(k)
2µπN
q2 − k2

= 2µπN

∞̂

0

dk
k2g`2(k)g`1(k)

q2 − k2
(3.59)

X22 =

∞̂

0

dkk2g`2(k)g`2(k)
2µπN
q2 − k2

= 2µπN

∞̂

0

dk
k2g2

`2(k)

q2 − k2
(3.60)

persamaan (3.57), (3.58), (3.59) dan (3.60) diselesaikan dengan teorema residu
yang dijelaskan secara lengkap pada bagian lampiran A. Setelah menghitung
integrasinya yang ditunjukan pada lampiran A, maka dengan mensubstitusikan
ke persamaan (3.54) :
Untuk form factor diperoleh :
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pada ` = 0 adalah :

t0(q, p) =

[
C2

1

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)

]
+

[
C1C2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C1C2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C2

2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)

]
(3.61)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.29), (A.30), (A.44) dan
(A.46) masing - masing mengandung nilai N11(w), N22(w), N12(w), dan D(w)

pada persamaan (3.61).
pada ` = 1 adalah :

t1(q, p) =

[
C2

1qp

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)

]
+

[
C1C2qp

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C1C2qp

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C2

2qp

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)

]
(3.62)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.58), (A.59), (A.73) dan
(A.74) masing - masing mengandung nilai N11(w), N22(w), N12(w), dan D(w)

pada persamaan (3.62).
dan pada ` = 2 adalah :

t2(q, p) =

[
C2

1q
2p2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)

]
+

[
C1C2q

2p2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C1C2q

2p2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C2

2q
2p2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)

]
(3.63)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.86), (A.87), (A.101)
dan (A.102) masing - masing mengandung nilai N11(w), N22(w), N12(w), dan
D(w) pada persamaan (3.63).
Dimana parameter dalam potensial tersebut akan didapatkan dengan melaku-
kan fitting pada data eksperimen pergeseran fase.
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3.3 Penetapan Parameter

Ada tiga parameter yaitu λi, βi dan Ci. Pada saat melakukan proses fitting sa-
lah satu yang diharapkan adalah mencari kombinasi parameter pada potensial
yang dapat menghasilkan nilai pergeseran fase yang mendekati nilai pergeseran
fase pada data eksperimen. Dalam proses fitting terlebih dahulu menetapkan
nilai awal parameter dan ukuran langkah yang digunakan untuk membatasi
variasi nilai parameter, serta batas minimum dan maksimumnya.
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Bab 4

Hasil Dan Diskusi

4.1 Proses Fitting

Proses fitting dilakukan dengan menggunakan routine fitting MINUIT dari
CERN. Selanjutnya proses ini diawali dengan memilih parameter yang ada
pada potensial secara acak, sehingga menghasilkan data berupa pergeseran fa-
se. Parameter dipilih dengan cara menetapkan terlebih dahulu batas minimum
dan maksimum, nilai awal dan ukuran langkah yang digunakan. Ini dilakukan
dengan tujuan untuk membatasi variasi nilai parameter. Variabel lain yang
dibatasi adalah nilai momentum awal pada kerangka lab (~p labπ ). ~p labπ yang di-
pilih untuk memfitting adalah berkisar pada momentum 0 - 400 MeV/c dan
0 - 1200 MeV/c. Kemudian membandingkan nilai pergeseran fase hasil fitting
dengan data eksperimen dari SAID analisis. Data eksperimen SAID analisis
yang diambil disini adalah S11, S31, P11, P13, P31, P33, D13, D15, D33 dan D35.

Setelah proses fitting dilakukan program minuit akan memperoleh nilai -
nilai parameter baru. Nilai yang diperoleh bisa mendekati ataupun berbeda
jauh dengan nilai parameter yang dipilih secara acak diawal. Notasi yang digu-
nakan adalah `ij, dengan ` merupakan gelombang parsial, i merupakan isospin
dan j adalah spin. Notasi S, P,D digunakan untuk menggambarkan orde ge-
lombang parsial pada ` = 0, ` = 1, dan ` = 2. Untuk penulisan isospin dengan
angka 1 dan 3 masing - masing melambangkan isospin 1

2
dan 3

2
, sama hal-nya

juga pada penulisan spin angka 1, 3 dan 5 masing - masing untuk menuliskan
spin 1

2
, 3

2
dan 5

2
. Untuk memperjelas dalam notasi ini, sebagai contohnya pe-

nulisan pada notasi S31 mengandung arti “S” adalah orde gelombang parsial
pada ` = 0, angka “3” merupakan isospin 3

2
dan angka “1” adalah penulisan

untuk spin 1
2
.
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4.2 Hasil dan Diskusi

Gambar (4.1) yang merupakan grafik hubungan antara momentum labora-
torium pion dengan pergeseran fase pada gelombang parsial S11 dari model
separabel potensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan
momentum berkisar dari 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menun-
jukkan jangkauan momentum berkisar pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk
rank-1 dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesi-
fikasi pada masing - masing jangkuan momentum.

Gambar 4.1: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial S11. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

Gambar grafik panel kiri dengan momentum lab 0 - 400 MeV/c terlihat
hasil fitting yang bagus untuk S11 baik pada rank-1 atau pun rank-2. Rank-1
mempunyai nilai χ2 sebesar 0,08 dan rank-2 dengan χ2 sebesar 0,12. Hal ini
berbeda sekali seperti terlihat pada gambar grafik panel kanan dengan mo-
mentum 0 - 1200 MeV/c. Dimana penyimpangan yang terjadi sangat besar,
sehingga plot grafik yang dihasilkan tidak mendekati plot grafik data eksperi-
men. Ini disebabkan beberapa hal diantaranya adalah model separabel tidak
dapat digunakan untuk gaya repulsif dan atraktif yang muncul secara sekali-
gus seperti yang dinyatakan oleh [3], kemungkinan lain adalah model potensial
separabel masih sederhana sehingga tidak mampu untuk memproduksi keleng-
kungan kurva dari data eksperimen. Kelengkungan kurva data eksperimen
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mempunyai titik - titik ekstrim yang tidak bisa dicapai oleh data pergeseran
fase dari hasil fitting.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial S11 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.1).

~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1[MeV] C2[MeV] β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 - 1 | 749,18 | 719,53 |

2 +1 - 1 0,05 690,67 -669,59 690,63
0 - 1200 1 - 1 | 6000,00 | -1199,21 |

2 +1 - 1 3157,42 5838,27 995,21 1410,59

Tabel 4.1: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial S11

Pada gambar (4.2) terlihat hubungan antara momentum laboratorium pion
dengan pergeseran fase pada gelombang parsial S31 dari model separabel po-
tensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan momentum an-
tara 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menunjukkan jangkauan
momentum pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk rank-1 dan rank-2 juga di plot
secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi pada masing - masing
jangkuan momentum.

Gambar 4.2: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial S31. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.
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Dengan memperhatikan gambar grafik panel kiri pada momentum lab pion
0 - 400 MeV/c terlihat hasil fitting S31 untuk rank-1 memiliki χ2 sebesar 1,19,
kemudian setelah digunakan rank-2 hasil fitting yang diperoleh jauh lebih baik
dibandingkan dengan rank-1, dikarenakan rank-2 hanya mempunyai nilai χ2

sebesar 0,01. Ini bisa dibuktikan dengan memperhatikan plot gambar (4.2)
di panel kiri. Kemudian untuk gambar grafik panel kanan dengan momen-
tum 0 - 1200 MeV/c baik untuk rank-1 ataupun rank-2 mengalami kesulitan
untuk memproduksi bentuk kurva yang tidak sederhana. Walaupun diawal
proses pada rank-2 masih mampu untuk mengikuti grafik data eksperimen,
namun pada momentum diatas ± 550 MeV/c sudah mulai terlihat perbeda-
an yang signifikan. Ini berarti model potensial separabel yang dipilih belum
mampu untuk menjelaskan fenomena yang terjadi, sehingga plot grafik yang
dihasilkan tidak mendekati plot grafik data eksperimen. Ini sesuai dengan yang
ditemukan [3] dimana model potensial separabel tidak dapat menggambarkan
fenomena tarik menarik dan tolak menolak secara simultan.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial S31 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.2).

~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1[MeV] C2[MeV] β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 +1 | 7999,99 | 1487,54 |

2 +1 -1 999,99 291,19 560,11 334,93
0 - 1200 1 +1 | 19430,24 | 1275,48 |

2 -1 +1 -6999,99 5511,66 6846,64 1366,35

Tabel 4.2: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial S31

Gambar (4.3) yang merupakan grafik hubungan antara momentum labo-
ratorium pion dengan pergeseran fase pada gelombang parsial P11 dari model
separabel potensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan
momentum berkisar dari 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menun-
jukkan jangkauan momentum berkisar pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk
rank-1 dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesi-
fikasi pada masing - masing jangkuan momentum.

Gambar grafik panel kiri dengan momentum lab 0 - 400 MeV/c terlihat
hasil fitting untuk gelombang parsial P11 pada rank-1, hasilnya sudah terlihat
kecenderungan membentuk plot grafik nilai pergeseran fase dari data SAID
analisis. Hasil fitting rank-1 ini memiliki χ2 bernilai 3,09. Sedangkan pada
rank-2 nilai χ2 sebesar 1,09 sudah tampak lebih baik memproduksi hasil plot
grafik dari pada rank-1. Hal ini berbeda sekali seperti terlihat pada gambar
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Gambar 4.3: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial P11. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

grafik panel kanan dengan momentum 0 - 1200 MeV/c. Diawal proses tampak
plot grafik mendekati plot data eksperimen, namun selanjutnya penyimpangan
yang terjadi sangat besar, sehingga plot grafik yang dihasilkan tidak mengi-
kuti plot grafik data eksperimen. Ini disebabkan beberapa hal diantaranya
adalah model separabel tidak dapat digunakan untuk gaya repulsif dan atrak-
tif yang muncul secara simultan seperti yang dinyatakan oleh [3], kemungkinan
lain adalah model potensial separabel masih terlalu sederhana sehingga tidak
mampu untuk memproduksi kelengkungan kurva dari data eksperimen. Ke-
lengkungan kurva data eksperimen mempunyai titik - titik ekstrim yang tidak
bisa dicapai oleh data pergeseran fase hasil fitting ini.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial P11 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.3).

~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1 C2 β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 - 1 | -83,68 | 4999,95 |

2 +1 +1 784,78 -511,01 -485,71 149,65
0 - 1200 1 - 1 | 125,46 | 3900,00 |

2 -1 +1 3,86 -465,58 -381,25 298,22

Tabel 4.3: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial P11

Pada gambar (4.4) terlihat hubungan antara momentum laboratorium pion
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dengan pergeseran fase pada gelombang parsial P13 dari model separabel po-
tensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan momentum an-
tara 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menunjukkan jangkauan
momentum pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk rank-1 dan rank-2 di plot
secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi pada masing - masing
jangkuan momentum.

Gambar 4.4: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial P13. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

Dengan memperhatikan gambar grafik panel kiri pada momentum lab pion
0 - 400 MeV/c terlihat untuk rank-1 hasil fitting yang baik pada nilai pergese-
ran fase P13, dimana nilai χ2 yang di miliki adalah 0,0016, kemudian setelah
digunakan rank-2 hasil fitting yang diperoleh sedikit lebih baik lagi dari pada
rank-1, dikarenakan rank-2 hanya mempunyai nilai χ2 sebesar 0,0013. Ini bisa
dibuktikan dengan memperhatikan plot gambar (4.4) di panel kiri. Kemudian
untuk gambar grafik panel kanan dengan momentum 0 - 1200 MeV/c baik
untuk rank-1 ataupun rank-2, diawal proses masih mampu untuk mengikuti
grafik data eksperimen, namun pada momentum mulai sekitar ± 450 MeV/c
sudah mulai terlihat penyimpangan. Ini berarti model potensial separabel yang
dipilih belum mampu untuk menjelaskan fenomena yang terjadi, sehingga plot
grafik yang dihasilkan tidak lagi mengikuti plot grafik data eksperimen. Ini se-
suai dengan yang ditemukan [3] dimana model potensial separabel tidak dapat
menggambarkan fenomena tarik menarik dan tolak menolak secara simultan.
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Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial P13 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.4).

~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1 C2 β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 +1 | -0,46 | 332,94 |

2 +1 +1 0,12 0,46 375,64 324,96
0 - 1200 1 +1 | 0,46 | 333,92 |

2 +1 -1 26,96 26,95 318,93 318,93

Tabel 4.4: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial P13

Gambar (4.5) yang merupakan grafik hubungan antara momentum labo-
ratorium pion dengan pergeseran fase pada gelombang parsial P31 dari model
separabel potensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan
momentum berkisar dari 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menun-
jukkan jangkauan momentum berkisar pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk
rank-1 dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesi-
fikasi pada masing - masing jangkuan momentum.

Gambar 4.5: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial P31. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

Gambar grafik panel kiri dengan momentum lab 0 - 400 MeV/c terlihat
hasil fitting yang bagus pada gelombang parsial P31, baik untuk rank-1 atau
pun rank-2. Jika diperhatikan hasil plot grafiknya, produksi kurva grafik yang
diperoleh terlihat jelas rank-2 lebih baik dari pada rank-1. Rank-1 mempunyai
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nilai χ2 sebesar 0,0074 dan rank-2 mempunyai nilai χ2 0,0003. Begitu juga
terlihat pada gambar grafik panel kanan dengan momentum 0 - 1200 MeV/c
hasil fitting yang diperoleh sudah terlihat cukup baik. Dimana plot grafik yang
dihasilkan sudah membentuk dan mengikuti plot grafik dari data eksperimen.
Rank-1 mempunyai nilai χ2 sebesar 0,33 dan rank-2 mempunyai nilai χ2 0,10.
Jika diperhatikan hasil plot grafiknya, produksi kurva grafik yang diperoleh
terlihat rank-2 lebih baik dari pada rank-1. Model potensial separabel ini
sudah mampu untuk memproduksi kelengkungan kurva dari data eksperimen
dengan penyimpangan yang kecil. Titik - titik ekstrim dari plot grafik data
eksperimen sudah bisa diikuti oleh data pergeseran fase dari hasil fitting.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial P31 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.5).

~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1 C2 β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 +1 | 0,84 | 405,84 |

2 +1 +1 449,11 -0,53 818,52 294,53
0 - 1200 1 +1 | 1,65 | 664,67 |

2 -1 +1 0,16 -1,11 0,29 0,29

Tabel 4.5: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial P31

Pada gambar (4.6) terlihat hubungan antara momentum laboratorium pion
dengan pergeseran fase pada gelombang parsial P33 dari model separabel po-
tensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan momentum an-
tara 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menunjukkan jangkauan
momentum pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk rank-1 dan rank-2 juga di plot
secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi pada masing - masing
jangkuan momentum.

Dengan memperhatikan gambar grafik panel kiri pada momentum lab pion
0 - 400 MeV/c terlihat hasil fitting P33 untuk rank-1 dan rank-2 yang hanya
bisa membentuk pola kemiripan saja, tapi mempunyai penyimpangan dari plot
data eksperimen. Kemudian untuk gambar grafik panel kanan dengan momen-
tum 0 - 1200 MeV/c baik untuk rank-1 ataupun rank-2 terlihat juga hanya bisa
membentuk kemiripan tapi masih mempunyai penyimpangan yang besar. ke-
dua jenis momentum 0 - 400 MeV dan 0 - 1200 MeV mengalami kesulitan
untuk memproduksi bentuk kurva yang tidak sederhana. Ini berarti model
potensial separabel yang dipilih belum mampu untuk menjelaskan fenomena
yang terjadi, sehingga plot grafik yang dihasilkan tidak mendekati plot grafik
data eksperimen. Ini sesuai dengan yang ditemukan [3] dimana model poten-
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Gambar 4.6: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial P33. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

sial separabel tidak dapat menggambarkan fenomena tarik menarik dan tolak
menolak secara simultan.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial P33 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.6).

~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1 C2 β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 -1 | -683,13 | 5000,00 |

2 +1 +1 1,74 396,66 -80,34 967,82
0 - 1200 1 -1 | 2171,69 | 5000,00 |

2 +1 +1 65,55 1280,58 2999,14 -164,84

Tabel 4.6: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial P33

Gambar (4.7) yang merupakan grafik hubungan antara momentum labo-
ratorium pion dengan pergeseran fase pada gelombang parsial D13 dari model
separabel potensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan
momentum berkisar dari 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menun-
jukkan jangkauan momentum berkisar pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk
rank-1 dan rank-2 di plot secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesi-
fikasi pada masing - masing jangkuan momentum.

Dengan memperhatikan gambar grafik panel kiri D13 pada momentum lab
pion 0 - 400 MeV/c terlihat hasil fitting untuk rank-1 yang baik, dimana nilai
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Gambar 4.7: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial D13. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

χ2 yang di miliki adalah 0,00995. Kemudian setelah digunakan rank-2 hasil
fitting yang diperoleh lebih baik lagi dari rank-1, dikarenakan rank-2 hanya
mempunyai nilai χ2 sebesar 0,00061. Ini bisa dibuktikan dengan memperha-
tikan plot gambar (4.7) di panel kiri. Kemudian untuk gambar grafik panel
kanan dengan momentum 0 - 1200 MeV/c baik untuk rank-1 ataupun rank-2,
diawal proses masih mampu untuk mengikuti grafik data eksperimen, namun
bila nilai momentum terus di geser naik, maka penyimpangan akan terlihat
pada momentum mulai ± 375 MeV/c. Ini berarti model potensial separa-
bel yang dipilih belum mampu sepenuhnya untuk menjelaskan fenomena yang
terjadi, sehingga plot grafik yang dihasilkan tidak lagi mengikuti plot grafik
data eksperimen. Ini sesuai dengan yang ditemukan [3] dimana model poten-
sial separabel tidak dapat menggambarkan fenomena tarik menarik dan tolak
menolak secara simultan. Kemungkinan lain adalah model potensial separa-
bel masih sederhana sehingga tidak mampu untuk memproduksi kelengkungan
kurva dari data eksperimen. Kelengkungan kurva data eksperimen mempu-
nyai titik - titik ekstrim yang sulit dicapai oleh data pergeseran fase dari hasil
fitting.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial D13 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.7).
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~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1[MeV ]−1 C2[MeV ]−1 β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 -1 | 4,60 | 484,50 |

2 +1 +1 758,01 -873,59 8,54 453,43
0 - 1200 1 +1 | -2,60 | 278,54 |

2 +1 +1 -15,64 6,44 79,32 281,57

Tabel 4.7: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial D13

Pada gambar (4.8) terlihat hubungan antara momentum laboratorium pion
dengan pergeseran fase pada gelombang parsial D15 dari model separabel po-
tensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan momentum an-
tara 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menunjukkan jangkauan
momentum pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk rank-1 dan rank-2 di plot
secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi pada masing - masing
jangkuan momentum.

Gambar 4.8: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial D15. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

Dengan memperhatikan gambar grafik panel kiri D15 pada momentum lab
pion 0 - 400 MeV/c tampak rank-1 dan rank-2 mempunyai hasil fitting yang
baik, walaupun pada rank-1 masih terlihat penyimpangan akan tetapi pola da-
ri plot grafiknya sudah mulai terlihat mengikuti plot data eksperimen. Namun
ketika menggunakan rank-2 hasil fitting sudah terlihat baik jika dibandingkan
dengan rank-1. Nilai χ2 yang di miliki untuk masing - masing rank-1 dan
rank-2 adalah 0,04 dan 0,003. Selanjutnya untuk gambar grafik panel kanan
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dengan momentum 0 - 1200 MeV/c baik untuk rank-1 ataupun rank-2, diawal
proses masih mampu untuk mengikuti grafik data eksperimen, namun pada
momentum mulai sekitar ± 225 MeV/c sudah mulai terlihat penyimpangan.
Ini berarti model potensial separabel yang dipilih belum mampu untuk menje-
laskan fenomena yang terjadi secara utuh, sehingga plot grafik yang dihasilkan
masih sulit mengikuti plot grafik data eksperimen. Ini sesuai dengan yang
ditemukan [3] dimana model potensial separabel tidak dapat menggambarkan
fenomena tarik menarik dan tolak menolak secara simultan.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial D15 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.8).

~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1[MeV ]−1 C2[MeV ]−1 β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 -1 | 5,53 | 566,61 |

2 +1 +1 994,48 630,14 7,66 429,87
0 - 1200 1 -1 | -2,86 | -1211,62 |

2 +1 +1 -999,06 -744,11 1000,00 -104,66

Tabel 4.8: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial D15

Pada gambar (4.9) terlihat hubungan antara momentum laboratorium pion
dengan pergeseran fase pada gelombang parsial D33 dari model separabel po-
tensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan momentum an-
tara 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menunjukkan jangkauan
momentum pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk rank-1 dan rank-2 juga di plot
secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi pada masing - masing
jangkuan momentum.

Dengan memperhatikan gambar grafik panel kiri pada momentum lab pion
0 - 400 MeV/c terlihat hasil fitting D33 untuk rank-1 memiliki χ2 sebesar
0,00488 yang sudah mengikuti pola data eksperimen, kemudian setelah digu-
nakan rank-2 hasil fitting yang diperoleh jauh lebih baik dibandingkan dengan
rank-1, dikarenakan rank-2 hanya mempunyai nilai χ2 sebesar 0,00050. Ini
bisa dibuktikan dengan memperhatikan plot gambar (4.9) di panel kiri. Ke-
mudian untuk gambar grafik panel kanan dengan momentum 0 - 1200 MeV/c
baik untuk rank-1 ataupun rank-2 diawal proses tampak mengikuti plot grafik
data eksperimen. Namun bila momentum diperbesar mulai terlihat perbeda-
an produksi pegeseran fase antara hasil fitting dengan data eksperimen, akan
tetapi pola yang dihasilkan sudah tampak mendekati data eksperimen. Hasil
plot grafik yang diperoleh menunjukkan rank-2 lebih baik dari rank-1. Model
potensial separabel yang dipilih masih terlalu sederhana untuk menjelaskan
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Gambar 4.9: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial D33. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

fenomena yang terjadi, sehingga plot grafik yang dihasilkan tidak mendekati
plot grafik data eksperimen. Ini sesuai dengan yang ditemukan [3] dimana mo-
del potensial separabel tidak dapat menggambarkan fenomena tarik menarik
dan tolak menolak secara simultan.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial D33 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.9).

~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1[MeV ]−1 C2[MeV ]−1 β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 -1 | 4,37 | 811,25 |

2 +1 +1 -586,44 -365,30 520,36 42,27
0 - 1200 1 +1 | 19,72 | -1092,36 |

2 +1 +1 30,24 87,62 810,19 55,25

Tabel 4.9: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial D33

Pada gambar (4.10) terlihat hubungan antara momentum laboratorium
pion dengan pergeseran fase pada gelombang parsial D35 dari model separabel
potensial rank-1 dan rank-2. Panel kiri menunjukkan jangkauan momentum
antara 0 - 400 MeV/c, sedangkan pada panel kanan menunjukkan jangkauan
momentum pada 0 - 1200 MeV/c. Grafik untuk rank-1 dan rank-2 juga di plot
secara bersamaan dalam satu gambar dengan spesifikasi pada masing - masing
jangkuan momentum.
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Gambar 4.10: Pergeseran fase hamburan(δ) Pion-Nukleon(πN) terhadap ~p labπ

pada gelombang parsial D35. Segitiga : Pergeseran fase dari SAID analisis;
garis : hasil perhitungan menggunakan potensial separabel rank-1; garis putus
- putus : hasil perhitungan yang menggunakan potensial separabel rank-2.

Dengan memperhatikan gambar grafik panel kiri pada momentum lab pion
0 - 400 MeV/c terlihat hasil fitting D35 yang sangat baik. Hasil ini untuk
rank-1 maupun rank-2 yang mempunyai χ2 pada rank-1 0,00001 dan rank-2
adalah 0,00001. Ini bisa dibuktikan dengan memperhatikan plot gambar (4.10)
di panel kiri. Kemudian untuk gambar grafik panel kanan dengan momentum
0 - 1200 MeV/c untuk rank-1 masih mengalami kesulitan untuk memproduk-
si bentuk kurva yang tidak sederhana. Walaupun diawal proses pada rank-1
masih mampu untuk mengikuti grafik data eksperimen, namun setelah momen-
tum digeser keatas maka mulai terlihat perbedaan pola grafik yang signifikan.
Pada rank-2 terlihat lebih baik dari rank-1, dimana rank-2 masih mampu un-
tuk membentuk pola yang mirip dengan plot data eksperimen. Berdasarkan
uraian diatas dapat kita ketahui bahwa model potensial separabel yang dipilih
belum mampu untuk menjelaskan fenomena yang terjadi, sehingga plot grafik
yang dihasilkan tidak mendekati plot grafik data eksperimen.

Untuk nilai parameter yang dihasilkan program MINUIT pada gelombang
parsial D35 setelah proses fitting dapat dilihat dalam tabel (4.10).

Dari hasil perhitungan untuk semua kasus diatas, pada momentum rendah
pergeseran fase yang dihasilkan oleh potensial separabel sangat baik diguna-
kan untuk memfitting data eksperimen. Dapat dilihat bahwa pada sebagian
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~p labπ [MeV/c] Rank λ1 λ2 C1[MeV ]−1 C2[MeV ]−1 β1[MeV] β2[MeV]
0 - 400 1 +1 | 7999,99 | 1487,54 |

2 +1 -1 999,99 291,19 560,11 334,93
0 - 1200 1 +1 | 19430,24 | 1275,48 |

2 -1 +1 -6999,99 5511,66 6846,64 1366,35

Tabel 4.10: Parameter Separabel Potensial pada Gelombang Parsial D35

besar data pergeseran fase yang difitting, untuk model potensial rank-1 atau-
pun rank-2 pada momentum lab pion 0-400 MeV/c ternyata baik mereproduksi
ulang data pergeseran fase dari SAID analisis. Terlihat bahwa data dapat di-
deskripsikan cukup baik. Hasil pada momentum lab pion 0-400 MeV/c untuk
semua kanal sangat mirip sehingga hasil untuk semua kanal dapat diterima
baik rank-1 ataupun rank-2. Akan tetapi semakin besarnya momentum ke-
cenderungan pergeseran fase sulit untuk mengikuti data eksperimen. Bentuk
rank-1 dan rank-2 pada momentum lab pion 0 - 1200 MeV/c masih sulit mem-
fitting secara utuh dengan baik. Fitting terbaik didapat secara utuh untuk
rank-1 dan rank-2 dengan momentum lab pion 0-1200 MeV/c adalah pada
gelombang parsial P31. Dan hasil fitting yang kurang baik pada P33.

Sedangkan pada penelitian Ratu [9], digunakan kinematika relativistik, de-
ngan model potensial separabel yang dikerjakan hanya sampai pada rank-1.
Momentum pion yang digunakan adalah 0-400 MeV/c dan 0-1500 MeV/c.
Adapun hasil yang diperoleh Ratu [9] pada momentum 0-400 MeV/c terlihat
kecocokan yang baik antara model separabel rank-1 dengan data pergeseran
fase dari data SAID analisis, namun pada momentum hingga 1500 MeV/c ter-
lihat kecocokan yang tidak begitu baik. Dan jika hasil fitting Ratu [9] pada
semua gelombang parsial dibandingkan dengan hasil fitting yang didapat oleh
penulis (khusus pada rank-1), ditemukan bahwa :

1. Pada momentum hingga 400 MeV masing-masing memfit dengan baik
data eksperimen. Akan tetapi jika momentum pion diperbesar, maka
hasil fitting Ratu [9] lebih baik dari yang penulis peroleh. Hal ini terjadi
karena disamping kinematika yang digunakan Ratu [9] adalah relativis-
tik, form factor yang digunakan Ratu [9] juga berbeda dengan yang
digunakan oleh penulis. Dimana form factor yang digunakan Ratu [9]
lebih kompleks dari pada yang penulis gunakan.

2. Reproduksi nilai pergeseran fase

• Yang diperoleh Penulis −→ |δ| < 50deg

• Yang diperoleh [9] −→ |δ| < 95deg
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Kesimpulan dan Saran

Kesimpulan dari hasil penelitian ini adalah dimana penelitian ini telah berha-
sil membuat model potensial separabel untuk hamburan pion-nukleon (πN)
pada bentuk rank-1 dan rank-2. Model potensial separabel ini baik untuk
digunakan pada momentum 0-400 MeV/c. Dan hasil reproduksi data pergese-
ran fase rank-2 terlihat lebih baik jika dibandingkan dengan data pergeseran
fase rank-1. Jika momentum pion lab digeser terus naik maka akan terli-
hat penyimpangan hasil data memfitting dengan data hasil eksperimen. Ini
menunjukkan model potensial separabel yang digunakan belum mampu mem-
berikan kecocokan dengan data pergeseran fase yang ada, sehingga dibutuhkan
model potensial separabel yang lebih kompleks. Kemudian hasil fitting terbaik
didapat hingga momentum pion lab 1200 MeV/c pada gelombang parsial P31.
Dan jika dibandingkan kembali hasil data pergeseran fase dari proses fitting
dengan data SAID analisis maka akan terlihat juga rank-2 akan lebih baik dari
rank-1.

Nilai parameter λ bernilai negatif pada model potensial separabel yang
digunakan menunjukkan potensial pada penelitian ini memberikan deskripsi
interaksi nuklir πN yang sifatnya atraktif. Sedangkan Nilai parameter λ yang
bernilai positif menunjukkan potensial pada penelitian ini memberikan des-
kripsi yang sifatnya repulsif. Dan juga bisa ditentukan dengan cara melihat
pergeseran fase dengan nilai negatif menunjukkan adanya gaya repulsif (saling
tolak) sedangkan pergeseran fase dengan nilai positif menunjukkan gaya yang
sifatnya atraktif (saling tarik). Hal yang tidak kalah pentingnya adalah faktor
bentuk yang digunakan sangat menentukan ketepatan dalam menghasilkan ni-
lai pergeseran fase yang sesuai dengan hasil eksperimen. Apa bila dilihat dari
beberapa plot grafik, nilai pergeseran fase hasil fitting tidak bisa mengikuti
nilai pergeseran fase data eksperimen jika |δ| > 50 deg.
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Hasil dari membandingkan penelitian Ratu [9] dengan yang diperoleh pe-
nulis adalah jika momentum pion hingga 400 MeV dengan rank yang sama,
reproduksi nilai pergeseran fase dapat digambarkan dengan baik. Tapi jika
momentum pion diperbesar maka kinematika relativistik dapat mereproduk-
si nilai pergeseran fase lebih baik jika dibandingkan dengan kinematika non-
relativistik.

Berdasarkan hasil dari penelitian ini penulis sarankan untuk melakukan lan-
jutan penelitian dengan model potensial separabel yang lebih kompleks. Dan
juga melanjutkan ke rank yang lebih tinggi yang mengandung lebih banyak
parameter, sehingga hasil yang diperoleh lebih baik lagi dalam mereproduksi
kembali data pergeseran fase dari eksperimen.
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Lampiran A

Integrasi dengan Metode Residu

A.1 Fungsi Kompleks

Bentuk fungsi kompleks secara umum adalah :

f(z) = µ(x, y) + iv(x, y) (A.1)

dimana µ(x, y) disebut bagian real dan iv(x, y) disebut bagian imajiner

A.2 Teorema Residu

A.2.1 Deret Laurent

Bentuk umum deret Laurent :

f(z) = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + ...

+
b1

z − z0

+
b2

z − z0

2

+ ... (A.2)

A.2.2 Residu

Berdasarkan persamaan (A.2) Koefisien b1 merupakan residu f(z) di z = z0.
Residu juga dapat dihutung dengan rumus :

b1 = lim
z→z0

1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1
{(z − z0)

mf(z)}

= lim
z→z0

1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1
{(z − z0)

m φ(z)

(z − z0)m
}

= lim
z→z0

1

(m− 1)!

dm−1

dzm−1
{φ(z)} (A.3)
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Dan juga untuk f(z) yang bisa dinyatakan dengan g(z)
h(z)

dimana g(z0) tidak
sama dengan 0; h(z0) = 0; h′(z0) tidak sama dengan 0, residu bisa dihitung
dengan rumus :

b1 =
g(z0)

h′(z0)
(A.4)

Hasil integral f(z) dengan menggunakan teorema residu adalah [15] :
˛

C

f(z)dz = 2πi · (b1 + b2 + . . . ) (A.5)

A.2.3 Integrasi Rank - 1

Dalam ungkapan separabel matriks-t yang diberikan persamaan (3.20) dida-
lamnya terdapat bentuk integral :

I` =

∞̂

0

dk
k2g2

` (k)

q2 − k2
(A.6)

Integral persamaan (A.6) diselesaikan dengan menggunakan teorema residu,
gambar bentuk integralnya adalah :

Gambar A.1: Integrasi teorema residu rank-1

Dalam integral ini bentuk g`(k) adalah seperti yang terlihat pada persa-
maan (3.18) dimana Ci dan βi adalah parameter potensial. Sebagai contoh
menghitung integral untuk ` = 0, dan agar lebih sederhana sembunyikan pa-
rameter Ci, sehingga faktor bentuk menjadi :

g0(k) =
1

k2 + β2
(A.7)
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substitusikan persamaan (A.7) ke persamaan (A.6) :

I0 =

∞̂

0

dk
k2

(k2 + β2)2(q2 − k2)

=

∞̂

0

dk
k2

(k + iβ)2(k − iβ)2(q − k)(q + k)

=

∞̂

0

dk
k2

(k + iβ)2(k − iβ)2{−(k − q)}(q + k)

=

∞̂

0

dk
k2

−(k + iβ)2(k − iβ)2(k − q)(q + k)
(A.8)

Dari ungkapan terakhir, integral memiliki dua pole sederhana pada k = q

dan k = −q serta pole orde kedua pada k = −iβ dan k = +iβ. Untuk
memecahkannya, kita ambil dari bidang kompleks.

Pole Orde satu

Berdasarkan persamaan (A.8) pada titik singular k = q residunya menjadi :

b1 = − k2

(k + iβ)2(k − iβ)2(q + k)
(A.9)

substitusikan nilai titik singular k = q pada persamaan (A.9) :

b1 = − q2

(q + iβ)2(q − iβ)2(q + q)

= − q2

(q + iβ)2(q − iβ)22q

= − q

2(q2 + β2)2
(A.10)
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Pole Orde dua

Berdasarkan persamaan (A.8) pada titik singular k = iβ, dengan menggunakan
persamaan (A.3), maka residunya menjadi :

b2 = lim
k→k0

1

(2− 1)!

d2−1

dk2−1
{(k − k0)

2f(k)}

= lim
k→iβ

d

dk
{(k − iβ)2 k2

(k + iβ)2(k − iβ)2(q − k)(q + k)
}

= lim
k→iβ

d

dk

k2

(k + iβ)2(q − k)(q + k)
(A.11)

dari lampiran B persamaan (B.14), maka persamaan (A.11) menjadi :

b2 = lim
k→iβ

2k5 + 2iβk4 + 2iβq2k2 − 2β2q2k

(−k4 − 2iβk3 + (q2 + β2)k2 + 2iβq2k − β2q2)2

=
2(iβ)5 + 2(iβ)5 + 2(iβ)3q2 − 2β2(iβ)q2

(−(iβ)4 − 2(iβ)4 + (q2 + β2)(iβ)2 + 2(iβ)2q2 − β2q2)2

=
4(iβ)5 + 2(iβ)3q2 − 2β2(iβ)q2

[−3(iβ)4 + (q2 + β2)(iβ)2 + 2(iβ)2q2 − β2q2]2

=
4iβ5 − 2iβ3q2 − 2iβ3q2

[−3β4 − (q2 + β2)β2 − 2β2q2 − β2q2]2

=
4iβ5 − 4iβ3q2

[−3β4 − β2q2 − β4 − 3β2q2]2

=
4iβ3(β2 − q2)

[−4β4 − 4β2q2]2

=
4iβ3(β2 − q2)

[−4β2(q2 + β2)]2

=
4iβ3(β2 − q2)

16β4(q2 + β2)2

=
i(β2 − q2)

4β(q2 + β2)2
(A.12)
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Hasil integral (A.8) yang menggunakan persamaan (A.5), (A.10) dan (A.12)
adalah :

I0 =

˛

C

dk
k2

(k + iβ)2(k − iβ)2(q − k)(q + k)

= 2πi · [b1 + b2]

= 2πi ·
[
− q

2(q2 + β2)2
+

i(β2 − q2)

4β(q2 + β2)2

]
= π

[
−iq

(q2 + β2)2
− (β2 − q2)

2β(q2 + β2)2

]
= π

[
−2βiq − β2 + q2

2β(q2 + β2)2

]
= π

[
(−q + iβ)2

2β(β − iq)2(β + iq)2

]
= π

[
[i(β + iq)]2

2β(β − iq)2(β + iq)2

]
= −π

[
(β + iq)2

2β(β − iq)2(β + iq)2

]
= − π

2β(β − iq)2
(A.13)

∞̂

−∞

dk
k2

(k + iβ)2(k − iβ)2(q − k)(q + k)
= − π

2β(β − iq)2
(A.14)

misalkan k2

(k+iβ)2(k−iβ)2(q−k)(q+k) = A maka :

∞̂

−∞

dkA = − π

2β(β − iq)2

2

∞̂

0

dkA = − π

2β(β − iq)2

∞̂

0

dkA = − π

4β(β − iq)2
(A.15)

maka :

∞̂

0

dk
k2

(k + iβ)2(k − iβ)2(q − k)(q + k)
= − π

4β(β − iq)2
(A.16)
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Melihat kembali persamaan (3.20), sehingga diperoleh :

I = 2µπN · (−
π

4β(β − iq)2
)

= − πµπN
2β(β − iq)2

(A.17)

karena diawal perhitungan kita menyembunyikan parameter C, maka setelah
dimunculkan persamaan (A.17) menjadi :

I = − πµπNC
2

2β(β − iq)2
(A.18)

substitusikan persamaan (A.18) ke persamaan (3.16) :

τ(w) =

[
λ−1 − (− πµπNC

2

2β(β − iq)2
)

]−1

(A.19)

substitusikan persamaan (A.19) ke persamaan (3.17) diperoleh :

t0(q, p) = g0(q)g0(p)

[
λ−1 +

πµπNC
2

2β(β − iq)2

]−1

(A.20)

berdasarkan persamaan (3.18), sehingga bentuk g`(q) dan g`(p) dapat ditulis :

g`(q) = q`
Ci

q2 + β2
i

(A.21)

g`(p) = p`
Ci

p2 + β2
i

(A.22)

substitusikan persamaan (A.21) dan (A.22) ke persamaan (A.20) :

t0(q, p) =
C2

(q2 + β2)(p2 + β2)

[
λ−1 +

πµπNC
2

2β(β − iq)2

]−1

(A.23)

bila disederhanakan lagi, persamaan (A.23) adalah :

t0(q, p) = λ
C2

0

(q2 + β2
0)(p2 + β2

0)

[
1 + λ

πµπNC
2
0

2β0(β0 − iq)2

]−1

(A.24)
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A.2.4 Integrasi Rank - 2

pada ` = 0

Dalam ungkapan separabel matriks-t yang diberikan persamaan (3.57), (3.58),
(3.59) dan (3.60) didalamnya terdapat bentuk integral. Integral persamaan ini
diselesaikan dengan menggunakan teorema residu, gambar bentuk integralnya
adalah :

Gambar A.2: Integrasi teorema residu rank-2

Dalam integral ini bentuk g`1(k) dan g`2(k) adalah seperti yang terlihat
pada persamaan (3.55) dan (3.56). Sebagai contoh menghitung integral untuk
` = 0, dan agar lebih sederhana sembunyikan parameter C1 dan C2, sehingga
faktor bentuk menjadi :

g`1(k) =
1

k2 + β2
1

(A.25)

g`2(k) =
1

k2 + β2
2

(A.26)

substitusikan persamaan (A.25), (A.26) ke persamaan (3.57), (3.58), (3.59)
dan (3.60). Khusus proses substitusi ke persamaan (3.58) dan (3.60) sama
dengan proses pada persamaan (3.20), maka akan kita peroleh hasil integral
teorema residunya adalah :

X11 = − πµπNC
2
1

2β1(β1 − iq)2
(A.27)

X22 = − πµπNC
2
2

2β2(β2 − iq)2
(A.28)

kemudian substitusikan persamaan (A.27) dan (A.28) ke persamaan (3.41) dan
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(3.40) akan diperoleh :

N22(w) = λ−1
1 +

πµπNC
2
1

2β1(β1 − iq)2

= λ1

[
1 + λ1

πµπNC
2
1

2β1(β1 − iq)2

]
(A.29)

N11(w) = λ−1
2 +

πµπNC
2
2

2β2(β2 − iq)2

= λ2

[
1 + λ2

πµπNC
2
2

2β2(β2 − iq)2

]
(A.30)

kemudian proses substitusi persamaan (A.25), (A.26) ke persamaan (3.57) dan
(3.59) adalah :

X12 = 2µπN

∞̂

0

dk
k2

(k2 + β2
1)(k2 + β2

2)(q2 − k2)

= 2µπN

∞̂

0

dk
k2

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)

(A.31)

Dari ungkapan terakhir, integral memiliki titik singular pada k = −iβ1,
k = +iβ1, k = −iβ2, k = +iβ2, k = q dan k = −q. Untuk memecahkannya,
kita ambil dari bidang kompleks.

a. Titik Singular pada k = iβ1

Berdasarkan persamaan (A.31) pada titik singular k = iβ1 residunya
menjadi :

b1 =
k2

(k + iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)
(A.32)

substitusikan nilai titik singular k = iβ1 pada persamaan (A.32) :

b1 =
(iβ1)

2

(iβ1 + iβ1)(iβ1 + iβ2)(iβ1 − iβ2)(q − iβ1)(q + iβ1)

=
(iβ1)

2

(2iβ1)(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

= − β1

2i(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

(A.33)
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b. Titik Singular pada k = iβ2

Berdasarkan persamaan (A.31) pada titik singular k = iβ2 residunya
menjadi :

b2 =
k2

(k + iβ2)(k + iβ1)(k − iβ1)(q − k)(q + k)
(A.34)

substitusikan nilai titik singular k = iβ2 pada persamaan (A.34) :

b2 =
(iβ2)

2

(iβ2 + iβ2)(iβ2 + iβ1)(iβ2 − iβ1)(q − iβ2)(q + iβ2)

=
(iβ2)

2

(2iβ2)(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

= − β2

2i(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

(A.35)

c. Titik Singular pada k = q

Berdasarkan persamaan (A.31) pada titik singular k = q, untuk menda-
patkan residunya yang pertama kali kita lakukan adalah merubah keda-
lam bentuk z − z0 atau z = z0, maka bentuk (q − k) berubah menjadi
−(k − q) sehingga suku dalam integralnya bisa dituliskan seperti :

k2

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(−(k − q))(q + k)
(A.36)

residunya menjadi :

b3 =
k2

−(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q + k)
(A.37)

substitusikan nilai titik singular k = q pada persamaan (A.37) :

b3 =
q2

−(q + iβ1)(q − iβ1)(q + iβ2)(q − iβ2)(q + q)

=
q2

−2q(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

= − q

2(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)
(A.38)

Hasil integral (A.31) yang menggunakan persamaan (A.5), (A.33), (A.35) dan
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(A.38) adalah :

X ′12 = 2µπN

˛

C

dk
k2

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)

= 2µπN · 2πi · [b1 + b2 + b3]

= 4πiµπN

[
− β1

2i(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)
− β2

2i(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− q

2(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −2πµπN

[
β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.39)

karena integral diatas dalam range −∞ s/d∞ jadi dengan memisalkan X ′12 =
∞́

−∞
dkχ maka :

∞̂

−∞

dkχ = −2πµπN

[
β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]

2

∞̂

0

dkχ = −2πµπN

[
β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
∞̂

0

dkχ = −πµπN
[

β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.40)

maka :

X12 = −πµπN
[

β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.41)

karena diawal perhitungan kita menyembunyikan parameter C1 dan C2, maka
setelah dimunculkan persamaan (A.41) menjadi :

X12 = −πµπNC1C2

[
β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −

[
πµπNC1C2β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
πµπNC1C2iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.42)

dengan memperhatikan kembali persamaan (3.39), sehingga dapat disimpul-
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kan :

X21 = −
[

πµπNC1C2β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
πµπNC1C2iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.43)

dan

N12(w) = −
[

πµπNC1C2β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
πµπNC1C2iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −πµπNC1C2

[
β1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −πµπNC1C2

[
β1(q

2 + β2
2)− β2(q

2 + β2
1) + iq(β2

2 − β2
1)

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −πµπNC1C2

[
β1q

2 + β1β
2
2 − β2q

2 − β2β
2
1) + iqβ2

2 − iqβ2
1)

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= πµπNC1C2

[
−β1q

2 − β1β
2
2 + β2q

2 + β2β
2
1)− iqβ2

2 + iqβ2
1)

(β2 − β1)(β1 + β2)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= πµπNC1C2

[
q2(β2 − β1)− β1β2(β2 − β1)− iq(β2 − β1)(β2 + β1)

(β2 − β1)(β1 + β2)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= πµπNC1C2

[
q2 − β1β2 − iq(β2 + β1)

(β1 + β2)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= πµπNC1C2

[
−(iq)2 − β1β2 − iq(β2 + β1)

(β1 + β2)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −πµπNC1C2

[
(iq)2 + β1β2 + iq(β2 + β1)

(β1 + β2)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −πµπNC1C2

[
(β1 + iq)(β2 + iq)

(β1 + β2)(β1 + iq)(β1 − iq)(β2 + iq)(β2 − iq)

]
= −πµπNC1C2

[
1

(β1 + β2)(β1 − iq)(β2 − iq)

]
= −

[
πµπNC1C2

(β1 + β2)(β1 − iq)(β2 − iq)

]
(A.44)

berdasarkan persamaan (3.49) dengan memasukkan persamaan (A.29), (A.30)
dan (A.44) didapat :

D(w) =

(
λ−1

2 +
πµπNC

2
2

2β2(β2 − iq)2

)(
λ−1

1 +
πµπNC

2
1

2β1(β1 − iq)2

)
−(−

[
πµπNC1C2

(β1 + β2)(β1 − iq)(β2 − iq)

]
)2

(A.45)

Universitas Indonesia

Model separabel..., Asmi Susanto, FMIPA UI, 2012



59

D(w) =

(
λ−1

2 +
πµπNC

2
2

2β2(β2 − iq)2

)(
λ−1

1 +
πµπNC

2
1

2β1(β1 − iq)2

)
−
[

πµπNC1C2

(β1 + β2)(β1 − iq)(β2 − iq)

]2

(A.46)

berdasarkan persamaan (3.55) dan (3.56) sehingga bentuk g`i(q) dan g`i(p)

dapat ditulis :

g`i(q) = q`
Ci

q2 + β2
i

(A.47)

g`i(p) = p`
Ci

p2 + β2
i

(A.48)

substitusikan persamaan (A.47) dan (A.48) pada persamaan (3.53) sehingga
untuk masing - masing sukunya dapat ditulis seperti :

g`1(q)
N11(w)

D(w)
g`1(p) =

C2
1

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)
(A.49)

g`1(q)
N12(w)

D(w)
g`2(p) =

C1C2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)
(A.50)

g`2(q)
N12(w)

D(w)
g`1(p) =

C1C2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)
(A.51)

g`2(q)
N22(w)

D(w)
g`2(p) =

C2
2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)
(A.52)

memperhatikan persamaan (3.53) maka :

t0(q, p) =

[
C2

1

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)

]
+

[
C1C2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C1C2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C2

2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)

]
(A.53)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.29), (A.30), (A.44) dan
(A.46) masing - masing mengandung nilai N11(w), N22(w), N12(w), dan D(w)

pada persamaan (A.53).
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pada ` = 1

Dalam ungkapan separabel matriks-t yang diberikan persamaan (3.57), (3.58),
(3.59) dan (3.60) didalamnya terdapat bentuk integral. Integral persamaan ini
diselesaikan dengan menggunakan teorema residu, gambar bentuk integralnya
adalah :

Gambar A.3: Integrasi teorema residu rank-2

Dalam integral ini bentuk g`1(k) dan g`2(k) adalah seperti yang terlihat
pada persamaan (3.55) dan (3.56). Sebagai contoh menghitung integral untuk
` = 1, dan agar lebih sederhana sembunyikan parameter C1 dan C2, sehingga
faktor bentuk menjadi :

g`1(k) =
k

k2 + β2
1

(A.54)

g`2(k) =
k

k2 + β2
2

(A.55)

substitusikan persamaan (A.54), (A.55) ke persamaan (3.57), (3.58), (3.59)
dan (3.60). Khusus proses substitusi ke persamaan (3.58) dan (3.60) sama
dengan proses pada persamaan (3.20), maka akan kita peroleh hasil integral
teorema residunya adalah :

X11 = −πµπNC
2
1 [2iq3 + 3β1q

2 + β3
1 ]

2(q2 + β2
1)2

(A.56)

X22 = −πµπNC
2
2 [2iq3 + 3β2q

2 + β3
2 ]

2(q2 + β2
2)2

(A.57)

kemudian substitusikan persamaan (A.56) dan (A.57) ke persamaan (3.40) dan
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(3.41) akan diperoleh :

N22(w) = λ−1
1 +

πµπNC
2
1 [2iq3 + 3β1q

2 + β3
1 ]

2(q2 + β2
1)2

= λ1

[
1 + λ1

πµπNC
2
1 [2iq3 + 3β1q

2 + β3
1 ]

2(q2 + β2
1)2

]
(A.58)

N11(w) = λ−1
2 +

πµπNC
2
2 [2iq3 + 3β2q

2 + β3
2 ]

2(q2 + β2
2)2

= λ2

[
1 + λ2

πµπNC
2
2 [2iq3 + 3β2q

2 + β3
2 ]

2(q2 + β2
2)2

]
(A.59)

kemudian proses substitusi persamaan (A.54), (A.55) ke persamaan (3.57) dan
(3.59) dengan nilai adalah :

X12 = 2µπN

∞̂

0

dk
k2k2

(k2 + β2
1)(k2 + β2

2)(q2 − k2)

= 2µπN

∞̂

0

dk
k4

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)

(A.60)

Dari ungkapan terakhir, integral memiliki titik singular pada k = −iβ1,
k = +iβ1, k = −iβ2, k = +iβ2, k = q dan k = −q. Untuk memecahkannya,
kita ambil dari bidang kompleks.

a. Titik Singular pada k = iβ1

Berdasarkan persamaan (A.60) pada titik singular k = iβ1 residunya
menjadi :

b1 =
k4

(k + iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)
(A.61)

substitusikan nilai titik singular k = iβ1 pada persamaan (A.61) :

b1 =
(iβ1)

4

(iβ1 + iβ1)(iβ1 + iβ2)(iβ1 − iβ2)(q − iβ1)(q + iβ1)

=
(iβ1)

4

(2iβ1)(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

=
β3

1

2i(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

(A.62)
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b. Titik Singular pada k = iβ2

Berdasarkan persamaan (A.60) pada titik singular k = iβ2 residunya
menjadi :

b2 =
k4

(k + iβ2)(k + iβ1)(k − iβ1)(q − k)(q + k)
(A.63)

substitusikan nilai titik singular k = iβ2 pada persamaan (A.63) :

b2 =
(iβ2)

4

(iβ2 + iβ2)(iβ2 + iβ1)(iβ2 − iβ1)(q − iβ2)(q + iβ2)

=
(iβ2)

4

(2iβ2)(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

=
β3

2

2i(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

(A.64)

c. Titik Singular pada k = q

Berdasarkan persamaan (A.60) pada titik singular k = q, untuk menda-
patkan residunya yang pertama kali kita lakukan adalah merubah keda-
lam bentuk z − z0 atau z = z0, maka bentuk (q − k) berubah menjadi
−(k − q) sehingga suku dalam integralnya bisa dituliskan seperti :

k4

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(−(k − q))(q + k)
(A.65)

residunya menjadi :

b3 =
k4

−(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q + k)
(A.66)

substitusikan nilai titik singular k = q pada persamaan (A.66) :

b3 =
q4

−(q + iβ1)(q − iβ1)(q + iβ2)(q − iβ2)(q + q)

=
q4

−2q(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

= − q3

2(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)
(A.67)

Hasil integral (A.60) yang menggunakan persamaan (A.5), (A.62), (A.64) dan
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(A.67) adalah :

X ′12 = 2µπN

˛

C

dk
k4

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)

= 2µπN · 2πi · [b1 + b2 + b3]

= 4πiµπN

[
β3

1

2i(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β3

2

2i(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− q3

2(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= 2πµπN

[
β3

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β3

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− iq3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.68)

karena integral diatas dalam range −∞ s/d∞ jadi dengan memisalkan X ′12 =
∞́

−∞
dkχ maka :

∞̂

−∞

dkχ = 2πµπN

[
β3

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β3

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− iq3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]

2

∞̂

0

dkχ = 2πµπN

[
β3

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β3

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− iq3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
∞̂

0

dkχ = πµπN

[
β3

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β3

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− iq3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.69)

maka :

X12 = πµπN

[
β3

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β3

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− iq3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.70)

karena diawal perhitungan kita menyembunyikan parameter C1 dan C2, maka
setelah dimunculkan persamaan (A.70) menjadi :

X12 = πµπNC1C2

[
β3

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β3

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− iq3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
=

[
πµπNC1C2β

3
1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β

3
2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− πµπNC1C2iq

3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.71)

dengan memperhatikan kembali persamaan (3.39), sehingga dapat disimpul-
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kan :

X21 =

[
πµπNC1C2β

3
1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β

3
2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− πµπNC1C2iq

3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.72)

dan

N12(w) =

[
πµπNC1C2β

3
1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β

3
2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− πµπNC1C2iq

3

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −

[
πµπNC1C2[β

2
1β

2
2 + (β2

1 + β1β2 + β2
2)q2 + i(β1 + β2)q

3]

(β1 + β2)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.73)

berdasarkan persamaan (3.49) dengan memasukkan persamaan (A.58), (A.59)
dan (A.73) didapat :

D(w) =

[[
λ−1

2 +
πµπNC

2
2 [2iq3 + 3β2q

2 + β3
2 ]

2(q2 + β2
2)2

] [
λ−1

1 +
πµπNC

2
1 [2iq3 + 3β1q

2 + β3
1 ]

2(q2 + β2
1)2

]]
−
[
−
[
πµπNC1C2[β

2
1β

2
2 + (β2

1 + β1β2 + β2
2)q2 + i(β1 + β2)q

3]

(β1 + β2)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]]2

=

[[
λ−1

2 +
πµπNC

2
2 [2iq3 + 3β2q

2 + β3
2 ]

2(q2 + β2
2)2

] [
λ−1

1 +
πµπNC

2
1 [2iq3 + 3β1q

2 + β3
1 ]

2(q2 + β2
1)2

]]
−
[
πµπNC1C2[β

2
1β

2
2 + (β2

1 + β1β2 + β2
2)q2 + i(β1 + β2)q

3]

(β1 + β2)(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]2

(A.74)

berdasarkan persamaan (3.55) dan (3.56) sehingga bentuk g`i(q) dan g`i(p)

dapat ditulis :

g`i(q) = q`
Ci

q2 + β2
i

(A.75)

g`i(p) = p`
Ci

p2 + β2
i

(A.76)

substitusikan persamaan (A.75) dan (A.76) pada persamaan (3.53) sehingga
untuk masing - masing sukunya dapat ditulis seperti :

g`1(q)
N11(w)

D(w)
g`1(p) =

C2
1qp

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)
(A.77)

g`1(q)
N12(w)

D(w)
g`2(p) =

C1C2qp

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)
(A.78)
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g`2(q)
N12(w)

D(w)
g`1(p) =

C1C2qp

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)
(A.79)

g`2(q)
N22(w)

D(w)
g`2(p) =

C2
2qp

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)
(A.80)

memperhatikan persamaan (3.53) maka :

t1(q, p) =

[
C2

1qp

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)

]
+

[
C1C2qp

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C1C2qp

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C2

2qp

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)

]
(A.81)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.58), (A.59), (A.73) dan
(A.74) masing - masing mengandung nilai N11(w), N22(w), N12(w), dan D(w)

pada persamaan (A.81).

pada ` = 2

Dalam ungkapan separabel matriks-t yang diberikan persamaan (3.57), (3.58),
(3.59) dan (3.60) didalamnya terdapat bentuk integral. Integral persamaan ini
diselesaikan dengan menggunakan teorema residu, gambar bentuk integralnya
adalah :

Gambar A.4: Integrasi teorema residu rank-2

Dalam integral ini bentuk g`1(k) dan g`2(k) adalah seperti yang terlihat
pada persamaan (3.55) dan (3.56). Sebagai contoh menghitung integral untuk
` = 2, dan agar lebih sederhana sembunyikan parameter C1 dan C2, sehingga
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faktor bentuk menjadi :

g`1(k) =
k2

k2 + β2
1

(A.82)

g`2(k) =
k2

k2 + β2
2

(A.83)

substitusikan persamaan (A.82), (A.83) ke persamaan (3.57), (3.58), (3.59)
dan (3.60). Khusus proses substitusi ke persamaan (3.58) dan (3.60) sama
dengan proses pada persamaan (3.20), maka akan kita peroleh hasil integral
teorema residunya adalah :

X11 = −πµπNC
2
1 [2iq5 − 5β3

1q
2 − 3β5

1 ]

(q2 + β2
1)2

(A.84)

X22 = −πµπNC
2
2 [2iq5 − 5β3

2q
2 − 3β5

2 ]

(q2 + β2
2)2

(A.85)

kemudian substitusikan persamaan (A.84) dan (A.85) ke persamaan (3.40) dan
(3.41) akan diperoleh :

N22(w) = λ−1
1 +

πµπNC
2
1 [2iq5 − 5β3

1q
2 − 3β5

1 ]

(q2 + β2
1)2

= λ1

[
1 + λ1

πµπNC
2
1 [2iq5 − 5β3

1q
2 − 3β5

1 ]

(q2 + β2
1)2

]
(A.86)

N11(w) = λ−1
2 +

πµπNC
2
2 [2iq5 − 5β3

2q
2 − 3β5

2 ]

(q2 + β2
2)2

= λ2

[
1 + λ2

πµπNC
2
2 [2iq5 − 5β3

2q
2 − 3β5

2 ]

(q2 + β2
2)2

]
(A.87)

kemudian proses substitusi persamaan (A.82), (A.83) ke persamaan (3.57) dan
(3.59) dengan nilai adalah :

X12 = 2µπN

∞̂

0

dk
k4k2

(k2 + β2
1)(k2 + β2

2)(q2 − k2)

= 2µπN

∞̂

0

dk
k6

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)

(A.88)

Dari ungkapan terakhir, integral memiliki titik singular pada k = −iβ1,
k = +iβ1, k = −iβ2, k = +iβ2, k = q dan k = −q. Untuk memecahkannya,
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kita ambil dari bidang kompleks.

a. Titik Singular pada k = iβ1

Berdasarkan persamaan (A.88) pada titik singular k = iβ1 residunya
menjadi :

b1 =
k6

(k + iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)
(A.89)

substitusikan nilai titik singular k = iβ1 pada persamaan (A.89) :

b1 =
(iβ1)

6

(iβ1 + iβ1)(iβ1 + iβ2)(iβ1 − iβ2)(q − iβ1)(q + iβ1)

=
(iβ1)

6

(2iβ2
1)(β2

2 − β2
1)(q2 + β2

1)

= − β5
1

2i(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

(A.90)

b. Titik Singular pada k = iβ2

Berdasarkan persamaan (A.88) pada titik singular k = iβ2 residunya
menjadi :

b2 =
k6

(k + iβ2)(k + iβ1)(k − iβ1)(q − k)(q + k)
(A.91)

substitusikan nilai titik singular k = iβ2 pada persamaan (A.91) :

b2 =
(iβ2)

6

(iβ2 + iβ2)(iβ2 + iβ1)(iβ2 − iβ1)(q − iβ2)(q + iβ2)

=
(iβ2)

6

(2iβ2)(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

= − β5
2

2i(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

(A.92)

c. Titik Singular pada k = q

Berdasarkan persamaan (A.88) pada titik singular k = q, untuk menda-
patkan residunya yang pertama kali kita lakukan adalah merubah keda-
lam bentuk z − z0 atau z = z0, maka bentuk (q − k) berubah menjadi
−(k − q) sehingga suku dalam integralnya bisa dituliskan seperti :

k6

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(−(k − q))(q + k)
(A.93)
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residunya menjadi :

b3 =
k6

−(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q + k)
(A.94)

substitusikan nilai titik singular k = q pada persamaan (A.94) :

b3 =
q6

−(q + iβ1)(q − iβ1)(q + iβ2)(q − iβ2)(q + q)

=
q6

−2q(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

= − q5

2(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)
(A.95)

Hasil integral (A.88) yang menggunakan persamaan (A.5), (A.90), (A.92) dan
(A.95) adalah :

X ′12 = 2µπN

˛

C

dk
k6

(k + iβ1)(k − iβ1)(k + iβ2)(k − iβ2)(q − k)(q + k)

= 2µπN · 2πi · [b1 + b2 + b3]

= 4πiµπN

[
− β5

1

2i(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)
− β5

2

2i(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)
− q5

2(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −2πµπN

[
β5

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β5

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.96)

karena integral diatas dalam range −∞ s/d∞ jadi dengan memisalkan X ′12 =
∞́

−∞
dkχ maka :

∞̂

−∞

dkχ = −2πµπN

[
β5

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β5

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]

2

∞̂

0

dkχ = −2πµπN

[
β5

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β5

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
∞̂

0

dkχ = −πµπN
[

β5
1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β5

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.97)
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maka :

X12 = −πµπN
[

β5
1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β5

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.98)

karena diawal perhitungan kita menyembunyikan parameter C1 dan C2, maka
setelah dimunculkan persamaan (A.98) menjadi :

X12 = −πµπNC1C2

[
β5

1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
β5

2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
iq5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= −

[
πµπNC1C2β

5
1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β

5
2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
πµπNC1C2iq

5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.99)

dengan memperhatikan kembali persamaan (3.39), sehingga dapat disimpul-
kan :

X21 = −
[

πµπNC1C2β
5
1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β

5
2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
πµπNC1C2iq

5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
(A.100)

dan

N12(w) = −
[

πµπNC1C2β
5
1

(β2
2 − β2

1)(q2 + β2
1)

+
πµπNC1C2β

5
2

(β2
1 − β2

2)(q2 + β2
2)

+
πµπNC1C2iq

5

(q2 + β2
1)(q2 + β2

2)

]
= πµπNC1C2

[
[(β2

1 + β1β2β
2
2)β2

1β
2
2 + (β4

1 + β3
1β2 + β2

1β
2
2 + β1β

3
2 + β4

2)q2 − i(β1 + β2)q5]
(β1 + β2)(q2 + β2

1)(q2 + β2
2)

]
(A.101)

berdasarkan persamaan (3.49) dengan memasukkan persamaan (A.86), (A.87)
dan (A.101) didapat :

D(w) =
[
λ−1

2 +
πµπNC

2
2 [2iq5 − 5β3

2q
2 − 3β5

2 ]
(q2 + β2

2)2

] [
λ−1

1 +
πµπNC

2
1 [2iq5 − 5β3

1q
2 − 3β5

1 ]
(q2 + β2

1)2

]
−

πµπNC1C2

[
[(β2

1 + β1β2β
2
2)β2

1β
2
2 + (β4

1 + β3
1β2 + β2

1β
2
2 + β1β

3
2 + β4

2)q2 − i(β1 + β2)q5]
(β1 + β2)(q2 + β2

1)(q2 + β2
2)

]2

(A.102)

berdasarkan persamaan (3.55) dan (3.56) sehingga bentuk g`i(q) dan g`i(p)

dapat ditulis :

g`i(q) = q`
Ci

q2 + β2
i

(A.103)

g`i(p) = p`
Ci

p2 + β2
i

(A.104)
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substitusikan persamaan (A.103) dan (A.104) pada persamaan (3.53) sehingga
untuk masing - masing sukunya dapat ditulis seperti :

g`1(q)
N11(w)

D(w)
g`1(p) =

C2
1q

2p2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)
(A.105)

g`1(q)
N12(w)

D(w)
g`2(p) =

C1C2q
2p2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)
(A.106)

g`2(q)
N12(w)

D(w)
g`1(p) =

C1C2q
2p2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)
(A.107)

g`2(q)
N22(w)

D(w)
g`2(p) =

C2
2q

2p2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)
(A.108)

memperhatikan persamaan (3.53) maka :

t2(q, p) =

[
C2

1q
2p2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

1)

N11(w)

D(w)

]
+

[
C1C2q

2p2

(q2 + β2
1)(p2 + β2

2)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C1C2q

2p2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

1)

N12(w)

D(w)

]
+

[
C2

2q
2p2

(q2 + β2
2)(p2 + β2

2)

N22(w)

D(w)

]
(A.109)

dengan catatan harus mensubstitusikan persamaan (A.86), (A.87), (A.101)
dan (A.102) masing - masing mengandung nilai N11(w), N22(w), N12(w), dan
D(w) pada persamaan (A.109).
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Lampiran B

Deferensial

Menurut [16] persamaan untuk deferensial :

d

dx
aXn = (n · a)Xn−1 (B.1)

d

dx
UV = U

dV

dx
+ V

dU

dx
(B.2)

d

dx

U

V
=
V dU

dx
− U dV

dx

V 2
(B.3)

Hasil deferensial persamaan (A.11) diperoleh dengan cara :

A =
d

dk

k2

(k + iβ)2(q − k)(q + k)
(B.4)

untuk suku :

(k + iβ)2(q − k)(q + k) = (k + iβ)2(q2 − k2)

= (k2 + 2iβk − β2)(q2 − k2)

= q2k2 + 2iβq2k − β2q2 − k4 − 2iβk3 + β2k2

= −k4 − 2iβk3 + (q2 + β2)k2 + 2iβq2k − β2q2

sehingga persamaan (B.4) :

A =
d

dk

k2

−k4 − 2iβk3 + (q2 + β2)k2 + 2iβq2k − β2q2
(B.5)
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dari persamaan (B.5) diketahui :

U = k2 (B.6)
dU

dk
= 2k (B.7)

V = −k4 − 2iβk3 + (q2 + β2)k2 + 2iβq2k − β2q2 (B.8)
dV

dk
= −4k3 − 6iβk2 + 2(q2 + β2)k + 2iβq2 (B.9)

V
dU

dk
= (−k4 − 2iβk3 + (q2 + β2)k2 + 2iβq2k − β2q2)(2k)

= −2k5 − 4iβk4 + 2(q2 + β2)k3 + 4iβq2k2 − 2β2q2k (B.10)

U
dV

dk
= (k2)(−4k3 − 6iβk2 + 2(q2 + β2)k + 2iβq2)

= −4k5 − 6iβk4 + 2(q2 + β2)k3 + 2iβq2k2 (B.11)

V 2 = (−k4 − 2iβk3 + (q2 + β2)k2 + 2iβq2k − β2q2)2 (B.12)

V
dU

dk
− U dV

dk
= (−2k5 − 4iβk4 + 2(q2 + β2)k3 + 4iβq2k2 − 2β2q2k)

−(−4k5 − 6iβk4 + 2(q2 + β2)k3 + 2iβq2k2)

= −2k5 − 4iβk4 + 2(q2 + β2)k3 + 4iβq2k2 − 2β2q2k

+4k5 + 6iβk4 − 2(q2 + β2)k3 − 2iβq2k2

= 2k5 + 2iβk4 + 2iβq2k2 − 2β2q2k (B.13)

maka :

d

dk

U

V
=

2k5 + 2iβk4 + 2iβq2k2 − 2β2q2k

(−k4 − 2iβk3 + (q2 + β2)k2 + 2iβq2k − β2q2)2
(B.14)
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Lampiran C

Notasi dan Unit

Dalam sistem satuan unit semua konstanta ~ dan c yang muncul akan dite-
tapkan pada nilai satu dan dengan demikian tidak akan ditulis lagi.

~ = c = 1 (C.1)

Penggunaan sistem satuan unit ini akan sangat membantu kita dalam mela-
kukan perhitungan. Konvensi ke dalam satuan biasa dipakai dapat dilakukan
diakhir perhitungan.
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