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ABTRAK :

Elemen T3y, adalah elemen pelat lentur sederhana yang mempunyai tiga nodal dan 3 derajat kebebasan
per nodal. Elemen ini diformulasikan berdasarkan teori pelat Reissner Mindlin dan model peralihan
dalam memjformulasikan matriks kekakuarnnya. Kesederhaan elemen ini terlihat dari sedikitnya jumlah
total derajat kebebasan dan penggunaan fungsi linier dalam mengaproksimasikan fungsi peralihan dan
geometri. Kecepatan konvergensi elemen ini relatif lambat tetapi elemen ini lulus paich test walau
mengalami shear locking bila diaplikastkan pada pelat tipis. Meskipun jumliah tiik integrasi telah
dikurangi, shear locking tidak dapat diatasi sepenubnya bahkan muncul masalah lain yaitu spurious zero
energy modes (SZEM). Uji numerik memperiihatkan masalah SZEM hanya muncul untuk sebuah elemen
saja, sedangkan bila jumlah elemen dua atau lebih, masalah ini tidak terjadi lagi.

Kata Kunci : Bending plate, finite element, Reissner-Mindlin, displacement model.

1. PENDAHULUAN

Salah satu ide pengembangan
elemen pelat lentur yang dipelopori oleh
Hughes dan Taylor adalah suatu konsep
baru yang disebut ASSF (dssumed Shear
Strain Field).

Konsep ini sangat diinspirasikan
oleh model pola integrasi khusus elemen
quadrilateral 4 nodal[l}'ang diperkenalkan

oleh Mac Neal (1982)'".
Banyak eclemen triangular dan
quadrilateral yang kemudian

diformulasikan berdasarkan pada metode
tersebut, antara lain adalah elemen T3y,
dari Hughes dan Taylor” yang merupakan
elemen  triangular  pertama  yang
diformulasikan dengan metode ASSF.
Elemen ini akan mengalami shear locking
jika menggunakan integrasi eksak dalam
mengevaluasi  matriks  kekakuannya.
Hughes menggarisbawahi bahwa integrasi
selektif dengan 1 titik Hammer terhadap
matriks [k memperkecil efek shear
locking tetapi muncul satu pola parasit.

2. FUNGSI PERALIHAN ELEMEN T3y,

Berikut ini akan dibahas secara rinci
formulasi elemen pelat T3y, dimana
kekbususan pada elemen T3y, deformasi
geser transversal diekspresikan dengan
mengunakan interpolasi khusus dan disebut
metode proyeksi geser yang merupakan
salah satu tipe metode ASSF.
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Gambar. 1 Geometri dam derajat
kebebasan elemen pelat triangular T3y,
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Elemen ini menggunakan fungsi bentuk
yang sama untuk fungsi peralihan dan
fungsi geometri , maka elemen triangular
ini disebut elemen isoparametrik.

Dengan demikian fungsi peralihan
elemen secara lengkap dinyatakan sebagai
berikut:

3
W'_—Z Ni Wy
g
Bx = Z Ni Bxi (1)
1=1
3
By = ZNl By1

i=1

Ni = fungsi bentuk pada nodal i
Ni=1-¢-7 ; No=§ ; Na=n (2)

Hubungan deformasi lentur  dan

kelengkungan dinyatakan sebagai berikut

3. DEFORMASI & KELENGKUNGAN

Ex Xx
€y 1=2{%y (3a)
T“}’ Xxy
r w W
| on
B,

dimana : {x," p=4 / L (3b)

dy

Xxy wx qa)f
Pt
Hubungan antara kelengkungan

{x}dengan peralihan nodal elemen dapat
pula dinyatakan sebagai berikut :

e} =B Jw, } (4)

dimana :
Eo Niy 0 E
Byl={..10 0 Nl i=1L3
10 Njy Ny}
&)
()= | wiByiByi i .i=13)  (6)
Nix dan N;, dapat dinyatakan sebagai :
Ni.x = jllNi,g +j12Ni,q
Ny =2 Njg tin Ny,

4. DEFORMASI GT.

Untuk  mendefinisikan  medan
deformasi geser (GT) pada elemen T3y,
diterapkan  metode  proyeksi  geser
transversal (shear projected method).

Medan deformasi geser
diaproksimasi secara linier pada setiap
elemen. Hal ini dinyatakan sebagai bertkut :

-fofisly o

dimana: N; adalah fungsi bentuk pada
nodal i dan (sz lyz)i adalah deformasi

geser pada nodal i
Deformasi geser pada nodal i
¥ 1yz)i diperoleh dengan

XZ
memproyeksikan regangan geser dan
sumbu koordinat kartesian ke natural
dengan menggunakan invers matrik
Jacobian dan dinyatakan sebagai berikut

Y n 1'12] Ye
_g7 8
{Iﬂ}i l:.|21 12 i{zﬂz i ®

&; dan m; adalah sistim koordinat natural pada nodat i
Gambar. 2 Elemen Referensi T3y,

Dengan mensubstitusi nilai invers
Jacobian pada sistim koordinat tiap-tiap
nodal pada persamaan (8), maka didapat :
Untuk nodal 1 (sistim koordinat &3, m;) :

Y ____}_[%1 Jﬁz] Ye, ©)
Yy2)y, 24lmz X d|Yy),

Untuk nodat 2 (sistim koordinat &;, np) :
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Y Y
L =_i_[)’12 }’23] %l 10)
Y|, 24[xn X32|(Yp |,

Dan untuk nodal 3 (sistim koordinat &5, 13)

Y =L[}’23 y31:ll’£_,z an
Vo), 24{%n 33[(Yej,

Xij = X; — ; dan y; = ¥i -y
¥ & b nz »; adalah regangan geser pada

sistim koordinat nodal i pada bidang E-z
dan 1n-z, sedangkan I?’ 723 dan

~5
yjladalah besarnya regangan geser pada
sisi 12, 23 dan 31 yang bekerja pada bidang
z-s. Hubungan keduanya dinyatakan
sebagai berikut:

Y Lipy'?
{ng} ] (12
=Nz )4 _LBIZS

{Iéz } { Lasy? }
» = 2 (13)
mz)s T Lz Y
31
{Zgz} ={ lez,,%} e
Yoz 3 _1'231_5.
Dengan mensubstitusikan

persamaan (8) sampai dengan (14) kedalam
persamaan (7), diperoleh persamaan berikut

ini : t}= lN_r j{tm j (15)

()= 2 )  ae

N N N
[NY ]=l: rxl2 yx23 1:31] (17)

N-gylz N-yy23 N}yB]

dimana;

dengan:

L
N7x12=_'21i_(N]}’3]+N2y32)

L
Ny12 =7lj-(N1 x13+Nyx23)

N3 =%(N2Y1z +N3y13)
Ny =223(N N
w23 = 2A( 2%1 +N3x3;)
Moy = BL( N3 yas + Ny y1 )
w3l =2 (N3ya3 +N )

L
Ny ='§(N3x32 +Nyxp2)

Dengan menggunakan hipotesa
Mindlin, kita akan mendapatkan deformasi
(1m> vang diproyeksikan pada variabel

nodal wy, B, dan By
1 L
L = ‘i_ ](wss+Bs) ds=0 (18)
ij O

Dimana w dan {3, diinterpolasikan secara

linier sebagai berikut :
s
wii  w(s) i
— —&j
i L

Bx
By:

i

Gambar 3 Fungsi peralihan w dan b;
diinterpolasi secara linier

w =[I—-s—] w,-+Lin- (19)

Ly if

Bs =(1—i]ﬂsi+ffasf (20)

Ly i
dengan :
Bs=Cy B + 85 By (21a)
Bs =GBy + Sij By; (21b)
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Dengan mensubstitusikan
persamaan (19), (20) dan (21) kedalam
persamaan (18), akan diperoleh persamaan
berikut :

'Yu =%(WJ _\Vi)‘,'%cl‘j(Bxi +Bx])+

=y 1 (22)
75ii(Byi +By;)
dengan;
Cij = cos o= H - xi
Lij Lij
Sij =sin CL=M =yi
Lij Lij

Berdasarkan persamaan (22) maka kita
dapat menentukan deformasi untuk tiap sisi
elemen dan menggabungkannya dalam
bentuk matrik,yaitu :

v A (23)

dimana; <Zm>=<1,;'2 Ii3 I;u)
(ay={-iw; Bg Byii.i=13)
dengan'
Cip=-2L ; 8§, = L Cpp =il
L12 ng L23
_Y13
S3‘ i Coy=—= g

dengan mensubstitusikan persamaan (23)
kedalam persamaan (15) akan diperoleh
persamaan berikut :

by v, [l ] (24)
Atau dapat ditulis sebagai berikut:
=B, Ju.} 25)
[B.]= N, [A.] (26)

dengan :

5. MATRIKS KEKAKUAN.

Matrik  kekakuvan elemen T3y,
didapat dengan menggunakan persamaan
energi potensial total pada model peralihan
klasik, yaitu :

IF* =T17, - TTeq (27)
dengan : I15, =TI, + 115, (28)

by =% (x}[Hbl{x}) dA (29)

(30)
di mana @
I v 0 1 Eh3
[Hy]=Dy|v 1 0 b=
f-v 12(1-v7)
0o 0o —2
L 2
=D 1o D =kGh
[H:]=D, |y )i .=
di mana :
Dy = kekakuan lentur
D; = kekakuan geser
E = modulus Young
G = modul ser = :
modulus ge 20+0)
k = koefisien koreksi geser;
= 5/6 untuk problem statik
= 712 untuk problem dinamik
h = tebal pelat (4.2.31)
Dengan mensubstitusikan

persamaan (4) dan (5) kedalam persamaan
(29), akan kita dapatkan :

1 =4 (BT By T Dia
atau: [P, = ‘( )[kb]{u } (31)
dimana: [k ]= ,14 [8,F [7:1B,1dA (32)

Dengan mensubstitusikan
persamaan (25) kedalam persamaan (30),
akan kita dapatkan :

M = 21 (oo )BT 1B. Y a6

atau - g = f(un)[ks]{“n] (33)
[k...]=£[BJ'[m][Bs]dA (34)

Selanjutnya matrks kekakuan elemen
diperoleh dengan menjumlahkan matriks

dimana :

Jumal Teknologi Edisi No. 4/Tahun XII/Desember/1998 311



kekakuan lentur dan matriks kekakuan
geser transversal ;
[)=fep1+[ks]  (35)
Untuk menyederhanakan
penyelesaian bentuk integrasi dari matrik
kekakuan, digunakan pendekatan dengan
integrasi numerik, Sehingga sebelumnya
persamaan (32) dan (34)  Tharus
diekspresikan terdahulu secara lengkap ke
dalam sistem koordinat natural melalui
persamaan, menjadi

=1 T BT 18, )31
(36)

feJ={ T BITIB] ] dgen
@37)

dengan : |J|= determinan matriks jacobian
=2A

Formula integrasi numerik yang dipakai
pada pembahasan ini ialah formula
Hammer.

Jumlah titik Hammer tergantung
dari polinomial dari fungsi ¢(&',7).

Matrik  [ks] (persamaan 37)
memerlukan tiga titik integrasi Hammer,
sedangkan matriks [ks] (persamaan 36)
merupakan matrik konstan sehingga dapat
dikeluarkan dari integral.

Jika kita gunakan integrasi eksak
(tiga titik Hammer) pada perhitungan [k,],
maka pada elemen T3y, terjadi shear
locking dan masalah ini bisa diperbaiki
dengan menggunakan integrasi tereduksi
yaitu 1 titik Hammer seperti yang diberikan
pada persamaan (44) dimana [B,]dihitung

pada E=n=1. demikian

masalah shear locking tidak sepenuhnya
bisa diatasi dan tetap terjadi pada elemen
ini,

Walaupun

Persamaan (36) dan (37) ditulis
dalam bentuk sebagai berikut :

[ky]=[B, [ [H, IB,] A (38)

[ks] = [BS]T[HS ]:Bs]A (39

6. BEBAN NODAL EKIVALEN,

Metode elemen hingga merupakan
metode diskritisasi, sehingga beban-beban
yang bekerja pada struktur yang akan
dianalisa harus diubah terlebih dahulu
menjadi beban-beban terpusat yang bekerja
pada titik-titik diskrit (nodal) elemen.
Beban ini dikenal dengan sebutan beban
nodal ekivalen.

Berdasarkan prinsip kerja virtuil
luar, maka beban nodal ekivalen akibat
beban merata f, yang bekerja pada pelat

adalah sebagai berikut :
Mo =wfda=(u,){E}  (40)
A
dimana :
(f)={ai fu 0 0 [..i=13)
f,=[N; £ dA
A

11 (41)
=fz‘jJ gNillldnd“;:%sz

Untuk menyelesaikan persamaan
(41) digunakan satu titik integrasi numerik
Hammer.

7. GAYA DALAM.

Dalam analisa suatu pelat akan
didapatkan peralihan f{u.}pada titik-titik
diskrit elemen yang ditinjau, yang
selanjutnya digunakan untuk menghitung
besarnya tegangan dan gaya dalam yang
bekerja pada elemen tersebut.

Besarnye gaya dalam momen {M}
dan geser {T} dapat dihitung sebagai

berikut :
{M} = [Hp][ Bp]{un} (42)
{T} = [1,][B, Jfu, } (43)
dimana: (M)=(M, M, M,)

(T) = (Tx Ty)
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8. UJI NUMERIK

Diatas telah dijabarkan secara rinci
formulasi dari elemen T3y, Untuk
mengetahui  kebenaran teori formulasi
tersebut dilakukan berbagai uji numerk
terhadap elemen ini.

Secara umum, uji numerlkk pada
suatu elemen yang handal harus berhasil
melalui dua aspek, yaitu :

e Uji validasi elemen terdiri dari uji
stabilitas dan konsistensi elemen.

e Uji akurasi elemen dengan bentuk mesh
tertentu, terdiri darn uji konvergensi,
distorsi geometri, blokade geser, dan
sebagainya.

Pada wuji akurasi elemen, hasil yang

diperoleh dari uji numerik elemen T3y,

dibandingkan dengan solusi eksak (teoritis).

Uji numernik juga bertujuan untuk
mengetahui karakteristik, kehandalan, dan
kemampuan elemen ini dalam memberikan
hasil perhitungan yang konvergen menuju
nilai eksak dalam aplikasi metode elemen
hingga. Selain itu uji numenk dapat
digunakan untuk  menentukan jenis
modelisasi mesh yang tepat bagi elemen
terkait.

8.1 UJI SHEAR LOCKING

Uji dilakukan dengan menggunakan
suatu struktur pelat lingkaran (circular)
yang sisinya terjepit (clamped) dengan
beban merata. Karena sifat simetri dari
struktur maka pelat dianalisa 1/4 bagiannya
saja. Mesh yang digunakan terdiri dar 96
elemen untuk 1/4  pelat, dengan
perbandingan R/h bervariasi dari 1 (tebal)
sampai 200 (tipis). Solusi eksak diperoleh
dari teori Kirchhoff P,

Data :
E=10.92,00.3
Y R=5
4 b=1,0.5,0.2,0.1,
0.05,0.02,0.01
B Beban merata £~1
Kondisi batas :
Jepit : w=B=P=0
Kondisi simetri :
CA: By=0
CB : =0
c 2> X
e R »|
Nolusi eksak [3]:
f,R4 8(h/R)2
w= (1—§2>[(1—¢2)+
64Dy, 3k(1 - v)
Gambar 4 Pelat lingkaran uniuk uji blokade geser
(NELT=96)
1.1
1
% 0.8 -
SE 03
?:' o7 |9 Reduce
—O—Exact
0.8 4
0.6 T 1 T T
0 40 80 120 180 200
L/h

Gambar 5 Husil uji blokade geser pada pelat
melingkar perletakan jepit

Hasil uji memperlihatkan bahwa
elemen T3y, dengan integrasi eksak
mengalami shear locking dan integrasi
tereduksi dapat memperbaiki kinerja
elemen tetapi tidak dapat sepenuhnya
mengatasi shear locking.

8.2 UJ1 KONVERGENSI
Pengujian mengunakan suatu pelat
lingkaran (circular plate) dengan kondisi
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struktur simetri sehingga hanya dianalisa
1/4 bagian pelat saja. 1/4 bagian pelat
tersebut dimodelisasi dengan 6, 24, 54, dan
96 buah elemen masing-masing dengan tiga
variasi rasio antara radius pelat dan
tebalnya sebesar 2, 5, dan 50. Kondisi batas
yang digunakan berupa jepit (clamped, w =
Bx = By = 0) pada sekeliling pelat.
Sedangkan beban yang digunakan adalah
beban merata.

Uji kedua  bertujuan  untuk
mengetahui distribusi gaya dalam M;, M, T,
pada arah radial pelat untuk mesh 96
elemen.

Hasil uji berupa peraliban, gaya
resultan, dan energi internal diperlihatkan
dalam gambar 6-11 Dari hasil uji dapat
dilihat bahwa elemen T3y, memperlihatkan
konvergensi yang batk dan cenderung
mendekati nilai eksak dan memberikan
akurasi yang baik untuk distribusi gaya
dalam pada arah radial untuk mesh 96
elemen pada kasus pelat tebal (R/h =5) dan
akurasi menurun pada kasus pelat tipis (R/h
= 50) karena elemen mengalami blokade
geser. Elemen T3y, memberikan akurasi
yang tidak menentu pada distribusi gaya
dalam T, pada kasus pelat tipis.

Solusi Eksak [4]:
Jepit
Peralihan vertikal :
_ R { g2 8(h/R)2
64D ) 3k(1 - v)
2
f,R (3+v)
__Z Y2
M, =150+ 0= —E")
2
f R (1+ 3w
M, =% 1- 2
0= g G (l+u)§)
_ L
]

Enerji internal :

I 2R fpf A/ R)?
int ~ 334DbL k(1 - v)

dimana :

o=n/2

(padalah besarnya bagian pelat yang dianalisa
k=5/6

v = poisson ratio

§=i (0<r<R)

a) NELT =6

W™

by NELT =24
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% kesalahan, w,

NELT
b) R/h =5
¢} NELT=54 o
:3
N g 0t
£
o
2 2
8 ¢
R
-30 . : - :
L) 4 42 60 78 88
NELT
¢)R/h=2
/ Gambar 7 Konvergensi peralihan w di pusat pelat
lingkaran perietakan jepit
d) NELT =96
0
NELT = jumlah elemen - P_M,,‘-o——_—;’
J ° = -207
Gambar 6 Pelat lingkaran dengan jumliah elemen 5 401
NELT = 6, 24, 54 dan 96 g
< 8o |
o g 10
= 2 =
g -100 1 L 1 1
£ A 8 24 42 6 78 86
g % NELT
= 80
®
-100 : : : ' a)R/h=50
- 24 42 60 i) 96
NELT
a) Rk = 50
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% kesalahan, M,
% kesalahan, ITjnt

NELT NELT

BJRAH=5
bR/ =5

% kesalahan, M,

8

40 'l 1 'l L
6 24 42 80 78 L)

NELT 40 - ; - -

% kesalahan, I
]
(-]

¢) R/ =2 NELT

Gambar 8 Konvergensi momen M, di pusat pelat
lingkaran perietakan fepit ¢)RM=2

0 Gambar 9 Konvergensi energi internal I, pelat
— lingkaran perlelakan jepit

= 20
g
s 60 :
E 2
= 90 1
e )
400 . =
78 86 -1
NELT 2l o Tgs Eksak Y
3} N\
Rih = -4 L
a) 50 0 1 2 3 4 6

a) Distribusi M,
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=
0 M ¢ Tigs L
[
“1 | ~——Eksak
-2 1 | I
0 1 2 3 4 ]
r
b) Distribusi Ma

¢) Distribusi T,

Gambar 10 Distribusi gaya dalam pada arah radial
(CB) pelat lingkaran, R/h =5

A S

¢ Tigs
2 \Q

—— Eksall

a} Distribusi M,

2
1
I
=
0
¢ Tigs
()
1 | ——Eksak
2

o
=

(X3

w
-~
o

&) Distribusi M,
(i}
-1\
o [+]
- °
-]
3 H ¢ Tigs
4 H ——Eksak ,
J 1 Il
[i] 1 2 3 4 [

¢) Distribusi T,

Gambar 11 Distribusi gaya dalam pada arah
radial (CB) pelat lingkaran, R'h = 50

9. KESIMPULAN
Pada penulisan ini telah dibahas dan

dievaluasi elemen pelat lentur triangular
T3y; yang memiliki 3 nodal dengan 3
derajat kebebasan pernodal. Dari hasil
pengujian numerik yang telah dilakukan,
dapat diambil beberapa kesimpulan yang
berkaitan dengan karakteristik elemen,
yaitu:

— Pada test nilai eigen, diketahui bahwa
elemen ini menghasilkan 1 buah pola
parasit (Spurious zero-energy modes).
Tetapi pada uji dengan menggunakan 2
buah elemen memberikan hasil yang
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10.

[1]

[2]

[3]

[4]

stabil dan tidak terdapat pola parasit.
Jadi elemen ini cukup stabil digunakan
dan bebas pola parasit bila digunakan
lebih dari satu elemen.

Penerapan integrasi tereduksi dalam
mengevaluasi matriks kekakuan elemen
tidak sepenuhnya berhasil
menghilangkan efek shear locking
bahkan sebaliknya menimbulkan efek
lain yaitu sebuah SZEM.

Elemen T3y, bebas dari pengaruh
orientasi elemen, jadi elemen T3y,
bersifat geomeirically invariant.
Elemen T3y; lulus semua patch test. Hal
ini menunjukkan bahwa elemen ini
mampu memberikan hasil-hasil
perhitungan yang konvergen walaupun
relatif lamban dibandingkan elemen
sejenis yang lainnya segerti elemen
DKMTP* dan DST-BK™,
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