BAB Il

LANDASAN TEORI

Dalam tugas akhir ini akan dibahas mengenai penaksiran besarnya
koefisien korelasi antara dua variabel random kontinu jika data yang teramati
berupa data kategorik yang terbentuk dari kedua variabel kontinu tersebut,
dengan menggunakan koefisien korelasi polychoric. Oleh sebab itu, dalam
bab ini akan dijelaskan beberapa hal yang akan digunakan untuk mencari
taksiran koefisien korelasi polychoric (yang akan dijelaskan dalam bab IIl)
yaitu, koefisien korelasi, koefisien korelasi pearson, taksiran maksimum
likelihood serta koefisien korelasi kendall’s tau yang akan dibandingkan
dengan koefisien korelasi polychoric relatif terhadap koefisien korelasi (yang

akan dijelaskan dalam bab V).

2.1 Koefisien Korelasi

Misalkan terdapat dua variabel random X dan Y dengan mean x4, dan
U, serta variansi o dan o maka kekuatan hubungan linear antara kedua

variabel random ini dapat diukur dengan suatu koefisien yang disebut
koefisien korelasi. Koefisien korelasi dari dua variabel random X dan Y

diberikan dengan :
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_cov(X,Y) _ El(X = )(Y ~ f4,)] (2.1.1)
0.0, \/E(X _,ul)zE(Y_:uz)z

Koefisien korelasi tidak bergantung pada satuan pengukuran dan dapat
dibandingkan dengan koefisien korelasi dari pasangan variablel random

lainnya.

Koefisien korelasi bernilai antara —1 sampai dengan +1 (hal ini dapat

dibuktikan pada lampiran 1). Jika p = +1 maka terdapat hubungan linier positif
yang sempurna antara variabel random X dan Y. Kondisi ketika nilai p = +1

dapat digambarkan pada bidang dimensi dua sebagai berikut :

Gambar 2.1.1 Koefisien Korelasi Bernilai +1 (  p=+1).
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Jika p = +1 maka terdapat hubungan linier positif yang cukup kuat
antara variabel X dan Y. Kondisi ketika nilai p = +1 dapat digambarkan pada

bidang dimensi dua sebagai berikut :

My

Gambar 2.1.2 Koefisien Korelasi Mendekati +1 ( p=+1).

Jika p =-=1 maka terdapat hubungan linier negatif yang sempurna
antara variabel X dan Y. Kondisi ketika nilai p = -1 dapat digambarkan pada

bidang dimensi dua sebagai berikut :
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Gambar 2.1.3 Koefisien Korelasi Bernilai-1 (  p=-1).

Jika p =-1 maka terdapat hubungan linier negatif yang cukup kuat
antara variabel X dan Y. Kondisi ketika nilai p = -1 dapat digambarkan pada

bidang dimensi dua sebagai berikut :
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Gambar 2.1.4 Koefisien Korelasi Mendekati -1 (  p=-1).

Jika p =0 atau p =0 maka dapat dikatakan tidak terdapat hubungan
linier antara variabel X dan Y. Kondisi ketika nilai p =0 atau p =0 dapat

digambarkan pada bidang dimensi dua sebagai berikut :
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Gambar 2.1.5 Koefisien Korelasi Bernilai 0 ( p=0) atau Mendekati 0 ( p=

0).

Dalam sub bab ini akan dijelaskan beberapa taksiran koefisien korelasi
yang akan digunakan dalam pembahasan bab berikutnya yaitu, koefisien

korelasi pearson, dan koefisien korelasi kendall’s tau.
2.1.1 Koefisien Korelasi Pearson

Korelasi antara variabel random X dan Y dapat ditaksir dengan
beberapa cara, jika variabel X dan Y berskala rasio atau interval maka salah

satu taksiran koefisien korelasi yang sering digunakan adalah koefisien

korelasi pearson.
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Jika terdapat n buah observasi berpasangan ( Xi, Y1), ( Xz, Y2),
......... , ( Xn, Yn) maka taksiran koefisien korelasi pearson untuk variabel

random X dan Y diberikan dengan :

= Zinzl(xi _)_()(yi -y)
\/z inzl(xi _)_()ZZin:l(yi _V)Z

(2.1.1.1)

Seperti halnya koefisien korelasi populasi, koefisien korelasi pearson
pun bernilai antara —1 sampai dengan +1 (hal ini akan dibuktikan pada
lampiran 2). Nilair =+1 menunjukkan adanya dugaan bahwa terdapat
hubungan linier positif yang sempurna antara variabel X dan Y. Jika r = +1
maka terdapat dugaan bahwa ada hubungan linier positif yang cukup kuat
antara variabel X dan Y. Nilair = -1 menunjukkan adanya dugaan bahwa
terdapat hubungan linier negatif yang sempurna antara variabel X dan Y. Jika
r = -1 maka terdapat dugaan bahwa ada hubungan linier negatif yang cukup
kuat antara variabel X dan Y. Nilai r =0 menunjukkan adanya dugaan bahwa
terdapat hubungan linier yang sangat lemah antara variabel X dan Y. Apabila
r = 0 maka terdapat dugaan bahwa tidak ada hubungan linier antara variabel

Xdan.

Koefisien korelasi pearson sering digunakan untuk menaksir koefisien

korelasi dari dua variabel kontinu berskala interval atau rasio karena dalam
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perhitungan besarnya koefisien korelasi pearson data sampel yang
digunakan berupa variabel kontinu berskala interval atau rasio sehingga

informasi mengenai data populasi dapat dilihat secara keseluruhan.

2.1.2 Koefisien Korelasi Kendall's Tau

Misalkan variabel random X dan Y adalah dua variabel ordinal, salah
satu taksiran koefisien korelasi untuk dua variabel ordinal yang sering
digunakan adalah koefisien korelasi kendall’s tau, yang dapat dibedakan
menjadi koefisien korelasi kendall's tau — a dan koefisien korelasi kendall’s

tau — b.

2.1.2.1 Koefisien Korelasi Kendall's Tau - a

Misalkan ( X1, Y1), (X2, Y2), .......i. , (Xn, Yn) adalah n buah observasi
berpasangan. Suatu pasangan ( X, Y;i) dan ( Xj, Y;) disebut concordant, jika
Xi < Xjdan Y; < Yjatau jika X; > X; dan Y; >Y;. Suatu pasangan ( X, Y;) dan (
X;, Yj) disebut discordant,. jika X; > X; dan Y; < Y; atau jika X; < X dan Y; >Y;.
Sedangkan, suatu pasangan ( Xi, Y;) dan ( X;, Y;j) disebut tied jika pasangan

observasi ini bukan concordant maupun discordant. Karena terdapat

n -
[ZJ = n(n2 Y pasangan observasi yang mungkin maka total banyaknya

pasangan yang concordant (C), ditambah total banyaknya pasangan yang

Menaksir koefisien kolerasi..., Siska Wulandari, FMIPA Ul, 2008



13

discordant (D), ditambah total banyaknya pasangan yang tied akan sama

n)y n(n-1
dengan [2] =5

Banyaknya pasangan yang concordant dan discordant dari observasi
berpasangan ( X;, Yi), i =1, ..., n dapat dihitung melalui tabel kontingensi dari
variabel X dan Y. Misalkan variabel X memiliki | kategori dan variabel Y
memiliki J kategori maka dapat dibentuk tabel kontingensi dari variabel X dan

Y sebagai berikut :

Tabel 2.1 Tabel Kontingensi dari Variabel X dan Y.

Y
X 1 2 J total
n n n
1 n, 12 1J 1
2 Ny N2, N2 n,
I nl 1 r’|I 2 nIJ nI
total n, n, . . . n, n
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dimana

n, =banyaknya observasi yang jatuh pada sel(i,j), i=1,....,1;j=1,....J.
n, = total banyaknya observasi pada kategori ke -idari variabel X.

n; =total banyaknya observasi pada kategori ke - jdari variabel Y.

Perhatikan pasangan observasi yang dibentuk dari suatu observasi yang ada
di sel (1, 1) dengan suatu observasi yang ada di sel (2, 2), pasangan ini
adalah pasangan yang concordant. Setiap observasi yang ada yang ada di
sel (1, 1) dapat dipasangkan dengan setiap observasi yang ada di sel (2, 2)

maka dari kedua sel ini akan diperoleh n,, X n,, pasangan concordant. Setiap

observasi pada sel (1, 1) juga dapat dipasangkan dengan setiap observasi

yang ada di sel n,;,n,,,.......... yNyy Ny i mes........ N,; untuk

membentuk pasangan yang concordant, begitu pula dengan observasi yang
ada di sel (i, ) dapat dipasangkan dengan setiap observasi di sel yang
kategorinya lebih tinggi atau lebih rendah darinya pada kedua variabel guna
membentuk pasangan concordant. Dengan demikian, dari suatu tabel

kontingensi variabel X dan Y dapat diperoleh pasangan concordant sebanyak

NN+ N+ +n g+ +n )+ +n,_,,(n,
o FN;) NN, o tng) o +
Ny 54(Ny) (21.2.1)
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Selanjutnya, perhatikan pasangan observasi yang dibentuk dari
observasi — observasi yang ada di sel (1, 2) dengan observasi — observasi
yang berada pada sel (2, 1), (3,1), ........ , dan sel (I, 1), passangan —
pasangan observasi ini merupakan pasangan discordant . Oleh sebab itu,
dari suatu tabel kontingensi variabel X dan Y akan diperoleh pasangan

discordant sebanyak :

D = ny,(n,, +Ng +oee A ny) + 05Ny +0,, o, N, +N,)+ +
Ny (N Ny, +odn,, , +o Sl | O N 55,) e +
Ny (NN, +o +N, ;) (2.1.2.1.2

Jika dalam pengamatan diasumsikan tidak ada observasi yang tied,
maka hubungan antara variabel X dan variabel Y dapat diukur dengan

koefisien korelasi kendall’s tau a yang didefinisikan dengan :

C-D

T, :W (21213

Karena diasumsikan tidak ada pasangan yang tied maka
n(n-1) _ : I . _
— % - C + D sehingga jika tidak ada pasangan yang discordant (D =0)

maka koefisien korelasi kendall’s tau a akan bernilai +1, sebaliknya jika tidak

ada pasangan yang concordant maka koefisien korelasi kendall’s tau a akan
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bernilai —1. Dengan demikian, dapat disimpulkan koefisien korelasi kendall’s

tau a akan bernilai antara —1 sampai dengan +1.

Nilai 7,= 1 menandakan adanya dugaan bahwa terdapat hubungan
linier positif yang sempurna antara variabel random X dan 'Y . Jika 7,= 1

maka terdapat dugaan bahwa ada hubungan linier positif yang cukup kuat

antara variabel random X dan Y. Nilai 7,= -1 menandakan adanya dugaan

bahwa terdapat hubungan linier negatif yang sempurna antara variabel

random X dan Y. Jika 7,= -1 maka terdapat dugaan bahwa ada hubungan

linier negatif yang cukup kuat antara variabel random X dan Y. Untuk nilai

7,= 0 menunjukkan adanya dugaan bahwa terdapat hubungan linier yang
sangat lemah antara kedua variabel ordinal X dan'Y. Jika 7,= 0 maka ada

dugaan bahwa tidak ada hubungan linier antara variabel ordinal X dan Y.
2.1.2.2 Koefisien Korelasi  Kendall's Tau - b

Jika dalam pengamatan diasumsikan terdapat pasangan yang tied
maka hubungan antara variabel X dan variabel Y dapat diukur dengan

koefisien korelasi kendall’s tau b yang didefinisikan dengan :

= C_D
{[n(n—l)/Z—Tx ][n(n—l)/z_TY]}llz

(2.1.2.2.1)

Iy
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dimana:
Tx = banyaknya pasangan yang tied pada variabel X.

dengan T, = Zni.(ni. -1)/2; n_adalah total banyaknya observasi pada

kategori ke —i dari variabel X.
Ty = banyaknya pasangan yang tied pada variabel Y.

dengan T, = Zn_]. (n; =1)/2; n;adalah total banyaknya observasi pada

kategori ke — | dari variabel Y.

Jika 7,= 1 maka terdapat dugaan bahwa ada hubungan linier positif
yang cukup kuat antara variabel random X dan Y. Jika 7,= -1 maka terdapat

dugaan bahwa ada hubungan linier negatif yang cukup kuat antara variabel

random X dan Y. Untuk nilai 7,=0 menunjukkan adanya dugaan bahwa

terdapat hubungan linier yang sangat lemah antara kedua variabel ordinal X

dan.

2.2 Taksiran Maksimum Likelihood

Definisi 2.2.1. Misalkan X, X,,......... , X, suatu sampel random dari

distribusi dengan p.d.f. f (x;8) . P.d.f. gabungan dari X, X,,......... , X,, adalah
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f(X;0)F(X);0).eeennnn f(x,;6) . P.d.f gabungan ini dapat dipandang sebagai
suatu fungsi dari parameter 8. Fungsi dari parameter @ ini disebut sebagai

fungsi likelihood dari suatu sampel random X,, X,,......... X

Fungsi likelihood dari suatu sampel random X, X,,......... , X,, dapat

ditulis sebagai berikut :

L(G; X, Xy, cveennn X, )= (X 0) T (X,;0).......... f(x,:60) (2.2.1)

Nilai dari & yang memaksimumkan fungsi likelihood ini dapat dicari. Karena
fungsi likelihood ini dapat menjelaskan probabilitas suatu kejadian X,= x1, Xz
= I , Xn = Xn. maka nilai dari 8 yang memaksimumkan fungsi
likelihood ini adalah nilai & yang memaksimumkan probabilitas X; = x1, Xz =
X2 yereennnn , Xn= Xn. Oleh sebab itu, nilai 6 tersebut merupakan taksiran yang

baik untuk nilai parameter 8 yang sesungguhnya.

Definisi 2.2.2. Misalkan terdapat suatu fungsi dari X, X,,....... X, yaitu,
u(x;, X,,.......X,) sedemikian sehingga ketika ¢ diganti dengan
u(x,, X,,.......X,) , fungsi likelihood L maksimum. Dengan kata lain
L[u(xl,xz, ...... X )] lebih besar atau sama dengan L(6; %, X, ........ ,X,) untuk
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setiap 6, maka statistik u(x;,X,,......,X,) disebut sebagai taksiran maksimum

likelihood dari 6 dan dinotasikan dengan ] ( Hogg dan Craig, 1995).

Untuk mencari 8 yang memaksimumkan fungsi likelihood L(6) maka
fungsi likelihood L(8) harus diturunkan terhadap 6 dan disamakan dengan

nol. Guna mempermudah perhitungan dalam pencarian 4, fungsi likelihood

L(6) dapat ditransformasikan ke bentuk fungsi yang lain, dengan syarat nilai

6 yang memaksimumkan fungsi hasil transformasi juga harus

memaksimumkan fungsi likelihood L(8) awal. Salah satu fungsi yang sering

digunakan untuk mentransformasikan fungsi likelihood L(6) adalah fungsi

In L(&).
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